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Résumé

Cette thése porte sur la capacité des systémes de télécommunication dans les canaux a
évanouissements lents de Ravleigh. On s'intéresse plus particulierement aux systémes com-
portant plusieurs antennes a I'émetteur et au récepteur et a l'effet de cette diversité spatiale
sur la capacité. La capacité de systémes & antennes multiples est d’abord étudiée pour le cas
ol I'état du canal n'est connu qu’au récepteur. Ensuite. nous étudions le cas ou I'émetteur
connait aussi I'état du canal. ce qui permet alors d’adapter les symboles transmis selon la
réalisation du canal. Nous présentons alors un algorithme afin de déterminer le prétraitement
3 'émetteur qui maximise la capacité. Finalement, nous approfondissons le cas ot I'émetteur
connait aussi 'état du canal en simulant des erreurs d’estimation du canal & I’émetteur. et

nous présentons 'effet de ces estimations imparfaites sur la capacité.
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Chapitre 1

Introduction

On assiste ces derniéres années & une croissance de la popularité des systéemes de commu-
nications sans fil. De plus, le nombre d’applications pour ces systemes se multiplie et n'est
maintenant plus limité & la transmission de la voix. En effet, les systémes sans fil de troisieme
génération devront étre capable de supporter des applications multimédia utilisant les im-
ages. vidéos, sons et voix; tout en répondant aux attentes des utilisateurs en terme de
qualité d'information. Techniquement, cette nouvelle demande se traduit par un débit de
transmission élevé, donc une plus grande capacité et une meilleure efficacité spectrale sont
nécessaires par rapport aux systémes actuels. Plusieurs techniques ont été proposées afin
d’améliorer Iefficacité spectrale des systémes sans fil de troisieme génération, I'une d’elle
étant la diversité spatiale, ou en d’autres mots l'utilisation de plusieurs antennes de trans-
mission et/ou de réception. Jusqu'a récemment, la diversité spatiale n’était qu'une notion
théorique puisque les moyens technologiques ne permettaient pas sa réalisation. En effet, les
réseaux d’antennes occupaient un espace trop important et la puissance de calcul requise
afin de controler ces antennes ne pouvait étre obtenue que par de volumineux processeurs.
Cependant. avec les progres technologiques récents, dont l’augmentation toujours croissante
de la puissance de calcul des processeurs et I'utilisation de fréquences plus élevées, la diversité

spatiale émetteur-récepteur semble étre une technique maintenant réalisable.



1.1 Capacité des systemes de télécommunication a an-

tennes multiples

1.1.1 Définition de la capacité

La capacité d'un canal de télécommunications peut étre définie de plusieurs fagons. Fon-
damentalement, la capacité est définie comme le maximum de l'information mutuelle entre
deux variables aléatoires. X et Y [CT91}:

C=maxI(X:Y) (1.1)

Ix (=)

ou fy(x) est la fonction de densité de probabilité de X'. Dans un systéme de communica-
tions. ces deux variables X et Y sont les données envovées par 'émetteur et celles recues
au récepteur respectivement. La maximisation de I'information mutuelle se fait sur la dis-
tribution des données transmises et dépend du canal. De plus. la distribution des données
recues dépend de celle des données transmises et des parametres du canal. La capacité est
donc purement fonction des parameétres du canal. Pour un systéme a largeur de bande re-
streinte. la capacité peut aussi se traduire par un débit de transmission maximum avec une
probabilité d’erreur arbitrairement basse. Il n'est donc pas possible de construire un code
correcteur d’erreur qui pourra émettre a un débit plus élevé que la capacité tout en assurant
un taux d’erreur négligeable. Un des buts poursuivis par les ingénieurs de communications
est de déveloper des techniques permettant 'atteinte de cette capacité. Il faut comprendre
que le calcul de capacité donne une limite supérieure a ce quun svstéme réel pourra at-
teindre et donne peu d’indices sur la facon d'y parvenir. On peut done diviser le travail de
recherche de ces codes en deux parties: une premiere phase théorique qui consiste a calculer
cette capacité, ou limite supérieure. pour un canal donné. et une deuxiéme plus pratique
qui consiste a concevoir un systéme réel pour ce canal qui s’approchera le plus possible
de cette limite. Dans cette theése. nous utiliserons aussi le terme “capacité” pour désigner
le maximum de I'information mutuelle entre deux variables lorsque des contraintes sur la

distribution des symboles transmis sont imposcées. Nous utiliscrons donc le terme capacité

(EV]



pour décrire Uefficacité spectrale d'un systéme dans un canal donné, ce qui est une pratique

courante dans la littérature récente sur la théorie de I'information.

1.1.2 Canal a évanouissements lents de Rayleigh

Comme mentionné auparavant. la capacité dépend des parametres du canal dans lequel le
systéme sera utilisé. Un modeéle de canal trés répandu pour les communications sans fil est le
canal avec évanouissement de Rayleigh corrompu de bruit additif gaussien [Rap96|. Le modéle
de canal utilisé tout au long de cette theése est non-sélectif en fréquence et varie lentement par
rapport au débit de transmission dans le canal. Le canal est donc simplement multiplicatif:
les signaux transmis sont multipliés par un coefficient A complexe circulaire gaussien, dont les
partie réelle et imaginaire sont non-corrélées. Le coefficient A peut s’exprimer par une somme
de variable aléatoire normales non-corrélées, centrées a zéro avec une variance de valeur 1/2.
c’est-a-dire que h = N(0,1/2) + 7N(0,1/2). L’enveloppe de A, illustrée a la figure 1.2 en
fonction du temps. est une variable aléatoire de Rayleigh, d’olu le nom du canal. De plus.
le canal est corrompu par un bruit blanc additif, z, qui posséde une distribution gaussienne
complexe centrée & zéro avec variance = o>: on a donc z = N(0,02/2) + jN(0,02/2) . Le
modele du canal multiplicatif avec bruit additif pour une entrée z(t) est illustré & la figure
1.1, ott les signaux z(t) et y(t) sont représentés par leur enveloppe complexe et A(t) et z(t)
sont des coefficients complexes tels que définis auparavant et dont la valeur change avec le

temps.

1.1.3 Diversité de transmission et réception

A la figure 1.2. on remarque que le canal de Rayleigh cause de profonds évanouissements. Le
principe de diversité est basé sur le fait que les erreurs arrivent lors de ces évanouissements
séveres. En émettant sur plusieurs canaux indépendants, créant ainsi une diversité, la prob-
abilité que tous les canaux subissent un évanouissement prononcé simultanément est faible.
d’ou I'augmentation de capacité du canal avec diversité. La diversité consiste donc a ajouter

de la redondance au message transmis afin de combattre les effets des évanouissements. 11
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Figure 1.1: Modele du canal multiplicatif et additif gaussien.

existe plusieurs types de diversité [Rap96]:

e diversité de fréquence: I'information est envovée sur différentes ondes porteuses ou la
séparation entre chacune des porteuses est supérieure & la largeur de bande de cohérence
du canal. ce qui assure l'indépendance des évanouissements de chaque porteuse. La
largeur de bande de cohérence correspond a l'inverse de l'étalement en temps des

réflections du signal dans le canal [Pro93].

o diversité temporelle: on obtient ici la redondance en émettant l'information dans
plusieurs intervalles de temps séparés par au moins le temps de cohérence du canal.
assurant ainsi I'indépendance des signaux regus. Le temps de cohérence correspond a

l'inverse de 1'étalement en fréquence du signal dans le canal [Pro93].

e diversité d'espace: il est aussi possible d’obtenir plusicurs canaux indépendants en
utilisant plusieurs antennes séparées par une distance suffisainment grande pour assurer
des trajets indépendants. et donc des évanouissements indépendants. Cette distance
minimale dépend de I'arrangement géométrique des antennes ct peut aller d’'une demie
longueur d’onde pour un environnement tres dense a plusieurs dizaines de longueurs

d’ondes pour un espace plus vaste.
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Figure 1.2: Evanouissements de Rayleigh typique (f. = 1 GHz, v = 20 km/h).
1.2 Objectif et organisation de la these

En premier lieu. cette thése s’intéresse & 'aspect théorique de 'information, c’est-a-dire aux
calculs de capacité. La capacité est étudiée dans le cas ou la diversité spatiale est utilisée a
I’émetteur et au récepteur. La diversité spatiale & I'émetteur et au récepteur est un sujet de
recherche nouveau puisque la technologie la rendait jusqu'a tout récemment impraticable.
Ces derniéres années, plusieurs chercheurs ont commencé I'étude de la capacité de systémes
profitant de la diversité spatiale. La plupart des travaux effectués sur le sujet ne considerent
que le cas ol I'émetteur ne connait pas ’état du canal. Notre objectif principal est de
continuer les recherches sur la capacité de canaux avec diversité spatiale, en particulier pour
le cas ol le canal est connu de I'émetteur. )

Le chapitre deux de cette thése discute de la capacité de systémes & antennes multiples
lorsque le canal n'est pas connu a I'émetteur. Ce chapitre constitue un rappel de quelques
résultats de la théorie de l'information, allant du cas le plus simple qui consiste en un
systéme 2 une antenne émettrice et une antenne réceptrice, jusqu au cas général a m antennes

émettrices et n antennes réceptrices.



Au chapitre trois. I'étude du cas ol I'état du canal n'est pas connu a I'émetteur est
approfondi. Nous dérivons d'abord les expressions asymptotiques de capacité pour un grand
rapport signal-sur-bruit: cette capacité asymptotique constitue aussi une limite inférieure de
capacité. Ensuite. la fonction de densité de probabilité de la capacité prise comme variable
aléatoire est aussi dérivée pour le cas ou le minimum du nombre d’antennes émettrices et
réceptrices, min(m. n). est égal a un. Finalement, la capacité d'un canal a antennes multiples
a large bande est dérivée.

Le chapitre quatre est la suite logique du chapitre précédent et discute de la capacité
lorsque le canal est aussi connu a l'émetteur. Dans ce cas. on a le probléme intéressant de
déterminer la distribution optimale des svmboles transmis afin d’atteindre la capacité réelle
du canal selon sa définition fondamentale. La matrice de covariance optimale des symboles
transmis est donc dérivée et un algorithme permettant son calcul est présenté. Ensuite, les
capacités asymptotiques sont aussi calculées tout comme au chapitre trois.

Finalement. le chapitre cing traite du cas ou l'estimation du canal par I'’émetteur

n’est pas parfaite et de 'effet de cette erreur d’estimation sur la capacité du canal.

1.3 Contributions originales

Le chapitre deux est une revue de littérature et présente quelques notions de base sur la
capacité et se termine en présentant une expression générale de capacité pour les systémes
a antennes multiples obtenue par Foschini et Gans [FG98].

Les premiéres contributions originales de cette theése se retrouvent au chapitre trois
ol les expressions asvmptotiques de capacité pour un grand rapport signal-sur-bruit sont
dérivées. L'expression de capacité asymptotique pour la configuration d’antennes générale
(m.n) est donnée par |'équation (3.23) et quelques asymptotes pour différentes configurations
(m.n) sont tracées a la figure 3.3. Ensuite. la capacité asymptotique cst obtenue pour les
cas ol les antennes émettrices ou les antennes réceptrices sont parfaitement corrélées. dont

les expressions sont données aux équations (3.40) et (3.42). Aussi. une expression générale



de capacité pour un canal A large bande est dérivée (3.52).

Au chapitre quatre. nous présentons a la page 49 un algorithme permettant de
déterminer le prétraitement optimal lorsque I'émetteur connait I'état du canal. Tout comme
an chapitre trois. I'expression de capacité asymptotique pour la configuration d’antennes
générale (m.n) est présentée a 1'équation (4.48). Finalement, le gain sur le rapport signal-
sur-bruit obtenu du prétraitement est présenté & I’équation (4.55) pour un grand rapport
signal-sur-bruit.

La plus importante contribution de cette theése se retrouve au chapitre cing, o I'effet
sur la capacité d’une erreur d’estimation du canal a I’émetteur est étudié. Ce chapitre est &

notre avis entiérement original. puisque cet aspect ne semble pas avoir été étudié auparavant.
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Chapitre 2

Capacité du canal a antennes

multiples: notions de base

2.1 Introduction

Dans ce chapitre. nous sommes intéressés a calculer la capacité du systeme de communica-
tions illustré & la figure 2.1. Ce calcul a été effectué par Foschini et Gans [FG98] d’apreés les
travaux de Kullback [Kul68]. Dans les prochaines sections. les dérivations de ces auteurs sont
rassemblées. Le svstéme de communications est composé de m émetteurs et n récepteurs. Le
canal est a évanouissements lents de Ravleigh et est corrompu de bruit additif gaussien. tel
que décrit au chapitre précédent. avec la seule différence que les variables z(t). y(t) et z(t)
sont maintenant considérées constantes durant chaque utilisation du canal et peuvent donc
simplement s’exprimer sous la forme de variables aléatoires. Aussi. on suppose que le canal
change lentement. ce qui permet de faire une analvse appelée quasi-statique, dans laquelle la
capacité est calculée a partir d'une réalisation aléatoire du canal qui reste constante pour la
durée de la transmission. De plus. on suppose que le canal est connu au récepteur seulement.
A chaque utilisation du canal. les symboles transmis ct requs sont considérées comme des

variables aléatoires définies par les vecteurs X = (X1. Xa......X,,) et Y = (¥}, Y5, ... Y,)T



KV \NZJ
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Figure 2.1: Systéme de télécommunications & antennes multiples.

respectivement. L’équation décrivant le canal est:
Y=HX+2 (2.1)

ol H**™ est la matrice de la fonction de transfert du canal & m antennes de transmission
et n antennes de réception. Z = (Z1,2s,...,2,)7 est le vecteur du bruit gaussien. qui

est par hypotheése statistiquement indépendant de X. La relation entre X et Y est définie

par la fonction densité de probabilité conjointe fxv(X.¥), oU X = (Z1,%2.....Tmm) L ¥y =

2.2 Calcul de la capacité

La capacité est définie comme étant le maximum de l'information mutuelle entre les vecteurs

X et Y [CTO1]:

C=maxI(X;Y) .
fx(z)

ol la maximisation se fait sur 'ensemble des distributions possibles de la source de trans-
mission X.

Cette section se veut étre un rappel de résultats importants de la théorie de l'information.
Les dérivations du calcul de la capacité sont présentées pour le cas le plus simple. le canal

additif gaussien sans diversité. jusqu’au systéme a antennes multiples.



2.2.1 Canal additif gaussien sans diversité (m =n = 1):

L'information mutuelle dans le cas ot m =n =1 est définie comme suit [CT91]:

- = [ ol o fxy(z.y) 9y .
106Y) = [ [ fovteton, Lty (23)

L'information mutuelle peut cependant étre calculée plus facilement en utilisant la relation
existante entre elle et les entropies. H(X) et H(Y'), et équivocations. H(X|Y) et H(Y|X)
[CTI1):

I(X:Y) = H(Y) - HY|X) = HX) - HX|Y) (2.4)

ot H(X) = — [%_ fx(z)log, fx(z)dz est 'entropie différentielle de .\ Celle-ci est utilisée
puisque l'entropie d’une variable aléatoire continue est infinie. L'équivocation de X étant
donné Y est donnée par: H(X|Y) =— [ [T fxy(z.y)log, fxy (zly)dydz. On trouve que
la valeur maximale de I(X;Y) est obtenue lorsque X suit une distribution normale centrée
A zéro avec variance 02 [CT91]. Comme Y = X + Z. ol Z est le bruit gaussien de moyenne

zéro avec variance o2, statistiquement indépendant de X. il est facile de montrer que Y est

aussi gaussienne de moyenne nulle et de variance ¢} = o2 + 2. Utilisant 1'équation (2.4). on
obtient:
1 o;
C = 3slog |1+ -O_—g
1 Pignal .
= slog, [ 1+ LA (2.5)
< bruit

L'équation (2.5) donne la capacité en bits par utilisation du canal (si la base 2 est utilisée
pour le logarithme) lorsque la puissance movenne est limitée a P nq. Dans un canal a bande
étroite avec largeur de bande égale & B Hertz, 2B échantillons indépendants par seconde
(ou 2B utilisations du canal par seconde) sont nécessaires [CTO1]. La capacité possede la
propriété d’'addition pour des réalisations indépendantes et peut donc etre exprimée de la

facon suivante:

1 Pi a
C = '?,B;log'.z (1 + ﬂ—’-) bps (2.6)
<~ bruit
P-.;i
= log, (1 + = ”m’) bps/Hz (2.7)
bruit

10



2.2.2 Cas ou m et n sont des entiers quelconques et le canal est

additif gaussien

La capacité lorsque m et n sont des entiers quelconques est calculée en utilisant une variante
plus générale de la formule (2.3). En effet, 'équation (2.3) peut étre obtenue en utilisant une
définition trés générale de I'information relative. Kullback [Kul68] appelait cette définition
'information de discrimination en faveur de 'hypothése H, sur H,. Supposons deux hy-

pothéses H; et Ho, I'information moyenne en faveur de H; sur H, est donné par [Kul68]:

I1:2)= /fl(u) log, %%du (2.8)

ou fi(u) et fo(u) sont des fonctions de densité de probabilité de la variable aléatoire U.
Afin de calculer I'information mutuelle entre X et Y, il faut poser deux hypotheses ou f;
représente la situation réelle et fo est un cas ot Y ne donne aucune information sur X. Par
exemple, dans le cas du canal additif gaussien ot Y = X + Z. I'information mutuelle peut

étre calculée en posant les hypothéses suivantes:

H, : les variables aléatoires X et Y sont dépendantes et fi(u) = fxy(z.y).

H, : les variables aléatoires X et Y sont indépendantes et fo(u) = fx(z)fy(y)-

Dans ce cas. on trouve que les équations (2.3) et (2.8) sont équivalentes. Cette technique
peut s'étendre & un plus grand nombre de variables ([Kul68] chap 9), comme dans le cas
qui nous intéresse. c’est-a-dire oll m et n sont des entiers quelconques. Formons d’abord un
nouveau vecteur U = (X7, Y7)T incluant toutes les variables ot X = (X, X>, ..., Xn)T
et Y = (Y1.Y5,....Y,)T. Le nouveau vecteur U posséde donc k = m + n éléments et les

hypotheses sont les suivantes: .

H, : les variables aléatoires Uy, Us, . ... U sont conjointement dépendantes selon une fonc-

tion de densité de probabilité gaussienne,

H, : les variables aléatoires U;, Us, ..., Un sont conjointement dépendantes selon une fonc-
tion de densité de probabilité gaussienne, tout comme les variables Uppt1, Ui, - - - - Uk,

mais les deux groupes sont indépendants.

11



La forme générale de la fonction de densité de probabilité pour ces deux hypotheses est:

filuy. us, ... cuy) = K] exp (—(u - ;L,-)HK,-“(u - ui)) . avec i = 1,2 (2.9)

on 4; et K; sont respectivement le vecteur des movennes et la matrice des covariances. Noter
que les dérivations de Kullback sont pour le cas réel seulement et que 'expression (2.9) et les
dérivations qui suivent ont été modifiées afin de tenir compte du cas complexe. En utilisant
I'identité uff Vu = ¢tr(Vuu®), on obtient:

filur ua, ... ug)

folur, o, - .. s ug)

:K1: —tr (K7 (u— ) (u— ) "]

+tr [K3' (u— po)(u — )] (2.10)

log, = log,

ol |K;| représente le déterminant de la matrice de covariance K;. L'information mutuelle est

alors donnée par:

I(1:2) = / / filugwa, ... ug) log, GRS 'uk)dul...duk

f;z(ule Uy .ot . uk)

_ K
= loo" |Kll [Kl( _K )]

+tr (K3 (1 — p2) (i1 — p2)7] (2.11)

Dans le cas du canal avec bruit additif gaussien:

w =pur=0 (Les variables sont centrées & zéro)

K K . : . .
K, = (Matrice de covariance de I'hyvpothese H)

Ko Ko

Kii 0 . . N '
K, = (Matrice de covariance de 'hvpothese H»)

0 Kx»n
ol

Kll=(aij) I_]=12m
Ky = (0w) ut=m+lm+2.... m+n==~k



Kr_g = (O'r'v) = Kf’ll

out K} est le transconjugué de la matrice K»;. En remplacant ces matrices dans I'’équation

(2.11). l'information moyenne en faveur de H; sur H» devient:

I(1:2) =log, K| [Kaal (2.12)

Kiu Ko

Ko Koo

v o |A B . :
Finalement, utilisant l'identité =|A||D - CA~ B|, on obtient:
CD

Ko

I(1:2) = log, [Kzol (2.13)

|K22 — Ka K5 Ko

2.2.3 Cas ol m et n sont des entiers quelconques et le canal
est a évanouissements lents de Rayleigh avec bruit additif

gaussien

Les dérivations et les résultats obtenus dans les sections précédentes ne peuvent s’appliquer
directement au cas ou le canal est & évanouissements de Rayleigh car les symboles regus, Y.
ne suivent plus une distribution gaussienne. En effet, on a Y = HX +Z. olt H est la matrice
des coefficients d’évanouissement. Ces coefficients sont de la forme Hr + jH;, ou Hg et Hy
sont des variables aléatoires suivant une distribution gaussienne. HX n’est pas gaussien et
par conséquent, Y n’est pas gaussien. Par contre, comme les évanouissements dans le canal

sont lents. on peut faire les suppositions suivantes:
1. La matrice des coefficients H est constante pendant la durée de transmission.
2. La réalisation de H pour la transmission courante est parfaitement connue au récepteur.

Dans ce cas, HX et Y sont gaussiens et les résultats des sections précédentes peuvent étre

utilisés. Par contre. la capacité obtenue est une variable aléatoire dépendante de la réalisation

13



du canal. Les matrices de covariance de I'équation (2.13) sont les suivantes:

X, 0 P

Ky = Eu{XX"]=Eq4 ==In, (2.14)

0 Xml?] |
Kn = Euq(YY?]=FEy [(HX +Z)(HX +Z)7] = gHH” +0%,  (2.13)

o
Ky = Eu[XY"]=Ey [X(HX " Z)”] = ~H" = K]] (2.16)

Le dénominateur de I'équation (2.13) devient donc:

-1 P H. 2 P H 2 -
Kgg - KglK“ K12 = EHH - O':In - EHH = U;In (21()

La capacité par transmission, Cy. telle qu'obtenue par Foschini et Gans [FG98], exprimée
sous la forme d'une variable aléatoire dépendante de la matrice H. est donnée par:
|EHH + 021,

|21,

I, + %HH”' (2.18)

Cu = log,

log,

olt p = P/o? est le rapport signal-sur-bruit. Finalement. la capacité. C. du canal est donnée

par l'espérance de la capacité par transmission par rapport a la matrice du canal H:

C =Fqyg []ogg

I+ ﬁHH”H bps/Hz (2.19)
m. 4

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre. nous avons fait une revue des dérivations permettant darriver & une
expression générale de la capacité pour les systémes a antennes multiples lorsque 1'état du
canal n'est connu qu'au récepteur. L'expression finale de la capacité d'un canal & antennes
multiples (2.19) a été obtenue par Foschini et Gans. qui ont utilisé les définitions de hase de
I'information relative de Kullback. Cette expression et les concepts permettant sa dérivation

sont a la base des deux chapitres suivants. d’ou I'importance de cette revue de littérature.

14



Chapitre 3

Capacité lorsque I’état du canal est

connu au récepteur seulement

3.1 Introduction

Dans la majorité des svstémes de télécommunication, le canal n'est estimé qu'au récepteur
et 'émetteur ne connait donc pas I’état du canal. Ceci constitue le cas étudié au chapitre
précédent et la capacité d'un tel systéme est alors donné par 'expression (2.19). En se basant
sur cette expression. nous obtenons dans ce chapitre quelques conclusions intéressantes sur la
capacité lorsque ’état du canal n’est connu qu’au récepteur. A 1a section 3.2, nous calculons
I'asvmptote de la capacité pour différentes valeurs de (m,n). Ensuite, nous étudions & la sec-
tion 3.3 l'effet de la corrélation entre les antennes sur les asymptotes de capacité. Puis. a la
section 3.4. nous dérivons la fonction de répartition de la capacité, ot nous définissons la prob-
abilité de coupure d'un canal & antennes multiples. Finalement, nous redérivons 1'expression

de la capacité & la section 3.5 pour le cas du canal a large bande.

15



3.2 Capacité asymptotique

La figure 3.1 trace la capacité pour différentes configurations d’antennes (m.n). Chaque
point de la courbe a été obtenue en faisant la moyenne de la capacité calculée a I'aide de
I'équation (2.18) pour 10.000 réalisations aléatoires de la matrice du canal H. Plus le nombre
de réalisations du canal utilisé lors du calcul de la movenne est élevé. plus cette moyenne se
rapproche de I'espérance mathématique. En observant les graphiques de capacité présentés
2 la figure 3.1. on remarque que la valeur de la capacité varie linéairement avec le rapport
signal-sur-bruit (en dB) lorsque celui-ci est trés grand. Dans cette section. on dérive la
capacité asymptotique pour plusieurs configurations (mm,n) des antennes de transmission et
de réception. On peut démontrer que la capacité asymptotique obtenue correspond aussi a
une limite inférieure de la capacité. Afin de simplifier le calcul de I'asymptote. I'équation
(2.19) peut étre exprimée sous une forme plus pratique. On remarque tout d’abord que le
déterminant de ’équation (2.19) est de la forme |B| = |I, + A™"|. Il est donc possible
d’obtenir le déterminant de la matrice B en fonction des valeurs propres de A en utilisant

quelques théorémes matriciels {Lan69]:

Théoreme 1.1: Toute matrice hermitienne est une matrice simple ({Lan69], équation
(2.9.4)) et par conséquent. les matrices A et B sont simples. Or. toute matrice simple

A peut s'exprimer sous la forme:
A =QDQ™ (3.1)

ot Q et D sont les matrices des vecteurs propres et des valeurs propres de A respective-

ment [Lan69](2.4.3). Notez que la matrice Q est unitaire. ¢'est-a~dire que QQf =1

Théoréme 1.2: Le déterminant de toute matrice A est le produit de ses valeurs propres

([Lan69], équation (2.1.2)):
det(A) =[] ¢ (3.2)
i=l
ot {d;} représente 'ensemble des valeurs propres de A.
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Figure 3.1: Capacité pour quelques valeurs de (m,n).
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En appliquant ces théorémes. le déterminant de I'équation (2.19) devient:

Bl

1, + Al

= |QLQ™' +QDQ"|

= |Q(I, +D)Q'|

= |QvQ-] (33)

ol V est la matrice des valeurs propres de B. Comme Q est unitaire. le déterminant de B

est alors donné par:

det(B) = det(V)

n

= JJa+d) (3.4)
i=l
Or. comme le nombre de valeurs propres non nulles de A est égal au rang de A, on obtient
finalement:
rang(A)
det(B)= [[ 1+d) (3.3)
i=1
oules d;. i =1,... .rang(A), sont les valeurs propres non nulles de A ordonnées en valeurs

décroissantes. En remplagant A par %HH” . la capacité devient:

min(m,n)

Eu |log, [] <1+%/\,~) (3.6)

=1

C

min(m.n)

c = S Eu [Iog2 (1+£;/\,~>] (3.7)
i=}

Un résultat similaire a été obtenu par Telatar [Tel99]. L'équation (3.7) montre que le systéme
est équivalent & un systéme avec min(m,n) canaux paralleles de puissance P/m et de bruit
équivalent 02/);. La capacité asymptotique est donc (p > 1):

min(m.n)

Cosme = 3 Bix [lozs (£ )] (3.8)

i=l

18



oil les \; sont les valeurs propres non nulles de la matrice HH#?. On remarque que (3.8) sera
toujours inférieure a (3.7) et que 'asymptote (3.8) corrrespond donc a une limite inférieure

de la capacité C du systéme:
Casympt < C (39)

En utilisant (3.8), la capacité asymptotique est donc:

min(m.n)

Casympe = min(m, n) - log, (;’:L-)Jr S Enullog, A (3.10)
=1

Cette équation correspond 2 une limite inférieure de la capacité dans le cas général (m.n).
Afin de calculer I'espérance de (3.10), on devra utiliser la distribution des valeurs propres A;

de HHY telle qu’obtenue par Edelman [Ede89], avec A; > Xa... > Amingm.ny > O

f_,\(/\h Aoyt s /\min(m.n)) =
e TR IR IS O = )
[[Rintma)=1 gt [[2n™ ") (max(m, n) — 4)!

i=1

(3.11)

L’expression de capacité (3.10) et la distribution des valeurs propres (3.11) seront maintenant

utilisées pour calculer la capacité asymptotique pour différentes configurations d’antennes.

3.2.1 Configuration d’antennes (m,n) = (1,1) (sans diversité)

Lorsque la paire (m,n) = (1,1), nous avons le cas ou aucune diversité n'est utilisée ni a
I’émetteur ni au récepteur. La matrice du canal n'est donc caractérisée que par un seul

coefficient complexe et la distribution de la valeur propre devient simplement:
fad) =e A>0 . (312)

L’espérance mathématique du terme logg A dans (3.10) devient donc:

Ey[log, \] = " (2 "‘d/\——— 13
ott v = 0.5772 est la constante d'Euler. La capacité asymptotique est donnée par:
- _ 1
Casympt = logs(p) (@) (3.14)
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On constate donc que I'asymptote de la capacité d'un canal a évanouissement Rayleigh est
égale & celle d'un canal AWGN (C = log,(p)) moins une constante égale a environ 0.83

bps/Hz.

3.2.2 Configuration d’antennes min(m,n) = 1, max(m,n) =t (diver-
sité d’ordre t & I’émetteur ou au récepteur)

Dans ce cas. le systéme est équivalent & un seul canal et n’a donc qu'une seule valeur propre

avec une distribution égale a:

e——)\)\t—]
A= —— A> .15
fA(A) E=1) 0 (3.15)
L’espérance de log, A est donnée par:
1 0 e-—-z\/\t—l
0',) /\ —-— m———
Ez [log, Al 1n(2)/0 In(A) = 1)!al/\

1 (&N
= ) lizg—'j/] (3.16)

Nous allons maintenant considérer individuellement les dérivations pour les deux cas possi-

bles: diversité de réception et diversité de transmission d’ordre ¢.

Cas (1.n) (diversité de réception d’ordre n)

L asymptote de la capacité pour le cas (1.n) est obtenue en remplagant (3.16) dans (3.10)
avec t = n:

n—1

Casympt = lnzz) [Z% - ln(/)) - A:I - (3.17)

i=1

L’équation (3.17) est un cas particulier du résultat obtenu par Alouini et Goldsmith ([AG99].
équation (42)). L’équation (3.17) montre que l'effet du rapport signal-sur-bruit p et du
nombre d’antennes réceptrices n sur la capacité sont indépendants pour p > 1. Donc. I'ajout
d’antennes 2 un tel systéme aura toujours le méme effet peu importe la valeur de p; par

conséquent, le gain relatif obtenu en augmentant le nombre d’antennes de réception diminue
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avec p. De plus. on constate que chaque antenne supplémentaire apporte un gain inférieur
a la précédente. En effet. 'ajout d’'une antenne apporte un gain proportionnel & 1/n. donc
plus le nombre d’antennes est élevé, plus le gain différentiel d'une antenne supplémentaire
est faible. L'étude da la diversité sur la probabilité d’erreur de canaux & évanouisements de

Rayleigh montre un résultat semblable [Rap96].

Cas (m.1) (diversité de transmission d’ordre m)

De la méme facon, I'asymptote de la capacité pour le cas (m, 1) est

- 2
i=1

-1
1 |1

C, = — = —In{(m) + In(p) — 1 3.18

asympt ln(2) Z ( ) (P) 4 ( )

On constate que, dit au terme — In(m) de I’équation (3.18), le gain de capacité obtenu par
Pajout d’antennes émettrices est moindre que celui obtenu lorsque le nombre d’antennes
réceptrices est augmenté. La figure 3.2 montre le gain obtenu selon le nombre d’antennes
émettrices et réceptrices comparativement au cas (m,n) = (1,1). On constate que le gain

tend rapidement vers une constante lorsque le nombre d’antennes émettrices augmente. En

effet. lorsque le nombre d’antennes émettrices tend vers I’infini. on a:

m~—1
. , 1 -
77111_{1‘1)o —In(m) + ; ;} =~ = 0.577 (3.19)
L’asymptote de la capacité est alors donnée par:
nlll_rgo Casympt = 1085(p) (3.20)

On constate donc qu’un canal & évanouissement de Rayleigh est équivalent & un canal AWGN
lorsque le nombre d’antennes émettrices est infini. D’apres la figure 3.2, on voit que le gain
atteint 90% de la limite (v/1n(2)) avec un nombre d’antennes émettrices relativement peu
élevé (m = 8). Il est donc clair que lorsque I'état du canal n’est connu qu’'au récepteur. la

diversité de réception offre un avantage marqué par rapport a la diversité de transmission.
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3.2.3 Diversité d’ordre supérieur a 1, min(m,n) > 1 (cas général)

Afin de trouver la capacité asymptotique pour le cas min(m, n) > 1. l'espérance de I'équation

(3.10) a été calculée pour les cas spécifiques min(m,n) = 2 et 3 (voir les calculs a l'annexe C).

Une expression générale a été déterminée, puis vérifiée numériquement pour min(m, n) > 1:
min(m.n)

ou [ est une constante dépendante des valeurs de m et de n:
jm— 1 min(m,n)—-1 i

[ = min(m,n) - —_— 3.22

(m, 2_; DY , (3.22)

max(m,n) —

1=
La capacité asymptotique est donc donnée par:

Casympt = min(m, n) log, (-:—1) + E%(l — min(m, n)~y) (3.23)

<

ot ! est donnée par (3.22). Le tableau 3.1 indique quelques valeurs de [/ en fonction des
nombres minimal et maximal d’antennes. Quelques asymptotes sont tracées a la figure 3.3

pour {(m,n) = (1,1), (2.2), (4,4) et (8,8).

max(m, n)

min(m,n) | 2 3 4 5 6 7 8
.50 | 3.3313.92 437|473 |5.04

433154216.20|682|7.33

- - 1433(6.42|7.70 | 8.65 | 9.41

)
=
o)
=)
o

> | W
[}

o

()]

[an]

Tableau 3.1: Valeurs de la constante [ en fonction des nombres minimal et maximal

d’antennes.

. H .. .
Comme les valeurs propres non nulles des matrices HH? et HTHT" sont identiques

(voir la preuve 2 I'annexe B), il est possible de calculer la différence de capacité entre les cas
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(m=t.n=ts)et (m=1yn=4t)pour p/m>1:

min(m.n)

ACusympe = min(m,n)-log, ({%) + Z Ey [log, i
i=]

ts

min{m.n)
— |min(m, n) - log, (£-> + Z Fy [log, A
i=1

t
= min(m,n) - log, ( -\ (3.24)
W/
Ceci confirme que 'ajout d’antennes réceptrices augmente davantage la valeur de la capacité

que lorsque 'on accroit le nombre d’antennes émettrices.

3.2.4 Cas limite lorsque le nombre d’antennes est tres large

D’aprés la loi des grands nombres [Ede89, p.79], lorsque le nombre d’antennes émettrices
est trés grand, la matrice %HHH tend vers une matrice identité I, d’ordre n et ses valeurs
propres tendent vers I'unité. En remplagant \; =m,7 =1,... ,n dans (3.7), on obtient donc

[Tel99].(6):
C =nlog,(1 + p) (3.25)

Aussi, lorsque le nombre d’antennes réceptrices est tres élevé, la matrice HYH tend vers

la matrice nl,, et chacune de ses valeurs propres tend vers n. En remplagant \; = n pour

i=1,....m dans (3.7), on obtient donc:
np
- 1+
C =mlog, {1+ — (3.26)
En général. si le rapport ﬁ?:((::)) est élevé, on a:
C = min(m,n) log, (1 + &%g_fﬂ_p) (3.27)

On remarque que lorsque min(m,n) = 1, I'équation (3.27) représente la capacité d'un canal

avec bruit additif gaussien avec diversité soit au récepteur ou soit a I'émetteur. L'augmentation



du nombre d’antennes dans un canal avec évanouissements de Rayleigh permet donc de com-
battre ces évanouissements, ce qu'illustre les figures 3.4 et 3.5. Les courbes de capacité avec
évanouissement de Rayleigh des figures 3.4 et 3.5 ont été obtenues par simulation tel que
décrit au début du chapitre alors que les courbes de capacité pour le canal additif gaussien

ont été obtenues avec l’expression (3.27).
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3.3 Capacité asymptotique avec corrélation parfaite en-
tre les antennes

Les dérivations des expressions des asymptotes de capacité précédentes supposent que les
coefficients d’évanouissement du canal sont non corrélés. En pratique, ces coefficients seront
plus ou moins corrélés selon la séparation physique entre les antennes émettrices ainsi que
les antennes réceptrices. Dans le cas ou la distance séparant les antennes est trés petite. on
suppose que chaque antenne recoit un signal subissant la méme atténuation. Les expressions
des asvmptotes de capacité sont redérivées dans cette section pour une corrélation parfaite
entre les antennes. On peut considérer que la corrélation parfaite entre les signaux provenant
d’antennes distinctes constitue un pire cas pour la diversité de transmission et de réception.
Comme le calcul se fait directement & partir de la matrice des coefficients d’évanouissement.
I'équation générale de la capacité (2.19) est utilisée et les résultats de I’annexe A sont donc

utilisés dans cette section.

3.3.1 Effet de la corrélation pour min(m,n) = 1, max(m,n) =t

Dans le cas olt min(m.n) =1 et max(m,n) = ¢, une corrélation parfaite entre les antennes
implique que les ¢ coefficients d’évanouissement sont tous égaux.

Capacité avec corrélation parfaite au récepteur

En posant les coefficients d’évanouissement égal a h, I'équation (2.19) devient:

C = Eyl[log, (1+pnihl?)]
Exy [log, (1 + npY)) (3.28)

En remplagant p par np dans (A.3) et (A.12), on obtient:

Coymt = m% (o) +In(n) — 7] (3.29)



La dimimtion de capacité due a une corrélation parfaite au rvécepteur est done ((3.17)-

(3.29)):
n—1

1 1 .
ACgympt = e Z ~=In(n) (3.30)

=1
Aussi. lorsque le nombre d’antennes tend vers l'infini. cette diminution devient:

. 7
N ACusymp = 1715

Suite a ces résultats. on remarque que I'augmentation de capacité causée par I'ajout d’antennes

~ 0.83 (3.31)

au récepteur peut étre divisée en deux parties: un gain d'amplification de puissance. G ;.
et un gain de diversité réelle, Gp. Comme n antennes identiques capteront une puissance
n fois plus élevée qu'une seule antenne. le rapport signal-sur-bruit sera augmenté propor-
tionellement et le gain de capacité ainsi obtenu. que l'on défini par gain d’amplification de

puissance, est:
G.1 = logy(n) (3.32)

De plus. en utilisant plusieurs antennes. on réduit la probabilité que chaque antenne regoive

un signal fortement atténué, c’est ce qu'on appelle le gain de diversité réelle Gp:

n—1

1 1
Gp=—— — —In(n 3.33
b 1n<z);z (n) (3:33)
L asvmptote de la capacité pour le systéme (1.7n) est donc égale a la capacité obtenue pour

le cas (1,1) plus les deux types de diversité (3.17):
1 ¢ . a3
Casympt = m [ln(/)) - ",’] - G_.\ - GD (334)
Avec corrélation parfaite au récepteur. on perd la diversité réelle mais le gain d’amplification
demeure et la capacité asymptotique devient (3.29): -
1 ' s
Coasympt = el n(p) —+] + G. (3.33)
La capacité asymptotique avec et sans corrélation au récepteur pour min(m.n) = 1 est
tracée a la figure 3.6. On remarque que l'effet de la corrélation est croissant avec le nombre

d'antennes réceptrices n. Par contre. comme il a été démontré auparavant. la réduction de

capacité due a la corrélation sera au maximum ¢gale a (.33 hps/Hz.
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Capacité avec corrélation parfaite a I’émetteur

Dans le cas ol la corrélation est parfaite entre les antennes a 'émetteur, la capacité est

donnée par:
C = Eu [log, (1 + phl*)] (3.36)

La capacité dans ce cas particulier est donc la méme que pour le cas (m,n) = (1,1). La
diminution de capacité due 2 la corrélation est alors ((3.18)-(3.36)):
1 [

1=1

Cette diminution est donc causée par la perte de diversité réelle et le résultat pouvait
étre trouvé intuitivement suite aux discussions précédentes. De plus. il n'est plus possi-
ble d’augmenter le nombre d’antennes émettrices afin de convertir le canal Rayleigh en canal
gaussien puisqu’il n'existe plus de diversité réelle. En effet, 'asymptote de la capacité sans

corrélation est donnée par (3.18):

Casypt = ﬁz—) in(p) — 7] + G (3.38)

Donc. pour les cas ot (m.1) et (1,n), une corrélation parfaite entre les antennes réduira
la capacité asymptotique au maximum de 0.83 bps/Hz. On peut donc conclure que cette
diminution est relativement peu élevée pour un rapport signal-sur-bruit p > 1. La capacité
asvmptotique avec et sans corrélation & 'émetteur pour min(m.n) = 1 est tracée a la figure
3.7. On remarque que I'effet de la corrélation entre les antennes émettrices croit avec m mais

que la réduction de capacité due & la corrélation sera au maximum égale a 0.83 bps/Hz.
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3.3.2 Effet de la corrélation pour min(m.n) > 1
Corrélation a I'émetteur:
Lorsque les antennes émettrices sont parfaitement corrélées. la matrice du canal devient:

II; cen ]l]
Hﬂxm —

hp ... hy

Le déterminant de l'expression (2.19) est alors:
I+ 2H |-1 pZIh| (3.39)
m

On remarque que le déterminant est identique a l'expression (A.13). La capacité est donc

donnée par (A.14) et la capacité asvmprotique est alors (A.20):

n—1
1 1 .
Casympt = 1_1@ ; : - In(p) - (340)

On remarque que l'équation (3.40) est identique a I'équation (3.17) pour le cas ou il n'y a
aucune diversité a I'émetteur.
Corrélation au récepteur:

Dans le cas ol les antennes réceptrices sont parfaitement corrélées. la matrice du canal est

donnée par

I

anm —

])] PN h.m

Le déterminant de I'expression (2.19) est alors:

'iI,, + HH”' + "”Zu 2 (3.41)
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La capacité est obtenue en remplagant p par np dans P'expression (A.21) et la capacité

asymptotique est alors ((A.22)):

Clasympt = @ [Z % +1In (%) +In(p) - ”] (3.42)

i=1

Dans ce cas. I'asymptote est différente de celle sans diversité au récepteur (3.18). La diminu-
tion de capacité est causée par la perte de diversité réelle alors que I'amplification de puis-
sance recue. In(n) est toujours présente. La capacité asymptotique avec et sans corrélation
pour min(m,n) > 1 est tracée aux figures 3.8 et 3.9 pour (m.n) = (8,2), (2,8) et (8.8).
On remarque que l'effet négatif de la corrélation entre antennes est plus important lorsque
m = n. En effet. comme la pente de chaque asymptote sans corrélation est proportionnelle
4 min(m. n) log,(p) alors que les asymptotes avec corrélation croissent avec log,(p). la plus
grande différence entre les asymptotes est obtenue en maximisant min(m, n)—1, ce qui donne

m=n.
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Figure 3.8: Capacité asymptotique avec et sans corrélation entre les antennes émettrices pour

(m.n) = (8.2). (2.8) ct (8.8).
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3.4 Fonction de répartition de la capacité

Comme discuté 2 la section 3.3. I'avantage de la diversité peut otre décomposé en un gain
d’amplification de puissance G4 et un gain de diversité Gp. On a remarqué que pour
min(m.n) = 1. le gain de diversité Gp sera toujours inférieur a 0.83 bps/Hz. Il semble
donc que la diversité. soit a I’émetteur ou au récepteur. n'offre qu'un avantage limité. Par
contre. cette conclusion ne s'applique qu'a la valeur de la capacité et non au comportement
de la capacité vue comme une variable aléatoire. Nous étudions dans cette section I'effet de
la diversité sur la distribution de la capacité vue comme une variable aléatoire. Les fonc-
tions de répartition de la capacité pour différents cas peuvent étre obtenues de 'équation
(2.18). La capacité a été calculée pour 10000 matrices de gains complexes H pour les cas
(m.n) = (1.1), (1.8), (8.1) et (8.8). et les distributions obtenues sont tracées & la figure
3.10 (de facon semblable a [FG98]. L'avantage d'utiliser la diversité. soit & I'émetteur ou
au récepteur. est bien connu et est illustré par les distributions cumulatives (1.8) et (8.1).
Par contre. I'amélioration obtenue par une telle diversité par rapport au cas (1,1) est min-
ime comparativement aux gains obtenus par une diversité a I'émetteur et au récepteur (cas
(8.8)).

Les figures 3.11 et 3.12 montrent les fonctions de répartition de la capacité dans
les cas (m.1) et (1,n) pour différentes valeurs de m et de n. On remarque que la pente
de ces fonctions de répartition devient de plus en plus abrupte avec un nombre d’antennes
croissant. Cela signifie que lorsque le nombre d’antennes tend vers l'infini. la capacité devient
une variable déterministe. Il est en effet bien connu quun canal Rayvleigh peut étre converti en
canal gaussien avec un nombre d’antennes infini. Le gain de capacit¢ causé par 'augmentation
du nombre d’antennes émettrices est relativement faible. L avantage de l'augmentéltion du
nombre d’antennes émettrices réside plutot sur son cffet sur la probabilité de coupure (7).
On définit la probabilité de conpure. P.. comme la probabilité que le débit de transmission
possible (capacité) pour une réalisation du canal dounée. soit plus petit que le débit de
transmission requis. En effet. on remarque (figure 3.11) ¢que la probabilité de coupure diminue

drastiquement avec augmentation du nombre d’antennes émettrices malgré le fait que la
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capacité n'augmente pas beaucoup. Par exemple. lorsque le nombre d’antennes émettrices
passe de m=1 & m=16. la capacité augmente seulement de 6.5 a 7 hps/Hz. Aussi. supposons
cue le débit de transmission requis pour une commnunication soit de 6 bps/Hz. On remarque
que la probabilité de coupure a 6 bps/Hz est de 40% pour m=1 alors qu’elle est seulement
de 1% pour m=16.

La fonction de répartition peut étre calculée facilement pour le cas min(m.n) = 1.
en utilisant la distribution des valeurs propres de Edelman [Ede89]. D aprés I’équation (3.7).

la capacité prise comme variable aléatoire est donnée par:

— 1o P )
C = log, (1 . m,\> (3.43)
En posant max(m. n) = ¢t. la distribution de la valeur propre A est donnée par:
e—A)\t—l
A)= —— A .-

La fonction de répartition de la capacité F¢(c) est alors:
) 4
Fele) = Prob(C < c) = Prob (log.z(l +£3 < c)

= Prob </\ < %(2c - 1))

T e—/\/\t—l m
= —_—d\ ot r=—{2°-=-1
/o =1 ;&=

maxi{m.nl—rs
max{m.n) 2(20 — ]_)
f2)

—m(2¢)) =
= —_e v A
1-e Z (max(m.n) — i)' (345)

=1

La fonction de densité de probabilité fe(c) est donnée par la dérivée de la fonction de

répartition Fe(c):

dFe(c
fete) = £
c
maxtm.n)—1
_ m2°In(2) {%(‘ZP - 1)] ) m . o
- P (max(m.n) — 1)! =P _7(_ -1 (3.46)
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41



p=21dB / /

s 0.6r - ’ / /

~— /
503 / / / :
& I

0.2

4
/
b / /
/ /
O . 1 / / _
| | | / |

2 4 6 8 10 12 14
Capacité (bps/Hz)

Figure 3.12: Fonction de répartition de la capacité pour n = 1. 4 ¢t 16 antennes réceptrices.



-
s

-
N
T

1

ek
T
i

o
(00}
T
I

m=16

o
(0))
T

1

o
~
1

i

m=4 |

Fonction de densité de probabilité

o
N
T

1

m=1

, 1 K
2 4 6 8 10
Capacité (bps/Hz)

P

Figure 3.13: Fonction de densité de probabilité de la capacité lorsque m = 1, 4 et 16 antennes

émettrices.

43



—
n

1.2r .
n=16 .,\\

1t :,f i. i
-
j

0.8' | :» T

Fonction de densité de probabilité
(@
o

o
N
J
=
lL
\\

0.2r ] | -
0 / i \
0 5 10 15
Capacité (bps/Hz)

Figure 3.14: Fonction de densité de probabilité de la capacité lorsque n = 1. 4 ct 16 antennes

.

réceptrices.

44



3.5 Capacité pour un canal a large bande

Les dérivations de la capacité pour le canal & large bande sont similaires & celles effectuées
dans les sections précédentes. Pour un canal & large bande, la différence se trouve dans le
fait que I'on retrouve plusieurs copies retardées du méme signal au récepteur. En supposant
que ces copies ont chacune leur propre matrice d’évanouissement H; et que les retards (ou

délais) sont des multiples de T, la période d’utilisation du canal, on obtient:

L
Y. =S HX,y + Zn (3.47)
d,
=0

ou L + 1 est le nombre de copies du signal et d; est le délai. Comme les matrices H; sont
supposées constantes durant la transmission et que les vecteurs X,_g sont des variables
aléatoires gaussiennes centrées & zéro, X = H;X,_4, est aussi gaussien. De plus. comme
les X,, sont indépendants. les X} sont aussi indépendants. Il est possible de construire un

nouveau vecteur gaussien W, = 5. X} et I'équation (3.47) devient:
Y, =W,+72, (3.48)

Le reste des dérivations est alors tres similaire & ce qui a été fait auparavant. En posant un

nouveau vecteur U = (W7, YT)7. on trouve que les matrices de covariance sont:
K = Eq[W, W =Ey[(X+X)+... + X)X+ X + ...+ X])7]

L

= Y Bu[xix7]
i=0
L

= > Eu[(HXn-q)HXna)"]
i=0

L
= S HEF (3:49)
m

=0

L
Ki = B [YoY¥] = Ea[(Wy + Z)(W, + Z,)¥] = © S HHY + o2y (3.50)

=0

L
K, = Eu[W,Y?] = Exq[W.(W,+2)] = -:;Z HH =K/ (3.51)

=0
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Finalement. en remplacant les matrices de covariance dans 'éguation (2.13), on obtient:

L
C = Eu |logy |I, + 25" HH! (3.52)
=0

m <

La figure 3.15 montre la capacité d'un svsteme (m.n) = (2.2) pour les cas ou le nombre de
copies est 1. 2. 4 et 8. Les courbes de capacité ont été obtenues en faisant la moyenne de la
capacité calculée a I'aide de I'équation (3.52) pour 10,000 réalisations aléatoires de la matrice
du canal H. La puissance moyenne est supposée la méme pour toutes les copies. Aussi. le
svstéme équivalent 3 bande étroite est indiqué pour des fins de comparaison. Par exemple.
on constate qu'un systéme (8.8) & large bande ol le nombre de copies est 4 est équivalent
A un systéme (8.32) & bande étroite. Il faut cependant noter que ceci est di au fait que les

copies ont toutes la méme puissance moyvenne.

3.6 Conclusion

En se basant sur les conclusions du chapitre deux sur les notions de base de la capacité.
nous avons tout d’abord dérivé la capacité asymptotique des svstémes a antennes multiples.
Les expressions de capacité asymptotique nous ont permis d’arriver a quelques conclusions
intéressantes. Tout d'abord. le gain de capacité obtenu en augmentant le nombre d’antennes
peut étre décomposé en un gain d’amplification et un gain de diversité. Le gain de diversité
obtenu en ajoutant une antenne supplémentaire n'est pas constant mais diminue avec le
nombre d’antennes. Donc. pratiquement. I'ajout d’antennes devient moins efficace a mesure
que le nombre d’antennes augmente. Ce phénomene est facilement identifiable lorsque le
nombre d’antennes émettrices seulement est augmenté. puisque dans ce cas on a démontré
quiil n'yv pas de gain d’amplification. En effet. la capacité atteint 90% de son maximum
avec seulement 8 antennes émettrices. Comme 'ajout d'antennes réeeptrices cause un gain
d’amplification en plus du gain de diversité, on a aussi pu démontrer qu’il est plus efficace
d’augmenter le nombre d’antennes réceptrices que le nombre d’antennes émettrices lorsque

le canal n'est pas connu a I'émettenr. Nous avons cnsuite étudi¢ Peffet de la corrélation
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Figure 3.15: Capacité pour un canal & large bande pour un systéme (m.n) = (2.2) avec 1,

2, 4 et 8 copies du signal.
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entre antennes sur la capacité. ce qui nous a révélé que seulement le gain de diversité est
alfecté par cette corrélation. La corrélation entraine donc une diminution de capacité mineure
lorsque la diversité spatiale est utilisée a 1'émetteur ou au récepteur seulement. puisque le
gain d’amplification au récepteur reste. En effet. on a démontré que le gain de diversité
sera au maximum de 0.83 bps/Hz dans ce cas. Par contre. lorsque la diversité est utilisée
a I'émetteur et au récepteur. la corrélation aura un effet important et la perte de capacité
résultante croit rapidement avec le rapport signal-sur-bruit et le nombre d’antennes. Puis.
nous avons dérivé la fonction de répartition de la capacité pour le cas o min(m.n) = 1.
ce qui nous a permis de définir la probabilité de coupure d'un canal comme la probabilité
que le débit de transmission possible pour une réalisation du canal donnée soit plus petit
que le débit de transmission requis. Nous avons alors remarqué que la diversité réduisait de
facon considérable cette probabilité de coupure. Finalement. les dérivations du calcul de la
capacité ont été reprises pour le canal a bande large. En supposant que les [ copies d'un
meéme signal d'un canal a large bande posséde la méme puissance. on arrive a la conclusion

qu'un canal (m.n) & large bande est équivalent & un canal (m.! x n) a bande étroite.
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Chapitre 4

Capacité lorsque le canal est connu au

récepteur et a ’émetteur

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent. des expressions de capacité ont été présentées pour des canaux
3 évanouissements lents de Rayleigh dans la situation ou la matrice des gains complexes
du canal H était connue au récepteur. Dans certaines situations, il est possible que 1'état
du canal soit aussi connu de I’émetteur. Par exemple, lorsque le multiplexage temporel est
utilisé entre deux stations et que le temps de transmission alloué a chaque station est assez
court comparé au taux de changement du canal, I'estimation de I'état du canal lors de la
réception peut étre utilisée lors de la transmission subséquente. Comme le canal est connu &
I'émetteur. celui-ci peut utiliser cette information & son avantage afin de modifier le vecteur
transmis en 'adaptant aux conditions présentes du canal. ’

Selon la théorie sur les variables gaussiennes, il est possible d’appliquer une trans-
formation linéaire & un vecteur de variables gaussiennes indépendantes afin d’obtenir un
nouveau vecteur ayant une matrice de covariance désirée [LGon]. Le principe consiste a

démultiplexer la séquence des symboles & émettre en un vecteur X. On effectue ensuite une

adaptation au canal sous la forme d'une transformation linéaire du vecteur X en un nouveau
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vecteur W tel quiillustré a la figure 4.1. Le vecteur W est alors nne variable gaussienne
complexe de dimension m possédant une matrice de covariance Cyw. Le probleme se pose
alors comme suit: comment peut-on choisir la matrice Cw afin de maximiser I'information

mutuelle entre W et Y?

Ly u \[/ iZ!/l

— T | .| ™| | BRx —

Tm M T\/ Yn

Figure 4.1: Systéme a antennes multiples avec prétraitement.

Nous répondons a cette question dans ce chapitre en présentant tout d'abord l'expression
de capacité avec prétraitement 2 la section 4.2. Ensuite. la maximisation de cette expression
est dérivée. ce qui nous permet alors d’obtenir a la section 4.3 la matrice de covariance Cw et
la transformation linéaire G correspondante. Puis. tout comme au chapitre 3. les asymptotes
de capacité sont dérivées a la section 4.4. On calcule ensuite a la section 4.5 le gain obtenu
du prétraitement 3 I'émetteur. Finalement. une preuve de la syvmmérrie de la capacité est

dérivée a la section 41.6.

4.2 Expression générale de la capacité avec prétraitement

.

En modifiant les expressions de capacité dérivées au chapitre précédent. il est possible

'exprimer la capacité avec pré-traitecment en fonction de Cw. Les nouvelles matrices de
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covariance correspondantes sont:

A
]

Ey [WWF] = Cw (4.1)
Ky = Eu[YY?]=Eu [(HW L Z)(HW + Z)”] —HCwH + 0%, (4.2)

=
I

By [WY#] = By [W(HW + Z)”] = CwHF =K% (4.3)

La capacité est alors donnée par:

C =max Ey [log?_ L.+ —12-HCWHH ] (bps/Hz) (4.4)
Cw o

Le probléme du caleul de la capacité se résume donc & maximiser I'information mutuelle en
fonction de la matrice de covariance Cw, avec la contrainte que la puissance moyenne de W
doit étre égale a celle de X, c’est-a-dire:

P=E[X"X]=E[W'W] = Em: E[|W;*] =tr(Cw) (4.5)

i=1
En représentant la transformation linéaire par une matrice G, le vecteur transmis est W =
GX et on obtient comme matrice de covariance Cw:

P

Cw = E[WW#] = E[GXX7G"] = EGGH (4.6)
On trouve alors que la capacité s’exprime:
C = max By [logg I, + -p—HGGHHHH (4.7)
Cw m

Dans ce cas. la contrainte de puissance égale peut s’exprimer comme suit:
P =E[X"X] = E[WW] = E[X7G7GX] (4.8)

En posant que les symboles X; sont indépendants et de puissance égale,

P o=
Exx)={ ™ "7 (4.9)
0 i#7
on obtient:
E[XFGAGX] = gzz |g:;1? (4.10)
i=1 j=1
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La contrainte équivalente est donc:

> _lgsl* = IGIj = m (4.11)

1 j=I

m
=

ou || - || est la norme de Frobinius.

4.2.1 Cas particulier de la contrainte sur la puissance

Un cas particulier de la contrainte donnée par (4.11) est obtenu en forgant la puissance de

W A étre égale a celle de X en tout temps. c¢’est-a-dire:
XX = WHW (4.12)
Dans ce cas. la contrainte est équivalente a dire que G doit étre une matrice unitaire:
XX =WHW = XG7GX (4.13)
et donc.
GG =1, =GG" (4.14)
En remplacant I'équation (4.14) dans 'équation de capacité (4.7). on obtient:
C = Eu [mg2 }1,, + %HH”“ (4.15)

p étant le rapport signal-sur-bruit. La capacité est alors la meme que si le canal n'est connu
qu'au récepteur seulement et n'offre aucun avantage au nivean de la capacité. Cependant.
comme la seule contrainte sur la matrice G est d’étre unitaire. il est possible d’appliquer
cette transformation sans connaitre le canal. Il serait donc intéressant de vérifier si ce genre
de transformation peut offrir un avantage quelcongue au réceptenr (autre que sur la capacité)

lorsque le canal n'est pas connu de I'émetteur.



4.3 Maximisation de I’information mutuelle

Dans cette section. on s'intéresse & déterminer la matrice de covariance Cw, et par conséquent
la matrice G. qui maximise I'équation (4.4). Comme le logarithme est une fonction mono-
tonique croissante. la maximisation de I'’équation de capacité est équivalente & maximiser le

déterminant seulement:
1 H
max (I, + = HCwH (4.16)
Cw oz
avec la contrainte:
tr(Cw) =P (4.17)

Cette complexe maximisation peut étre décomposée en deux maximisations plus simples. En

effet. comme la matrice Cw est hermitienne, on peut la décomposer sous la forme:
Cw = QDQ™ (4.18)

ot Q et D sont les matrices des vecteurs propres et des valeurs propres de Cw respectivement
([Lan69]. équation (2.4.3)). Aussi, la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice du

canal H donne:
H=USV (4.19)
Le déterminant de I'équation (4.16) est alors:

I, + i.,HCwHH
o

= I,,-:—%USVQDQ*(USV)H
= |ULU'+ %USVQDQ“V“S”U“‘

= |U (In + %SVQDQ"V”S”) U“l

1
o

svQDQ-'v-'sf (4.20)

= L+

5

-~

La maximisation de l'information mutuelle peut alors s’exprimer de la maniere suivante:

max |I, + };HCWHH (4.21)
Cw o:

— .1 —Iyy—1QH
—nl%f)éc In-ragSVQDQ V~'S
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avec les contraintes:

tr(D)

I
"
~
=
(3]
s

et Q doit ¢tre unitaire.

4.3.1 Maximisation sur la matrice des vecteurs propres Q
La maximisation posée & I'équation (4.21) est de la forme:
mﬁx]ln +Al = max IB| (4.23)

o1 A et B sont hermitiques et positives semi-définies. En effet. la matrice A est positive

semi-définie si elle satisfait la condition:
xAx >0 vx (4.24)

ol x est un vecteur ligne. Comme A est de la forme TTH. on peut vérifier que:

xAx? = xTTHx" =yy¥ = Z lyil> >0 (4.25)
i=l
Par la suite. on peut vérifier que B est aussi positive semi-définie:
n
xBx" = xIxf + xAx" = xx +yyf = Z (lzi? = |wl?) > 0 (4.26)

=1
Or. 'inégalité d’'Hadamard [CT91] affirme que le déterminant d'une matrice positive semi-

définie est plus petit ou égal au produit des éléments de sa diagonale:
n
Bl <[] bs (4.27)
i=1
avee Ggalité si et seulement si B est diagonale. Par conséquent. A doit étre diagonale et on
doit donc poser Q = V! dans (4.21). ce qui donne:

I, + %HCWH”I =

I, - Lsps”
i (02

min{m.n)

R 1o
11 <1TU—§|.S,.| d,) (4.28)

=1



ol les s; et d; sont les éléments de la diagonale principale de S et D respectivement. La limite
.. . ., . . 2 .
supérieure du produit de I'équation (4.28) correspond au nombre de |s;|” non nuls. qui est

égal au nombre minimum de colonnes et de lignes de $**™, ou min(m, n). Or, on a [Lan69]:
lsil? = A (4.29)

oit les ); sont les valeurs propres non nulles de HYH. On obtient donc la maximisation
équivalente:

min(m,n)

max 11 (1+ Ad,) (4.30)

=1

1
max |I, + HCwH"| =
Cw o

avec la contrainte:

Xm: di=P (4.31)
i=1

La capacité est donc donnée par:

min(m.n)
C= max Z Ey {log2 <1 +—= )\ d; >} (4.32)

La matrice de covariance Cw permettant d’atteindre cette capacité est donnée par:
Cw = V™DV (4.33)

ot V=1 est la matrice des vecteurs propres de HH et D est la matrice des d; obtenue apreés

maximisation de (4.32).

4.3.2 Maximisation sur la matrice des valeurs propres D

L’équation (4.32) montre que le systéme est équivalent & min(m.n) canaux paralléles avec
les puissances P, = d;, i = 1,... ,min(m.n), et un bruit équivalent N; = o2/X;. Selon
Cover [CT91], la solution de I’équation est obtenue a I'aide de l'algorithme de remplissage
(«waterfilling>). Comme illustré & la Figure 4.2, le remplissage consiste & augmenter la

puissance émise A partir de zéro en 'allouant au canal ayant le moins de bruit (N;). La
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Figure 4.2: Principe du remplissage ("waterfilling™).

puissance est ensuite distribuée aux canaux plus bruyants jusqu'a ce que la puissance totale
soit atteinte (dy +d> = P). On remarque qu'il est possible que I'on alloue aucune puissance a
un canal (ds = 0). Ce phénomene se produit lorsque la puissance totale transmise n’est pas
suffisante pour <remplirs tous les canaux. situation causée par un trop grand écart entre les
niveaux de bruit (N;) des différents canaux. L'écart de bruit entre deux canaux est donné
par:

!

11
/\i /\j
Deux situations peuvent donc causer une grande différence. Premicrement. un écart entre
les valeurs propres \; et \;. Les plus grands écarts seront causés par une des valeurs propres
étant trés petite due i une corrélation entre les antennes ou a un canal avec une forte
atténuation. Deuxiémement. un niveau de bruit o? élevé va amplifier les différences entre
les ;. Par conséquent, on peut s’attendre a ce que le phénomene soit plus fréquent pour un
rapport signal-sur-bruit peu élevé.

La solution générale du calcul de capacité s'obtient en utilisant le multiplicateur de
Lagrange et en solutionnant le svstéme linéaire. La solution a ¢été¢ obtenue pour quelques

valeurs de min(m.,n), ce qui a permis par la suite d'obtenir par déduction une équation

56



générale. Dans le cas ot min(m,n) = 2, il est facile de trouver la solution de (4.32) en

utilisant le multiplicateur de Lagrange. On trouve alors que les valeurs propres de Cw sont:

P(Ada +A1/p = A2/p)
2122

dy = (4.35)

_ P+ do/p— M /p)
dy = iy (4.36)

Cette solution peut donner une valeur négative, ce qui en pratique n’est pas possible puisque
cela signifierait que l'on doive émettre une puissance négative. Comme les valeurs propres
de Cw ne peuvent étre négatives, il faut ajouter la contrainte que dy.d» > 0, ou de fagon
équivalente:

| A1 = Ao 1 2
p> o (4.37)

Ou encore, pour faire référence au principe du remplissage(voir (4.34)), on peut exprimer la
contrainte de puissance positive par:

1 1

P> o Xl- - ’xz' (438)

i.e.. la puissance doit étre plus grande que '’écart de bruit équivalent entre les deux canaux
afin de les «<remplir> tous les deux. En supposant que cette contrainte est respectée, le

maximum de (4.32) pour le cas o min(m.n) = 2 est donc:

2 1 (pAl/\g + /\1 -+ Ag)g
ax 1 t —/\i i = .
mg‘\H ( + = d) Doy (4.39)

=1
Dans le cas ol la valeur de A, est négative (en posant arbitrairement A» < Ay, s'il y a une
valeur propre négative. ce sera As), celle-ci est fixée & zéro et Ay est donc égalea P. Le

maximum est alors simplement 1+ pA;.

En utilisant la méme méthode pour min(m,n) = 3, 4, ..., on trouve la solution
suivante:
P min(m.n) 1 min(m,n)
d; = — p+ ——— (4.40)
pmin(m, n) par Aj A

(V)]
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Aussi. le maximum est donné par la formule générale:

min{m.n)

min{m.n) min{m.n) p+ Z(nin(m.n) i
max 11 (1 - —/\ d) IT » —=. (4.41)

min(m. n)

i=1 =1
Cependant. tel qu'indiqué auparavant. il est possible qu'une valeur propre soit négative et que
la solution ne soit pas valide. Cette valeur propre est alors fixée a zéro et il faut alors vérifier
si la solution d'un ordre moins élevé (c¢est-a-dire min(m, n) — 1) est valide. Afin de vérifier si
la solution est valide, on vérifie si la plus petite valeur propre est positive. Ceci peut se faire
en utilisant I’équation (4.40) directement ou en vérifiant si la puissance est suffisante pour

«remplir> tous les canaux: les deux tests sont équivalents. En effet. I'équation a tester a

I’étape 3 de I'algorithme suivant peut étre obtenue en utilisant I'équation (4.40) directement:

k
P 1k
dp. = — |p+ ———20
pk j=1/\j /\,'
k-1

La méme équation est aussi obtenue en vérifiant si la puissance est suffisante pour <«rem-

plir> les canaux selon le principe du remplissage (voir Figure 4.2). avec A > As > ... > A

o> o2 o> o2 o2 o2

P2z |Z2-=)+|=-=)+. ==
< <Ak /\1) (Ak ,\2> (,\k ,\,:_l)
g2 g2

P > - =
< . <k /\7>
k-1 1
= - .
P2 5E-Xg

Ce processus est répété jusqu’a ce que la solution soit valide. ¢ est-a-dire jusqu’a ce que toutes

les valeurs propres de la solution soient positives. L’algorithme suivant permet de trouver le

maximum pour arriver & déterminer la capacité du canal.



Algorithme de calcul de la capacité lorsque ’émetteur connait I’état du

1. k «— min(m. n)

o

. Calculer les valeurs propres non nulles de HH? Ay > A > ... > A

3. Tester:

side <0: dp =0, k— k-1, répéter I'étape 3.

si di > 0: la solution est valide:

et le maximum est donné par:

min(m.n) k 17k
1 p + Zi:l /\_,

canal

On se souvient que lorsqu’aucun traitement n’est effectué, le systéme est équivalent

4 min(m. n) canaux paraliéles. Dans le cas ou le traitement est optimal, on remarque que le

systéme peut étre réduit & & < min(m,n) canaux indépendants. La solution optimale peut

donc consister & réduire le nombre de canaux équivalents en délaissant les pires canaux et

en concentrant la puissance vers les meilleurs canaux. L'algorithme a été utilisé pour tracer

les graphiques de capacité de la Figure 4.3. Chaque point représente la moyenne de 10000

valeurs de capacité prises comme variables aléatoires, calculées & I'aide de cet algorithme.

4.3.3 Transformation linéaire G

La solution des d; permet de calculer la matrice de covariance qui atteint la capacité a

I'aide de I'équation (4.33). Par la suite, il s'agit de déterminer la transformation linéaire
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Figure 4.3: Capacité avec prétraitement optimal.
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G correspondante. En combinant les dérivations de la section 4.2 sur la relation entre la
matrice de covariance Cw et la transformation linéaire G, et la solution de maximisation.,
on obtient:

P

Cw = ;GG” =VADV (4.42)

La matrice G n’est pas unique mais un choix judicieux est:

G= \/gVHD‘/Q (4.43)

En fait. la matrice G doit étre de la forme:

G =, /%V”DWI‘ (4.44)

o [™*™ est une matrice unitaire. Afin de simplifier le traitement, on choisit I' = Ip,.

4.4 Capacité asymptotique

La capacité asymptotique avec prétraitement est dérivée en posant p 3> 1 dans I'’équation
de maximisation (4.32):

min(m.n) | min(mn) , min(m.n) ]

max E gf—/\idi = E (;—g-/\i> mgx g d; (4.45)

En utilisant le multiplicateur de Lagrange, la solution devient simplement:

d min(}:n.n) i S mln(mn) (4 46)
z 0 i > min(m.n) .

et la capacité asymptotique s’exprime par:

min(m.n)

Casympt = min(m, n) log, (m) + Z Fu [log2 Ai] (4.47)
: i=1

L’espérance mathématique a été calculée au chapitre précédent et la capacité asymptotique
devient ((3.21) et (3.22)):

p
min(m, n)

Casympt = min(m: TL) logg ( ) + 1!11.2) (l - mln(m n.)"/) (4-18)
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ot | pour min(m.n) > 1 est donné par:

im=ni min(m.n)—1

) 1 )
[ = min(m. n) Z - Z W (4.49)

=1 1=

4.4.1 Asymptote pour n>m

On remarque que pour n > m, Cw est alors:

Cw = -jiIm =Cx (4.50)
m
Ceci signifie qu'aucun traitement n’est nécessaire a l'émetteur afin d’atteindre la capacité
lorsque le nombre d’antennes réceptrices est égal ou supérieur au nombre d’antennes émettrices
pour p > 1. c'est-a-dire pour un rapport signal-sur-bruit trés grand. En effet, la capacité est

alors donnée par:

C=Ey []ogg

I+ %HH”I] (4.51)

Ceci est le méme résultat obtenu que dans le cas ou le canal n'est pas connu a I'émetteur.
Les Figures 4.4 et 4.5 comparent la capacité avec et sans traitement. On remarque que
le gain obtenu du prétraitement lorsque n > m est trés limité. particulierement pour un
rapport signal-sur-bruit élevé. Cette limitation du prétraitement devra étre considérée lors
de la conception d’un tel systéme. et le gain de capacité potentiel devra étre comparé a

I'augmentation de complexité qu'entraine l'utilisation d'un tel prétraitement a I’émetteur.
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Figure 4.4: Comparaison de la capacité: prétraitement optimal et aucun prétraitément.
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4.5 Gain obtenu suite a la transformation linéaire G
pour p>1

Nous comparons maintenant les rapport-sur-bruit nécessaires, avec et sans prétraitement.
afin d’obtenir la méme valeur de capacité, ce qui nous donne le gain obtenu de la transfor-

mation linéaire G. Le signal recu dans le cas avec prétraitement est donné par:

Y

HW +Z = HGX + Z
= ./ %USDWX +Z (4.52)

Il est possible de calculer le gain sur le rapport signal-sur-bruit di a cette transformation.

En effet, le rapport signal-sur-bruit avec prétraitement est donné par:

E [(HW)”HW]
popt = E [ZHZ] (4-53)
H
E [(\/§USD1/2X) \/gUSDWX]
- E[ZAZ]
£ [IsD"2)3]
- no?
_ e gl 2
no?
min(m,n) .
= Zi:] nazE [Azdl] (4.54)

1l est difficile de trouver I'espérance pour la solution générale des d;. Par contre, pour p > 1,
la simplicité de la solution permet d’obtenir:

p min(m.n)

= it 2 B

P max(m, n)

o? n

max(m,n _
= ——-(né)'p (4.50)
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oup= ;’.’5 est le rapport signal-sur-bruit sans prétraitement. On remarque que pour n > m,
il n’yv a aucun gain sur le rapport signal-sur-bruit, ce qui confirme les résultats précédents. Il
est possible d’arriver au méme résultat en utilisant les équations de capacité asymptotique

avec et sans traitement optimal, C2%, ; et Coebr :
n . P P
Cg;mpt(popt) - Caso;:zpt(pnopt) = mln(m: TI,) |tl°g2 (_o'pt_—> - logz (Lmop_t)] =0

min(m,n)
Popt Propt
Pt \ _ Gq( )
=>log2( n( ,n)) 0gs

Propt - m _ ma.x(mn)
Popt min(m,n) n

(4.56)

Donc afin d’obtenir la méme capacité avec et sans prétraitement. le rapport signal-sur-bruit

max(m.n)
n

sans prétraitement doit étre supérieur & celui avec prétraitement. Le gain de capacité

obtenu du prétraitement a I’émetteur est donné par:

AC'c;syi'npt = Copt - Cnopt

= min(m.n) [logy (2 ) - 10w (5) |
) = min(m. n)log, (33—’-‘(’”—”1> (4.57)

= min(m,n)log, ( -

min(m,n)

4.6 Symmétrie de la capacité

Tel que mentionné précédemment, les valeurs propres non nulles ); de HH? et HTHT sont
identiques. On remarque donc que le probléme de maximisation est identique pour les cas
(m,n) et (n.m):

min(m.n)

C = max > Ew [log2(1+ai§/\,-di)} (4.58)

i=1
Par conséquent, la capacité dans les deux cas est la méme, ce qui nous permet d’affirmer ce

qui suit:

Déclaration 1 La capacité dun systéme (m,n) est identique d celle d'un systéme (n,m)

lorsqu'un traitement optimal est appliqué a 'émetteur.
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Cela peut sembler intuitivement incorrect puisque comme discuté auparavant. le cas
(1. n) aura 'avantage par rapport au cas (m. 1) de multiplier la puissance par n. Par contre,
lorsque le canal est connu a I'émetteur. le prétraitement effectué correspond a une forme de
formation de faisceau ("heamforming™). ce qui en fait multiplie la puissance transmise dans
la direction des antennes réceptrices. et par conséquent les capacités dans les deux directions
deviennent identiques.

Donc, théoriquement. il n'y a aucun avantage a utiliser un systéme plutot que 'autre.
Par contre. si le rapport signal-sur-bruit est élevé, il a été démontré précédemment qu'aucun
pré-traitement n’est nécessaire pour un systéme (m.n) avec n > m. ce qui en pratique

constitue un avantage important.

4.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons d’abord dérivé I'expression de la capacité lorsque 'état du canal
est connu de I'émetteur et du récepteur. Dans ce cas. I'émetteur adapte les symboles transmis
au canal en appliquant une transformation linéaire G au vecteur des svmboles transmis. Cette
expression prends la forme d'une maximisation similaire & I'expression de capacité (2.19)
présentée au chapitre 2, avec la différence que la capacité est maintenant aussi fonction de
G. La solution de cette maximisation a ensuite été dérivée afin d’obtenir le prétraitement
linéaire G requis a I'émetteur. Aussi, un algorithme permettant de trouver la solution a été
présenté. Ensuite, on a remarqué que les capacités asymptotiques avec et sans traitement
sont identiques lorsque le nombre d’antennes réceptrices est égal ou supérieur au nombre
d’antennes émettrices (n > m). Ce phénomeéne a une conséquence pratique intéressante. En
effet. si n > m, il n'est donc pas trés avantageux de concevoir un émetteur complexe avec
prétraitement. Par ailleurs. le gain de capacité obtenu du prétraitement devient de plus en
plus important & mesure que le rapport m/n augmente et que le rapport signal-sur-bruit
diminue. Finalement. il a été démontré que la capacité est svmmétrique. ¢’est-a-dire que la

capacité est la méme dans les deux directions lorsque I'émetteur connait I'état du canal. En
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d’autres mots. la capacité est identique pour les cas (m,n) = (a,b) et (m.n) = (b.a).
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Chapitre 5

Erreur d’estimation du canal a

I’émetteur

5.1 Introduction

Au chapire précédent. le traitement optimal & I'émetteur a été analysé en supposant que le
canal était connu parfaitement & I’émetteur. En pratique. les parameétres du canal doivent
étre estimés et on peut s’attendre a une réduction de la capacité suite a une estimation
imparfaite.

On étudie donc dans ce chapitre l'effet sur la capacité d'une erreur d’estimation &
I'émetteur. A cette fin. on modélise & la section 5.2 cette erreur d’estimation par un bruit
gaussien. Ce modele d’erreur nous permet ensuite de concevoir a la section 5.3 un algorithme
de calcul de la capacité en fonction du niveau d’erreur d’estimation. et les résultats de
simulation utilisant cet algorithme sont présentés en fonction de l'importance de l'erreur

d’estimation et du rapport signal-sur-bruit.
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5.2 Modélisation de I’erreur d’estimation

La méthode la plus simple pour estimer le canal consiste a émettre une matrice de symboles
connus X™*™, ¢'est-a-dire un symbole pour chacune des m antennes pendant m intervalles

de temps. La matrice des symboles regus est donc:
Y=HX+Z (5.1)

L'estimation linéaire de 1'état du canal consiste simplement & inverser la matrice des symboles

transmis:

H=YX'=H+ZX! (5.

(92
no
~—

On remarque que la variance des éléments de H sera en général différente de celle de H, qui
est de valeur unitaire dans notre cas. L’estimation finale consiste donc & normaliser H par
rapport a la variance:

=B (5.3)

var ()
ou var(ﬁ) est la variance des éléments de la matrice H. La matrice estimée du canal H est

donc de la forme:

H= _H+E (5.4)
var (h + €)

ot E = ZX™! est la matrice d’erreur dont les éléments sont modélisés par des variables
: ’, N -, . 2 ’ . .

gaussiennes complexes centrées 3 zéro avec variance o-. Le dénominateur y/var (h +e) im-

pose aux éléments de la matrice estimée H cette variance unitaire, tout comme H, et ce peu

importe la variance de I’erreur. La variance au dénominateur est:

var(h +e) = E[(h+e)(h+¢€)] (5.5)
= E[hh"] + Elee’] (5.6)
= 1402 (5.7)
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L erreur d’estimation n'étant pas corrélée au gain complexe du canal. la matrice d’estimation
du canal est donc:

H+E

1+o0;

H= (5.8)
La variance de l'erreur d’estimation ¢2 peut prendre une valeur dans I'intervalle [0, cof, ou
une variance nulle correspond a une estimation parfaite du canal et une variance infinie
signifie que 'estimation est une variable complétement aléatoire et indépendante du canal.
Il est possible de traduire la variance d’erreur en un coefficient de corrélation entre le canal
et son estimation, ce qui rend les comparaisons plus intuitives. Le coefficient de corrélation
entre les coefficients de la matrice du canal et de son estimation est:
E[hh*] E[h(h+e€)]  E[hh"]

. = = = 5.9
P OrO}, 1+0? V1+o? (5:9)

S (5.10)

La Figure 5.1 montre la corrélation entre I'état réel du canal H et son estimation H en

fonction de la variance de I'erreur d’estimation. Le modele d’erreur consiste donc en 1'addition

d’une matrice au canal dont les éléments sont des variables gaussiennes complexes.

5.3 Résultats de simulation

L'effet de I'erreur d’estimation de la matrice du canal est étudié par simulation. Pour ce
faire. nous avons développpé un algorithme utilisant le modele d’erreur d’estimation dérivé
auparavant afin de calculer la capacité pour un grand nombre de réalisations du canal pour

ensuite en faire la movenne.
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Variance

Figure 5.1: Corrélation p,; entre H et H en fonction de la variance de l'erreur d’estimation

2
o;.
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Algorithme de calcul de la capacité avec erreur d’estimation
e Initialiser le rapport signal-sur-bruit p
o Initialiser la variance de l'erreur o2
e Boucle 1: £ réalisations du canal pour faire une moyenne

— 1.1 Réalisation de H
— Boucle 2: [ matrices d’erreur par réalisation du canal pour faire une moyenne

= 2.1 Réalisation de la matrice d’erreur E avec variance o2

* 2.2 Simulation de I'estimation du canal:

- H+-E

H= ——————
var (h + €)

* 2.3 Calcul de la matrice de covariance éw basé sur I'estimation du canal

x 2.4 Calcul de la capacité avec erreur d’estimation C:

& =log, |I, + —1§H(~ZWHH
o:

— Fin de la boucle 2

— 1.2 Calcul de la moyenne des [ capacités pour une réalisation du canal
e Fin de la boucle 1

e Calcul de la movenne des k capacités

Cet algorithme est utilisé pour chacune des valeurs de o7 et de p désirées, ce qui permet
d’obtenir un graphique de la capacité soit en fonction de la corrélation entre la matrice du
canal et son estimation ou soit en fonction du rapport signal-sur-bruit. Dans chacun des cas,

la capacité sans traitement & 1'émetteur est aussi tracée pour fins de comparaison.



5.3.1 Capacité en fonction de la corrélation

Chacun des graphiques illustrés aux figures 5.2 & 5.10 représente la capacité en fonction
de la corrélation entre la matrice du canal H et son estimation H, pour une valeur du
rapport signal-sur-bruit donnée. On remarque d’abord que la capacité est de croissance
monotone avec la corrélation. Donc, une meilleure estimation du canal augmente la capacité
peu importe la configuration (m,n). Par ailleurs, il est possible, pour de faibles valeurs de
corrélation, que la capacité avec prétraitement soit inférieure a la capacité sans prétraitement.
Afin de mieux comprendre I'effet de I'estimation du canal sur la capacité avec prétraitement,

quelques parametres sont extraits des graphiques de capacité en fonction de la corrélation.

Pourcentage de réduction de la capacité due a ’estimation du canal

Ce pourcentage, (Crmgz — Crmin)/Crmaz, représente la différence de capacité entre les cas ou
'estimation du canal est parfaite (corrélation de 1), Cpaz, €t ot P'état du canal n’est pas
connu (corrélation nulle), Cpin. Le tableau suivant résume les pourcentages de réduction de

la capacité tirés des graphiques 5.2 a 5.10.

% de réduction

(m,n) | -15dB | 3dB | 21 dB
31) | 66 | 49 | 25

33) | 52 | 23

35 | 44 | 11 | o

[S)

O
—

Tableau 5.1: Pourcentage de réduction de la capacité avec erreur d’estimation.

On remarque que le pourcentage diminue avec le rapport signal-sur-bruit, c’est-a-
dire que plus p augmente moins Ieffet relatif de 'estimation est important. Aussi, l'effet de
I'estimation diminue avec le ratio n/m. Donc, une erreur d’estimation du canal aura un effet
plus important lorsque le nombre d’antennes émettrices est supérieur au nombre d’antennes

réceptrices et que le rapport signal-sur-bruit est faible.
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Corrélation critique

La corrélation p,; correspondant & I'intersection de la droite de capacité sans pré-traitement
et de la courbe de capacité avec erreur d’estimation est définie comme la corrélation critique

Peritique- La corrélation critique permet de comparer différentes configurations (m,n) avec

prétraitement au cas sans prétraitement.

Corrélation critique
(m,n) | -15dB {3dB | 21dB
(3.1) ] 0.3 | 048
(3.3) | 018 | 067 | 098
(35) | 023 [078] -

Tableau 5.2: Corrélation critique.

On remarque que la corrélation critique augmente avec le rapport signal-sur-bruit
et le rapport n/m. Par conséquent, une estimation de qualité est nécessaire afin d’atteindre
une capacité supérieure au cas sans pré-traitement lorsque le nombre d’antennes réceptrices

est supérieur au nombre d’antennes émettrices et que le rapport signal-sur-bruit est €levé.

=]

ot
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5.3.2 Capacité en fonction du rapport signal-sur-bruit

La capacité avee erreur d’estimation est tracée en fonction du rapport signal-sur-bruit pour
différentes configurations (m.n) et différentes valeurs de corrélation (0, 0.5. 0.85 et 1) aux
figures 5.11 a 5.15.

Quelques remarques sur les graphiques de capacité en fonction du rapport signal-
sur-bruit pour différentes valeurs de corrélation suivent. Premiérement, on remarque qu'une
mauvaise estimation du canal peut mener a une valeur de capacité inférieure a celle obtenue
sans prétraitement. Aussi. comme discuté auparavant, la réduction de capacité due a une
estimation imparfaite de I'état du canal se fait sentir surtout lorsque m > n. En fait. pour le
cas ol n > m et p > 1, la capacité ne dépend pas de la qualité de l'estimation du canal. Par
contre. pour m > n, la capacité avec erreur d’estimation est toujours inférieure & la capacité
avec estimation parfaite, méme pour p > 1.

Ce compoftement de la capacité pour une corrélation nulle et p 3> 1 peut étre dérive.

On se base sur l'expression générale de capacité avec prétraitement et erreur d’estimation:

C=FEyg {logg

| (5.1

I+ ~HCwH"
g

oit Cw est la matrice de covariance obtenue aprés optimisation du prétraitement basée sur
la matrice estimée du canal H. La capacité est dérivée pour le cas ol la variance de I'erreur
tend vers l'infini. ¢'est-a-dire lorsque la corrélation entre I'estimation du canal et le canal
est nulle et le rapport signal-sur-bruit est trés grand (p > 1). La matrice de covariance est

d’abord décomposée (comme a la section 4.3):
Cw =QDQ™! - (5.12)

P

ey € Q est une matrice aléatoire

ol D est une variable déterministe avec d;; =
indépendante de H due & une corrélation nulle entre H et H.

Pour le cas n > m. en utilisant l'identité lIn +AA"T | = iIm + AH A| et D =
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D'!'/2D'/2. on obtient:

C = EHQ [logg I"

= Lyg [log._)

-~ SHGDQ'H”
gz

|

I+ =D"*Q ' H'HQD'"

| .

Il est 2 noter que I'espérance se fait sur H et Q puisqu'ils sont indépendants. Pour p > 1.

on a

Cosympt = EH.Q [log._,

1
= mlog, (‘T) -
o2

= mlog, (ﬁ-) - Z Ey [logy \i]
=1

m

LD"2q B HQD' } (5.15)
- log, [D| + Eix [log, [HH|] (5.16)
min(m.n)

(5.17)

On obtient donc le méme résultat que pour l'équation (4.47) avec n > m. c’est-a-dire que

la capacité pour p > 1 est la méme peu importe la qualité de I'estimation du canal lorsque

n>m.

Pour le cas m > n. on a pour p > L

Cosympt = Epg [mg.2 gl.z;HQﬁQ—‘H” } (5.18)
= nlog, (%) +Eyq ll:log._, HQDQ“‘H”H (5.19)
En utilisant la décomposition singulierc .H = USV:

Cosmpe = 1l0g, ((%) + Eug [Iog._, HQDQ“‘H”H (5.20)
= nlog, (5-) +Eye [log2 ]stbQ-'v-‘s”H (5.21)

Puis. avec I'inégalité d'Hadammard. o-n a: ’
istﬁQ-‘v-'s”l < ‘sbs”[ (5.22)
< ﬁ,\;d,— (5.23)

i=1

< H—?A,- (5.24)



avee 6galité si et seulement si Q = V!, Or. comme Q est indépendant de H. ona Q # V™!

avec une probabilité de 1 et on a donc:

Eq |log,

-

stDQ-‘v-‘s”” < Eug [log2

sDs*||

Finalement. on obtient l'inégalité suivante:

min{m,n)
C < nlog, (-f;) + Z Ey [log, A
i=1

(5.25)

(5.26)

En comparant l'inégalité (5.26) et I'équation (4.47) pour m > n, on conclue que la capacité

avec erreur d’estimation infinie (corrélation nulle) sera toujours inférieure & la capacité avec

estimation parfaite lorsque m > n et p > 1.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre. nous avons étudié I'effet de I'arreur d’estimation du canal sur la capacité
de svstémes avec prétraitement a l'émetteur. Cette étude s’est faite par simulation et les
résultats ont été présentés en fonction de la corrélation entre la matrice du canal et son
estimation. et en fonction du rapport signal-sur-bruit. Nous avons obtenu des conclusions
pour deux cas oppposés. Dans le cas ou le nombre d’antennes émettrices est supérieur au
nombre d’antennes réceptrices et que le rapport signal-sur-bruit est faible, nous avons conclu
qu’une erreur d’estimation du canal a un effet important sur la capacité: la différence de
capacité avec et sans erreur d’estimation est la plus élevée dans ce cas. Dans le cas ou le nom-
bre d’antennes réceptrices est supérieur au nombre d’antennes émettrices et que le rapport
signal-sur-bruit est élevé. nous avons conclu qu'une estimation de qualité est nécessaire afin
d’atteindre une capacité supérieure au cas sans prétraitement. Il est donc possible dans ce
cas qu'un systéme sans prétraitement surpasse un systéme avec prétraitement si I’estimation
du canal de ce dernier est erronée. Finalement, le comportement de la capacité avec er-
reur d’estimation infinie pour un grand rapport signal-sur-bruit (p > 1) a été étudié. Dans
le cas m > n. la capacité avec erreur d’estimation infinie (corrélation nulle) sera toujours
inférieure a la capacité avec estimation parfaite, alors qu’elle est la méme peu importe la
qualité de I'estimation du canal lorsque n > m. Nous concluons donc que le prétraitement
est un avantage pour les systémes ou m > n et le rapport signal-sur-bruit est faible. a la
condition que l'estimation du canal par I'émetteur soit adéquate. Par contre, ¢’est justement
dans une telle situation. c’est-a-dire lorsque le rapport signal-sur-bruit est faible, que les
erreurs d’estimation du canal sont le plus probables, ce qui potentiellement pourrait limiter
l'avantage du prétraitement au point ou le gain obtenu ne justifie pas I'ajout de cor.nplexité

au systeme.
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Chapitre 6

Conclusions et suggestions de travaux

de recherche

6.1 Sommaire

La diversité spatiale & 'émetteur et au récepteur est une technique qui semble tres promet-
teuse pour les systémes de communications dans un proche futur. Afin de connaitre les
avantages possibles de cette diversité en ce qui a trait a la capacité. nous avons étudié la
capacité dans trois situations: le canal n'est connu qu’'au récepteur. le canal est aussi connu
A I'émetteur et finalement, ’émetteur connait le canal mais avec une erreur d’estimation.
Au chapitre trois. nous avons dérivé des expressions d'asymptotes pour la capacité.
Nous avons conclu que la capacité est proportionnelle & min(m. n). Aussi. nous avons montré
que lorsque I'émetteur ne connait pas le canal. un plus grand gain sur la capacité est obtenu
en augmentant le nombre d’antennes réceptrices comparativement a une augmentation du
nombre d'antennes émettrices. Nous avons aussi montré que la diversité soit a I'émetteur
ou au récepteur (min(m,n) = 1) est trés peu sensible a la corrélation entre les coeffi-
cients d’atténuation des différentes antennes. Par countre. la corrélation entre les coefficients
d'atténuation a un effet marqué sur un svstéme avee diversité a émetteur et au récepteur.

Finalement. la fonction de densité de probabilité de la capacité prise comme variable aléatoire
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pour min(m,n) = 1 a ¢té dérivée.

Au chapitre quatre nous avons étudié le cas intéressant ou I'émetteur posséde une
connaissance parfaite du canal, ce qui permet alors de modifier la distribution des sym-
boles transmis afin de 'adapter au canal et ainsi augmenter la capacité du systéme. Un
algorithme permettant le calcul de la matrice de covariance des symboles transmis et de la
capacité résultante a été dérivé. Comme au chapitre deux, les asymptotes de capacité ont été
dérivées. Nous avons déterminé que la capacité pour ces systémes est la méme dans les deux
directions, contraitrement au cas ol ’émetteur ne connait pas le canal. Ceci était attendu,
étant donné que la capacité du systéme avec connaissance parfaite du canal correspond a
la définition fondamentale de la capacité et que celle-ci est symmeétrique. Nous avons donc
conclu qu'une augmentation du nombre d’antennes émettrices était aussi efficace au point de
vue de la capacité qu'une augmentation du nombre d’antennes réceptrices. Finalement, nous
avons remarqué que les asymptotes de la capacité avec, et sans, la connaissance du canal
a I'émetteur pour n > m étaient identiques. Il semble donc que la connaissance du canal a
I'émetteur ait un effet limité dans ce cas. L’augmentation de complexité dii au traitement
des symboles transmis et I'effet limité sur la capacité du traitement devront étre considérés
lors de la conception d'un systéme avec prétraitement a 'émetteur.

Au chapitre cing, une erreur d’estimation du canal a été introduite & I'’émetteur afin
de déterminer son effet sur la capacité. Il a été montré que 'erreur d’estimation a un effet plus
prononcé pour le cas m > n et lorsque le rapport signal-sur-bruit est faible. En résumé, la
connaissance de I’état du canal a I'émetteur peut mener a de plus grandes capacités, surtout
lorsque le rapport signal-sur-bruit est faible et qu’il y a plus d’émetteurs que de récepteurs.
Par contre, son avantage diminue grandement lorsque le nombre d’antennes réceptrices est

plus élevé que le nombre d’antennes émettrices.
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6.2 Suggestions de travaux de recherche

An chapitre quatre. il a été démontré qu'un prétraitement avec matrice unitaire ne modifie
pas la capacité par rapport a un systéme sans prétraitement. Il serait intéressant de vérifier
si ce type de transformation pourrait avoir un avantage au niveau de la réception du signal.
Par exemple. est-il possible d’appliquer une transformation unitaire a I'émetteur qui pourrait
faciliter la tache du récepteur, sans toutefois modifier la capacité? Aussi, la corrélation
entre les antennes 2 été étudiée brievement pour les deux cas extrémes: sans corrélation et
avec corrélation parfaite. Il serait possible d'étudier I'effet d'une corrélation quelconque dans
I'intervalle [0, 1]. D'un point de vue pratique. on pourrait déterminer s’il est possible d’obtenir
un algorithme plus rapide afin de déterminer la solution optimale de prétraitement. Il serait
aussi intéressant d’obtenir des algorithmes non optimaux mais plus rapides et facilement
réalisables. Enfin. I'étude de leffet de l'estimation de I'état du canal sur la capacité est
en grande partie obtenue par simulation. Une étude plus approfondie pourrait permettre
d’obtenir les expressions des courbes de capacité en fonction de la corrélation de l'estimation.

ou des approximations de ces courbes.
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Annexe A

Calculs alternatifs des asymptotes

pour min(m,n) =1

Nous présentons ici des dérivations alternatives & celles présentées au chapitre 3 afin d’obtenir
les asvmptotes de capacité lorsque le canal n’est connu qu’au récepteur pour le cas min(m,n) =
1. Ces dérivations utilisent les coefficients de la matrice du canal H et non ses valeurs propres.
Le modele du canal utilisé est le canal & évanouissement Rayleigh ou les coefficients
h;; du canal sont de la forme h;; = N(0,1/2) + jN(0.1/2) . La norme X = |H;;| de chaque
coefficient est donc une variable Rayleigh normalisé avec E [IHiJ-IQ] =202 =1 et la fonction

de densité de probabilité de X est:

2 /0.2
fond plon
e~/

fx(z)

T
o
= 2ze™* pour z>0 (A.1)

. .. . . 2 . ) y .
La variable aléatoire Y = X? = |H;;|” est donc une variable exponentielle avec une fonction

de densité de probabilité donnée par:

xly) = f);(\}/g)

= e pour y>0 (A.2)




A.1 Cas a antennes uniques de transmission et de réception
(m=n=1)
Dans le cas (1.1). I'équation de capacité est cdonnée par:

C = Enllog,(1+p 1[%)]
= Ey[log, (1 +pY)] (A3)

En appliquant I'opérateur espérance mathématique et en utilisant la fonction de densité de

probabilité exponentielle de (A.2). I'équation devient:

C= 1n§2) /Ooc In(1 + py)e~"dy (Ad)
En posant u = 1 + py. l'équation (A.4) devient:
el/p e
= () /. In(u)e™"°du (A.3)
En utilisant l'identité:
o~
Ei(-z) = —.r/I e~ In(t)dt >0 (A.6)
el/p
C= —ln(‘Z)Ei(_l/p) (A7)
De méme. en utilisant I'identité:
ok
Ei(z) = v+ In(—z) + ; T £ <0 (A.8)
la capacité devient:
, % ke
=t [lnm) - S } (A9

En ne gardant que les deux premiers termes de la séric infinic. la limite inférieurc de la

capacité est donnée par:

{ln(/}) + L -L, - ‘/] (A.10)



on ~ = 0.3772... est la constante d’Euler. Ce résultat a été obtenu auparavant par Alouini

et Goldsmith [AG99]. L'asymptote de la capacité est donnée par:

v

In(2)

La démarche utilisée permet d’obtenir une limite inférieure aussi serrée que l'on désire en

Casympt = 10ga(p) — (A.11)

utilisant plus ou moins de termes de la série mais I'asymptote de la capacité aurait pu étre

obtenue plus rapidement de cette fagon:

Casympt = —1— / ) In(py)e™dy
Sy
= g o)~ ] (4.12)

A.2 Cas avec une antenne émettrice et n antennes réceptrices

(1,7)
Si les éléments de H sont indépendants, on trouve que I'argument du logarithme est:
1+pll>  phihy ... phihy
phahi 1 plhal’ bR e el st ) (A13)
phah} phabs .. 14+ plhal?

La capacité est alors donnée par:

C = Eu logo<1-’-PZ|h|>]
(

1+pzy>]

= FEy [logq 1+ (A.14)

= FEy |log,
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Comme la variable Y a une distribution exponentielle. la variable Z, = 7, Y a une
distribution d'Erlang:

-1:—1({—:

~

(n—1)!

fza () = (A.15)

En appliquant 'espérance mathématique et en utilisant la fonction de densité de probabilité

d’Erlang d'ordre n de (A.15), I'équation devient:

1 o ~n—le—:
= In(i+ pz)— dz Al
¢ 1n(2)/0 vy (4.16)
et donc:
1 x :n—l e==
asympt = 1 +In(2)] ———=d:= A7
C. ympt 11'1(2) o [n(p) Il( )] (TI» _ 1)' (A l{)
En utilisant 1'identité:
o0
/ e dz: =T(n) = (n = 1)! (A.18)
0
et l'identité suivante:
/mln(~)*"‘le':d~— (n - 1)! 1—'--1-—‘- . (A.19)
0 o f  — . ] 2 T ... T n _ 1 i - he
I'asvmptote de la capacité pour le cas (1.n) s’exprime alors par:
Commpe = = 5" L in(o) = (A.20)
asympt — 111(2) -~ P P Y .2

A.3 Cas am antennes émettrices et une antenne réceptrice
(m. 1)
Si les ¢éléments de H sont indépendants. on a:

; o (12 25
Ey |:loa.3 <1 - ; [hil >:|

= Eu {10«,);2(1;—% )} . (A.21)

C
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olt Z,, est une variable aléatoire décrite par la distribution d’Erlang d’ordre m telle que
définic dans la section précédente. En remplagant p par p/m dans les dérivations pour le cas
(1.n). on trouve l'asymptote suivante:

m~—1 1

Cunmt = o757 | 2 5 = m) + 1al) =7 (4.22)

i=1
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Annexe B

Les valeurs propres non nulles des
. H
matrices HHZ et HTH!™ sont

identiques (preuves)

. . . H
Nous dérivons la preuve que les valeurs propres non nulles des matrices HH? et HTHT

sont identiques. La décomposition de H en valeur singuliere donne:
anm — Unxnsnxmv*mxm (B 1)

ot U et V sont unitaires et S est diagonale. En utilisant (VV7 =1,) et (U” = U~"), on
obtient:
HHY = Usv(@usv)”
= UsSvvAgfu”
= UsSs’uy- (B.2)
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oit les dléments de SSY sont les valeurs propres de HH”. La matrice du canal inverse est

H” et on a:
H'H™ = Usv)"(usv)™"
= visTuTuT sTVT o UTUTY = (UT'U)T =1,
— VTSTSTHVT—1 (B3)
ot les éléments de STST? sont les valeurs propres de HTHT? . Finalement, comme S est

diagonale. les éléments non nuls de SSH et STST? sont identiques et les valeurs propres non

nulles des matrices HH et HTHT” sont identiques.
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Annexe C

Calcul de me m.n) Eg [logo A

Ce résultat est utilisé au chapitre trois afin d'obtenir les expressions de capacité asympto-
tique. L’espérance mathématique que 'on désire calculer est donnée par:

min{m.n) mm(m n)

Teon- \mm {(m. n))
E log, A;| = 5 - Amin{(m.n
< EH [ 089 ] / / lOc \ mm( e n)' d)\] .dA (m.n)

(C.1)

ott la distribution des valeurs propres est obtenue en modifiant la distribution (voir Edelman

Ede89]). pour A\; > Ao > Apinimany > 0:
{

fx\(’\l : ’\2: s 7Amin(m.n)) =
exp(-— me(m n) s ) Hmm(m n) /\]m—m 1—[?71111('m,..n)(/\i _ /\])2

i=] i=1 i=1i<]

Hf"'"(""n’"' il H;"z’?(""'"’(max(m. n) —i)!

=1

(C.2)

Les modifications apportées a la distribution d'Edelman consistent en deux changements

simples:

e 1. Utiliser des variables gaussiennes avec une variance ¢gale a 1/2 pour la matrice du

canal dans les dérivations; Edelman utilise une variance unitaire.

e 2. Modifier I'expression de la distribution afin de tenir compte des deux cas, n > m

et m > n; Edelman ne I'exprime que pour le cas ot n. > m.
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Notez que la distribution des valeurs propres fx () est divisée par min(m, n)! afin d’éliminer
Fordre abitraire A; > Aa > ... > Anin(m.n)- Aussi, étant donnée la symmétrie de fi(A), on

remarque que chacune des min(m. n) intégrales multiples donne le méme résultat. On obtient

donc:
i min(m, n)
E = ————Fjy|logy A
Ey [log, nﬁn(m,n)!EH[Og2 1]
1

(min(m, n) — 1)!EH [log, 1] (C.3)

Pour min(m.n) = 1, en posant max(m,n) =t, le calcul a déja été effectué:

t-1

1 1
Ey [logo M) = ) z}; 77 (C.9)
Pour min(m,n) = 2, on a:
—'\1_’\" AL t=2() Ao
EullogoM] = / / In(A) < t(—ll).)( (2‘)! 2)’ dAydXa

1
= m |it! (;;—7> rt-1)
—2(¢t = 1)! (i% - 7> T(t) + (t — 2)! (i% - 7) I'(t):l (C.5)

=1

ot I'(z + 1) = z!. On obtient donc pour min(m,n) = 2:

E [logq = lr i - ;—1' - 2"‘/] (C6)

De la méme fagon, on obtient pour mxn(m n) =3

t—3
éEH[loggz\l] 1(2 [32 +Zt_z—3~/] (C.7)

L’équation générale peut s’obtenir par extrapolation:

min(m.n) lm—n]
z Eullogy Ai] = —= |min(m.n) Z =

=1

min(m.n)-1

+ Z m—min(m,n)v (C.8)

L'équation (C.8) a été vérifiée numériquement & I'aide du logiciel mathématique Maple.
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Annexe D
Calcul de Y0 peo ]

Ce résultat est utilisé au chapitre quatre afin de calculer le gain obtenu suite au prétraitement.

Par symmétrie (voir I'annexe C), on a:

min(m,n) .
S Exl\] = L lGRONCW
P min{m.n)!

1

- (min(m.n) — ].)!EH (] (D-1)

Pour min(m,n) = 1. on a:

Pour min(m.n) =2, on
e~ MR )2 (N = Ao)?
EH [/\[] = / / t — 1) (t — 2) (l/\](]/\)

- (t_l.('__)![r(, 2)T(t — 1) — 20(¢ + 1)I(1) + D(D(E + 1)]

2 (D.3)

De la méme fagon. pour min{m,n) = 3:

1
sEu (] =3t (D.4)



L’extrapolation donne:

min(m.n)

Z Ey [Aj] = min(m, n) max(m,n) = mn (D.3)

L'équation (D.5) a été vérifiée également numériquement a 1’aide du logiciel mathématique

Maple.
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