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Résumé

On détermine pour c et P donnés, la P-iéme racine de I'équation

. el : .
transcendante: €2 - cz =0 en itérant = ou Ja fonction réciproque log cz. On

+ démontre la convergence pour P = 2. Pour P=1, l'itération évite les cycles

-5

attractifs par le choix approprié de la fonction 2 itérer et de la valeur initiale zy.
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y INTRODUCTION.
L'équation différentielle
‘y“ - 7\.}} . asxsb ()
admet comme solution générale
| " y(x) = aem+ﬁeﬁx_
pour laquelle , | .
| yx) = a JA erx. BVA e'/x"f
. Les conditions aux bornes
(y@+y@=0 o

(2)
/N y(0)+y(®) =0

peuvent s'écrire sous la forme;

[a@™e V& e*0yip e e imet =0

. 12[3 eAb g
Le probl2me aux limites associé a (1) et (2) a une solution non triviile si et
seulement si: . )
eZ-cz=0 . (3)

ot c=(b-a) et z=\/x(b-a) :

Le but de cette étude est de déterminer pour ¢ et P donnés la P-ieme
racine de (3)avec cEC et zEC . |
Au chapitre 1, on démontre que eZ - cz = 0 admet une infinité de solutions, quel
que soit cE €*.

La premiére étape de ['étude proprement dite consiste 2 localiser les
racines dans le plan de z et & définir la P-ieme racine. |
Les algorithmes de résolutidn sont basés sur I'itération de la fonction

. €% :
. entiere o etdesa réciproque Lncz.



| | CHAPITRE 1
FAMILLES NORMALES ET APPLICATIONS

1. FAMILLES NORMALES

On va d'abc;;ord rappeler briévement quelques définitions qui seront

utiles pour la bonne cémpréhension de cette étude.

1.1. Définitions

* Soit f: ¢ — € une fonction de la variable complexe z.

* On appelle domaine un ensemble ouvert et connexe.

* Onditque f est holqmorphe dans le domaine D si f'(z) existe en tout
point de D. |

* f est une fonction enti¢re si elle est hoIombrphg dans le plali fini €.

* On appelle fonction entidre transcendante une fonction entiére qui

n'est pas un polynéme.

1.2. Points singuliers

Si f(z) n'est pas holomorphe en 24, on<it, alors, que zo est un point
singulier de f.
Soit f(z) une fonction holomorphe dans le voisinage de 2o, sauf en zg
alors: ¢
* 2, est appelé pole d'ordre m de f(z), si et seulement s'il existe un
entier m >0 tel que: (z-z,)™ f(z) soit holomorphe au point Z, .

* Si z n'est pas un pdle, on dit qu'il est un point singulier essentiel.



‘ i = siohz 1 ,.1,1_ 1,11
Lafoncnon f(z) = s _zs+‘3! 7‘3+5! ZrE I lz|>0
admet un péle d'ordre 5 au point z=0. —
.
: o2 gL l.1 1 1
La fonction f(z) = el/z "1+'z_f+§f et Tt i4>0

a un point singulier essentiel en zéro.

1.3. Définition d'une fonction méromorphe
Une fonction est dite méromorphe dans un domaine D, si ses seuls
points singuliers sont des pdles.-

Les fractions rationnelles sont un exemple de fonctions méromorphes dans € .

. ' ' |

1.4. Définition d'une famille normale
Soit U un domaine ouvert non vide de ¢ =@ U {0} etsoit F={fj:i
& I} une famille de fonctions méromorphes définies sur U & valeurs
dans T .
On dit que F est normale dans U si, de toute suite infinie de fonctions
de Ia famille, on peut extraire une sous-suite convergeant
uniformément dans U, vers une fonction limite qui peut étre la
constante infinie.

Exemples -
fn: [L,+oo[ — R

X P —

{fn}n est une famille normale car la conv'ergence est uniforme vers
Z€ro.
gn: R —[-1,1]

X » sinnx



{gn}n n'est pas normale car elle n'admet pas de fonction limite.
Arzeld a montré V'existence d'un lien étroit entre les notions de famille normale

Y

et de famille équicontinue dans te cas des fonctions méromorphes.

1.5. Définition d'une famille équicontinue

Soit (X,d) un espace métrique. \
Une famille F de fonctions {fj: X — X; i€} est dite équicontinue,

si et seulement si: . —
Ve>0,38>0 : d(xi,x2) < d = d(fi(x1),fi(x2)) <e Vi€l
avec x]EX et x2E€X.

1.6. Théoréme d'Arzeld
Soit U un ouvert non vide de T .

La famille {f;i: U— €} de fonctions méromorphes est hormale, si et

seulement si, elle est équicontinue dans tout compact de U.

1.7. Condition suffisante de normalité

Soit U un ouvert non vide de .

Si la famille {f;: U— €} de fonctions holomorphes est localement
uniformément bornée dans U, alors elle est normale.
En particulier, toute famille de fonctions holomorphes a valeurs dans le disque
unité est normale.

Voir [Al pp. 171-172] pour la preuve.
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1.8. Définition
- Une famille est dite normale en un point s'il existe un voisinage ouvert
de ce point dans lequel la famille est normale.

" On a la proposition suivante [M1 pp .33_34]

1.9. Proposition
Une famille normale dans un domaine D est normale en tous les points

de ce domaine et réciproquement.

1.10. Définition d'un point irrégulier <

Supposons qu'une famille de fonctions ne soit pas normale dans un

" domaine D. Donc il existe un compact K inclus dans D tel que la
famille ne soit pas normale dans K. On partage K en deux cc;mpacts Kj
et K3, on obtient un compact (Kj) oi la famille n'est pas normale. En
partageant de nouveau K1, on obtiendrait un compact partiel dans K|
ol la famille considérée ne serait pas normale. | .
En continuant ainsi, on définit une suite infinie de cbmpacls partiels
emboités qui ont au moins un point commun. Il résuite ﬁue la famille
n'est pas normale autour de ce point; ce dernier est appelé par
définition: point irrégulier. '
Ainsi, si une famille de fonctions n'est pas normale dans un domaine
D; il existe aldrs un point intérieur au domaine ou elle n'est pas

normale.

1.11. Proposition

Un point irrégulier intérieur 2 un domaine ot les fonctions de la

famille sont holomorphes et bornées, n'est pas isolé.



o

Preuve:

11

——

Soit A un point irrégulier supposé isolé. On peut alors décrire un
cercle de centre A et derayon € tel que tous lés' points de sa
circonférence soient réguliers (i.e. la famille est normale en ces
points). 1l en résulte cjue, de toute suite infinie, on peut extraire une
suite partielle cohvergeant uniformément sur la circonférence vers
une fonction limite. |

D'aprés le théoréme de Weierstrass [M2, p. 86], la convergence serait
alors uniforme c&_ans le cercle tout entier et A ne serait donc pas un’

point irrégulier, d'oll contradiction avec I'hypothése.

La notion de points irréguliers nous permet de ‘définir un ensemble jouant un

réle important dans la théorie de 1'itération des fonctions entiéres: l'ensemble de

Julia.

1.12. Définition de I'ensembie de Julia

Soit F une.famille de fonctions holomorphes.
L'ensemble des points irréguliers de F est appelé: ensemble de Julia
de F, noté: J(F).

En d'autres termes, J(F) est I'ensemble de non-normalité de F.

Le complémént de 'ensemble de Julia '(ensemble de points pour lequel F est

normale) ne posséde pas de nom standard. Cependant, dans cette étude, il sera

appelé: ensemble de Fatou.



—

12

-

1.13. Exemples.
1) fi(z) =22 , _ Soit
Zo un point intérieur au cercle unité. Il existe, alors, un voisinage

ouvert U de zg pour lequel la famille {fhu }n converge vers la
fonction nulle, Vz & U.

1l s'ensuit querl'intérieur du cercle unité appartient 2 l'ensemble de
Fatou de fj . ) |

De méme, l'extérieur du cercle unité est aussi un sous-ensemble de
l'ensemble de Fatou bien que la fonction limite soit différente ge la
précédente. Le cercle unité est, cependant, égal a I'ensemble de Julia

parce que la famille [f;} n'est équicontinue dans aucun ouvert
n

entrecoupant le cercle unité.

f; désigne fofo-of et f]|, lafonction f] restreinte 3 U.

—_

2) fa(z)=22-2
J(f2) estl'intervalle [-2,2] de la droite réelie. [BL 1 p. 91]
Les deux exemples traités ici sont parmi ceux qui donnent une structure simple
de J.
En général, la structure est beaﬁcoup plus complexe. Drailleurs, la plupart des

ensembles de Julia sont des fractales [BL] .

2. PROPRIETES DE FONCTIONS ENTIERES |
On rappelle qu'une fonction entiére est une fonction holomorphe dans
le plan fini €.
Une telle fonction admet un développement en séries de Taylor qui

converge pour tout z dans € ie. f(z)=ac+..+an 2"+ ...,
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Vze(C.
lya trois possibilités de comportement de f(z) 2 l'infini: =
* f(z) peut avoir un point régulier'a I'infini et donc d'aprés le théoréme
de Liouville (toute fonction entiére born€e est une constante), f(z) est
une constante.
* f(z) peutavoir un pdle d'ordre k= 1 al'infini et alors (z) se réduita
un polynéme de degré k. |
* f(z) peut admejjre un point singulier essentiel A I'infini et alots f(z)

est appelée: fonction entiére transcendante.
Soit f(z) une fonction entidre et M(r) = rﬁlx if(z)] .
- z|=r

M(r) représente une importante caractéristique de f(z) .

2.1. Définition de l'ordre d'une fonction entiére

]

Supposons qu'il existe un nombre:'positi.f o tel que:
M(r) < ¢ pour r assez grand.

Alors, f(z) est dite d'ordre fini et p =infa (p = 0) s'appelle:

ordre de f(z).

Cependant, si inf o = =, c'est-a-dire si pour tout a = 0, il existe Io
tel que: M(ro) > e alors f(z) est par définition d'ordre infini.

eZ est d'ordre 1 alors que ¢ est d'ordre infini.

2.2. Théoréme

L'ordre p d'une fonction entiere est donné par la formule:

_ Tm Ln Lo M(r)
P = = ILnr

Preuve:



eV

‘D'aprés M(r) < ¢ pour r assezgrand et p = info=0 on déduit
que: I
Ve>0,3Re >0 tel que: M(r) < jour >Re .

D'autre part, il existe une suite {rp} d¢ nombres réels vérifiant:

0<r<..<m<.. ettelle que: M(rp) > ¢”
Ln Lo M(r)

En d'autres termes —ar — <P +¢& si r>Rg
. tandis que LoLnMo) >p-€  pour rpassez grand;
) LIl l"l'l
par ébnséquem: | ' /
~ _ Ln Lo M(r)
P= & “Tar

i

2.3. Définition du type

Soit f(."»:) une fonction entiére d'ordre fini p .
On suppose l'existence d'un nombre positif k tel que:
M(r) < e pour r suffisamment grand.
Par définition, o = inf K s'appelle: type de f(z).
Le type est dit normal si o> 0, minimum si o=0 et infini (ou
maximum) si o =.
Le méme raisonnement appliqué dans le théoréme précédent permet d'obtenir le

" résultat suivant.

2.4. Théoréme

Le type o d'une fonction entiére d'ordre fini p est donné par:
G= -i—'— Ln M(r)
T e T

r
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2.5. Exemple

S
) . o2 g2
Considérons f(z)=sinz= 7
Comme |sin zl = \/sinhzy +5sin®x et coshy=+f sinhzy +1
alors: | .
|sinh y| < |sin z| s cosh y ;
- - onaainsi
I - t
e-1 _e-e"_ . _ . e'+1
S <t —smhrsM(r)-rﬂf\::ﬁ |sin 2| >

I s'ensuitque p=0=1 pour f(z)=sinz.
1

2.6. Remarque

3:

Comme f(z) est entidre, alors f(z) =ag+a1z+ .. + a2 +..VzEC.
I est possible d'exprimer l'ordre et le type de f(z) en fonction de ses
coefficients de Taylor: ap [MA 2 pp. 255-261]. On a, entre autres,
les deux résultats suivants: Si f(z) est une fonction entiere d'ordre p
alors: :
: Lnn
Ln
o

De plus, si {(z) est de'type o alors:
o= 1p 11111 nlanl p/ﬂ .

p = lim

n—eco

THEOREMES DE PICARD >

Les deux théorémes de Picard représentent une application de la
théorie des familles normales & 1'étude des fonctions holomorphes dans

le voisinage d'un point singulier essentiel isolé.

~



]

3.1. Premier théoréme de Picard

E Ieuve

Si f(z) estune fonction entieré différente d'une constante alors elle

prend toutes les valeurs de €, sauf une au plus.

? L}

~ On aura besoin, dans la preuve, du théoréme suivant appelé: théoréme

fondamental [M2 p. 24]:‘7 Une famille de fonctions holomorphes dans
un domaine, qui ne prend ni la %aleur 0, ni la valeur 1, est no'rmakle
dans ce domaine.

Soit f(2) une fonction non constante telle que : f(z) »a étf(z)mb, V2 E

C. On peut supposer que ces valeurs sont O et 1, en effectuant au

* besoin la transformation linéaire:

f - >3
8= T2 -

- Soit {C_}r., une suite de cercles centrés 2 l'origine et de rayons
> k' €S & gl

respectifs 2.

Posons fk(z) = f(2kz).

fk(z) est une fonction entiére quelqﬁe soit la valeur de k. Elle est, en
particulier, holomorphe dans (Cj); d'ailleurs, fk(z) prend dans (Cp)

les mémes valeurs que f(z) dans (Ck+1).

~ On a réalisé ainsi la représentation conforme, par homothétie, de

. chaque cercle (Ck) sur le cercle unité (Co). ‘Comme 0 et 1 sont des

valeurs exceptiomfelles de f(z), alors aucune fonction fx(z) ne
prendra ni la valeur O nila valeur 1 dans (Ci) et par suite, d'aprés le
théoréme fondamental, Ja famille {fk-}k serait normale dans (Cj).

Or, {fk}k est une famille bornée au point zéro du fait que: fx(0) =

f(0), elle est donc bornée dans tout domaine intérieur 2 (C1), en

particulfer dans (Co). On en déduit que f(z) est bornée dans tout le

\
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plan, étant donné que tout point du plan apparﬁent a un cercle (Cy) et
que f(z) prend dans (Ck) les mémes valeurs que f(z) dans (Co).
D'apres le théoréme de Liouville, f(z) serait une constante% d'olt
contradlctlon ) . . =
Conséquence: - f(z) ne pourrait avoir, au plus, qu'une valeur
exceptionnelle. | )

ez admet 0 comme valeur exceptionnelle.

Le théoréme est plus connu sous le nom de: petit théoréme de Picard.

3.2. Autre formulation du théoréme [MA2, p. 268]

Soit f(z) une fonction entiére transcendante.d'ordre fini p et A un
pointhuelconque de €.
On désigne par 4 (A) 'ensemble des antécédents de A par f(z).
) A= {zEC : [)=A} |
Alors: ‘
A (A) admet une infinit€ de boints, quelque soit A dans €
sauf si p est un entier positif et f(z) eét de la forme:
f(z) = A+ p(2) eQ@ o p(z) et Q(z) sontdes
polyndmes. |
Dans ce dernier cas, A (A) ne contient que les points solutions de p(z)
=0,
icati

On veut trouver le nombre de solutions de l'équation.

’ . sinz=cz . (1.1)
Il est évident que si ¢= 0, les solutions de (1.1) sont celles de sinz =0
A savoir z=kn,kE€Z. Il s'ensuit alors que le nombre de solutions de

(1.1) estinfinisi ¢ =0, Supposons que ¢ = 0.

+
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Les s\glutions de (1.1) sont celles de la fonction entidre

: -
f(z) = Sinz - S .2_-, .=C.
(2) a C, ie. 1 2'+ C. ,

Donc, le probléme revient A calculer le cardinal de A(C) ol :

AC)={z€(: 2 =}

Comme —S-i%-"*- estd'ordre 1 alors il peut exister un point Co tel que:

Card A(Cy) <.
Cependant, en considérant la fonction entiere, d'ordre % ,
sin J_ a , o ' -
g(o) = = l-gy+5p -.. , Onmontreraquun tel point
\ .
n'existe pas.
Posons: z= Ja .
(1.1) peut alors s'écrire sous la forme: sinfo _c. (1.2)

la

Ainsi, 2 toute solution de (1.2) correspondent deux solutions de (1.1)..
Par conséquent si (1.2) admet une infinité de solutions pour toute

valeur de C, il en sera de méme de I'équation (1.1).

sinfa ™ _

Désignons par A*(C) l'ensemble des antécédents de C par: I

A*(C) = {a eq: st_ = C}.
sin Ja

Or, I

est une fonction entiére d'ordre % (donc l'ordre n'est

sin /U
. Ja _C

pas un entier positif) et d'aprés le théoréme de Picard,

admet une infinité de solutions pour toute valeur de C. Il s'ensuit que
Card A*(C) = vCe(.

On en conclut alors que: Card A(C) = , c'est-3-dire:
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- e +

sinz = cz .admet une infinité de solutions, quelque soit la valeur de

C daus €.

3.3. Second théoréme de Picard [M2]-

Ce théoréme connu aussi sous le nom du grand théoréme de Picard, est

I'un des théorémes clés de la théorie des fonctions analytiques.

Théoréme:

Preuve:

“~

Une fonction holomorphe ayant un point singulier essentiel isolé prend
autour de ce point toute valeur finie sauf une valeur exceptionnelle au

plus.

Sans perte de généralité, on peut supposer que zo =0 est un point
singulier essentiel isolé car on peut toujours au besoin se ramener a ce

cas a l'aide d't_me transformation élémentaire de la forme:

{
=z- - L
2=2-24 ou\Z :‘—zi _./
Supposons que f(z) posséde deux valeurs exceptionnelles a et b dans
un certain voisinage {z:|z|<R} de z=0. Soient Do ..., Dp,... les

anneaux définis par:

Do={zEC: % <|z| <R} -
Dp={z€( 251 <|z|<-213-l;} \ '

On construit la suite de fonctions:
0@ =15 )., @ = (5 );

fa(z) prend les mémes valeurs dans I'anneau Dg que la fonction f(z)
prend dans Dy etdonc {fy(z)}n estune famille de fonctions

holomorphes dans Dy telles qu'aucune d'elles ne prend les valeurs a
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et b, par'conséquent. {fn@—}T; est, d'aprés le théoréme fondamental,
une famille normale, i.e. {fo(z)}n contient une sous-suite {f; (2)}

convergeant uniformément 2 l'intérieur de Dy vers une fonction

limite F(z). Si F(z) & % alors F(z) est bornée sur le cercle
Y={z:| 32-<p<R}.

Il s'ensuit que les fonctions f_ (z) sont uniformément bornées sur Y,
k

ce qui implique que: ‘
IM>0: |f(z)|< M pour |z|=—%k, k& N* !
2 o~
et d'aprés le principe du maximum [Al p. 108] N
|f(z)| s M pour z telque O<|z| <p ;
;nais, ceci est impossible puisque z =0 est un point singulier essentiel
de (z). | -

1

-4
k

Si F(z) =2 « , la suite des fonctions holomorphes- CPnk(Z) =7
- n

converge uniformément vers zéro 2 l'intérieur de Dy et par suite la

: 1 _
ﬂ fonction @(z) = @-a est bornée dans {z€ € Oiz | <p}

Mais alors z =0 serait un point régulier de @(z) et ne po’hrrait donc
€tre un point singulier essentiel de f(z), ce qui contredit 'hypothése. .

Exemples .
a 1) f(z) = sin % a un point singulier essentiel en zéro. Elle

v

prend toute valeur de (€, une infinité de fois au voisinage de zéro.
D'ailleurs, la résolution de sin % =A, A€ donne:
. L

zZ= 1 = 3

LaGA++/1-A%  In(iA++ 1-AD + 2k




- 21 ' *

Ainsi, on obtient une suite {zn} éonvergeant vers zéro et qui
satisfait f(zp)=A n=12,.,

ol
3

ln(1A+\/1 A ) + 2nmi
et ol

ln(lb\/l A )"'Ln|1A+\/1 |+1arg(1A+\/1 )

2) f(z) =el/z

f(z) admet un point singulier essentiel 2 l‘oringe. Elle prend

toutes les valeurs finies sauf zéro. Si A = 0, alors la résolution de

el/z=A, A€(* aboutita: wﬂ’: '
‘ -

g1
" In A+ 2nmi

Remarque

A

Soit f(z) une fonction entiere d'ordre p . Si dans I'équation f(z) =c,
on remplace la constante ¢ par une fonction méromorphe 0(2)

d'ordre inférieur 3 p , le théoréme de Picard restera valable [N1 p.
75], c'est-a-dire il existera au plus deux fonctions différentes @ [@
pouvant étre la constante infinie] telles que les distributions des racines
de I'équation généralisée: f(z) = @(z) soient exceptiomuslles.
Soit I'équation f(z)=cz ot f(z) =eZ.
91(2) =0 et 2(z) == sont des fonctions exceptionnelles de f(z) =
ez. De plus, l'ordre de ces deux fonctions est z€ro; il est donc inférieur
a celui de eZ quiest 1. On en conclut alors que:

ez = cz admet une infinité de solutions quelque soit ¢ finie et non

nulle.
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THEOREME DE JULIA

Le théoréme de Picard ne nous.donne aucun renséignemgant surla -
distribution des arguments des zéros de I'équation: f(z)=a, ol a €
', au voisinage du point singulier essentiel. G. Julia a apporté en 1924

32, p. 102] un complément remarquable au théoré¢me de Picard.

4.1. .Droites deJ u@

Soit f(z) une fonction entiére.
On coasidre la famille de fonctions {fn(z)}n définies par:
fn(z) = f(2nz)

On a déja vu (preuve du 1¢r théoréme de Picard) I'impossibilité pour la
famille {fn(z2)}n d'tre normale 2 l'intérieur du cercle unité (<.

Il existe donc au moins un point irrégulier dans (C). Soit M ce point,
que l'on peut supposer différent de l'origine puisqu'il n'est pas isolé.
“Dans le voisinage de M, la famille {f;(z)}n n'est pas normale. Donc,
dans un cercle (I') -arbitrairement petif de centre M, toutes les
équations:

fa(z) =a, n=12., e a€C,

ont des racines, quelque soit a, sauf pour une valeur au plus. Or, les
valeurs que prennent fu(z) dans le cercle (I') sont celles que prend
f(z) dats les cercles homothétiques de (I}, obtenus par les
homothéties de pole O et de rapports respectifs: 2, 22,..2%.... 1

- s'ensuit alors que f(z) prend une infinité de fois toutes les valeurs

finies sauf une au plus, dans le secteur de sommet O et tangent au ~
cercle (I). '
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En d'autres termes, la demi-droite OM est telle que: Dans tout angle,
aussi petit que I'on veut, dont elle est la bissectrice, la fonction entiére

f(z) prend une infinité de fois toute valeur de €, sauf une au plus.

Définition:

La demi-droite OM est appelée: droite de Julia et notée (J).

Pour ez, les deux demi-droites portéei par l'axe imaginaire sont des droites de
. M

Julia tandis que les quatres directions des bissectrices des angles des axes sont des

droites (J) pour ez?

4.2. Théoréme de Julia. [MA3 p.346].

Soit f(z) une fonction entiére transcendante. La famille {f(292)}nq
admet au moins un point irrégulier M différent de zéro. Soit (J) la
demi-droite issue de l'origine et passant par M. Alors:

Pour toute valeur finie de a, avec une excgption\:ossible, il existe une,
suife infinie {zp}y convergeant vers z = et appartenant a un
secteur ayant (J) comme bissectrice et dont I'angle est fixé aussi petit

que l'on veut, telle que:
f(zx) = a, Vk=1,2,...

Le théoréme nous assure l'existence d'au moins une droite de Julia.

Egem p!e:

>

Soit 'équation: ez =a, a=0. (1.3)
Les solutions de (1.3) sont de la forme: zx=Ln|a|+ iarga + 2ksi.

Si k>0,1la tangente de l'angle entre le vecteur zy et l'axe des
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LY
comme tg6Bx — 0 quand k — , il s'ensuit qu'a partir &'ﬁn certain
rang de ‘k, les points zx appartiennent a un secteur admettant l'axe
L R: ={z€(C : z=i x avec x>0} comme bissectrice et dont
l'angle est fixé a l'zivarfce.
Il est & noter que la famille {f(20z)}, = {eznz}n n'est normale dans aucun
voisinage d'un peint quelconque de iR={z€ € : z=ix avec xER}. En

effet, [e2°2|=1, VzE€iR, tandis que lim 2=, VzE{zE: Rez>

0} et Illii_nw e2"2=0 si zE{z €€ : Rez<0}.
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NATURE DES POINTS FIXES DE f)(z) = AeZ.
X b

Parmi les applications importantes des familles normales se trouve I'étude
de l'itération des fonctions entiéres transcendantes.

L'étude de l'itération de ces fonctions remonte aux travaux de Fatou [F1].
Ce dernier avait. ros:marqué> que, parmi les techniques utilisées dans l'itération des
fractions rationnelles, plusieurs s'appliquent encore dans le cas des fonctions
entieres transcendantes. En 1980, Misiurewicz [M1] a résolu une conjecture de
- Fatou, vieille de plus de cinqﬁante ané [dat;mt de 1926], en démontrant que
I'ensemble de Julia de Ja fonétion‘exponentielle f(z) = ez esttoutle plan
complexe. '

Dzins ce chapitre, on définira d'abord quelques notions fondamentales
(points fixes, cycles, mﬁltiplicateur,...) et on explicitera, entre autres, certains
résultats relatifs a ia nature de I'ensemble de Julia de la fonction fi(z) = Aez,
LEC.

Les résultats obtenus seront ensuite [au chapitre 3] appliqués 2 ]a résolution
de I'équation: f (z)=z.
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1. DEFINITIONS "

Soit f: € — € une fonction entiére de la variable z.

1.1. Suijte des itérées de f

. QP appelle suite des itérées de f au point z la suite {f(z)}n oi:
v P(Z)=z et MH(Z)=ff(z)] Vn=20,
f1(z) estappelée: nitme jtérée de z. |
Posons z1 =z, z2=1(z1), ..., zn+1 = f(zn) ... - Lasuite {Z}n=1 représente
l'orbite du point z qui est notée O+(z). Cette définition nous permet de définir
les points fixes, points qui jouent dans I'itération de fonctions un réle {

* fondamental.

1.2. Points fixes ! . :

On dit que o estun point fixe d'ordre r de f s'il existe un entier
naturel positif r tel que:

fila)=a et fKa)» a pour lsk<rl,kEN,
ol

fk(cx) représente la k-ieme itérée de o .
L'ensemble des points distincts {a’, f{a) : oy A -1(a)}- s'appelle cycle
d'ordre 1 de f (relatif 3 o). Les points d'un méme cycle se
reproduisent périodiquement par l'itération de la fonction f.

Exemplesz .

* Les solutions de I'équation @(z) =0 ot ¢(z) = f(z) -z, sont les
\

points fixes d'ordre 1 de f.
* Soit f(z) la fonction suivante: f: ¢* > €

z —_.
Z
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L'orbité du point 1 est {1,2}, en effet:
f(1y=2 et f[R)]=1. |
1 est un point fixe d'ordre 2 de f (de méme pour 2); {1,2} estun

cycle d'ordre 2.

1.3. Multiplicateur

Soit o un point fixe d'ordre r de f.
On appélle multiplicateur dé a le nombre m sui\}ant:
| m = (fI)' (a) .
La nature de o dépend de la valeur absolue de m .
| a est dit ‘attractif si |m| < 1
répulsif si im|>1

indifférentsi |m|=1.

Remarque:
a étant un point fixe d'ordre r donc {a, f(@), ..., f-1(c)} estun
5

cycle d'ordre . r.
Comme (f1) (z) = f [f-1(z)] - f[F-22)] + .. - £(2), il S'ensuit alors
que:
() (@ = (8 (o) = . = (@) (FHa) -
Ainsi, tous les points d'un méme cycle ont le méme multiplicateur. Il est donc

possible de parler de cycle attractif, répulsif ou indifférent.
G

2. PROPRIETES DE L'ENSEMBLE DE JULIA

Dans toute la suite, sauf indication contraire, f représentera une

fonction entiere de §=C U {0} dans .
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On désigne par F(f) et J(f) (ousimplement par F et J) les

ensembles de Fatou et de Julia de f, respectivement. On rappelle que

F(f) est'ensemble des points de T pour lesquels la suite F = {fM}n

des itérées est normale et que J(f) est le complémentaire de F(f) dans

T. o ‘ -

On va énoncer sans démonstration quelquesf propriétés importantes de
I'ensemble de Julia J. [F1;J1].
a) J estfermé:

Si zE€F alors F est normale dans un certain voisinage de z,
c'est-d-dire que z est un point intérieur de F; donc F estouvert et par- -
suite J est fermé.

b) I est parfait:
Un ensemble parfait est un ensemble fermé et dense dans tui-
méme.

¢) J estcomplétement invariant par f.

En d'autres termes, si o €J alors f(a) €J et BEJ pour
toute valeur de P telle que f(f)=o.
Comme conséquence immédiate on a: J(f*) =J(f), Vn=1. Ainsi, toute itérée
de f ale méme ensemble de Julia que f.
d) Soit a un point fixe d'ordre 1 de f.
Si a est répulsif, il appartienta .
Si o est attractif, il appartienta F

e) Si F estnon vide, l'intérieur de Jest vide .

En particulier, si f admet un point fixe attractif alors

=9
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3. EXISTENCE DE POINTS FIXES
L'existence et la distribution des points fixes de fonctions entiéres sont

trés importantes dans I'étude de I'itération de ces fonctjons.

3.1. Théoreme [B1]
Si f(z) est une fonction entiére autre qu'un polyndme linéaire, alors il
existe des points fixes d'ordre n de f(z)' pour toute valeur de n, sauf ~
au plus une valeur exceptionnelle. . \

N
1l n'existe pas de points fixes d'ordre 1 pour la fonction f(z) =eZ+z.

- 3.2. Théoréme [B4]
" Si f(z) est une fonction entiére autré qu'un po_lync‘mig linéaire, alors
‘ I'ensembile des péi_‘nts‘répul'sifs ci‘e f est dense dans J(f). .
Qc.)nségue;]ce: | . ‘ |
Toute fonction entiére transcendante.admet des points répulsifs
d'ordres n, .., Ng,.., Ol {ﬂk}k est une suite d'entiers naturels
strictement croissante.
e ve . )
| Ce théoréme ne nous apprend rien au sujet de la valeur de nj oudela
~ densité de la suite {n}. Il est, cependant, clair en considérant
f(z)=z+ieiz-ia, 0O<a<2, ' (2.1)
- quelecasol nj>1 estpossible.
En effet, les points fixes d'ordre 1 de 'équation (2.1) soéi dela
forme: zx =2kw-iln a.
Comme f(z)=1-eiz, alors f(zx)=1-a,
ie. {f(@)|<l Vk=0.

~.
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On en déduit que tous les points fixes d'ordre 1 sont!attractifs, ce qui

implique I'inexistence de points fixes répuléifs d'ordre 1.

3.3. Théoréme [B3 p.493]

Si f(z) est une fonction entiére transcendante, alors J(f) ne peut étre

]

contenu dans aucun ensemble fini de droites. En particuliersi f(z) est
une fonction entiére transcendante et A une droite quelconque du plan
complexe, alors l'ensemble de Julia de f ne peut étre restreinta A, en
d'autres termes, il existe un entier positif k tel qué 'équation X(z) -z

" =0 admet des solutions qui n'appartiennent pasd A.

4.  PROPRIETES DE J(f))
* Dans toute la suite, fa(z) désignera Aez od A E €*. f) n'admet pas
de points critiques car fk (z) =heZ=0 VAEC* Zéroestune

valeur exceptionnelle pour toute fonction fa ,A=0
(i.e. fx(;z) =0 Yz& C). Ladynamique de fj dépend

fondamentalement des caractéristiques de l'orbite de zéro.

4.1. Théorémes [D1]

Théoréme 1 : Si f;(O) — +0  quand n— +x alors J(f)=C.
Théoréme 2 : Si 0 est précyclique (ou prépériodique) alors J(fj) =

€; 0 précyclique veut dire que f:(O) est cyclique 2 partir d'un
certain rang n= 1.
Théoréme 3 : Si fy, posséde une orbite cyclique attractive, alors 0

appartient au bassin d'attraction de cette orbite (BO)=
{z€C:0t(z)— 0}).



31

De ces théorémes découlent des corollaires importants.
4.2, Corollaires r :
Corollaire 1 : J&) =C€ si )\.>§' .

t‘; (0) = 4+ quand n— +o si A >%— et donc, d'apres le

théoreme 1, J(B)=C.

Corollaire 2 : I6)=C si A=kni. )
1€r cas: A = 2kni = fi(z) = 2koi eZ.
Par suite:
£ (0) =2km

fi(O) = 2kni e 2kni

= 2ksmi ;
par conséquent: f; 0)=fa0) Vnzl -
2¢ cas: A = (Zk+1)mi | | \f ‘
B 0= (Ck+mi
fi 0) = - (2k+1)mi
f; (0)= (2k+1)mi .

0 étant précyclique dans les deux cas, on en déduit alors (d'aprés le théoréme 2)
que: J(f)=C si A=kmi '

-

VAEC*, f) ne peut avoir qu'une orbite cyclique attractive,
\
au plus. : \

llajre 3:
1 . . . . .k‘ L
Supposons l'existence de deux orbites cycliques attractives 0(z1) et
0(z2).

m
N . » ) 1 »* *
Ainsi, 3 z, 60(21) tel que fA. _(zl)=zl et
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£ @)=z, V lsks(m-l),keN. o 1
De méme, 3 25 €0(z2) tel que f:z(z;) =z, e

f:(z;)':-z; V1i<ks(mz-1), kEN.
D'aprés le théoréme 3, 0 appartient au bassin d'attraction des deux
orbites et donc: . .
3 (1, n2) EE\I x N tels que: fil(O) = z;' et fiz(O) = 25
avec tJ;(O)a;z; V1sk<n; , kEN et

0=z} Visk<m , kEN .
- I1-est évident que n1 = n2 - car-autrement z; = z:.',_ et les deui cycles

contiendraient les mémes points. Supposons alors que np < n2.
On peut toujours écrire -nz sous 1a forme: ’
m2=n1+ pmi+q ol p et q sonttels que:
P ENx N et 0sq s(m3-1).

Donc
Ilz n1+pm1+q
£0) =1, 0)
pm1+q ﬂl
= f;\ [fk (0]
q Pm,
= LI @)

fq *\ fml *y K
= )&.(zl) _car A (21)"21 ;

n
or, f; (0) =2z, ; ils'ensuit donc que
* q
z, = fx (z{) 0=<qs(mg-1);

donc Z; appartient au cycle de 0(z1), autrement dit les deux cycles

considérés ne peuvent étre différents.

Conséquerce:
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Le cycle attractif de f (au cas ou il existe) péin toujours étre obtenu

en itérant f), avec zo =0 comme valeur initiale.
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) g .
5.  POINTS FIXES ET CYCLES ATTRACTIFS DE f)(z) = Aez QUAND |
AER* |
Dans cette s‘ection,l on discutera de la tJ_}fése‘nce ou de I'absence d'un

cycle attractif de la fonction f) dans le cas od A est réel. ‘Dorénavant

y

par point fixe on sous-entendra un point fixe d'ordre 1.

1

e *

5.1. A>

A> e =) =C [Corollaire 1], i.e. tous les points fixes et tous les

cycles de f sontrépulsis. |

ﬂ: Ax _—

0<')\<—‘é

l

) /s

i
Fig. 2.1. | /

i, -
e“.

= |
I

=2k -

5.2. OkAs

;L Quand O<l<% , £ admet deux points fixes réels p et q tels

. L}
 que:

O<p<1l<gq. (fig. 2.1) p est attractif et q est répulsif car

fp)=MeP=p=|f(p)|<let f(g)=hel=q=|r(q)>1. °
La présence d'un point fixe attractif nous permet de déduire que Ja
structure globale de J(f5) est trés différente

suivant que A >% ou O<A< é . En effet, alors que
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Jf)=C pour A>=, J (=0 sil<i<yq . Plus ‘

précisément, on a le théoréme suivant.

Théor2me [DK p. 50]
Si0<l <% alors J(f]) est un ensemble de Cantor de courbes dans €.

£), admet un point fixe attractif unique dont le bassin d'attraction est
- ouvert, dense et connexe dans C. | | |
Avant d'expliciter un peu plus en détail les conclusions du théoréme, on
rappellera‘d’abord la déﬁnmﬁn d'un ensemble de Cantor.
Définition .
Soit Ko l'intervalle [0,1] de I'axe réel.

+  On forme K1 en enlevant de Ko le tiers du milieu 4 savoir
I'intervalle ] 3 3[ gle. K1= [0,3] U ﬁ, 1].
De méme K2 est formé en enlevant de K7 le tiers du milieu pour

chacun des deux intervalles de K1, c'est-a-dire
-04108. 510 hug.u.

D'une fagon générale, Kp est obtenu en enlevant dg Kn-1 le tiers du

milieu de chacun des intervalles qui le composent. Ainsi, Kn est

I'union de 20t intervalles fermés et disjoints dont la longueur de
n | i
chacun est (%) . L'ensemble de Cantor est, par définition:

K= QN K. K est un ensembie fermé, infini, non dénombrable et
0 , , :

d'intérieur vide.

. 1
Si 0<i<o, fi(2)=he? adewx points fixes réels p et q tels que:
‘ ¥
B<p<l<q, p attractifet q répulsif.

L'image de la droite x =q par f), estle cercie de centre 0 et de rayon q. En

effet, z=q+iy=fH(2) = A eqtiy =Aeqely ;

{?
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donc fa(z) = qely.
L'ensemble A des points z dont la partie réelle est strictement inféricure 2 q, -
est appliqué par f), dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon q. En fait, de
tels pbinté tendent-asyglptotiquement vers p paritération de fj . End'autres _
termes, il n'existe pas de points z appartenant A I'ensemble de Julia de ) et
situés a gauche de la droite x =q. d
£(A) = D (0, q) o A={zE€C:Rez<q}.
Pour voir que J(f3) est un ensemble de Cantor de courbes, on doit’noter que la
pré-image du demi-plan {z€ : Rez=q} estun ensemble dénombrable de
régions paraboliques dans {z&  : Rez=q}.

w

En prenant successivement les images réciproques de ces ensembles, on obtient
I'ensemble de Cantor de courbes. De-plus, comme | fll (2)>1 si Rez>q,on

en déduit alors que I'ensemble précédent est bien J(f).).
. _ 1
Soit Bj={z&€ € :Rez=q}, on va définir By = fk (B1). On cherche donc

I'ensemble des points z de € ayantla propriéte’ suivante: f(z) € Bj, c'est-a-
dire Re fj(z) = q. Ainsi,
. By= {zE€(: Refi(@)=2q}
z=x+Hy = £H(2)=AeXel— donc Refp(z)=MeXcosy.
Le probiéme revient 2 trouver l'ensemble des couples (x,y) qui vérifient:

, AeXcosyzq . (2.2)
A>0et cosys1l, Yy ER,impliquent que AeXcosysAeX etdapres (2.2)
oRm a: - . ‘ N \ |

AeXx=q. (2.3)
(23) = x=q, VYER car Ael=q .
Comme A <O et q>0 alors de la relation (2.2) on déduit que cosy >0 ,
ie. y&)-7+2%kn,T+2%kn] , kKEZ.
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AéXcosy=q=>cosy = ﬁ; car Aex>0.-

On désigne par Py l'ensemble des poiﬁts suivants:

' - 4k-1  4k+l
Prk={(xy)€ERxR ; x=zq, cosyzﬁ;et ye€]l 5 n,"3 =[}.

Py- est une région parabblique, VkeEZ

- 4k+1
Les droites d'équations: y = 4—1;l T et y=""%"" m sont des asymptotes pour

les régions Py, VkEZ. Finalerii:lent, I'ensemble Bs est:
By={z€C€ : z&€Px , kEZ}.

L'étape suivante consiste 2 décrire l'image ‘réciproque de P, kEZ.

: -1 \
z=x+iy € t')‘~ (Px) = f(z)=Aez EPk.

- ' 4k-1  4k+1
Pk={(xk,yk) ngR ! Xk=q, COS Yk X ,Vk €1 ) :l:[}
e

donc
si fa(z)=AeZz = heXcosy+iAeX sipy € Pk
alors on doit avoir:

1) AeX cosy =z q,

2) cos (heXsiny)z —qx._—
- }j’de ALTCos Y

3 exsmy €] Sha, Ela [ kez.

Le point (q, 2ks) estle sommet de Py , Vk EZ. L'image
réciproque de ce point est I'ensemble des couples (X,y) vérifiant:
Ae*cosy = q
, 2.4
Ae¥siny =2kn @4

i.e.
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. SR ,

f: [(q, 2kn)] = .{(x,y) E‘R2 : x=Ln X-E%;‘; , tg y = quﬁ avec cos y > 0},
Ainsi si k = 0, le point -(q,O) admet {(x,y):x=q et y=2kn,kEZ}
pour image rémproque Les pomts {(q, 2kn), k€ Z} représentent les:
sommets respectifs des régions paraboliques qui constituent f Po) .

Plus généralement, Yk € Z, les solutions de (2.4) sont les sommets

respectifs des régions paraboliques de f;»l (Pk).. Onaalorsla
représention graphique suivante de ff (B1) ot

B1={z€( "Rez=q} .
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Fig. 2.2. Représentation graphique de ff (B1) ot

Bi={z€C: Re 2q} et 0<7\.<% :
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&
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ES

: ' i
En prenant continuellement Jes images réciproques des régions obtenueéfrbn

aura (approXimati'vement) la figure suivante.

(q,2m) |~

/
A

\
§

e

R

(9,-2m _____g}’\\;\__>

o 1
Fig. 23. J(\) pour 0<)\.<e

Cas ol 7&.:%: .

Quand A =% » I\ admet alors un point fixe double en x = 1 .
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5.3. A<0 [DK p.50].

Si -e<A<0 alors fj admet un point fixe réel o tel que:
-l<a<0.

o est attractif car | f; (0)|=]a|<l.

Si A <-e, fi auncycle attractif d'ordre 2. Le bassin d'attraction de:

ce cycle est ouvert et dense dans € .
Si A=-e, f) posséde un point fixe réel indifférenten x=-1.

[

5.4. Tableau récapitulatif

A -0 -€ 0 % +c0
Un cycle Un point fixe |“Deux points aucun
point |
fi | attractif réel o fixes réels fixe attractif,
d'ordre 2. ' attractif O<p<lsq aucun
eycle .
-l<a<0 ' attractif.
iy | igy=2 it =2 fey=2 | I®n=¢.

Si A=-e,x=-1 eﬁst un point fixe indifférent de £, .

: 1 . -
Si A= o » fn admet un point fixe double en x=1.
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CHAPITRE 3
RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION: eZ-cz=0.

~ On considere I'équation

ez-cz=0 , cEC* (3.1)
D'aprés le chapitre 1 [p.18], (3.1) admet une infinité (dénombrable) de
- solutions. Désignons ces derniéres par Z1), 22 , . (P),... :

On se propose dans cette étude de trouver un moyen d'obtenir par itération
n'importe quelle racine voulue z(P) de (3.1), pour un ¢ donné.
1. LOCALISATION DES RACINES

On va localiser les racines z(P) , p E N*, de (3.1) en construisant
une représentation graphique des i 1mages de chacun des quatre quadrants du plan
de ¢ dansceluide z.  Par image d'un point ¢ on sous-entend I ensemble des
solutions de I'équation eZ-cz=0.
De c=a+ib , z=x+iy et (3.1) on déduit que:
eX(X cos y + y sin y)

a = Ty (3.2)

- eX(xsiny-ycosy) \
b= =712 - (3.3)

On est plus particulidrement intéressé par les images des droites d'équations:
a=0 (axe des imaginaires purs) et b =0 (axe des réels). Les résultats

principaux sont regroupés dans le tableau 3.1 .
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L]

*Sia=0 alors y=kn et b=(-1)k+1'-l;1;t- , kEZ.
x=0
* Sib=0 alors y=§2_l;|-_1)_n et a=(-1)k (2“2_1)“ ;
?
¥ Sia=0 alors x= -y:iTI;%
,(—2%75*' si k=0
X = +0 = y — (3.4)
(2k;—1) n si k<0
. Dlaprés (3.4), b (D)Mo
X —~» +¢g '
*Sib=0 alors x=y (s:iTI;y; .
y-—>knt  si k>0
X~ +00 => y—kn  si k<0 (3.5)

ly=0  sik=0
Dapres (35) , a— (-1 .

*Si a=0alors x=-y 2%%




X —» -0
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| (2k; D o sik=0
X—>-0 = y- } = (3.6)
(ZL;QW*‘ si k<0 ™

D'apres (3.6)

' 0 si k=ﬂn—-'*-'-—-1—,mez
b— 2

0" si- k= 5—“‘2+—3, mez
Si b=0 alors x=y-c—.°iy-
‘ sin y
(y—kn si k>0
X—> -0 = jy—!'k:n:+ si k<O .(a'rD
y=0 si k=0 =

0" si k=2m+1, mezZ

D'aprés (3.7), a—
0 si k=2m , meZ

Z
Au voisinage du pdle z=0 de c(z) = e? on a:

*Siy-—>0+ alors x—>0- et b = -

=0 * Si y—>0y alors x— 0 et b —+»
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x—0 et a=»-o

b=0 y=0 alors
. ' x—0" et a—» 4

. Tableau 3.1.
N.B.: La notation y — ot (resp. o) signifie que y approche o par
~ valeurs .

supérieures (resp. inférieures).



46 L
| o
B . - B

nu pour c =
¢) et du tableau 3.1, Ia représentalion graphique des images des droites

d'équations a =0 et b=0 ; alallure suivante,

. Comple tenu du fajt que z=1 est un point fixe double unique (obte

aw
5, vy, b ea . ‘
’ '
0% qau \0’
L
o «q
b
0 A boyoo

Pl =T
- L=0
+ = by o0
0 ¢-a
’ - a° " a-»-~oo
- -3!]2 =
-*¥oo
s D «q az82
- -
Fig. 3.1.

Image par ¢+ {z: ez -cz= 0} de l'axeréel (b= 0)
et de I'axe imaginaire (a=0).

»
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Pour obtenir I'image d'un quadrant Q il suffit de représenter le plan dp C SOus
la forme: | |

-o0 4——a b=p a4 —>0 0 0+4—-"_ O b=o 0 —>3 4+
o
. b
__[”_- Q=0 1

b 7

l 4

-0

H ~ !
Fig. 3.2.

et de remarquer que chaque quadraat est délimité par deux demi-droites dont les
images ont déja été trouvées. .

Exemple: si Q=1 alors les deux demi-droites ont pour équations:

a=0 (avec d'une part b — 0+ et d'autre part b —~» +)
et b=0 (avec a—>0* et a — 40 ).

On compléte ainsi la fig. 3.1 et on obtient alors:



Fig.3.3. image de chaque quadrant de plan de c
parcw {zEC : ez-cz=0} .

pe
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Si Q est 'un des 4 quadrants du plan de ¢ alors Qp représente l'ensemble des
P-i2mes racines de (3.1) lorsque c‘parcourt Q. Ainsi,si ¢ €1 la premiére
racine z(1) de(3.1) estdans Iy ,la deuxi®me appartient 3 I et de’'maniére
‘générale, 2(0) estdans Ip. ‘
Avant de justifier la numéro-t'a‘tion utilisée dans la fig. 3.3, on adépt_era les
définitions suivantes:
gp: ¢ -

¢ —gpc)= z(P)
' ol z(P). est la P-idme racine de I'équation (3.1). De plus, posons °
goy={z€C : ez-cz=0}. , 2

g est ung’fonctlon multivoque. A

e

1 résulte de ce qu1 précéde que g(c) ¢stl'ensemble des points fixes de la

&%
fonction fo(z) == De méme si A est un sous-erfsemble non vide de €,
H

LN
g(A) (resp. gp (A)) est I'ensemble de toutes les racines (resp. des P-iémes

racines) de I'équation (3.1) lorsque ¢ parcourt A.
Ainsi ; gp(M)=Dp et g)= ]-{le Tl .

La numérotation de la Fig. 3.3. a été adoptée dans le but d'avoir une
symétrie par rapport a l'axe/réel entre gp(I) =Ip et gp (IV) =IVp -d'une part et
gp(l) =M, et gp(Il) = Hlp d'autre part. En d'autres termes on a:

VeEC-R,g(@) = glo). (38
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Conséquence: VcEC-R, laconnaissance de la P-igme racine de ¢z-cz=0
imp\li\quq'celle de la P-i¢me racine de eZz-¢ z =0 (conjuguée de la premidre) et
donc pour P donné, on peut ut\gser‘ayanfageusement {'un ou l'autre des demi-
plans [UII Qu MMUIV duplande ¢ pour obtenir la P-i¢me racine de (3.1).
Casod cER*: :

* Le cas ol ¢ appartient a lg droite'rédlle est différent de celuiod cEC-R
car: cER<=> c=¢ et doncsi z st solution de (3.1),1l en sera de méme de
Z . Néanmoins on a une¢felation similaire a(3.8)si zw Z (i.e. silaracine de

(3.1) n'est pas réelle)/a savoir:

S (©)= By (¢) si cER*, kEN,
et gy, (© = B () si cER, KEN.

Ces relations découlent directement de la définition de gp etde la figure 3.3. 1l
nous reste A définir I'emplacement de z(2k+1) et de z(2%) . Prenons un..exemple
: soit ¢ =1 alors z(4)2Z (3); on sait que les racines z(4) et z(3) appartiemient
l'une 3 I3 N IV4 etl'aytre 3 I4 N IV3 mais on ne peut spécifier I'appartenance
exacte de 'une d’eﬂes I'un des deux ensembles. Dans la suite, on utilisera la
convention suivante:
z(Z+1) € V(K1) N T2k+2)
et -

z(Zk+2) € TVik+2) N T2k+1) si cER*.
De plus |

z(Zk+1) € Ik+1) N H(zi;)

et |

z2(Zx) € Mok O Hpks1) si c€R.

ine est réelle peut se produire uniquement dans le cas des deux

premiéres racines ol on a:



Z) ER- si c€] o, 0
D E€10,1[ et zADE]L +o[ si

ZM=22D=1 si c=e.

~ Enrésumé, gp admet les propriétés suivantes.

1)
2)
3)
4)
3)

6)

7
8)

gp(c) = gy(©)
Boxr1() = 82 (©)
8oks2(0) = 8 1141(0)
g(c)€]-=,0]
2,(0)= 8,(¢)
g(¢)€10,1]
gy(C)E] L, += [
g(c)=gac)=1

51

cE ] e +oof.

VceC-R , VYpEN*

YVcER
YcERT ,

Y€ ]-,0]

Vce ]0,¢e]
VecE]e, +oo |
VcE]e,+x]

sic=e.

, YV kE N*
Vk & Nx*
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%
d
Iz K
} \v\
()
\ “/1
mk.,,
_’_’/ : ?. -
/ e —-EJ—"—“'_‘
/ Q)
-—/-/-Tr
i,
,_,_,_/ o |
1

=10 4

Fig. 3.4.  Illustration graphique des propriélés de gp -
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2. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Soit Ci = {ce*: f(2)= §cf a uné orbite cycliciuc, attractive
d'ordre k}. | B
D'aprés le corollaire 3 [paragraphe 4 chap. 2], fc n'admet au plus qu'une orbite
attractive quelle que soit la valeur de c. 1l résulte alors que les ensembles Ci
sont disjoints dans le plan de c. Dans cette étude, on est plus particuliérement
intéressé par: , -
Ci={cEC* f admet un point fixe attractif} .

- C est constitué par 'ensemble des points situés 2 l'extérieur.de la courbe (T')

g .
d'équation: ¢= %E- ot |E|=1. Eneffet,sic= % alors E est un point fixe de

fc etdeplus f, (E)=E. Parsuite comme |g] = 1, la valeur de- fc au point \
fixe traverse le cercle unité lorsque ¢ traverse (I).

Pour tracer la courbe (T'), on aura besoin des valeurs numériques

suivantes:

R

P i
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E=x+iy c=a+ib
) . -
X y a
+1.00 +0.00 +2.72 +0 . 00
+0.86 +0.50 +2.38" -0.06
+0.80 +0.60 +2.22 -0.10
+0.20 +0.98 +1.20 -0.46
+0.00 +1.00 +0.84 -0.54
-0.10 +0.99 +0.71 -0.56
-0.20 +0.98 +0.58 -0.58
-0.30 +0.95 +0.45 -0.59
-0.60 +0.80 +0.09 -0.54
-0.65 - +0.76 +0.03 -0.52
-0.68 +0.73 -0.01 -0.51
-0.72 +0.70 -0.05 -0.49
-0.80 +0.60 -0.15 - -0.43
-0.86 +0.50 -0.22 -0.36
-0.98 +0.20 -0.35 20.15
-1.00 +0.00 -0.37 -0.00
ek
Tableau 3.2. Valeurs de c=g quand [E|=1
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La courbe (I~ a alors l'allure suivante:

d 1

T
N

) ni-
v
B

Fig 3.5. Représentation graphique de la courbe (I) d'équation
ek |
«®=F ob fg=1.
Posons G= € -(C; U(I)).
Si c€Cy , fy(2) admet un point fixe attractif z tel que [z] <1. Si cE(I), ez

-¢z =0 a une racine appartenant au cercie unité (les autres racines sont toutes

situées a I'extérieur du disque unité). ' “

Si ¢ €G, toutes les racines de ez-cz =0 sont telles que: |z| <1,

L'ensemble des points fixes attractifs de f, lorsque ¢ parcourt Cy, est le disque
unité ouveg\pri\“réQe l'origine carsi z vérifie (3.1) alors f (z)=2z et par
~ s . c

e T
s TR,

/,)@/ Lj\? g

- “\,_,_‘
£, @<l ld<1. (3.9)

/
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L'équivalence (3.9) exprime le fait que toute racine 2P) , p € N*, telle que
|z(P)} > 1 , ne pourrait &tre obtenue par itération de f.. Le théoréme suivant

nous iﬂdiq_ue une méthode de résolution de I'équation (3.1) lorsque lzf> 1.

Théoréme:
Soit @(z) une fonction entiere transcendante. Sil'ensemble des
zéros de @(z) coincide avec l'ensemble des points fixes d'une
certaine fonction itérative ®(z), alors il n'y a que les zéros de .
@(2) qui sont des points fixes attractifs de ®(z) qui peuvent
étre obtenus en itérant d. Les zéros de @ qui sont des points
"fixes répulsifs de @ peuvent étre atteints en itérant la fonction
réciproque ®.1 de &.

Preuve ~

Cela provient du fait qu'un point fixe répulsif de @ est un point fixe attractif de

.t ' 1 .
®.1 et réciproquement. En effet, @, (z) = () et donc:

|D'(2)| > 1 < | q)'._l’ (z)|< 1

: Z
Dans notre cas, ®O(z) = e? et ®.1(z)=Lncz.
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3. DEFINITIONS

r

Dans toute la suite du chapitre, B(k) désignera la bande horizontale

de largeur 2w suivante: y
Bk)={z€(: knt sImzs(k+2)n , KEZ}

3.1. Définition d'une région _conflictuelle

Or dira qu'un quadrant Q du plan de ¢ admet une région
conflictuelle dans la bande B(k) s'il existe deux indices n et m
appartenant a2 N* .¢t tels que:
) QuN B®) =2 .
2)  QuN B)=D
3) g1 (QuNBK) N g1 (Qm N Bk) =<
. on gl: €~¢C
el
z—>c="_"
et Q € {I,II,I,IV}
On notera g-{(Qn N BK)) N g1 (Qm N B(k)) par Q(n,m , k). La région de
"conflit en question" est constituée par 'ensemble des points ¢ du quadrant Q
qui appartiennent 3 Q(n, m, k).
Exemple.
] Considérons B(-1) et Q=1I.
1(1,2,-1) est non vide car g'1(I1 N B(-1)) = G-1(11) =1
et gl(xNB(-1) =D car hNB(-1)= .
Lorsque ¢ €1(1,2,-1) litération de Ln cz dans B(-1) peut a priori converger
vers la premidre racine dgafl}) ou vers la deuxiéme (dansle cas ol il y a

. / .
convergence, bien-entendu!) ‘Cette région est_par conséquent une source
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- probable de difficuités dans la mesure ol I'on désire connaitre A l'avance vers
quelle racine l'itération convergera. De maniére générale, la difficulté majeure
dans I'itération de Ln cz réside dans l'existence de régions conflictuelles. |
Ainsi, notre probléme consiste en premier lieu 3 trouver un moyen d'éviter (si
possible) la considération de ces régions dans l'itération de Ln ¢z . Pour cela,
on distinguera trois cas dans le calcul de la P-iéme racine de (3.1):
) P=3,
2) P=2, - | -
3 P=1.
3.2. Définition du logarithme d'un nombre complexe
Soit c € *; par définition Lnz est un nombre complexe tel
que exp(Lnz)=z.
0;1 en déduit si l'on pose:
p=lz| et O=argz
que \ :
. Inz=Lnp+i(0+2kn) , kKEZ. . 3.10)
8 s'appelle détermination naturelle (resp. principale) si elle appartient 2
l'intervalle | -m, ;] (resp. [0 ., 2n[ ) . Dans la suite, sauf indication contraire, on

considérera 8 €] -n , .

3.3. Localisation de_z(2) dans une bande B(k)

Soit 2P la P-i2me racine de I'équation e%-cz =0, pour un ¢ donné.

D'aprés la numérotation adoptée dans la fig. 3.3 et les propriétés de gy,

l'appartenance de z(P) 2 une bande B(i() est donnée comme suit:



*P pair.
2P) € B(p-2)
P e B(~P.)
* P impair
ZP) € B(P-2)
() € B(-P)

si
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ce(UM)-R
celulIv

ceEMuUIV
cE(IUN-R

Les relations (3.11) a (3.14) impliquent:
, YcEC, go(c) = 2P € BP-2) U B( -P). (3.15)

VPEN*

U

(3.11)
(3.12)

(3.13)
(3.14)
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4. ETUDEDUCAS OU P=3 ' e

Comme z(P) appartiént a B(P-2) U B(-B) VPEN*, ondéduit que:
YPEN* mzP2@2)n ou Imz® s(-P+2)xn (3.16)
Donc pour P23 ona:

- mzPzxou mzZPsx. -
Ainsi, VP23, zF) est un point fixe afiractif de Lncz car jz®)|=z x> L.
Les refations (3.11) 2 (3.14) suggerent la considération de deux sous-cas suivant

que P est pair ou est impair.

41, P=2k+2 kEN*
D'apres (3.10):
Lnc=Ln|c|+iargc+i2ka od argc €] -, wj
(3.17)

Soit ¢ un point du demi-plan TU IL

celUll= argc<E[0,n].

Par suité , de (3.17) on obtient: |
2kws ImLncs(Zk+l) (3.18)

car ImLnc=argc+ 2km.

4.1.1. Propfosition ]
Soit cETUII et z, €(IUIN) - {0} . -
On définit {zy}, par:
zns1=Lnc+Lnz, | ne€N
(3.19) 2
oﬁ Lnc est défini par (3.17) et
Lnzy =Ln|zp| +iargzy. (3.20)
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La suite {zy}q ainsi définie est convergente dans B(2k),

Vk=1.
Preuve k
Comme k= 1‘ et arg zo €-{0,mt], alors, par récurrence sur o, on
montre que:
‘ZknsImzps 2k+2)w , Vn EN*. . (3.21)

[l est évident quesi z= lim zn existe alors z appartiendraa B(2k) car .

n—»co

d'apres (3.21) on aurait:
_2kn s Imz s (2k+2)m.
—

Montrons donc la convergence de la suite {zp}n .
Zne2-Zn+l = Lnzps1 - Lnzg

= dg

= J[zn, zn+l] g
ol [zq, Zp+1] estle segment de droite joignant les deux points zp et Zp+] -

d
|Zn+2-zn+1 | = |f[zn,zn+l] _E§_|

d
s f[zn , Zn+1] J|_E§|l

< |Zn+1 - an !
[En|

od Ej est un point convenablement choisi dans l'intervalle {zn, zn+1] - On

rappelle que [y [ds| est la longueur de Y [A1 pp. 82-84].
Comme Imzp=2kn=22r Vn&EN*, alors ImEp= bk = 2.

Par conséquent: | 1
I [Zn+1 - Zn]
s

|Zn+2 - Zn+1| Skt
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IZl = ZOl
(21.;,,;)11-1-1

[Ln ¢ + Ln |z, + iarg z;, - 2|
(2km)n+l

' : M
(La convergence est donc au moins aussi rapide que celle de la suite {m }n

ol (n+2) représente le nombre d'itérations effectuées et
M=|Lnc+Ln|zo| +iarg zo - o] . On peut méme, avec un choix appropri¢ de

Zg , AVOIr une majoration de |2n+2 - Zo+1] indépendante de ¢ dans TUII.

4.1.2. Propesition 2

Soit Kk EN*.,

8

- T PNY
v cE (I U II) - {0} s ]Zn+2 - Zn+1[ = (LE‘Q&SHTEI) s (322) .

ol {zp}; est la suite définie dans la proposition 1.

Si zo =1, alors:

Preuve
Si zo=1, alors (3.19) et (3.20) entrainent:
zi=Ilnc
zz=i.nc+Ln an avec OsImEnLncsn =

z3=Lnc+Ln(Lnc+LnLnc)

avec OsImIn(Lnc+Lnlnc)sn

z3-z2=Ln(Lnc+Lnlnc)-Lnlnc

Ininc
=Ln(l+ loc )
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]

// /}\- Z2 estla dffférencé de deux logarithmes dont les parties‘imag_inaires sont

comprises entre 0 et m; il s'ensuit que:

LnLn
|In Lo (1+ —j-——)|=sm. (3.23)

Posons: Lnc=f e o@=ImLnlnc.

Evidemmentona: * ImB=2knz2n et Os@sm.

-

LnLlnc, |Ln§

TTac | =7
» __lLn|g] + ig)
T
Lalfl @ @
=B T -
S Ln|§] E ;
T

. Lnx . .
Pour x = e, la fonction est décroissante; on déduit alors que:

LTB||Bl < L;uzn qa, IB|z2n>e, et parsuite: >

LnLnc Ln 2%

Mmc |5 2 +% <% (3.24)
De (3.24) on obtient: i
';' s |1+ “%"I:EH—E | = % (3-25)
car, d'une part:
| 1+ ‘%LCLC' | = 1+ ]—% | < 1+ g- = %

et d'autre part:
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| Inlne | Inlnc 4
|1+- Lnc 121'anc |>1‘S=

D'aprés (3.25) on a:

L=

.1 ILnlnc 9
nS=Lng s Ln|[1l+—~5 - | sLng < Las.
Par conséquent:

Inlnc :
|Loj1+ = —=— || s Las ~
Finalement
LnL
|z3-22]| = ILn(1+—EI;—:-E )| = vLn%5+n?
{
etdonc: *

Z3 - Z2 »
| zn42 - Zn+1 | = éml

v Ln®5 + % 2

i Ynz1l,
(2km)™"

ce qui finit 1a démonstration.

s

@.3. Conclusion

Reprenons I'équation (3.1): eZ-cz=0 , cEC* .
Notre probléme consiste 2 trouver la P-i2me racine de (3.1) lorsque P=2k +2,
kEN*.

On doit tout d'abord remarquer que I U II n'a pas de régions
conflictuelles dans B(P-2) = B(2k) , Yk € N*, ce qui n'est évidemment pas le
cas du demi-plan II UIV comme on peut le constater par I'exemple suivant:
k=1, B2k) = BQ) = {z€(¢; 2n=Imzsdn}.

On peut montrer, en prenant les images réciproques par g-1 de J{I3 U IV3)N

B(2) quesi cE{ib EC : bE]- 1 e [} alorsla 3¢etla 3¢

2%’ 4x

racines de ez -cz =0 sontdans la bande B(2).
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Pour obtenir la P-léme racine (P 2k + 2, kE N*) de (3. 1) on opére
comme suit: :
“Si cE(IU I)-R , onitere Lncz dans B(P-2) = B(2k) aveézo =1 pour
valeur initiale. '
Si c€IlIUIV,on itéfe Ln ¢ z puis on prend le .conjugué de la racine obtenue.

42. P=2k+1 kEN*

I

On considére cette fois ¢ dans le demi-plan [II U IV puisque ce dernier -
ne posséde pas de régions conflictuelles dans B(P) lorsqu3 P=2k+1,kEN*
Ona: Ln c= Ln|c|+1argc+2km
cEMUIV = argc €] -7, 0] et par suite:

_ (2k-1)wsImLnc < 2km .

. Soit o €€ , on définit la suite {zn}, par: p
Zn+1=Lnc+Lnz,

oﬁ‘ann= Ln|zg| +iadgzy”

Il est facile de vérifier que argzp € [0,t] , Vnz 2.

On déduit alors que: _ ‘
(Ck-It s Imzp s Zk+l)m , Vn=z2.

e

4.2.1. Proposition 3
'Si c €I U IV, 1a suite {zn}, vérifie alors les inégalités suivantes:

|Ln ¢ + Ln z, + iarg zo - Zo|
[(2k-1):m]ﬂ+1 ?

Vaz1; L - (3.26)
2) Si k=2 et zo=1 alors:

1) Vk&N*, |.zn+2-zn+1 | s

l<
i V1+n2
| Zne2 - Zns1| s [(2k;1)3t]n-1 Vnz1, (3.27)
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Preuve -

1) Démonstration analogue 2 celie de la proposition 1 .

2) Tout calcul fait on a (voir preuve de la proposition 2):
|‘ Lnlnc | Ln 3x _1_'<§. : )

Lnc | = 3n t3
(.

Par suite, on déduit que:

2 _,_3 _,, alnc, . 3 8
5 =l=5 <|l+ o l<l+5 =73
et donc: : I o
] Lnlnc
|Ln| 1+ BV | <1.
Comme z3-z2 = Ln(1 +—IinTLc££i)
LnLlnc - LnLn c
: . =Ln [1+ -/~ | +ilm Ln(l+ T =)
alors |Z3-:222| <"/1+n2 R
car 0 s ImL“(“"%%ﬁ ).
Finalement: , . g
| |23 - 23] \
|Zn+2-zos1] = k- TmnT .
(1+m2)1/2 : .
Remarque L\'
La méthode utilisée pour obtenir (3.27) ne s'applique pas lorsque k = 1,

) ‘ . . - Lnlnec
car il est impossible de minorer Ln | 1+ _Ln_n : |-

Eneffet, k=1 =|Lnc| =n etdonc:

Lnlnc Ln.rc 7t Lnm
| Lnc | = -7 T - =n 1.
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b R

Comme +1>1 alors on ne peut déduire I'existence d'un réel

strictement positif ‘M, tel que:

Lnlnc ;
‘|1+ Tnc | >M1.

4.2.2. Conclusion

Afin d'avoir la P-i¢me racine de (3.1) lorsque P=2k+1, KEN*,on

opére comme Suit:
Si ceMUIV, onitere Lncz dansla bande B(P-2) avec zo=1.
Sice(l EII) -R, on se ramene au cas précédent en résolvant I'équation

ez-Cz=0 dans B(P-2). La racine voulue est la conjuguée de celle obtenue.

R
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Nl

4.3. Algorithme pourlecasoll P=3

- Numéro de la Quadrants Bande Remarques
racine a considérer d'itération *

- *Si o ce MUY, itérer
P=2k+1, K&N* |, IV B(2k-1) Lncz.
*Sice(UID-R,

itérer Lnc¢z puis ¢

poser: gp(c) = 8p(C)

*Sice(UIN-R,
" itérer Ln c‘z.
P=2k+2, kEN* I, 1I B(2k)
*SicelllU IV, itérer

Lncz puis poser:,

gp (c) = 8,(©)

Tableau 3.3.  Algorithme pour trouver la P-iéme racine (P=3) de

eZ-cz=0,cEC*.
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4.4. | Résuljtats numérigues‘
c= atib | 2P = X+ iy eZPK) - c.2(P)K)=a+iB
P |k | : .

a b X y @ p
0.25x10-3 0.11x102 | 6 12| -0.40x10| 0.16x102 | -0.15x10-15 | -0.77x10-1¢
0.20x10 0.10x10 |3 | 16 | 0.28x10 | 0.70x10 | -0.17x10"12 034x10-12

" " s | 12| 034x10 | 0.13x102 | 0.77x10°12 | 017x10-11
" 8 |11 |039x10 {0.21x102 | 0.13x10°12 -0.39x10-13
0.15%10-4 0.92x104 |4 | 14 | -0.68x10 | 0.99x10 | -0.11x10-18+ | 0.60x10°1¢"
" " 7 iz -0.63x10 |-0.15x102 .0.44x1017 0.80x10-17
-0.67x104 0.90x103 3 |13 | 011x102 -036x10 | -0.18x109  [0.13x10-9
-0.35 0.00 3 |20 ‘0.48 0.46x10 0.21x10712 | -0.17x10-12
" " b9 |8 0.47x10 -0.31x103  [-0.82x10-11 -0.15x10-1%
0.24x102 0.00 3 14 [054x10 [0.72x10 . |-0.26x10-11 -0.10x10-14
" " 13 10 | 0.69x10 -0;39){102 0.25x10-11 | +0.57x10-1%
0.00 -0.78 10 | 8 |0.46x10 {0.12x103 0.53)(1.0_‘13 -0.59x10-12
" " 50 | 8 | 0.48x10 [-0.15x103 | 0.57x10-13 | -0.78x10-1:

Tableau 3

4.



Commentaire : ‘

z(P)(k) réprésente la valeur approchée de z(p? apres k itérations. k est
choisi tel que:' ' ‘ e
1ZP(k+1) - 2Pk | < 10-12, 5

Pour P=3 , onsaitque | 2P| =2 alors -

2Py - Py 1
Iz(p)l < - - 10 12.

La convergence est trés rapide comme on peut le constater par les valeurs de k
du tableau 3.4 . - |
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5. ETUDEDUCASOU P=2
= C*, gﬁ(c) appartient  la bande horizontale {zEC: -2t < Im z
< 2n} de largeur 4m (voir fig. 3.3.). On considérera deux cas suivant que c€ Il

ou cel.

5.1. c€ll

c€ll. = argec €[ 5 ,7n] (3.28)

rja

Soit zy €C* telque: Imzg 20.
On définit la suite -{zn}, par:

Zne1= Lnc + Lnzg

Lniczy| + i (argc + arg zy) (3.29)
On montre par récurrence sur n, que:

argzn € [0,n] , Vn=1. (3.30)
Les relations (3.28) 2 (3.30) donnent:

T

o <sImzy<2n , Vn=1. (3.31)

(3.31) nous permet de déduire une relation analogue 2 (3.26) a savoir:

[Loc+Ln |z, +iargz, -z,
T n
&

On vient de montrer que lorsque ¢ € II, I'ensemble des deuxieémes racines est

VeEN, |zpe1-2n] s Ln=z1. (3.32)

inclus dans {z€ ¢€: %E' <Im z < 2n} . Comme il n'existe aucune "région de

conflit" dans ce cas-ci, alors pour obtenir la seconde racine de (3.1) lorsque c&
II, on itére Lncz dans B(0) avec zo € (TUII) - {0}.

i
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Conséquence :
Le problé'me est résolu pour ¢ € Il comme le montre l'algorithme

suivant. .
w® .
* 8i c€Il-R, itérer Lncz dans B(0) avec zo=1."

* Si cE€ , itérer LnC 2 puis prendre le conjuéué de la racine obtenue.

52. cel ¢

Considérons tc;ujours la bande B(0).

D'aprés les propri€tés de g [paragraphe 1] on a:
Si cEJe, + [alor;s g1(c) et ga(c) appartiennent 2 la droite réelle et de plus

1 1 o
~gilc) €]0,1[et g2(c)E] 1,400 . Commgm >1 et 220 < 1,il
s'ensuit que gz(c) est un point fixe attractif de Ln cz tandis que gi(c) est
répulsif. Donc l'itération de Ln cz donnerait gp(c) si cE e, +x<|.

Si c €1- [e, +oo , il n'existe aucune région conflictuelle du quadrant [ dans

B(0).

Algorithme:
* 8i c€I-R, itérer Lncz dans B(0) avec zg=1.,
* Si cE€1V, itérer LnCz dans B(0) puis prendre le conjugué de la racine

obtenue.



5.3. Résujtats numériques
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cz(z)(k) - cz{2)(k) =l a+if

c=a+ib Dy =x+iy
k
a b X y a B
0.15x10"4310.92x104 |15 [-0.72x10 0.40x10 | -0.57x10-17 -0.27x10"17'
0.67x104  [0.90x103 |13 | 0.11x10-2  {033x10 | -0.19x10-9 0.15x10-9
000 |[-0.78 28 | 0.84 -0.29x10 0.4x10-13 -0.76x10-13
0.76 0.00 75 | 0.13 0.15x10 0.88x10-13 0.25x10-12
0.28x10  |0.00 122} 0.13x10 0.00 -0.10x10-12 0.00
0.30x10  [0.00 65 | 0.1 0.00 -0.23x"10'11 - 0.00
~ Tableau 3.5.

Commentaire:

z(2) (k) est la valeur approchée de z(2) aprés k

tel que:

Comme |z(2)] = 1

alors:

&

[22) (k+1) - ZD(K)]| < 10-12 .

\
i
\

VceC

Z@)(k+1) - ZO(K)|

(z@ =1 si c=¢e),

[2)]

itérations. k étant choisi

< 1012,

On a une convergence rapide sauf lorsque la valeur de ¢ est assez proche

de e auquel cas z(2) — 1+ et par suite

1
z(2)

- 1-.
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' Exem lelb

Soit ¢=2.719.
Posons: B=10"m, m&N »
Considérons !'inégalité:

2@ (k+1)-z(2) (k)] < B.

On obtient alors les résultats suivants:
B=106 = k=249
B=10-10 = k=775
B=1012 = k=995.
Autrement dit, il a fallu 249 itérations pour avoir
|z@D(k+1) - zA(k)| < 106
775 pour avoir |z(2(k+1) - z(A(k)| < 10-10 et enfin
995 pour obtenir [z(A(k+1) - z2)(k)| < 10-12.



6. ETUDEDUCASOU P=1.

L' ensemble des prerméres racines de 'équation eZ - cz= 0 est inclus
dans {zE(: Rez s 1 etIm z € [-x,x]} (fig. 3.3). Dans ce cas on sera

ez,
amené A considérer les suites {zn+1 1z0+]l = —c— }oou {Zn+1: zu+1 =

Ln czp} suivant que la racine appartient ou non au disque unité.

]

6.1. [tération de fo(z) = =

D'apres (3.9), 'ensemble des points fixes attractifs de f est le disque
unité ouvert privé de l'origine. Cet ensemble est obtenu lorsque ¢ parcourt
C\ (voir fig 3.5). En d'autres termes,

cEC; « g1 () €D(0,1) - {0}.

Comme zéro est dans le bassin d'attraction de toute orbite cyclique attractive
de fc [D1 p.168], on déduit alors que 0 appartient au bassin d'attraction du
point fixe attractif de fc pour ton‘lte valeur de ¢ dans Cj.

Conséquence

Soit ¢ € Cy. Pour avoir la premiére racine de I'équation eZ - cz = 0,

. ez + .
on itere fo(z) = = aveczo= 0 pour valeur initiale. On a alors obtenu les

résultats numériques suivants.
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c=a+tib | A = X + iy 200 - czD(K) = o + i
k
a b X y a / B
-0.10x10 | 0.10x 10| 39| -0.40 -0.24 0.47x10-13 |0.97x10-14
-0.1x10-12| 0.93x102] 8 | -0.12x10-13|-0.11x10-1] 0.42x10-16 }0.00
-0.75 0.16x10 | 35! -0.29 0.31 -0.10x10-13 [0.16x10-13
0.25x106 | 0.40x105| 4 | 0.39x10-5 |-0.62x10-6| 0.00 20.24x10-16
-0.73 0.00 80| -0.69 0.00 0.48x10-13 10.00
0.35x10 | 0.00 33| 0:45 0.00  [0.34x10-12 |0.00
0.00 0.86 | 102| -0.43 0.62 0.72x10-13 | 0.18x10-12
L0.38 0.00 1711 -0.984 0.00 -0.24x10-12 0.00
1272 | 0.00 697 0.965 0.00 0.85x10-13 0.00
2719 | 0.00 1131 0.977 0.00 0.10x10-13 0.00
0.60 0.60 1967 -0.179 -0.969 -0.14x10-12{0.17x10-12
Tableau 3.6.

2(1)(k) représente la valeur approchée de z(1) apres k itérations. k est

choisi tel que:

. I / l
|z(D) (k+1) - z((K)| < 10-12.

Le tableau 3.6. montre que la convergence est trés lente lorsque le
module de la premigre racine tend vers 1, c'est-a-dire lorsque c est assez
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Le tableau 3.6. montre que la convergence est trés lente lorsque le
module de la premiére racine tend vers 1, c'est-a-dire lorsque ¢ est assez

proche de la courbe (I). Pour remédier 2 ce probléme, on accélérera la
z

\ . e
convergence en appliquant la méthode de Steffensen a la fonction fe(2) = Pl

I3
6.2. Méthode qQ Steffensen.

- Soit f une fonction entiére et soit {zn}n la suite des itérées de f.

. i

Zn+l = f(Zn)
c M(z5), |
ol Zg est une valeur initiale donnée.

Afin d'accélérer la convergence du processus itératif ainsi défini, Steffensen
proposait en 1933 [S1] l'algorithme suivant:

1) choisir une valeur initiale zo,

Fa
2) calculer z1 = f(z) et z2 = f(21),

2
» Az
3) calculer zy= z, - ( 20)

Azo

ol Azg=2] -Zg

et A2zy = A(Azo) = 22 - 221 + 2o,
*2

_(A z )

€*

4) calculer z;+l =2y

Az,
ob  Az= f(z;)- 7,
et A= AQMZ)-Z)
= f(f(z)] - 2f(z,) +z, -
Propriétés

* La méthode de Steffensen consiste 2 itérer la fonction:
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_ (i) -2’
2 =2 - -2 + 2

* SiE est tel que f(E) = E alors S(E) est définie par:
SE) = .
* Sif(E)=§, (€)= 0.et F(E) = 1 alors E'est un pomt super-attractif de
S (ie. § (E) 0). .
* La convergence est trés rapide (elle est d'ordre 2) vers le zéro de
I'équation f(z) z=

Soit E tel que f(E) = & et soit z, la valeur approchée de E aprés n itérations de

S(z) On dit que la convergence est d'ordre 2 si lim e r1+1I =X od

=0 |e

en =& - zp. (En pratique, cela signifie l'existence d'un entier No tel que: °

le il
—mL o 8 pour n > Np).
ez

* . Pour éviter la division par zéro (ou plutdt par un nombre tres

proche de zéro) le test de convergence se fera comme suit:

Si [A2zg]| < 10-1€, on dira que z(k) est la valeur approchée de la racine z(D) |

aprés k itérations. Dans le cas contraire, k sera choisi tel que:

|Zk+1 - z| < 10-12. (Pour plus de détails, voir [HO pp. 126-128] et [O1 pp.
241-246].

Remarque

€2 : :
Dans notre cas, comme f(z) = < alors la fonction a itérer est:

%-ez - 2)2
S(z) = z - s
leEc - gez +z
C Cc

La valeur initiale est Zo=0.



- Résultats pumériques - A . )
| S
T oczatib’ 20(K) = x + iy ZD® - (k) = 0+
ko . |
a b Y ox y a B
027 " |+030 | 7]-001  |041 | 083x10-16 {0.28x10-16
0.18x10 | 0.23 8| 0598  |-0804 | 0.44x10-15 |0.44x10-15
|-0.59 060 | 7{-0187  |-0968 |-0.14x10-16 |0.56x10-16
0.38 000 | 6|098 |-0000 |043x1016 [000
:0.37@ -9.0,0‘ 6 |-0997 | 0000 | 069x10-16 {0.00 -
0368 | 000 | 6 |-0.98 0.00 0.42x10-16 {0.00
036788 | 0.00 | 6 {-09, | 0.00 0.83x10-16 |0.00
2719 }0.000 | 10| 0977 | 0000 0.60x10-14 | 0.00
27183 | 0.00 | 14092 | 0.00 -0.34x1012 | 0.00.
) Tableau 3.7. ! Q

2k est Ia v'aleur_approchée de g1(c) = z(1) apres k itérations olkesttel .
que: [A2 z(1)(k)| < 10-16 S ~ .

12 1) L
avec A2zZ()(k) = ~&° D2 V0% 2(K).
La notation 0.9;8 signifie: 0.9998.

e
w

5 g . | . »
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6.3 Itération de Ln cz.
On rappelle que G est l'ensemble des points cde €* tels que: 1e

:module de la prem1ére racine de I'équation eZ - cz = 0 est strictement
supérieur a 1: )

G {ce ¢ |gi(9]>1}

Ainsi, si c € G alors =7 81 ( ) < 1 et donc g1(c) est un point flxe attractif de

. Ln cz.

63.1. c€GN !!‘I
GNI = {c€Ul: |g1(c)| > 1}
On considére la suite {zp}n définie par:
CZn+l = Ln(c zp) | . | |
= Lna|c zp|+ i arg (c zp)
ou arg (¢ zp) € ]-m,n]. .
L'itération se fera dans la bande B(-1).

~Dans B(-1), le qua'drant IIf admet une région conflictuelle, en
I'occurrence g-1' [B(-1) N ;). En effet, B(-1) N.II; = iiI; donc {

g-1[B(-1) N ;] = III et par suite:
(121) = g 1{BC1) A M)

On va déterminer cet ensemble (plus particuliérement III(1,2,-1) N G). -
Notons A1 et A2 les ensembles de points suiyants:

A= ‘{z--x+iy€¢' ‘y--n:etxz()}

Az = (2 N IV2) N B(- ol

gl (A1) = {c €I g2(c) € A1}

gl(A2) = {cEMNIV: go(c) € A2}

P

. On sait, d'apres (3.2) et (3.3), que si ¢ =a+ibetz= X + iy alors:

4
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_ e¥(xcosy+ y sin y)

'x2 + y2
et ) ’
eX(xsiny - y cos y)
b= 2. 2 ’
X“+y
' } Siz € Aj alorsy = -netdong:
' x
X e
a= \ 3.33
X2 + y? S
et |
b= L& (3.34)
T .

- L'étude des fonctions a(x) et b(x) dans l'intervalle [0,+oo[ nous permet de

conclure qu'elles sont décroissantes. °

J

~—
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— .
X . a b
!J\
0 0 L
JT
_ % -0.0143 -0.3601
% -0.0323 -0.4062
% -0.0815 -0.5118
1 -0.2501 -0.7857
2 -1.0655 -1.6737
Tableau 3.8.

11 est facile de vérifier que

g102)={z=iy:y 55

ITI(1,2,-1) est I'ensemble des points ¢ compris entre la demi~droite_\g-1(A2) et

la courbe g-1(A7).




-1

9 (B 4)

i

83 , J

!
R

{12, NG

W(4,2, )0 Cy

Fig. 3.6. 111(1,2,-1)
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¥ Cogséguejce
Lorsque ¢ € (G N OI) - MI(1,2,-1), eZ - cz = 0 n'admet qu'une racine
(en F'occurence la premiére) dans B(-1). Par suite, l'itération de Ln cz dans
B(-1) donnera gi(c). Sic € (G NI) +#1(1,2,-1), on itere d'abord Ln ¢ z

puis on prend le conjugué de g1(c) caf

cE(G NI -(L2-1) < & € (G N ) - M(1,2,-1).



Résuitats numériques

Les résultats du tableau suivant sont obtenus avec Zo=1.

85

Le nombre d'itérations effectuées k est choisi tel que:
ZD(k+1) - zZ(D(K)| < 10-12.

On remarque (d'aprés les valeurs du tableau 3.9.) que la convergence est

r
c=a+ib 20)(K) = x + iy 21 - czZD(k) = o + iP
k

a b X y a B
-0.30x10-4|-0.60x10-5 | 17 1-0.83x10 | -0.18 -0.11x10-18 [0.37x10-19
0.11x10-7 | 0.33%10-9| 14 |-0.16x102| -0.28x10-1 | 0.27x10-22 |0.17x10-23
-0.15 0.12 96 |-0.13x10 | -0.968 -0.14x10-16 |0.56x10-16
-0.10 0.25 132 |-0.11x10 { -0.65 -0.64x10-14 |0.50x10-13.
B -0.27 0.27 1461/ -0..94 -0.39 0.10x10-12 [0.13x10-12
.0.35 000 | 998-1.03 0.9x10-11 | 0.20x10-12 | 0.66x10-11
-0.355 0.00 1556{-1.02 -0.48x10-12{ 0.74x1014 0.34><10‘12.

Tableau 3.9.

lente lorsque le point fixe de Ln cz est assez proche du cercle unité. Pour

accélérer la convergence, on applique la méthode de Steffensen a la fonction

~Lnczod Lncz =Ln |cz| +i arg cz avec arg cz € |-,

La fonction 2 itérer devient alors:
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: 9
(Lncz-z)° o
Lo(cLncz)-2Lncz+z =~ ° (3.35)

s(z) =z -



Résultats numériques
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(k) - cZD(K) = & + B

c=a+ib D) =x+iy

a b X y o] B
0.15 0.12 0.13x10 | 039 0.42x10-16 | 0.28x10-16
027 0.27 094 | +0.39 0.00 0.28x10-16
-0.35 0.00 -1.03 | -0.43x10-20 | 0.14x10-16 [-0:30x10-20

"

0367 |-0.00 1071 | -0.65x10-22]0.15x10-15 |0.48x10-22
-0.36787 | 0.00 1052 | -0.21x10-25|0.00 -0.15x10-25

* c€GNIL2-1).

Tableau 3.10.

La notation 1.071 signifie 1.001. La convergence est extrémement
rapide méme lorsque g1(c) est proche du cercle unité.” La valeur initiale est

=1

Sicegn III(1,27,-1), I'équation (3.1) admet deux racines (g1(c) et
g2(c)) dans B(-1). L'itération de Ln cz dans cette bande peut aboutirala

. - . . o
premiére ou A la deuxiéme racine ou méme 2 aucune des deux comme le

montrent les exemples ci-apres.

Exemple 1:

c=- 036, zo=1.

. Aprés 179 itérations, on obtient la premiére racine:

"z =086 +i 081

Exempie 2:

c=-050 z=1.
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On obtient un cycle d'ordre 3,
z1=-020x10 4 0.23x10
z2= (042 +i 0.24 x 10
z3= 0.20 4 0.17.
Exemple3: ¢=-01x10-5- 048, z,=020-i25.
C'est la deuxiéme racine qui est obtenue dans ce cas,
z =038 -i 030x10.

Si ¢ € G N I1(1,2,-1), la premiere racine peut étre obtenue avec un
choix convenable de z,. On pourra prendre pour zq une valeur assez proche

de la racine voulue. Pour cela, on considérera la représentation graphique
(approximative) de g1(G N II(1,2,-1)) = {g1(c): ¢ €G NII(L,2,-1)}.

1

T

]

-

Fig. 3.7, g)(G N III(1,2,-1)).

o
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" Pour avoir la premiére racine de (3.1) lorsque ¢ € G N 1(1,2,-1), on
itére (3.35) avec zo € g1(G N TI(1,2,-1)). Sic &€ G NI(1,2,-1), il suffit de
considérer ¢ € G NII(1,2,-1) et de prendre le conjugué de g1(< ). -

Avec zg = -0.75 £10.75 on a les résultats numériques suivants.

c=a+ib Z(D(K) = x + iy el(l)(k)-cz(l)(lc)=a+iﬁ
| |

a b X 'y o B8
00 -0.36 5 |-0.86 0.81 0.28x10+16 | 0.28x10-16
fmo -0.50 5 068 | 074 ]028x1016 | 0.28x10-16
-0.10x10-5| -0.48 5 | -070 0.75 0.56x10-16 |-0.30x10-20
-0.30x10-3| -0.51 51-067 |-074 0.56x10-16 | 0.14x10-16
-0.20x10-1| -0.40 s |-081 -0.76 -0.42x10-16 | 0.56x10-16

Tableau 3.11. .
z(1)(k) est Ia valeur approchée de gi(c) apres k itérations. k est tel
que: |AZzy| < 10-16 od )

A2zx = (LncLnczg - 2 La czk + zk).

632, cEG NIV

GNIV={cEIV: |g1(c)|> 1}. ‘ a
Le quadrant I'V admet une.région conflictuelle dans B(-1) (voir fig.

3.3) a savoir: . |
V(1,2 = gl(Van B(;l)) ‘ , (

= {c €IV: ga(c) EIV2 N B(-1)}.
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Il est facile de vérifier que G N IV(1,2,-1) est quasiment tout 'ensemble G.
Pour appliquer un raisonnement équivaient a celui utilisé dans le cas

précédent (¢ € G N II), il est préférable de considérer la bande B(0) au lieu
de B(- 1). Soit alors la suite {zn}n déﬁme par:

zpv1= Lo czp
= Ln |ogy| + i arg (cza)

ol arg (czp) € [0, 2n.
La région conﬂjctu'elie estdonc:

IV(130) = glaVs N BEO)
{c€IV: g3(c) € IV3 N B(0)}.

et par sulte la région qui nous intéresse est:

| G N IV(1,3,0) = {cE IV N G: g5(c) € IV3 N BO)}.
Cette derniére est représentée dans la fig. 3.8.
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Fig. 3.8. Représentation graphiique dg IV(1,3,0) N G et de son

"1 image par g).



92

Conséquence

7

Pour obtenir la premiére racine de I'équation eZ - cz = 0 lorsque ¢ €
IV N G, on opére comme suit: |
Sic€G N IV - IV(1,3,0), l'tération de Ln cz dans B(0) donnera gi(c). , |

Sic € G N IV(1,3,0), le choix de la valeur initiale z, est important. On

»

Afin d‘aécélérér la vitesse de convergence, on applique la méthode de

Steffensen a la fonction Ln ¢z et ainsi la fonction 2 itérer devient:

2
) _(@ancz-2)
S(@) =z Ln(cLncz)-2Lncz+ 2
avec arg z € [0,2n].
| Reénargue

‘ | 7 -
Lorsque c € G N IV, il est aussi possible d'itérer S(z) avec arg z €

]-rt, 7w} pour obtenir la premiére racine de (3.1) 4 condition de bien choisir la

valeur initiale z, (trés. Iiroche de la racine) , comme on peut le constater par

', /les résultats numériques du tableau 3.12.
VA '

e

D
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.~
X=a+ib Zo=Xo + 1Yo z(l)(lg)=x+iy
: ¥
-0.50x10-3 | -0.22 -0.80 0.80 51 -0.11x10 | 0.28x 10-16
0.3x10-3 | -0.45 -0.80 0.80 5 [®.0.74 0.77
2.718 0.00 1.00° 0.00 26 | 0943 0.14x10-L
0.10 0.15 -0.80 080 | 5| -0.11x10 | 0.13x10

Tableau- 3.12.
La notation 0.943 signifie 0.99993.
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7. CONCLUSION | o R
Soit 1'équation (3.1): eZ - cz= 0 cE ¢* Notre probléme consistait

trouver pour ¢ et P donnés, la P-i2me racine de (3 1). Avantrd'énoncer la
conclusion de cette étude, on rappelera quelques définitions et notauons

*gp C— ¢
c— gP(C) = Z(P)

gp(c) représente }a P-ié¢me racine de (3.1).
* B(k) = {z€ ¢: kn <Imz s (k+2)r}.
"Cr= (€@ @<l t_
*G= (e jm@l>1}.
(D) = {cE€¢: g0l =1}
* MMI(1,2,-1) = {c €IIL: g2(c) € B(-1)}.
IV(1,3,0) = {c €IV: g3(c) € B(0)}.

*

z 2
(-2
* Sl(Z)=Z- 1 2
1ee®.28 .,
c C
: 2
* S,@)=z- (Lncz-2)

Ln{cLncz)-2Lncz+z



~ 95

Le tableau suivant récapitule les principaux résultats obtenus.

Numéro de
la racine

Bande
d'itération

Régions &
considérer

Algorithme

Remarques
_ Fe

P=2k+2
keEN

“"B(2K)

LD

Sic € (IUID)-R, itérer
"Lnczaveczg=1.
Si ¢ € (T U IV), itérer
Ln C zaveczg=1 puis

poser: gp(c): gP((_:) .

Ln cz} Lnc+Lnz avec
Lnc=Ln|c| +iargc + i2kx].
ot arg ¢ € |-m,n).

Inz=Lnlz +iargz

on arg z € |-m.|.

P=2k+1
k € N*

B(2k-1)

Sic €Il U IV, itérer
Ln cz avec zg = 1.
Sic €U m-R, itérer
Ln C zaveczp= 1 puis
poser gp() = £(0).

B(-1)

mnNnaG

Sice@NG)-O(1,2,-1)
itérer S2(z) avec zg = 1.

Sic e I(1,2,-1), itérer
$2(2) avec zo € g1(IM(1,2,-1))-
Sic €I N G, considérer

C etposer: g1 (c) = gl(E).

Lncz = Ln |cz| + i arg (cz)
avee

arg(cz) € |-n,x).
Les calculs numériques
ont €€ faits avec

zo = -0.75 +10.75.

B(0)

VNG

Sice IV NG)-1Iv(1,3,0)
itérer 82(z) avec zg = 1.
Sic € IV(1,3,0), itérer
S2(z) avec zo € g1(IV(1,3,0)).
Sic el NG, considérer €

et poser: gi(c) = gl(E).

Lncz = Ln|cz| + i arg(cz)
~avec

arg {(cz) € [0,2x[.
Les calculs numériques
ont été faits avec
Zo=-08+i08.

M UIV)
NECiun)

Sice(IuIVyN({cirUu))
itérer S1(z) avec zo = 0.
Sice[@unNnciu@)]-R

considérer C et poser

gi(c) = gl(a) .
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