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Abrégé

On étudie I'évolution stochastique d’un systéme muitivarié et déterministiquement
multistable soumis 2 un bruit dichotomique markovien additif. A cette fin, on définit
un support, duquel le systeme ne peut s'échapper, pour la densité de probabilité
stationnaire. Une condition frontiere est alors imposée afin d'évaluer numériquement
cette distribution sur le support.

Lorsque I'amplitude du bruit est suffisamment grande, le systéme peut évoluer
d’un attracteur stochastique & un autre. Un critére de définition permettant de
séparer le support en especes disjointes est ici suggéré. Il est alors possible d’étudier
la cinétique des transitions se produisant entre ces espéces et menant vers ’état sta-
tionnaire. La méthode des projecteurs permet d’obtenir une loi phénoménologique
qui est valide lorsque ['échelle de temps sur laquelle se déroulent les transitions
inter-espéces est beaucoup plus longue que toutes les autres échelles de temps ca-
ractérisant le systéme. On obtient également une équation permettant d’évaluer 2
l'aide d’une simulation directe les taux de transition de la loi phénoménologique.

Comme cas particulier, on considére un systéme bivarié possédant de facon
déterministe deux points fixes stables et un point de selle. Les résultats confir-
ment la validité de I'expression obtenue pour les taux de transition dans la mesure

ot le temps de corrélation du bruit est sufisamment petit.
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Chapitre 1. Introduction

Dans la nature, plusieurs systemes dissipatifs non-linéaires ont I particularité d'étre
déterministiquement multistables [4,10,14.22, 23, 26]. Ainsi. plusieurs états stables
coexistent lorsque les parametres décrivant un tel svstéme sont fixeés & des valeurs
convenablement choisies. L’état initial dans lequel celui-ci se trouve détermine alors
I’état stable vers lequel il tend. Parmi ces systémes, on trouve entre autres des oscil-
lateurs électriques, des réactions chimiques ainsi que photo-chimiques, des systémes
optiques et des relations proles-prédateurs a I'intérieur d'un écosystéme.

Tous ces systémes sont généralement exposés a des sources de bruits, ces fluc-
tuations environnementales rapides qu'on pergoit trop souvent comme purement
aléatoires. On croit A tort qu’elles n'ont qu’un effet désorganisateur. I! est bien
vrai que les états stables d’un systéme sont plus flous lorsqu’il est soumis a une
source de bruit. Cependant, la croyance selon laquelle ces états stables représentent
simplement la moyenne des états stables déterministes sur I’ensemble des conditions
environnementales est non-fondée. En fait, le bruit peut permettre & un systéme
non-linéaire de se stabiliser dans des états sans équivalent déterministe {14,17].
Ainsi, le bruit peut avoir un effet structurant. L’étude de l'infiuence du bruit sur
des systémes non-linéaires dissipatifs constitue denc un domaine de recherche fertile
et trés important.

L’analyse d’un systéme soumis & du bruit commence généralement par la déter-
mination de 1a probabilité qu'il a de se trouver dans chaque état qui lui est accessible.

Cette densité de probabilité, définie dans I’espace des variables dynamiques {espace
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des phases}, évolue dans le temps. Pour un sytéme dissipatif non-forcé, elle converge
vers une densité de probabilité stationnaire caraccerisant le régime dans lequel celui-
ci se situe. Les parametres décrivant le systéme et le bru’t influencent la forme de
cette distribution stationnaire. Lorsque sa nature qualitative est altérée suite 2 la
modification d’un de ces paramétres, on dit que le systéme a subi une transition
de phase [14]. Une variation dans le nombre d’extrema est un des critéres suggérés
vis-a-vis la reconnaissance d’un tel phénoméne. Bien qu'analogues aux transitions
rencontrées dans des systémes déterministes, les transitions de phase induites par le
bruit dénotent souvent un comportement beaucoup plus riche.

Les modeles de bruit peuvent étre séparés en deux grandes catégories [14]. La
premieére regroupe tous les bruits possédant un temps de corrélation nul, qu'ils aient
un espace des phases discret ou continu. On les qualifie de “bluncs” puisque leur
spectre en fréquence est uniforme. Ils peuvent étre utilisés dans I'étude de tout
systéme pour lequel les échelles de temps caractéristiques sont beaucoup plus grandes
que le temps de corrélation du bruit. De plus, leur utilisation est relativement aisée.
Il faut cependant toujours se rappeler qu'ils sont des bruits “idéalisés™ et doivent
étre manipulés avec précaution.

1] existe des cas oll le temps de corrélation du bruit ne peut étre négligé sous
peine de ne plus modéliser adéquatement la réalité expérimentale. Il faut alors
utiliser un des bruits dits “colorés”. Parmi ceux possédant un espace des phases
continu, le bruit de Ornstein-Uhlenbeck est le plus utilisé. Etant gaussien, il permet
de modéliser adégquatement une grande variété de bruits retrouvés dans la nature.
De plus, puisqu’il est ergodique et markovien, il se préte relativement bien 3 une
analyse mathématique. Il est malgré tout impossible en général de déterminer exac-

tement la densité de probabilité stationnaire associée 2 un systéme, méme univarié,
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qu’on soumet a ce type de bruits. Il est nécessaire de requérir & des méthodes
approximatives. Celles-ci permettent généralement de considérer des cas ot le temps
de corrélation du bruit est trés grand ou treés petit. Il est cependant nécessaire de
recourir a des méthodes numériques pour les cas intermédiaires.

Lorsqu’on désire étudier de fagon exhaustive I'influence du temps de corrélation
sur I’évolution d’un systéme, il est préférable de se tourner vers le bruit dichotomique
markovien, bruit possédant ua espace des phases discret. En effet. la densité
de probabilité stationnaire d’'un systéme univarié soumis 3 un bruit dichotomique
markovien peut étre déterminée exactement et cela peu importe la valeur du temps
de corrélation. Toutefois, seules des méthodes numériques permettent de I'évaluer
lorsqu’on considére un systéme multivarié. Bien que le bruit dichotomique marko-
vien puisse ainsi sembler ne plus posséder d’avantage comparé an bruit d’Ornstein-
Uhlenbeck, il n’en est rien. En effet, son espace des phases discret constitue par-
fois un atout de taille. De plus, bien que n’apparaissant pas comme un bruit
fréquemment rencontré dans la nature, il est aisément réalisé en laboratoire. Il
censtitue donc un outil d’une grande valeur lorsqu’on désire étudier Ieffet du temps
de corrélation du bruit sur I'évolution d’un systéme.

Généralement, un systéme déterministe auquel est associé un potentiel possede
un ou plusieurs attracteurs. A chacun d’entre eux correspond un bassin d’attraction.
Si le systéme est initialement situé dans I'un d’eux, il évolue inexorablement vers
I'attracteur correspondant. La présence de bruit modifie cependant la situation.
En effet, il peut permettre 2 une réalisation du systéme de sauter d’un bassin
déterministe 3 un autre. Is ne sont donc plus disjoints. Il est cependant possible
de définir de nouvelles régions de I’espace des phases nommées espéces;, par analo-
gie au langage utilisé pour décrire des réactions chimiques. Si les réalisations du
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systeme passent davantage de temps 2 circuler 2 I'intérieur de chacune des espéces
qu’a passer de ['une 2 I'autre, il est possible de définir un processus de transition
entre celles-ci [19]. Ce type de transitions ne doit pas étre confondu avec les transi-
tions de phase précédemment mentionnées. Une transition de phase induite par le
bruit constitue une modification qualitative de la densité de probabilité stationnaire
definie sur I'espace des phases lorsqu’on change les parameétres décrivant le systeme
ou le bruit. De son c6té, une transition entre espéces est définie pour urne réalisation
donnée. Elle consiste en un passage d’une région donnée de 'espace des phases 2
une autre, les paramétres ci-haut mentionnés étant par ailleurs fixés.

La méthode des projecteurs est fréquemment utilisée en mécanique statistique
hors d’équilibre (2], par exemple lors de I'étude des réactions chimiques [6]. Ainsi,
elle a été utilisée dans I'étude du modéle de Batnagar-Gross-Krook (BGK) [3,
29] décrivant des particules qui évoluent dans un potentiel bistable tout en étant
couplées a un bain thermique et subissant un grand nombre de collisions instan-
tanées. Elle a ainsi permis d’énoncer les conditions de validité d’une loi phénoméno-
logique décrivant I'évolution des espéces chimiques [27] ainsi que d’étudier 'influence
des effets de mémoire lorsque celle-ci n'est pas valide [28].

Au cours des derniéres années, il a été établi que la méthode des projecteurs
est aussi un outil de choix lorsqu’on désire étudier la cinétique des transitions entre
espéces dans un systéme soumis a du bruit [19]. Elle a été & maintes reprises utilisée
dans 'étude de systémes univariés soumis & un bruit dichotomique markovien. Ainsi,
elle a permis de déterminer le régime pour lequel une loi phénomeénologique décrit
adéquatement les transitions entre espéces et d’obtenir une exp;msion analytique
approximative pour le taux de transition relié 2 celle~ci {19]. La méthode des pro-

Jjecteurs a également permis de mettre au point un algorithme numérique permettant
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de vérifier la validité de cette méme loi phénoménologique ainst que de détcrminer le
taux de transition [20]. Cet algorithme est qualifié de “direct™ puisqu’il ne considere
que des réalisations dont le point de départ est situé sur une frontiere entre espéces.
Il n'est donc pas nécessaire d’attendre qu'une transition entre espéces se produise.
comme c’est le cas pour une simulation phénoménologique ol on se contente d initier
les réalisations selon une distribution donnée et de suivre leur évolution dans le
temps. Puisque ces transitions se produisent trés rarement lorsque le systéme est
dans un régime ol une loi phénoménologique est valide, une simulation “directe” est
beaucoup plus efficace qu’une simulation purement phénomeénologique. La méthode
des projecteurs a également permis d’étudier des régimes ot les effets de mémoire
ne peuvent étre négligés {18, 19] de telle sorte qu’une loi phénoménologique n’est pas
valide. II est également possible d’étudier le ralentissement critique se produisant
dans la cinétique des transitions inter-espéces lorsqu’on fait tendre I'amplitude du
bruit vers la valeur critique minimale permettant 3 celles-ci de se produire [19, 20].

Il ne faudrait pas penser que l'utilité de la méthode des projecteurs se limite &
I’étude de systémes soumis & un bruit dichotomique markovien. En fait, tous les
type de bruits peuvent étre considérés, par exemple le bruit blanc {21] et le bruit
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Un trés grand nombre de systémes dissipatifs sont décrits par plus d’une variable.
Cependant, peu d’études ont porté sur les transitions entre espéces pour ce type
de systémes {21]. Il importe donc de combler cette lacune. L’approche suggérée
dans [19] pour des systémes univariés soumis & un bruit dichotomique ne peut étre
appliquée 2 des systemes multivariés puisqu’'on ne dispose pas d’une expression
analytique pour la densité de probabilité stationnaire. Cependant, I’algorithme de
simulation directe [20] n’utilise pas cette expression. Il peut donc étre généralisé &
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des systemes multivariés.

Cette étude vise justement 2 réaliser cette généralisation. A cette fin, il est cepen-
dant nécessaire de définir quel doit étre le support sur lequel la densité de probabilité
stationnaire est non-nulle. Il faut également déterminer un critére adéquat pour la
définition des espéces.

Le deuxiéme chapitre résume les résultats obtenus pour un systeme univarié. Les
troisieme et quatrieme chapitres considerent respectivement la densité de probabilité
stationnaire et la cinétique des systémes multivariés. Par la suite, le cinquieme
chapitre décrit brievement les algorithmes mis au point pour cette étude ainsi que
les résultats obtenus. Finalement, le dernier chapitre conclut la démarche et ouvre

des voies d’avenir.



Chapitre 2. Systémes univariés

Un survol des principaux résuitats obtenus lors de I'étude de systémes décrits par
une variable [19,27.25] permet de mieux apprécier le travail accowpli lors de la
généralisation de cette approche a des systémes multivariés. On considire un sys-

teme dont I'évolution est donnée par:

z = F{z) (2.1}

olt z rseprésente I'état du systéme. Une telle équation d’évolution se¢ rencontre
fréequemment en physique, notamment lors de ’étude de systémes inerticls amor-
tis. Un tel systéme est décrit par:

mI+bt = Fy(z)

dv,
= -5 @

ol m est la masse associée au systéme, b, son coefficient d’amortissement et F,(z),
la force associée 3 un potentiel V,(z). Dans la limite suramortie (b > miI), on

retrouve alors 'équation 2.1 avec:

F(z) = Fy(z)/b
V(z) = Vilz)/e.

Cette fagon particuliére de retrouver I'équation 2.1 explique I'abus de langage gé-
néralement accepté consistant 2 nommer F(z) comme étant une force et V(z), un

potentiel.
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On soumet le systéme décrit par Féquation 2.1 2 un bruit dichotomique symé-

trique markovien additif I(2):
z = F(z) + I().

Ce type de bruit est caractérisé par un espace des phases discret (£4) et par un
temps de transition échantillonné selon une distribution de Poisson. De plus, les

deux valeurs A sont équiprobables. Le bruit est ainsi caractérisé par:

I(t) € {-4A,+A}
(It)) = 0
(I (t+7)) = A’exp(—vlr])

olt ¥ = 2/Tcor, Teor 6tant le temps de corrélation du bruit.
Soit pa(z,t)dz, la probabilité au temps ¢ que le systéme soit dans un volume
dz autour de I’état z et que le bruit ait la valeur £A. L’évolution de p.(z,t) peut

étre calculée de la méme fagon que pour un systéme multivarié (Appendice A). On

obtient:
9ip(z.t) = Dp(z, ) (2.2)
ol
p(:r:, t) - p+($, t)
| p-(=,1)
I R X ORYNERTE /2
_ 7/2 ~0.(F(z) - 8)=7/2 |

On définit également la densité de probabilité projetée sur la variable dynamique z:

P(I! t) = p.,.(:z:, t) +p_(.'r, t)
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ainsi qu'une densité de courant de probabilité J(z. t):
0 P(z.t) = =3.J(z.1).

La densité de ccurant devant étre nulle lorsque l'état stationnaire est atteint,
I’équation 2.2 peut étre utilisée afin de calculer la densité de probabilité stationnaire:

- f(zx)/A
p@) = ip | 17T (23)

1+ f(x)/A

V4 ,
e ex I}, rei{zr,,x

0, z € [za,28)
$z) = Jidr 55
DJiz) = £(1-5§).
La constante d est arbitraire 2lors que Z sert 4 la normalisatios. -T.a densité de pro-
babilité stationnaire peut étre évaluée seulement si l'intervalle [z 4, 5] est compact,
c’est-a-dire si toutes les réalisations pénétrant & l'intérieur de celui-ci ne peuvent
plus s’en échapper. On ne doit également pas oublier que le support peut étre
composé de plusieurs intervalles [z 4, zp] disjoints. Chacun d’entre eux est déterminé
en utilisant les équations F(z4) — A = 0 et F(zg) + A = 0 et en s’assurant que
—A < F(z) < A pour tout = € (z4,z5). Ces conditions permettent de s’assurer que
Pintervalle considéré est compact et qu’il n’est pas en réalité un ensemble de sous-
intervalles disjoints. En outre, il est facile de vérifier que ces conditions impliquent
que la fonction D//(z), représentant un coefficient de diffusion effectif, est positive
pour tout £ € (z4,zp) et nulle pour £ = z4,z5. De son coté, la fonction ¢(z)
représente un potentiel normalisé par D//(z) de sorte que exp ¢(z) constitue un

facteur de Boltzman effectif.
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Lorsqu'on fait tendre A et v vers l'infini tout en conservant A/~ constant, le
coefficient de diffusion effectif tend vers la constante D = A%/+. En plus, le support
devient infini et la densité de probabilité stationnaire tend vers celle (P}(z)) obtenue

pour un systéme soumis & un bruit blanc additif:
By (z) = Z’ exp[V(z)/ D]

ot Z’ est une nouvelle constante de normalisation.

Comme cas particulier, on considére un potentiel V'(z) possédant deux points
fixes stables séparés par un instable. Lorsque le systéme n’est pas soumis & du bruit,
il possede ainsi deux bassins d’attraction disjoints. Le potentiel du quatriéme degreé,

4 22

V(z) = a% —b% (2.4)

ol a et b sont des constantes, est un exemple d’un tel potentiel (voir figure 2.1). GCe
systéme constitue une forme normale permettant de modéliser un grand nombre de
systémes dissipatifs bistables et a d’ailleurs déja été étudié [18-20, 25].

Lorsqu’on applique un bruit I(t), la position des attracteurs est modifiée. De
plus, si 'amplitude (JA[) du bruit est suffisamment grande, la bistabilité est détruite.
Pour chaque valeur du bruit, il ne survit qu'un seul attracteur. Le systéme est alors
alternativement attiré par chacun des deux attracteurs stochastiques au fur et
mesure que la valeur du bruit passe de A & FA. Dans cette étude, on se limite
a ce cas puisqu'il est alors possible de définir deux espéces ainsi qu'un taux de
transition entre celles-ci.

La distribution P*(z) posstde deux maxima localisés aux points fixes stables
déterministes. Le point z, o se trouve le minimum local entre ceux-ci sert & définir

deux espéces. L’espéce A est définie comme étant I'ensemble des points Q4 = {z|z €



CHAPITRE 2. 11

2.00

1.75-
1.50-
125
1.00
0.75-:
0.-50-
0.25

0.00

o I N

2.0 -1.5 ~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T

Figure 2.1: Potentiel déterministe V' (z) quartique

[za,Z0)} et 'espice B, Qp = {z|z € (z,,2p]}. Le point z, correspond également 2
un maximum local de V(z). Ainsi, F(z,) = 0. La population moyenne de chaque
espéce au temps ¢ est définie comme étant:

Na@t) = L dzP(z, )0, (z)
ou la fonction caractéristique de la région §2, est donnée par:

1 sizefl,
balz) =4 1/2 siz=2z,
0  autrement
et R représente ’ensemble des nombres réels. La population stationnaire moyenne

est similairement obtenue:

flo = jR dzP*(2)6.(2).
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Afin de simplifier les calculs, on définit I'écart d'une population par rapport 2 sa
valeur staiionnaire:

6Na(t) = Na(t) = 76

Soient 7;0p, I'échelle de temps sur laquelle varie les populations et 7., celle sur
laquelle varie le plus lent de tous les autres degrés de liberté du systeme. Lorsqu’il
y 2 une bonne séparation des échelles de temps (Tpop > Tmic), On s’atterd & ce que
les populations moyennes évoluent de la méme fagon que les espéces chimiques dans

une réaction d’isomérisation A = B:

SNA(t) = —kaadNa(t) + ksgdNp(t) 23)
6Np(t) = kpadNa(t) — ksadNp(t)

ol kaa, kas, kpa et kpp sont les taux de transition (positifs) caractérisant I'évo-
lution des populations. La population totale (V4(t) + Np(t)) étant constante, ces
taux de transition ne sont pas tous indépendants. En fait, k44 = kg4 et kgg = kap.

De plus, les équations phénomeénologiques 2.5 peuvent étre réécrites sous la forme:
6N, (8) = ~Toh 6N (2).

olt 70 = kap + kpa. En termes de Toopr Kap €t kpa peuvent s’exprimer comme

étant:

— -1
kas = Tma

— -1
ksa = Tms.

La méthode des projecteurs permet de déterminer une expression pour le taux de
transition 7,. Ce calcul n'est pas présenté ici puisqu’il est un cas spécial de celui
présenté dans le chapitre sur les systémes multivariés. Le résultat obtenu peut
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s’écrire sous la forme:

= Pz S nams) ({3 (Ao, -A)) — (B3(Atize. +2))) (26)

ol
Trmic K At & Tpon-

La quantité 07 (¢|z,. =A) représente la valeur de la fonction caractéristique 6, (x)
au temps t pour une réalisation du systéme, étant donné qu'elle était dans l'état
Z, et que le bruit avait la valeur £A au temps ¢t = 0. L’opérateur (--.) représente
quant 2 lui ure moyenne sur un ensemble de réalisations. Il est important de noter
que dans les cas ol la loi phénoménologique est valide, la quantité (87, (t|z,, —A)) —
(6 (tlz,, +A)) est approximativement constante pour i << t < Tpop- L présence
ou I'absence de ce plateau constitue ainsi un critére permettant de vérifier la validité
de la loi phénoménologique pour un régime donné.

Le tableau 2.1 présente un résumé des taux de transition obtcnus lors de 1'étude
du systéme décrit par le potentiel 2.4 pour @ = b = A = 1 et plusieurs valeurs
de 7 [20,25]. La figure 5.4 présente ces mémes résultats parallélement avec ceux
obtenus a I’aide de simulations phénoménologiques pour le systéme bivarié décrit

la section 3.4.
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P =
¥ kap :

POD
15 (2.74=0.12) x 10—  (5.5=0.2) x 10~
20 {(7.4%04)x107% (1.480.08) x 10~
30 (49+£03)x10"° (9.8%0.5) x10°%
40 (3.2x02)x10°% (6.4=0.4)x 108
50 (2.01£0.14) x 1077  (4.0=0.3) x 10~

Tableau 2.1: Taux de transition pour le systéme univarié possédant le potentiel
déterministe 2.4 lorsque @ = b = A = 1 [20,25]. Pour ce systéme, k 5 = kpga.
Ainsi, 755 = 2k ap.



Chapitre 3. Systémes multivariés

3.1 Introduction

La généralisation & des systémes multivariés du calcul présenté au chapitre 2 pour des
systémes univariés est loin d’étre triviale. Tout d'abord, la présence d'une densité
de courant de probabilité non-nulile entrave le calcul devant mener & unc expression
analytique pour la densité de probabilité stationnaire. On doit en plus recourir &
un nouveau critére dans la détermination du support ainsi qu'imaginer une nouvelle

définition pour les frontiéres inter-espéces.

3.2 Densiiés de probabilité stationnaires

On considére un systéme décrit par un vecteur d’état £ & n composantes. Son
évolution est donnée par:
5= F(@)

ol F(Z) est une pseudo-force. Ce systéme est soumis & un bruit dichotomique
symétrique markovien additif:

=F@+1{) (3.1)
celui-ci ét_'.a.nt décrit par:

Ity e {-4,+4})
(Iw) = o
F@-Te+) = [Af exp(=7irh
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olt ¥ = 2/7.5r, Teor €tant le temps de corrélation du bruit.
Soit p.(Z,t)d"z, la probabilité au temps ¢ que le systéeme soit dans un volume
d*z autour de I'état T et que le bruit ait la valeur =3. Tel que démontré dans

I'appendice A, I'évolution de px(z,?) est donnée par:

8.p(Z, 1) = LP(F,1) (3.2)
ou:
p(f, t) = p-‘.-(fv t)
| p-(Z,?)
b _ [ V- (F(®)+ &) — /2 /2
i 7/2 -V - (F(Z)~ &) —/2

Soit P(Z,t)d"z, ia probabilité projetée sur les variables dynamiques . De méme,
soit Q(Z,t)d™z, la différence au temps ¢ entre les probabilités que le bruit ait la
valeur +A ou —A, alors que le systéme est dans un volume d*z autour de I’état Z.
Ainsi:

P(E1) = pu(&1)+p-(%2)

Q(f! t) = p+(f! t) _p-(f! t)'
La condition de normalisation s’exprime sous la forme:

[m &zP(5,t) = 1.

Puisque les valeurs A du bruit sont équiprobables:

=

| @ = [ dap.(zt) =
et:

fm F2Q(Z,1) = 0.
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L’équation 3.2 devient aprés quelques manipulations algébriques:

&P(Et) = -V.[F@PE1) +AQE1)]

8Q(Z.t) = -V-[F@)QE.1)+ AP )] ~1Q(£. ).
En définissant les champs vectoriels:

J(Z,t) = F@P(E 1)+ AQ(F.1)

_ - - (3.3)
K(£,t) = F@Q(Z.t)+ AP(Z.¢),
on obtient: _
SP(Z,t) = —\:r . { (Z, 1) (3.4)
atQ(fa t) = -V- A’(fs t) - ‘YQ(fv t)

et il devient clair que J (Z,t) représente la densité de courant correspondant i la
densité de probabilité P(Z,£). A un point donné, le systéme ne peut avoir que deux
vitesses: Z.(Z) = F (Z) £ A. Cependant, en utilisant les définitions de P(z,t) et

Q(Z,t), en plus de P'équation 3.1, les équations 3.3 deviennent:

JZ1) = Z,(D)p+(Zt) + 2 (Dp-(5,2)

f{.(f:t) = .':C'.{.(f)p.;.(f,t)—:‘E_(f)p_(f,t).

On voit donc que J{ (Z,t) peut étre interprétée comme étant la moyenne sur les
réalisations au temps ¢ de la vitesse du systéme au point Z. De son coté, K(Z,1)
caractérise 1'écart moyen des vitesses du systéme au temps ¢ sur un ensemble de
réalisatious et cela a chaque point du support.

Aprés une longue période de temps (t — o0), p+(Z,t} et p..(Z,t) tendent vers

des distributions stationnaires:

im pﬁ(fa t) = psi(f)'

t—+00
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Alnsi:

lim P(z,t) = P*(Z)

=]

Im Q1) = Q')

limJE) = F@
m R(z,1) = K*(D.

On dit alors familierement que le systéme a atteint 1'état stationnaire alors que c'est
plutdt la moyenne sur un ensemble de réalisations décrite par p.(Z,t) qui 2 atteint
un état stationnaire.

Semblablement i ce qui est fait pour les systémes univariés, on se limite main-
tenant 2 un champ de force F(Z) possédant plus d’un attracteur déterministe. A
chacun d’entre eux correspond un bassin d’attraction déterministe. Lorsqu’une
réalisation du systéme est initiée dans un bassin donné, elle évolue inexorablement
vers I'attracteur correspondant. En général, le bruit appliqué au systéme modi-
fie la position des attracteurs et ’étendue des bassins d'attraction. De plus, les
frontiéres séparant les bassins d’attraction acquiérent une certaine étendue. Il est
alors possible pour une réalisation donnée d’évoluer un certain temps a l'intérieur
d’une frontiére avant de pénétrer a I'intérieur d’un des bassins d’attraction modi-
fiés. Cependant une fois qu'il y est entré, il ne peut plus en sortir. On qualifie ces
attracteurs déplacés, ces bassins d’attraction modifiés et ces frontieres étendues de
“stochastiques”, puisqu’ils doivent leur existence & la présence du bruit. Pour une
amplitude du bruit suffisamment grande, il est possible qu’une réalisation ayant at-
teint un attracteur stochastique donné puisse évoluer vers uz des autres attracteurs
stochastiques. Les bassins d’attraction stochastiques de ces deux attracteurs se sont

donc effectivement fusionnés afin de devenir un bassin d’attraction stochastique
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possédant plusieurs attracteurs stochastiques.

Dans le cadre de cette étude, on se concentre sur un bassin d attraction stochas-
tique donné comportant au moins deux attracteurs. On désire calculer les densités
de probabilité stationnaires sur ce bassin. Celles-ci sont non-nulles uniquement sur
une sous-région du bassin d’attractior Cette sous-région, qui constitue le support
(£2) des densités de probabilité stationnaires, est définie comme étant 'ensemble des
€tats pouvant étre atteints par le systéme lorsque celui-ci évolue pendant une trés
longue période de temps a partir de chacun des attracteurs situés i l'intérieur du
bassin d’attraction stochastique considéré. Une telle définition est sensée puisqu'il
est certain qu’apres une période de temps suffisamment longue chaque réalisation
du systéme se sera approchée de chacun des attracteurs stochastiques localisés i
Iintérieur du bassin d’attraction o elle évolue. La frontiére (9Q) du support
est neécessairement composée de segments appartenant a des lignes définies par

£ = F(F)+ A. Ainsi, en chaque point de celle-ci:
Noo-[F(@ +A]=0 etfou Npg-[F(@)-A]=0 (3.5)

ou ﬁi’ag est un vecteur perpendiculaire i la frontiére et pointant vers I'extérieur du
support.

Le systéme ne pouvant pas se trouver a l’extérieur du support lorsque !'état
stationnaire est atteint, P*(Z) est nulle a2 I'extérieur de celui-ci. La densité de
courant de la probabilité stationnaire ne peut donc avoir de composante non-nulle

perpendiculairement 4 la frontiere du support:
Nog - J*(£) =0. (3.6)

En utilisant les équations 3.5, on remarque que la condition précédente implique
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également que:

Noq - K*(%) = 0.

Les densités de probabilité stationnaires peuvent ainsi étre calculées & partir des

équations différentielles 3.4 et de la condition frontiere 3.5:

V-FE) =0
V- K(2) +1Q°(3)
Nog-J°(Z) = O.

[
=

Contrairement au systéme a une variable, la densité de courant j:‘(:'z:') n’est pas a
priori nulle sur le support. On ne peut donc pas obtenir une expression analytique
pour la densité de probabilité stationnaire. Il est nécessaire d’utiliser ure méthode

numérique, telle les éléments finis, afin de 'évaluer.

3.3 Cinétique et taux de transition

Lorsque P*(Z) et Q*(Z) sont connues, on sépare le support en m espéces &, auxquelles
correspondent m: régions disjointes ,, telles que la densité de courant de la proba-
bilité stationnaire n’a pas de composante perpendiculaire aux frontiéres 89, de ces
régions:

Noa, - () =0 (3.7)
olt Nan, est un vecteur perpendiculaire 2 la frontitre 89, et pointant vers ’extérieur
de la région Q,. Les points des frontiéres inter-espéces oilt un vecteur perpendiculaire
ne peut étre défini contituent les seuls endroits ol il peut y avoir des échanges
de densité de probabilité stationnaire entre les especes. Ces derniéres possédent

donc des densités de probabilité stationnaires presqu’entiérement isolées les unes
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des autres. Tel que démontré plus loin dans cette section. le critére de définition
des especes 3.7 posséde en outre 'avantage qu’il permet d’obtenir une expression
simple pour le taux de transition phénoménologique entre les especes. On obtient
une cinétique des populations similaire 2 celle des systémes univariés.

Une fonction caractéristique est définie pour chaque espece:
1 siTeQ, €0,
1 siZedd
1/2 siTe o

0a(Z) = §

0  autrement
ol 5% est la portion de 9Q, séparant £2, des autres espices et 90, la portion
de 02, sur la frontiére du support & I'exclusion des points appartenant & 9Q%. La

population moyenne d’une espéce au temps ¢ est alors donnée par:

Falt) =X [ dzpi(, )60a(2)

et sa population stationnaire par:

=3 [ dopi(@6a(2).

ou i = £. Tel que mentionné ci-haut, il y a peu de densité de courant qui circule
entre les espéces a 1’état stationnaire. On s’attend ainsi 2 ce que les populations
moyennes varient plus lentement que les autres degrés de liberté du systeme. On
définit ainsi un projecteur sur les populations moyennes, afin de pouvoir discriminer
entre leur dynamique et celle des autres degrés de liberté:

PoulZ,t) =3 [Z fm d*z'0,(Z")p; (T, t)} Ta 0a(Z)P}(E) (3.8)

a | J

olt p:(Z, ) est une fonction définie sur I'état du systeme Z et la valeur du bruit A,
1l est facile de vérifier que P est linéaire et que P? = P, démontrant ainsi que P
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est véritablement un projecteur. Dans le cas ol p;(Z,t) = p:(£,¢t), I'équation 3.8
devient:

Pa(E ) = | SR | @) (3.9

On définit également un projecteur complémentaire:
Q=I-7P

ou I est l'opérateur identité. Il est encore une fois facile de vérifier que Q est
réellement un projecteur.

En insérant P + @ = I dans I'équation d’évolution 3.2, on obtient:
3:p(Z,t) =D (P + Q) p(Z.1).

Cette derniére équation nous permet d’cbtenir des équations couplées décrivant

P’évolution des degrés de liberté sur lesquelles projettent P et Q:
&Pp(Z,t) = PD(P+Q)p(E,t) (3.10)
2.Qp(z,t) = QD(P+ Q)p(Z,1) (3.11)
On intégre 1'équation 3.11:
Op(z,1) = €% Qp(7,0) + [ * doe®D? QDPp (%, ¢ — ).
On insére ce dernier résultat dans 1’équation 3.10:

8,Pp(Z,t) = PDPB(Z, 1) + PDe®Qp(5,0) + [  dePDeD? QDPp(Z, t — 7).
(3.12)
Soient T4, le temps de vie associé aux populations et Ty, au plus rapide de
tous les autres degrés de liberté. S’il y a une bonne séparation des échelles de temps

(Tpop > Tmic), le terme dépendant des conditions initiales dans I’équation 3.12 décroit
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rapidement. On peut donc le négliger dans la mesure oll on considere des temps

longs par rapport a Tim;e:
13
3Pp(Z,t) = PDPp(Z,1) + [O doPDeD?QDPp(Z,t — o).  (3.13)

Alternativement, on peut démontrer que Op(Z,0) = 0 si p(Z,0) est proportionnel
a p*(Z) séparément dans chaque région. I est clair que lorsque oy > Tinic, P(T.1)
tend rapidement vers une telle distribution. Il est donc physiquement réaliste de
négliger I'influence de ’état initial sur 'évolution & long terme de p(Z, ).

L’équation 3.13 décrit I'évolution des densités de probabilité projetées sur les
populations. Elle permet donc d'étudier 1’évolution de ces derniéres et de noter
I'importance des effets de mémoire sur celle-ci.

En substituant la définition du projecteur P, on obtient une équation décrivant

explicitement I'évolution des populations:
[z 6u(an* V)| (2 = PDR@ = (@ 50
+ _/0 ‘ daPDeQD"QDp’(:E) [Z BT Na(t - a)] .

L’intégration sur une région quelconque §5 et la somme sur les valeurs du bruit
permettent d’isoler la dérivée par rapport an temps d’une seule population:
Na(t) =Y [ "s85(ZVP Diyp}(@)0a(Znz Na)
tia

+ [[do = [ dats(@PDy (%) , QDupi(2uEIa Nalt - o).

ijkla
Afin de smphﬁer les équations, il est préférable de considérer I'écart entre la popu-

lation moyenne et sa valeur stationnaire:

JNa(t) = Na(t) = Ta-



CHAPITRE 3. 24

En utilisant le fait que:
S 0.(%) =1
[+]

sur tout le support et que:

Dp’(z) =0,

on obtient:

SNp(t) =3 fm d"265(2)P Di;p’ ()80 (F)715 5N (2)

ija

+ ‘4o T [ @203 DP Dy (€2°)  QDupi(#6a Bz 2 Nalt = o).

ijkla
Il est possible d’éliminer les projecteurs P apparaissant dans I’équation ci-haut

puisque:
S [ us(@PalE )
) zaf““ &0(2) [;fm @'z'0a(Z)p5(F :f)] Ta 0a(Z)P}(Z)

; /R,, d"z'05(Z) p;(Z', 1)-

On obtient alors:
8Np(t) = 6N}(t) + ONA(2)

-

ou:
6Np) = 3 [ da8(2)D; [p(£)6a(2)] n3 6 Na(2)
ija
sNye) = [do S [ dabs(@)Dy [(257),, QODupt(£10u(D)] 7 6Nalt = o).

ijkla
Utilisant le fait que Dp*(Z) = 0, on peut démontrer que:
Jo(@) + K*(2)

D[P’(f)ﬂa(ﬂ]=—%[ﬁ(_) e
T} = z

] + V6o (Z). (3.14)
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On obtient ainsi:
SNG(t) = — S 6N (2) fw 0" 20,(E) T (Z) - ©6a(Z).
[+]

Tel que démontré dans I'appendice C, le gradient de la fonction caractéristique
correspond a un delta de Dirac permettant d’obtenir la composante d'un vecteur

perpendiculairement a la frontiére. Ainsi:

SNj(2) = PRIAC _[mo = 2g(2)05(2) Nog, - T*(F)
ot la procédure d’intégration et la fonction g(Z) sont définies dans 1'appendice C.
Puisqu’il n’y a pas de densité de courant de probabilité perpendiculairement 2 la
frontiere 99,:
Nag, - J*(2) =0,
alors:
SN(t) = 0.
Il appert donc que le flux instantané est nul et qu’ainsi la cinétique est entiérement
déterminée par les effets de mémoire. La méme conclusion est atteinte pous un
systéme univarié. Le critére de détermination des espéces utilisé pour les systemes
multivariés permet donc de retrouver une caractéristique observée pour les systémes
décrits par seulement une variable.

En insérant la définition de Q dans 6Ni(t), on obtient:
SN3 (1)
14
= . oD —_ 3 ~1 -
= | daﬁ%ﬁ [ 58D, [(e )0 & = P) Dusp (:E')Ba(f)] noVNA(t = o).
Le raisonnement utilisé pour démontrer que EN;,(t) = 0 permet d’arriver 2 la con-

clusion que:

PDupj(T)8.(Z) = 0.
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On obtient ainsi:
[ ¢ = QDe s/ w—lzas
(t) = 3 [[do [ 6@y (%), Dupt{D0@)] 6Nt ~ )

_ /D  doMsa(0)oNL (¢ — 0), (3.15)

la fonction de mémoire étant définie par:
Moalt) = =32 [ d'afy(@)Ds (), Dupl (D6l
11 est intéressant de noter que ’équation 3.15 est formellement exacte dans la mesure
ol les transients dus a I’état initial peuvent étre négligés.
S’il y a une bonne séparation des échelles de temps (7pep > Timic), On s’attend 2
ce que la loi phénoménologique snivante soit valide:

SNs(t) = = 3 5 6N, (2). (3.16)

a
Les 75, représentent des taux de transition (positifs ou négatifs) caractérisant I'effet
qu’a une population sur sa propre évolution ou celle des autres. Cette loi sera
respectée si et seulement si Mp,(t) tend rapidement vers 0 (avec un temps de vie
de T'ordre de Ti;c) de sorte que §N,(t) puisse étre sorti de I'intégrale sur le temps
dans P'équation 3.15. De plus, 'intégrale de Mp, () présente alors un plateau pour
T 2> Tmict
Raa(®) = [ doMpa(o)

Il est alors possible d’identifier 73] 2 la valeur du plateau de Rgq(2):
Tﬁ-al = Rga(At)

olt At 3> Tinie. 11 ne reste plus qu’a évaluer cette intégrale. Il est cependant possible
de simplifier ’équation 3.15 en remplacant le propagateur projeté'(eQD‘) par le
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propagateur non-projeté (eP¢). Cette substitution cst valable i la condition que
'on ne considere que des temps qui sont courts par rapport aux temps de vie des

populations (At < 7pop). Le point de départ de cette constatation est l'identité:
t
e9Dt = Dt _ -/; doeP-)pDDe (3.17)

dérivée dans Pappendice B. Le propagateur non-projeté e permet aux densités de
probabilité de relaxer suivant tous leurs degrés de liberté. De son cdté, le propaga-
teur projeté ne leur permet d’évoluer que selon les degrés de liberté orthogonaux aux
populations, c’est-a-dire les degrés de liberté rapides. Le terme intégral correspond
donc & P'évolution lente des populations et il est possible de le négliger pour des

temps courts (t < Tpep). De fagon plus précise, on peut estimer que:

./t da.eD(t—-c)-PDeQDa ~ LeDt
0 Tpop

étant donné que PD fait ressortir un facteur 7} et I'intégration, un facteur ¢. De
son cdté, puisqu’il n’agit que sur des degrés de liberté lents, le propagateur non-
projeté eP=9) peut-&tre approximé par et et sorti de Iintégrale pour ¢ <« Tpep. Le

deuxitme terme de I'équation 3.17 peut donc étre négligé dans la mesure oit t < Tpep.

Mpolt) = M) |1+ 0 ()]

pop

Maalt)= =3 [ d"28(2)D; (e%°) , Dk (@)@

ijkt

A la condition de choiSir Tmic < At < Tpop: ON peut alors librement approximer:
Ta = Rpa(At)

ou:

Rpalt) = /o  doMpo(0).
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On obtient donc & un ordre Aé/7,,, pres:

r ¥4
7';;;1 = —Z'/R” d*z63(T)D;; [./o dﬁ'ena]v Dksz(-ﬂga(ﬂTI;i

ijkt jk

= -3 '[m &*205(3) [(eﬁ'i‘—‘)ﬂc - I] Dup}(£)8a(Z)7; "

k!
= =% [ @88 (P)., Dearf()al@)s"
Gkt IR 7k ¢
Dans la deuxiéme ligne, le second terme a été annulé en utilisant le méme raison-
nement que pour 6:\'%@) =0.

En utilisant I’équation 3.14, on obtient:

-1
- Na TS 3] =
e =% [ a85(2) (P), [F@) + 3R] - 6u(2)
ij
ol j = =. Jusqu’'a maintenant, le probléme a été étudié en utilisant la représentation
de Schrodinger, c'est-a-dire en laissant évoluer les densités de probabilité. Ainsi, il
découle de I'équation d’évolution:
azp(fr t)= Dp(f! 1t)
que le propagateur ¢ détermine la densité de probabilité au temps ¢ étant donnée
ceile au temps initial: .
P(£,t) = eP'p(Z,0).
On définit D!, Popérateur adjoint de D:
¥ | e EDDsAE D =3 [ dzpi(E ) Dhel(z. 1)
1} 7
ol p!(Z,t) et p?(Z,t) sont des fonctions définies sur ’état du systéme T et la valeur
du bruit iA. On détermine ainsi que:

_[ F@+8)-F -2 1/2

D! .
7/2 (F@)—4)-V—7/2
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Il est alors possible de passer a Iz représentation de Heisenberg. ol ce sont les
quantités définies sur 'état du svstéme qui évoluent. L'expression des taux de

transition devient ainsi:
5t = ’%1 Z} fﬁﬂ &z [(enm‘)ﬁ 9;,(5)] [7(2) + iR*(@)] - $6a(3).
Puisque ﬁea(f) correspond 2 un delta de Dirac et que Naq_ - J*(F) = 0
=B [, @ (), 6] Son - B0

ol la procédure d’'intégration et la fonction g(Z) sont définies dans I'appendice C.

Tel que démontré dans 'appendice D, [ ,-(eD")ji 95(:‘5')- représente la moyenne
sur les réalisations au temps ¢ de la fonction ca.ractéristiqu-e 0z(T) étant donné qu'a
t = 0, le systéme était dans P'état Z et que le bruit avait la valeur jA. On définit
6z (¢ Zo, FA) comme étant la valeur de 83(Z) au temps ¢ pour une réalisation donnée
initiée au temps t = 0 avec le systéme dans 'état Z, et le bruit égal 4 jA. On peut

alors écrire:

(G217, 38)) =3 (€°") , 8(2)

ol la moyenne sur les réalisations (- ) est explicitement indiquée. On obtient ainsi

Yexpression finale permettant de déterminer les taux de transition:

T = ’%—1 [mo d*~lzg(Z) [(a;(Aﬂf, —A)) — (65(Atz, +5))] Nag, - K*(2) (3.18)

Ol Tinie K At K Tpop-

Cette équation constitue le résultat central de cette thése. Elle permet de retrou-
ver, comme cas particulier, I'équation 2.6 obtenue pour des systéemes univariés. Il
faut pour cela définir le point z, comme frontiére entre les deux especes puisque

J-'"(:E') est nulle sur tout le support et qu’elle ne peut donc pas étre utilisée pour la
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déterminer. L’intégrale de I'équation 3.18 devient tout simplement une évaluation
au point Z,. Etant donné que F(z,) = 0, Nan, - K*(Z) se réduit 2 AP*(z,). Il ne

reste plus qu’a sommer:

-
I

pop = kaa+kas
-1 _ -1
= TAA—TaB

pour retrouver l'équation 2.6.

Il est intéressant d’étudier le sens de chacun des termes composant l'équa-
tion 3.18. Le taux de transition 73, caractérise I'influence de la population N, (z)
sur ’évolution de la population Ng(t). La composante perpendiculaire de K* (Z) par
rapport a la frontiére de la région (2, prend en considération la rapidité i laquelle
un ensemble de réalisations s’éloignent les unes des autres perpendiculairement 2 la
frontiére. La différence entre les valeurs moyennes de la fonction caractéristique en-
visage quant a elle I'évolution des réalisations du systéme aprés qu’elles aient quitté
la frontiére. Elle correspond ainsi a un coefficient de transmission, permettant de
savoir quelle est la proportion des réalisations du systéme qui se sont rendues dans
la région Qg parce qu'elles évoluaient dés le départ dans la bonne direction. De
son c6té, le facteur 77! permet de normaliser le taux de transition par rapport 4 la
population stationnaire de la région 2,. Semblablement au cas univarié, la présence
ou I'absence d’un plateau lors du calcul de Rgq(At) (Tmic € At K Tpop) permet de
vérifier la validité de la loi phénoménologique 3.16.

Cette loi peut étre reformulée sous la forme:
SN(2) = KN(2) (3.19)

ol le vecteur IN(2) regroupe les écarts de population dN,(t) pour les m espéces, et
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la matrice K, les m® taux de transition .-501. La condition de normalisation:

z INL{t)=0

PS
implique que seulement m® — m taux de transition apparaissant dans la loi phéno-
meénologique 3.16 {ou 3.19) sont indépendants et que la matrice K est singuliére.
Le calcul des valeurs et des vecteurs propres de la matrice K permet de connaitre
les modes propres de la cinétique des populations. La valeur propre nulle correspond
a P’état stationnaire. La valeur propre minimale suivante, qu'on nomme 7, cor-
respond quant a elle au temps de vie le plus lent du systéme. Cette derniére peut
étre évaluée a I’aide d’une simple simulation phénoménologique dans la mesure ol

elle est beaucoup plus petite que toutes les autres valeurs propres non-nulles.

3.4 Modele étudié

En I'absence de bruit, le systéme étudié ici possede deux points fixes stables et un

point de selle. Son évolution est décrite par:

t = —ef+bzxA;
¥ = —cyxA,
En utilisant le systeme d’unité:
[z] = 4/c/a
B = &y/c
[t] = 1/e

on obtient:

i = —(T)P+br %Al
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yo= —yt=l

ol
z = z°J/c/a
vy = yhy/e

i = t/c
et:

b = bfc

Al = Anfe/S.

De plus, 7* = «v/c. Dans le reste de cette theése, on laisse tomber 1’astérisque tout
en utilisant implicitement ce systéme d’unités.

L’amplitude du bruit est choisie de telle sorte que pour chaque valeur du bruit
(:tﬁ), il ne subsiste qu’un seul attracteur. Ce systéme bivarié consiste effectivement
en deux sous-systémes déterministiquement découplés, le systéme en = ayant déja été
étudié [18-20,25]. Les seules corrélations entre les deux systémes sont causées par
les transitions synchronisées du bruit. Une fois calculées, les densités de probabilité
de ce systéme bivarié peuvent donc étre projetées sur chacune des variables d’état
et comparées avec les solutions connues des systémes & une variable. II est clair que
I’évolution de chacun des sous-systémes n’influence en rien celle de 'autre. Cepen-
dant, la définition des espéces couple les deux variables du systéme. La cinétique
des populations pour ce systéme bivarié pourrait donc étre sensiblement différente
de celle de chacune de ses parties.

Pour cette premiére étude, on s’est concentré sur I'influence qu’a le temps de
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corrélation du bruit sur le comportement du systéme. On a donc fixé:

et fait varié +.

33



Chapitre 4. Distributions stationnaires et espéces

4.1 Introduction

Les algorithmes mis au point pour déterminer le support, les densités de probabilité
stationnaires et les frontiéres entre espéces ont été congus pour des systémes bivariés.
Les techniques des éléments finis et de lissage devraient pouvoir étre généralisées sans
probleme majeur afin de considérer des systémes déerits par un plus grand nombre
de variables d’état. En contrepartie, ’algorithme de maillage pourrait nécessiter
un plus grand nombre de modifications. De plus, les algorithmes de détermination
du support et des frontiéres entre espéces sont trées dépendants de la topologie du
probléme. Il ne peuvent donc étre utilisés que pour des systémes bivariés possédant
deux points fixes stables. Leur généralisation & d’autres types de systémes est pos-

sible, mais nécessiterait une révision en profondeur.

4.2 Algorithmes

4.2.1 Détermination du support

La premiére étape du calcul devant mener i 1’évaluation des taux de transition
entre les espéces consiste 2 déterminer le support sur lequel la densité de probabilité
stationnaire est a priori non-nulle. Tel que mentionné précédemment, celui-ci est
défini comme étant ’ensemble des états pouvant étre atteints a partir des attracteurs

lorsque le systéme évolue pendant une trés longue période de temps.
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Le contour du support est calculé numériquement sous la forme d'une séquence
de segments de droite, chacun faisant partie d'une trajectoire menant vers un des
attracteurs. Le calcul de cette séquence se divise en deux étapes. La premiére con-
siste 2 fournir une approximation initiale et la deuxieme, & améliorer itérativement
cette derniére.

L’approximation initiale qu’on a choisi d’utiliser consiste en une courbe fermée ne
renfermant aucune surface. Celle-ci est déterminée par une trajectoire déterministe
reliant les deux attracteurs. On utilise une réalisation dont le point de départ se
situe & V'attracteur correspondant i I(t) = +A. On intégre alors numériquement
Péquation £ = F(£) — A, & l'aide d’un algorithme de Runge-Kutta avec pas adap-
tatif, afin d’obtenir une séquence de points situés sur une trajectoire déterministe
reliant les deux attracteurs. En utilisant ces points, on construit une boucle fermée
et dégénérée reliant les deux attracteurs et n’englobant aucune surface. Cette
séquence de segments constitue ’approximation initiale de la frontiére du support.
La méthode fonctionne tout aussi bien si on utilise I'attracteur correspondant i
I(t) = —A comme point de départ et si on intégre ensuite numériquement I'équation
Z = F(Z) + A. On obtient tout simplement une approximation initiale différente.

Tel que mentionné ci-haut, la deuxiéme €tape consiste en une boucle o I’ap-
proximation du support est raffinée jusqu’a ce qu’elle soit sufisamment précise. Il
est important de noter que I'approximation initiale du support, tout comme chacune
des approximations subséquentes, est un sous-ensemble du véritable support. On
cherche donc 2 agrandir le support de manieére itérative jusqu'a ce qu'il soit pleine-
ment déterminé. A cette ﬁn, on considére tour a tour chacun des points définissant
la séquence de segments de droite qui approxime le support. Pour chaque point,

on vérifie s’il existe une trajectoire déterministe, décrite par Z = f(i’) — A ou



CHAPITRE 4. 36

£=F (Z) + A, passant par lui et permettant de sortir du support tel que décrit
par ’approximation courante. Si tel est le cas, on intégre numériquement I'équation
correspondante, soit £ = F (£) — A ou £F=F (Z) + A, jusqu’a ce que la trajectoire
déterministe rejoigne la présente approximation du support. Cette derniére est alors
mise 2 jour afin d’englober la nouvelle région ainsi calculée. Ce faisant, on élimine
la partie de la frontiére qui ne délimite plus I'extérieur du support. On continue
par la suite 2 examiner chaque point a tour de role, mais en considérant seulement
ceux qui définissent la nouvelle approximation de la frontiére. Lorsqu’il n’y a plus
de trajectoires déterministes menant vers extérieur du support, on considére alors
que ce dernier est entierement déterminé.

Bien qu’étant relativement complexe, cette procédure est tres efficace. Quelques
minutes suffisent pour déterminer le support d'un probléme donné sur une sta-
tion de travail moyenne. Il faut cependant mentionner que la performance de
I"algorithme est intimement liée a 'ordre dans lequel on utilise les trajectoires per-
mettant d’agrandir le support. On a bien entendu avantage a utiliser en premier
celles qui agrandissent le plus le support puisque cela minimise le travail & accomplir.
La continuité du champ de forces permet d’ailleurs d’optimiser 'ordre dans lequel

I’algorithme utilise les trajectoires déterministes.

4.2.2 Eléments finis

Son support ayant été déterminé, la densité de probabilité stationnaire est évaluée
en utilisant la méthode des éléments finis [5,8,30]. Cette méthode a été préférée
a celle des différences finies puisqu’elle permet plus facilement de considérer des

supports de forme irréguliére.
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La programmation devant mener au calcul des densités de probabilité station-
naires par la méthode des éléments finis a éié effectuée dans le cadre de la biblio-
théque de programmes MODULEF (9, 11-13,15,16,24] mise au point par le club
du méme nom. Celui-ci a été fondé en 1974 par I'Institut national de recherche en
informatique et en automatique de France (INRIA) afin de faciliter la résolution
de divers problémes (transfert de chaleur, élasticité, mécanique des fluides) par la
méthode des éléments finis. Notre probléme ne pouvait cependant se ramener 2 un
de ceux déja programmss. Il a donc été nécessaire de se familiariser avee le fonction-
nement interne de la bibliotheque MODULEF afin de pouveir calculer les densités
de probabilité stationnaires.

On considére les deux équations différentielles couplées suivantes ainsi que la

condition frontiére qui leur est associée:

ﬁ-ﬁ(x-) = 0 ’4.1)
V-E(2)+1Q%(&) = 0 (4.2)
Nog-J*(E) = 0 (4.3)

ot Nag est une vecteur unitaire perpendiculaire 4 la frontiére du support et pointant

vers 'extérieur de celui-ci. II est important de se rappeler que I'équation 4.3 implique
également:

Nso - K*(%) = 0. (4.4)

Le point de départ de la méthode des éléments finis consiste 2 multiplier les

équations 4.1 et 4.2 par des fonctions arbitraires H;(Z) et Hk(Z) et a les intégrer

sur le support:

il
o

[ E=HA @ - (@)
| E=Hc@ [V B*@ +1Q'@)] = o.
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En utilisant le théoreme de la divergence ainsi que les conditions frontieres 4.3 et 4.4,

on obtient la formulation intégrale dite faible:

[n PrVHE) - F(F) = 0
[ &2 [VHe(@)- Ro(@) - 18@@(@)] = o

Celle-ci contient implicitement les conditions frontiéres. Elles sont donc des con-
ditions frontiéres dites naturelles et n’auront pas besoin d'étre forcées lors de la
résolution du systéme d’équations linéaires. La dernidre étape de préparation des
équations différeutielles consiste 2 substituer les définitions de J*(Z), K*(Z) et Q*(Z)

afin de les exprimer en termes des densités de probabilités stationnaires p%{E):

| ={[FH@ - (F@) - &) st
+[VE,@ - (F@ +5)]p@)} =0
| = {[-VH(@) - (F@) - &) + vHx(@)] p2.@)
+ [VHk(Z) - (F(2) + &) ~ vHx(3)] s (D)} = 0.

L’étape du maillage consiste & diviser le support en éléments. Les quantités
devant étre calculées sont alors approximées par des fonctions d’interpolation sur
ces éléments. Pour les fins de cette étude, les éléments finis sélectionnés sont des
triangles sur lesquels sont définies des fonctions d’interpolation linéaire. Ainsi, les
densités de probabilité stationnaires sont d’abord évaluées aux coins (noeuds) des
triangles. Les fonctions d’interpolation permettent ensuite de connaitre leur valeur
a chaque point du support.

Les triangles composant le maillage sont qualifiés de réels, par opposition au
triangle de référence utilisé dans tous les calculs numériques. Ce triangle est défini
par les points (0,0), (1,0) et (0,1). La transformation T obtenue en utilisant les
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polynémes de Lagrange d'ordre 1 (L;.L2.L3) permet de passer de ce triangle de

référence 3 un triangle réel:

Tg T I Ia ( Iy
T( ) —> ( ) = L{(Zo, o) ( ) + L3(Zo. o) ( ) + Li(zo, wo)
% Y % Y2 \

olt (z1,%1), (Z2,%2) et (z3,y3) sont les coordonnées des noeuds d'un triangle réel,
(Z0,Y0), les coordonnées d'un point quelconque sur le triangle de référence, et
L3 (zosy0) = 1 — 2o — y0, L§(%0,%) = zo et L3(To,¥s) = w0, les polynomes de
Lagrange définis sur le triangle de référence. Ces mémes polynémes de Lagrange
sont utilisés dans la construction de la fonction d'interpolation sur le triangle de
référence. Celle-ci permet de calculer les densités de probabilité stationnaires 3 un

point quelconque du triangle de référence (p%(zp, ¥p)) lorsqu’elles sont connues a ses

noeuds (pi;):

pi(zo, %) = Li(zo,%0)P%; + L3(Z0, %0)2ka + L3(Z0, %0)Pis

= {L°(@)xs |pL] (4.5)

3xl

olt [X],,, est une matrice composée de trois rangées et d’une colonne contenant la
valeur de la quantité X aux noeuds d’un triangle. De méme, la matrice [L°(Z)] x3
contient les polynomes de Lagrange définis sur le triangle de référence. L’utilisation
de T~Y(z,y) — (Zo,%0) et de Péquation 4.5 permet d’obtenir la fonction d’interpo-

lation correspondant a chaque triangle réel 7T~

pi(T) = p2(zo(z,v), vo(z,¥))
= [L7@)],,, [Pt
a:?fé;(i‘) s
[ 3ypf_..(f) } [DLT(:E')]zxs [p*]:sxl
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ol [L""(.i:')]m:s contient les polynémes de Lagrange d'ordre 1 définis sur le triangle
réel T et [DLT(f)]m, leurs dérivées par rapport a z et .

Pour cette étude, on a choisi d'utiliser la méthode de Galerkin. Elle con-
siste a définir les fonctions arbitraires H;(Z) et Hx(Z) en termes des fonctions
d’interpolation utilisées pour approximer les densités de probabilité stationnaires.

Alnsi:
Hix(®) = [L7@)] Hixls,

azHJ.K (f) ]
ayH JKE (i:)

[DL7 (@), (Hasd

Jusqu’a maintenant, les noeuds ont été numérotés localement sur chaque triangle
(noeuds 1, 2 et 3). Afin de pouvoir utiliser une numsérotation globale, c’est-a-dire
pour I’ensemble du maillage, on définit pour chaque triangle une matrice de change-
ment de base [BT]st permettant de passer de la numérotation globale (N noeuds)
a la numérotation locale (3 noeuds). On définit également la matrice [}I’]le con-
tenant la valeur de la quantité X a chaque noeud suivant la numérotation globale.
Les équations différentielles deviennent alors:

] e 2 1B M (B} B

B {5 T B 7, )
el {5 157 L [, 2,

* [I?K];xN {% [BT]:sz [M’T‘-"']axa [BTlst} [13 f*']le =0

ol les sommes sont effectuées sur tous les triangles 7~ du support. Les matrices
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élémentaires sont données par:

7], = Lzl @],, [P - 5, (@),
M= [z (o7 @], [Fe + 3], (7],
ME], = [= (- Iorma),,, [Fo - &, [T,
s [r@), re),,)
PR = [ (Pr7@), [F@ + A, 73],
-, 7@),,,)-

- ry -y - - - . I) - » -
Puisque [H _;] Nl et [H K]le sont arbitraires, on obtient un ensemble de 2N équa
tions linéaires pouvant étre résolues afin d’obtenir [ﬁ;] Nl Le systéme d'équations
étant homogene, cette solution n’est déterminée qu’ une constante de proportion-
nalité pres. La condition de normalisation est ensuite utilisée afin de la déterminer

uniquement.

4.2.3 Lissage

La solution obtenue par la méthode des éléments finis posséde des oscillations de
faible amplitude superposées 4 la solution proprement dite. Ces oscillations ont une
longueur d’onde de I'ordre de la grandeur des triangles composant le maillage et
sont donc causées par la nature discréte de 'approximation. A condition de choisir
un maillage suffisamment fin, elles ne posent aucun probléme en ce qui concerne
les pics de la densité de probakilité stationnaire. Cependant, la région la plus
importante est celle entre les pics puisque ¢’est la que se situe en principe la frontiére
entre les especes. Les ressources informatiques limitées utilisées pour cette étude ne

peuvent permettre une réduction suffisante des oscillations dans cette région pour
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directement des distributions sufisamment claires pour définir les espéces.

Il est donc nécessaire d’utiliser une technique de lissage effectuant la moyvenne sur
des noeuds voisins afin d’éliminer ces indésirables oscillations. La technique utilisée
réduit ’étalement des pics tout en éliminant de fagon efficace les oscillations et en
préservant la normalisation des distributions. Pour ce faire, elle pondére la moyenne
selon la rapidité avec laquelle varient les distributions d'un noeud 2 autre.

La premieére étape consiste a2 calculer comment rapidement varie la densité de
probabilité stationnaire sur les segments de tous les triangles afin de connaitre les
valeurs extrémes de la dérivée sur I'ensemble du support. La transformation suivante

est alors utilisée afin de qualifier la dérivée de la distribution sur les segments:

PP, | - mi BB,
—~ m | = ITINN 1T e ~
h‘_ =1— \/(x,'--x.-)'-t-(y_,-—y;)‘ 1 kIST-TER \/(:;—:k)'-i-(y;—y;,)‘
;=
it i B-P:_
maxXy A -~ = | — IN1N; y - ~
eTiTeR V(=2 -y ) IETTeR V(=2 F+(ut=y)®

olt 7,j = 1,2,3 {la numérotatior est locale & chaque triangle) et les extrema sont
évalués en considérant I'ensemble du support. Ainsi, 2 la dérivée la plus élevée
correspond h = 0 et a la plus petite, h = 1.

L2 moyenne est alors effectuée séparément sur chaque triangle. Pour chaque
noeud, on considére les deux segments adjacents. Si k& est petit, on moyenne peu
sur ce segment; si A est €levé, on moyenne beaucoup sur ce segment. Afin d’obtenir

ce résultat, on utilise I'interpolation bilinéaire suivante [8]:

P =P = ) (1= hus) o+ [ g 1 )
NCE TR S 2

olt P, représente les valeurs initiales et P/, les valeurs moyvennes, suivant une

rumérotation locale 2 chaque triangle. Les moyennes sont considérées comme étant
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faites en méme temps sur toutes les arétes du domaine. En d’autres mots, les memes
valeurs initiales sont utilisées dans le calcul de toutes les valeurs movennes.

La derniere étape consiste a combiner les nouvelles valeurs calculées pour un
méme noeud sur tous les triangles dont il fait partie. Cecl est fait en considérant

'aire A4; de chacun de ces triangles:

13-" — EJ' R"J'AJ'
' ZJ- AJ-

ou F;; représente la valeur obtenue lors de la premiére étape sur le triangle j pour le
noeud global 7 et P, la nouvelle valeur associée au noeud global z. Il est relativement
facile de vérifier que la normalisation des densités de probabilité stationnaires est
respectée.

Il peut étre nécessaire d’appliquer ce lissage a plus d'une reprise afin d’obtenir
une distribution claire. Il faut cependant étre attentif a la perte de détails pouvant

résulter d'un abus.

4.2.4 Frontieres entre les especes

Le lissage ayant permis d’obtenir des distributions raisonnablement précises pour les
densités de probabilité stationnaires, il est possible de calculer la densité de courant
J*(Z). Les frontitres entre espéces peuvent alors étre déterminées i partir de celle-ci.
La technique utilisée consiste & partir d’un point faisant nécessairement partie de la
frontiére pour le systeme particulier a I’étude et ensuite a remonter, ou descendre, le
courant jusqu'a ce que la frontiére rejoigne le contour du support. Les frontieres sont
ainsi décrites par une suite de segments déterminés numériquement. On utilise pour
le calcul de chaque segment une technique s’apparentant a une méthode d’Euler.

On commence par tracer le nouveau segment de telle sorte qu'il soit colinéaire avec



CHAPITRE 4. 44

Note: La loagueur des fliches est proportionaelle & 12 valeur du champ (1.325.1.000)
vectariel.

{—1.325,~1.000) (3 lissages)

Figure 4.1: F(Z) + A pour v =25

le segment qui le précede. Par lz suite, on modifie itérativement l'orientation du
nouveau segment jusqu’a ce qu’il soit colinéaire avec la densité de courant J* (Z) au

nouveau point.

4.3 Résultats

Les figures 4.1 et 4.2 illustrent les champs de force stochastiques F(Z) + A sur le
support pour le modele présenté & la section 3.4. Elles permettent de valider d’un
coup d’oeil I'approximation calculée par I’algorithme de détermination du support.
Celui-::i est détermine de fagon entiérement déterministe. Il ne dépend aucunement
de la valeur de 7. Contrairement & ce qu’on aurait pu imaginer, la frontiere du

support présente plusieurs aspérités. Ceci souligne la complexité que peut camounfler
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Note: La longucur des Siches est proportionnelle A Ia valeur du champ {1.325.1.000)
vectoriel

(—1.325,~1.000)

(3 lissages)

Figure 4.2: F(Z) — A poury =25

un systéme 2 premiére vue tres simple.

La figure 4.3 présente le champ de force F(Z). Elle permet de constater que
les attracteurs ainsi que le point de selle déterministes sont situés 3 I'intérieur du
support de la densité de probabilité stationnaire pour le régime considéré ici.

Les points ol la frontiére n’est pas lisse peuvent engendrer des perturbations
dans la distribution de la densité de probabilité stationnaire calculée par la méthode
des éléments finis. Ces perturbations sont cependant de nature locale et peuvent
étre minimisées en raffinant le maillage. Le plus grand probléme rencontré lors
de l'utilisation de la méthode des éléments finis provient des oscillations de faible
amplitude superposées aux distributions de densité de probabilité stationnaire (fi-
gure 4.4). Elles ne nous poseraient aucun probléme si on s’intéressait tout simple-

ment aux pics de la densité de probabilité stationnaire. Elles sont problématiques
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Note: La longueur des fldches est proportionnelle 3 la valeur du champ (1.325,1.000)
vectoriel. ]

(—1325,~1.000) (3 lissages)

Figure 4.3: F(Z) pour 7y = 25. Les lettres “A” identifient la position des points fixes

siables déterministes et la lettre “S”, du point de selle déterministe.
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Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution A leur coin inférienr {1.325,1.000)
gauche, ]

(—1.325,—1.000)

Figure 4.4: In P*(Z) pour 4 = 25 (aucun lissage)

seulement lorsqu’on s’intéresse i la région située entre les pics, comme cest le cas
lors de la détermination des frontitres entre espéces.

Un lissage permet, dans la mesure ot on n’en abuse pas, de clarifier les dis-
tributions de densité de probabilité stationnaire (figure 4.5). Il fait disparaitre les
variations locales, laissant transparaitre les tendances plus globales des distribu-
tions. On note une grande clarification de la distribution. Il est cependant permis
de se questionner sur la précision de la distribution ainsi obtenue. Pour cette étude,
on a utilisé des éléments finis linéaires permettant d’obtenir des distributions ayant
une continuité C° entre les triangles. Il est possible que V'utilisation d’éléments finis
* d'un ordre plus élevé et garantissant une continuité C' entre les éléments puissent
améliorer les résultats. Les distributions ainsi obtenues pourraient possiblement étre
utilisées directement, c’est-a-dire sans lissage.
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Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution 3 leur coin inférieur {1.325,1.000)
gauche.
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{=1.325,~1.000) (3 lissages)
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Figure 4.5: In P*(Z) pour v =25

On note la présence d’une grande symétrie dans les distributions stationnaires
obtenues pour ¥ = 25 (figures 4.5 & 4.9). Ceci constitue une vérification de
la validité des algorithmes puisqu’elle n’a pas été utilisée par ceux-ci. Comme
test supplémentaire de la précision des distributions obtenues par la méthode des
€léments finis, les distributions peuvent étre projetées sur les variables z ou y et com-
parées avec celles obtenues par intégration numérique a partir de ’équation 2.3. Les
figures 4.10 et 4.11 présentent une telle comparaison pour une projection effectuée
sur la variable z, et les figures 4.12 et 4.13, sur la variable y. Ces comparaisons sup-
portent sans contredit 12 validité des densités de probabilité stationnaires obtenues
pour le systéme bivarié.

On peut comparer la distribution P*(Z) pour v = 25 (figure 4.5) avec celles
obtenues pour v = 5 (figure 4.14) et v = 10 (figure 4.15). En considérant la
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Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution 3 leur coit inférieur {1.325,1.000)
gauche.

(—1.325.-1-000) {3 lissages)

Figure 4.6: Inp5 (Z) pour y=25

Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution 3 Jeur coin inférieur (1.325,1.020)
gauche.

(3 lissages)

Figure 4.7: Inp® (Z) pour vy =25
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Note: Les nombres indiquent [a valeur de la distribution A leur coin inférieur {1.325,1.000)
gauche. A

Figure 4.8: InQ*(Z), @*(Z) > 0 pour y= 25

Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution 4 leur coin inférieur (1.325,1.000})
gauche. :
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{~1.325,~1.000) (3 lissages)

Figure 4.9: In @*(3), Q*(Z) < 0 pour 7 =25
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Note: La distribution bivariée projetée sur z est pratiquement indiscernable de celle calculée grice 3
I'équation 2.3.
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Figure 4.10: Projection de P*(Z) sur la variable z (y = 25)

Note: La distribution bivariée projetde sur z est pratiquement indiscernable de celle calculée grice A
I"équation 2.3.
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Figure 4.11: Projection de @°(Z) sur la variable z (y = 25)
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CHAPITRE 4.

Note: La distribution bivariée projetée sur y est pratiguement indiscernable de celle caleulée grice 2
Péquation 2.3.
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Figure 4.12: Projection de P*(Z) sur la variable y (v = 25)

Note: La distribution bivaride projetée sur y est pratiquement indiscernable de celle calculée grice A
I'équation 2.3.
0.25

Q> 0.00

L0

Figure 4.13: Projection de Q*(Z) sur la variable y (y = 25)
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Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution A leur coin inféricur (1.325,1.000)
gauche.

-3 a0t
"I L%

v
(—1.325,~1.000) {2 lissages)

Figure 4.14: In P*(Z) pour y=5

Note: Les nombres indiquent la valeur de la distribution 3 leur coin inféricur 2 (1.325,1.000)
gauche.

{—1.325,—1.000) (2 lizsages)

Figure 4.15: 1In P*(Z) pour v = 10
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AT v

i (-1—1.000) (3 lissages)

J*T

T POW T = 25

Figure 4.16:

position des extrema des densités de probabilité stationnaires P*(Z), on remarque
qu'il se produit une transition de phase induite par le bruit lorsque  passe de 5 a
25. Les résultats présentés ici ne permettent pas de déterminer exactement la valeur
critique de 7, mais on peut estimer qu’elle se situe prés de v = 10.

En regardant la densité de courant J*(Z) pour v = 25 (figures 4.16 et 4.17),
on remarque que la condition frontiere 4.3 est vérifiée. On note également qu’il est
possible de déterminer une frontiére passant par I’origine et séparant le domaine en
deux espices (figure 4.18). Cette frontiére correspond i la variété stable du point
de selle déterministe autour de celui-ci. Il semble également possible de calculer une
autre frontiére passant par 'origine et correspondant localement 4 la variété instable
de ce méme point de selle. Cependant,, celle-ci se rapproche de la frontiére du support

sans tout a fait la rejoindre. I est donc probable qu’elle ne permette pas de définir
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Note: Les nombres indiquent 12 valeur de la distribution ) leur coin inféricur (1.325,1.000}
gaucke.

{3 lissages)

Figure 4.17: In (

ﬁ(a‘:’)') pour 4 =25

1325

(3 lissages)

Figure 4.18: Ensemble des 2 espéces définies pour v = 25
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1.325

(3 lissages)

Figure 4.19: Ensemble des 4 especes définies pour v = 25

des espéces pour lesquelles une loi phénoménologique serait vaude. OP_ a tout de
méme choisi d’étudier cette possibilité, lui faisant rejoindre la frontiére du support
1a ol elle s’en rapproche le plus, de fagon & définir quatre espéces (figure 4.19). Les
simulations phénoménologiques et directes devraient permettre de déterminer si une
partition est supérieure Pautre.

Pour le cas ol v = 10, il a été impossible de calculer une frontiére passant
par 'origine et rejoignant la frontiere du support (figure 4.20). Pour des raisons de
symeétrie, on ne peut donc pas définir deui specw renfermant chacune un pic de den-
sité de probabilité stationnaire. I1 peut cependant étre possible de définir d’autres
especes, toujours en utilisant le critére 4.3, pour lesquelles une loi phénoménologique

serait valide. Cette avenue mériterait d’étre étudiée plus en détails.
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(2 lissages)

Figure 4.20: ]?'%1 pour y = 10



Chapitre 5. Cinétique

5.1 Introduction

Les algorithmes utilisés pour étudier la cinétique ont été eux aussi congus pour
etudier des systémes bivariés. L’évaluation de la fonction caractéristique constitue
le seul élément qui nécessiterait un peu plus de travail afin de généraliser 'approche
a des systeémes décrits par plus de deux variables d’état. Ainsi, bien que le con-
cept utilisé soit applicable pour un nombre quelconque de variables, sa réalisation

exigerait une réflexion plus approfondie.

5.2 Algorithmes

5.2.1 Simulation phénoménologique

Une simulation phénoménologique est certainement la premiére qui vient & Iesprit
lorsqu’on désire évaluer le taux de transition entre deux espéces a l'aide d’une si-
mulation. Il suffit de laisser évoluer un ensemble de réalisations du systéme 3 partir
d’une espéce donnée et d’évaluer la population moyenne des espéces en fonction du
temps. II est par la suite possible d’ajuster ces résultats a ia loi phénomeénologique.
Cependant pour des systémes od une telle loi est valide, les transitions se produisent
rarement, les trajectoires demeurant longtemps 3 lintérieur d'une espéce avant
d’atteindre sa frontiére. Cette procédure peut donc étre trés inefficace. Elle peut
cependant étre utilisée afin de vérifier la précision de la méthode directe présentée

58
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ci-apres.

5.2.2 Simulation directe

Une meilleure approche consiste a utiliser I’algorithme suggéré par la formule 3.18.
Toutes les trajectoires étudiées commencent alors sur une frontiire entre especes.
Ce type de simulations est qualifié de “direct” puisqu'il considére directement les
transitions entre especes plutdt que d’attendre qu’elles se produisent. On s'attend
a ce que cette approche soit de loin plus efficace que la précédente.

De plus, une simulation directe permet de calculer directement I'ensemble des
taux de transition “lents” caractérisant la cinétique d’un systéme peu importe le
nombre J'espéces. I suffit simplement qu’il ¥ ait une bonne séparation des échelles
de temps entre les degrés de liberté “lents” et “rapides”. Pour pouvoir faire de méme
& l'aide d’une simulation phénoménologique, il doit y avoir une bonne séparation
d’échelles de temps entre toutes les transitions qu’on désire quantifier, en plus d’avec

tous les degrés de liberté “rapides”.

5.2.3 Fonctions caractéristiques

Dans chacune des deux simulations, le principal probléeme consiste & évaluer les fonc-
tions caractéristiques, c’est-a-dire a déterminer si le systéme se trouve i Pintérieur
des especes considérées. Une méthode trés générale permettant de résoudre ce
probléme consiste & compter combien de fois une demi-droite originant du point
ol se trouve le systeme coupe le polygone décrivant la frontiére de 'espece. Si le
décompte est impair, le point est & 'intérieur, sinon il est i 'extérieur. La demi-
droite peut étre quelconque mais les calculs sont beaucoup plus simples si elle est

parallele 2 un des axes. Celle qu'on a choisi d’utiliser est paralléle i "axe des =



CHAPITRE 5. 60

et pointe vers les r positifs. Afin d’accélérer |'algorithme, relativement lent lorsque
le polygone comporte un grand nombre de segments, la région est divisée par des
droites équidistantes paraliéles a I'axe y. Le calcul s’effectue alors en deux temps.
On commence par déterminer dans quelle sous-région, décrite par un petit nombre
de segments, pourrait se trouver le systéme. Par la suite, I'algorithme initial permet

de déterminer si le systéme s’y situe réellement.

5.3 Reésultats

Les simulations directes ne se sont pas avérées étre une panacée. Ainsi, il existe des
cas ou une simulation phénoménologique est plus rapide. Les problemes correspon-
dant & ces deux types de simulations sont pourtant bien différents. Une simulation
phénoménologique est limitée par le fait qu’on doive attendre que les transitions
entre espéces, souvent rares, se produisent. De son coté, la faiblesse de la simulation
directe provient de la soustraction (85(A¢|Z, —5))—(6§(At|f, +A)) que I'on retrouve
dans I’équation 3.18. Plus cette différence est petite, plus le nombre de réalisations
devant étre effectuées pour avoir une précision raisonnable est élevé. Afin de ca-
librer la simulation directe, on explore un domaine de o les temps d’exécution
des deux types de simulations sont raisonnables. Pour les régimes considérés, le
temps d’exécution des simulations directes lorsque le support est divisé en quatre
especes est de loin supérieur 2 ce qu'il est pour deux espéces. Pour une cinétique 2
quatre espéces (¥ = 25), on a donc dit se contenter de résultats préliminaires indi-
quant I'ordre de grandeur des taux de transition inter-espéces. Les résultats obtenus
pour ce cas ne sont d’ailleurs pas suffisamment précis pour confirmer ou infirmer

Pexistence de plateaux pour les fonctions Rg.(t). On 2 cependant étudié plus en
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Figure 5.1: Simulation directe (- = 25, 2 espéces)

détails la cinétique des populations lorsqu’on considére deux espéces. Les prochains
paragraphes portent d'ailleurs exclusivement sur ce cas.

Tel que mentionné a la section 3.3, la présence ou I'absence d'un plateau lors du
calcul de 73 & I'aide de I'équation 3.18 permet de déterminer la validité de ’équation
phénoménologique 3.16. Ce critére permet de conclure que cette derniére est valide
dans le cas ot v = 25 (figure 5.1). En plus, étant donné que ’échelle de temps Tinic
correspond au temps de vie des transients de la fonction Rpga(t), on observe que
Tmie ~ 10~ pour ce cas. On note également que Tpop ~ 10°. La présence d'une bonne
séparation des échelles de temps est ainsi confirmée. Ceci constitue une vérification
supplémentaire de la validité de la loi phénoménologique 3.16 pour le cas oii v =25.
L’ajustement des résultats d’une simulation phénoménologique & I'équation 3.16

corrobore également ce fait (figure 5.2). On voit donc qu’une description & deux
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Figure 5.2: Simulation phénoménologique (y = 25, 2 espéces)

espéces est satisfaisante pour ce cas. On atteint d’ailleurs Ia méme conclusion pour
les cas ol vy = 20, 30 et 35. Les taux de transition obtenus grice aux deux types
de simulations sont compilés au tablean 5.1 et repris 2 la figure 5.3. Dans ce
tableau, on présente également la population stationnaire 74 calculée en intégrant
numeériquement sur la région Q4 la densité de probabilité stationnaire P*(Z) obtenue
grace aux éléments finis. Le fait que celle-ci soit dans chaque cas trés prés de 0.5
tend & confirmer la validité du calcul des frontiéres inter-espéces. Tel que discuté
plus loin, ce résultat ne peut cependant servir a qualifier la précision avec laquelle
ces frontiéres ont été déterminées.

On s’apergoit assez rapidement que les taux de transition calculés par les deux

méthodes sont du méme ordre de grandeur, bien qu’il y ait un facteur d’environ 2
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stmulation stmulation
directe phénoménologique
20 0.4997 (3.421 £0.010) x 10~ (1.55 % 0.06) x 1073
25 0.5001 (8.405 £ 0.017) x 10~ (3.89 = 0.10) x 10~
30 0.5004 (2.0966 = 0.0013) x 10~ (9.66 % 0.19) x 10~*
35 0.5024 (5.841 £ 0.006) x 10~° (2.44 = 0.07) x 10~%

Tableau 5.1: Taux de transition pour le systéme bivarié (2 espices). Les incer-
titudes sont déterminées a l'aide d’une régression linéaire servant & ajuster aux
équations 3.16 et 3.18 les résultats provenant des simulations. On évalue donc
seulement l'incertitude de source statistique.

Note: L'incertitude statistique est inféricure ou égale & I"étendue des points,

10-2

107373
-1
Tpop
1074
1 simulation directe: — e
4 simulation phénoménologique: - - 1
10~3 T Y T T T T T L E—1 [ T T T T
v

Figure 5.3: Taux de transition pour le systéme bivarié
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les séparant. Ce résultat est trés encourageant lorsqu’on considere le grand nom-
bre de manipulations numériques impliquées dans le processus de détermination des
taux de transition. Le résultat obtenu par ure simulation phénomeénologique dépend
seulement de la position de la frontiére entre les deux espéces. Puisque celle-ci est
située relativement loin des pics de densité de probabilité stationnaire, on s’attend a
ce qu’il soit relativement peu affecté par un positionnement imprécis de la frontiere.
Il en va tout autrement du taux de transition déterminé par une simulation di-
recte. En examinant attentivement I'algorithme utilisé pour calculer la position des
frontiéres entre espéces, on remarque qu’il exagére systématiquement la courbure
de la frontiére. Celle-ci aurait donc di rejoindre la limite du support plus loin des
maxima de densité de probabilité stationnaire. Puisque le terme i l'intérieur de
Pintégrale 3.18 dépend de P*(Z) et Q*(Z) et que ces deux distributions varient rapi-
dement prés des extrémités de la frontitre, cette simple erreur systématique pourrait
bien expliquer la majeure partie de la différence entre les taux de transition obtenus
grace aux deux types de simulations. De plus, le calcul de la frontiére inter-especes
étant effectué a partir de l'origine et le systéme étant symétrique par rapport i ce
point, une telle déviation n’a aucune influence sur le calcul numérique des popula-
tions stationnaires. Le fait que les populations aient été numériquement évaluées
comme étant trés prés de 0.5 ne peut donc pas servir & infirmer la possibilité que ce
type d’erreur se soit produit.

La formule 3.18 apparait donc comme valide. En effet, les deux types de si-
mulations permettent d’obtenir des taux de transition qui sont du méme ordre de
grandeur. Les algorithmes utilisés pour effectuer les calculs intermédiaires doivent

cependant étre minutieusement mis au point. Cela vaut d’ailleurs également pour
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une simulation phénoménologique. Bien que la position de la frontiére n’ait proba-
blement pas influencé outre mesure les résultats obtenus ici grace & cette méthode,
il pourrait en étre tout autrement pour un autre svstéme.

En considérant les taux de transition obtenus par I'entremisc de simulations
phénoménologiques, on voit que 7} décroit exponentiellement lorsque -y augmente.

De fagon plus précise, on obtient:
1';,:, = 0.394 exp(~—0.2774).

Semblablement, les simulations directes nous donnent:

~—1
]

= 0.767 exp(—0.2727).

Il est intéressant de comparer les taux de transition obtenus pour la cinétique
deux espéces du systéme bivarié avec ceux obtenus pour le systéme en z considéré
isolément (tablean 2.1). La figure 5.4 compare les taux de transition obtenus pour
le systéme univarié en z avec ceux du systéme bivarié tels que calculés grace aux
simulations phénoménologiques. On remarque que la cinétique des populations pour
le systéme bivarié semble étre peu influencée par le sytéme en y. Ce résultat est sensé
puisque la frontiére entre les espéces est située relativement prés de la ligne z = 0
servant de {rontiére pour le systéme en z. Les espéces sont donc approximativement
équivalentes dans les deux cas.

Finalement, un mot sur les résultats concernant la cinétique & quatre espéces.
La simulation phénoménologique nous permet de voir que la loi phénoménologi-'
qué 3.16 est valide (figure 5.5). De plus, on obtient comme taux de transition: Toop =
(3.9%£0.2) x 10~%. Ainsi, les populations évoluent & long terme de la méme fagon que

lorsqu’on considére seulement deux espéces. Tout autre résuitat aurait d’ailleurs pu
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Note: L'incertitude statistique est inférieure ou égale 3 'étenduc des points.

10-2
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10~4
e
10-53
107%Y systéme univarié: —x—
systéme bivarié: - - + - - 3
lo_Tlllillllli‘llillIlll'llillllilllIli

Figure 5.4: Comparaison entre les taux de transition du systéme bivarié (simulation
phénoménologique) et du systéme univarié
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Figure 5.3: Simulation phénoménologique (y = 25, 4 espéces)

étre considéré comme suspect puisqu’on considére dans les deux cas un seul et méme
systéme. On peut conclure de ceci qu'il y 2 au moins trois échelles de temps présents
dans ce systéme. Les degrés de liberté considérés comme rapides relaxent sur une
€chelle de temps égale ou inférieure & 7. Il existe ensuite une échelle de temps
Tpop décrivant les variations de population & long terme. Celles-ci se produisent
avec les quatre espéces regroupées en deux supra-espéces. Les échanges entre les
membres d’un couple d’espéces se produisent sur une échelle de temps intermédiaire
Tinter- L€ fait que les descriptions 4 deux et quatre espaces soient toutes les deux
valides indique que ces trois échelles de temps sont bien séparées (Tpop > Tinter >
Tmic)- Une simulation directe doit permettre de déchiffrer les taux de transition
reliant les quatre especes. Cependant, des ressources informatiques limitées font en

sorte qu'il est présentement difficile d’obtenir une précision suffisante. Les résultats
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préliminaires ont permis d’obtenir un 7} qui est du méme ordre de grandeur que le
taux de transition obtenu grace a la simulation phénoménologique. Il est cependant
nécessaire d’améliorer la précision de ce calcul avant d’en arriver 4 une conclusion. II
reste d’ailleurs des techniques d’optimisation de la simulation direzte qui n’ont pas
encore été explorées, notamment au chapitre du caicul du nombre de réalisations
requis en chaque point de la frontiere afin d’obtenir la précision désirée pour les taux

de transition.



Chapitre 6. Conclusion

Dans le cadre de cette thése, on a considéré de facon générale un svsteme multivarié
avec attracteurs muitiples soumis & un bruit dichotomique symétrique markovien
additif. On a obtenu une équation permettant d’évaluer & I'aide de simulations
directes I'ensemble des taux de transition inter-espéces caractérisant la cinétique
“lente” du systéme et apparaissant dans la loi phénoménologique 3.16. Ce faisant,
on a précisé les conditions devant étre remplies afin que cette loi phénomeénologique
soit valide, en plus d’obtenir un critére permettant de vérifier cette méme validité
en utilisant les résultats des simulations directes.

Les résultats obtenus pour le systéme décrit 2 la section 3.4 ont confirmé la
validité de I'équation 3.18 pour les systémes bivariés possédant deux points fixes
stables. IIs ont aussi souligné 'importance d’une mise au point minutieuse des algo-
rithmes utilisés. L'utilisation d’éléments finis d’un ordre supérieur et garantissant
une plus grande continuité, e.g. C?, entre les éléments pourrait permettre de réduire
les oscillations qui sont superposées aux densités de probabilité stationnaires. Dans
un autre ordre d’idée, un algorithme de Runge-Kutta avec pas adaptatif permettrait
de déterminer la position des frontitres entre les espices avec plus de précision qu’il
n’ait possible d’atteindre avec une méthode d’Euler ayant un pas fixe.

Bien que le systéme bivarié étudié ici soit déterministiquement découplé, la forme
du support est loin d’étre triviale. De plus, la structure des densités de probabilité
stationnaires démontre une grande complexité. Ceci illustre clairement toute la

richesse qui peut émerger d'un systéme & premiére vue simple lorsque celui-ci est

69



CHAPITRE 6. 70

souris a du bruit.

Plusteurs pistes de recherches sont ouverzes. Les algorithmes utilisés ici permet-
tent notamment d’étudier un potentiel du quatrieme degré couplé 2 un oscillateur de
Morse [1,7]. Ce systéme est utilisé dans la modélisation de réactions d’isomération
couplées avec un degré de rotation interne. Le bruit peut par exemple représenter les
variations stochastiques d'un champ électrique auquel seraient soumis les isomeres.

Cette algoritbme pourrait également permettre d’étudier des systémes inertiels.

Par exemple, soit un systéme dont ’évolution est donnée par:
I+ pBz=F(z)+I(t)

ol I(t) représente un bruit dichotomique symétrique markovien. En définissant:

y==z,
on obtient:
¥y = =By+ Flz)+I(2)
T = y.
SiI(t) € {—A,,+A,}, on a:
y = =By+F(z)x 4,
T = yxA;

olt A\; = 0. Ce type de systéme peut facilement étre étudié par le type d’approche
présenté dans cette étude.
La thécrie présentée ici peut étre utilisée afin d'étudier des systémes compor-

tant d’autres types d’attracteurs, notamment des cycles limites. Les algorithmes
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déja congus pourraient étre assez facilement généralisés a de tels svstbmes bivarids.
I serait également possible de considérer des systémes déerits par plus de deux
variables d’états en utilisant toujours la méme théorie.

Egalement, ce calcul pourrait étre généralisé afin de considérer des bruits di-

chotomiques markoviens asymétriques, ainsi que multiplicatifs.



Appendice A. Equation d’évolution

Ce calcul est une simple généralisation de la dérivation pour un systéme univarié
présentée dans [14]. On considére un systéme caractérisé par un vecteur d’état £ 3
T composantes soumis a un bruit dichotomique symétrique markovien additif 7(z)

et dont I’évolution est décrite par I'équation 3.1:

—

I=F@+ ). (A1)
Le bruit J(t) est quant 3 lui caractérisé par:

Ity € {-&,+A}
() = 0

(&) - Tt +7) = |A[ exp(=vlr])

oll ¥ = 2/Teor, Teor €tant le temps de corrélation du bruit.

Si I'état T du systéme et la valeur du bruit J{¢) son connus au temps ?,, il est
possible de décrire statistiquement leur évolution pour les temps 3 venir sans se
préoccuper de ce qui s'est passé avant ¢,. En d’autres termes, le processus (Z, I) est
markovien. Il est donc possible d’utiliser I’équation de Chapman-Kolmogorov afin

d’étudier cette évolution:
PE it 4Tl int) = 3 [P0, t+ I3 08 U ints)  (A2)
3

ot p(Z,1,t|Z,, j, t,) est définie comme étant la probabilité que le systéme soit dans

P'état T et que le bruit ait la valeur  au temps ¢, étant donné que le systéme était
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dans I'état T, et que le bruit avait la valeur j au temps ¢,. Soit h{T). une fonction

to-
quelconque avec un support compact. En multipliant "équation A.2 par A(F) et en

intégrant, en obtient:

fm FTh(DP(F, =Bt + 7IF,, s )

= Z‘/;?'l dnyp(!ﬁi tlfm im to) [/;‘h anh(f)p(f_ —_S_t - T[?}:j. t)
7

ol on considére le cas i = —A. On soustrait Jan d";z!z(:f)p(f.—:\,tl:fo. o t,) de

chaque c6té, on divise par T et on prend la limite lorsque 7 — 0. afin d obtenir:
jm P zh(Z)BD(Z, = 3, Zoriar o)
.1 — g - - e e
= lm~ {; fw d&*yp(F, J, t|Zo, T, to) [ /m d"zh(I)p(Z, - A, t + 7|7, ], t)]
- o R E(E - Uz o t)} (A3)

Pour 7 petit, il est possible d’approximer les probabilités de transition par des
fonctions linéaires en 7. Ainsi, pour le cas ou il n’y a pas de transition au cours de

I'intervalle de temps + (—A — —A):
P _ Y 2
_5'_5(7‘) =1- §T+ O(T )

oll F;;(At) est la probabilité que le bruit soit égal & 7 au début d’un intervalle de
temps At et égal 2 7 a Ia fin. Cette approximation découle directement du fait
que la probabilité de transition est uniformément distribuée dans le temps pour
le bruit dichommique markovien. La probabilité qu’il ¥ ait une transition unique

(+4& = —A) est donnée par:

P 5(r) = ?2-7 + O).
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A un ordre +* prés, tous les cas ol il se produit plus d’une transition peuvent
etre negligés. L’évolution du systéme se déroulant de facon déterministe entre les

transitions du bruit, on obtient pour le cas ol il n'y a pas de transition:

= §(z- [7+ (F®) - X)) (1 - 5—) + O(3). (A.4)

Dans le cas o il y 2 une transition unique, on définit » comme étant la fraction du

temps 7 qui s’est écoulée avant que la transition ne se produise. On a alors:

p(Z, =A,t+ 7|7, A, 1)
= §(z-[7+ (F@+ &) vr+ (F@ - 5) 1 - 1) 7)) %r +O(7). (A5)

On insére les équations A.4 et A.5 dans I’équation A.3 et on intégre afin d’obtenir

2 un ordre 7° pres:

.[w d*Th(Z)BP(E, — 8, Uy i0r o)
.1 - R e . - = = 04
= }_1_% ; {-/R‘ yp(7. -4, tlzorzmto)h (y + (F(ZT) = A)T) (1 - ET)
+ jm dyp(F, A, t|Zo, i0, 2 (F+ (F(@) + B)or + (F(g) - B)(1 - v)7) %‘r
-~ fm Fh(D)p(E, — A, t|Z, i, to)}
En développant 2(Z) en série de Taylor tout en négligeant encore une fois les termes

d’ordre 7° et en prenant ensuite la limite lorsque 7 tend vers 0, on obtient:
fm dYyh(D)OP(E, — A, |T,, 0, o)
= [ VDT [PG =B 1150 i) + 5 B, 8 o)

[ YPGB, i) 3P (§) = 2203

=1
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Puisque 2(Z) posséde un support compact. 'intégration par partie du dernier terme

permet d’obtenir:
'[W T yh(D)OD(E, — A, i 1)
= [ &h@ {=F - [(F@ - Dp(@. ~3 470010 2)] - 392~ X b1t
+ 20(Z B.tlFu it
ol on a renommé 3, I. Puisque h(Z) est arbitraire:
3ip(Z, =4, 11Zo, 40, 1)
= (@) - Bl -t 1] - L(E~ Kt it
+2p(F, 8, t|0 ior o).
Similairement, on obtient:
AD(Z, A, HZ,. 20, 1)
= —V-[(F@ + Dp(E, +4, tlo ior )] = 2PE +A, 1|01 iar 1)
-!-%p(f, <A t|Zs, G0y L)

Ces deux derniéres équations peuvent étre réécrites sous la forme:

o:p(Z,t) = Dp(T, 1) (A.6)
ol:
p(f, ‘t) — p+(f, t)
| p-(Z, 1)
b _ | V- F@+8) - 7/2
] /2 -V - (F(@) - 8) - v/2
et:

r=(F,t) = Z .[s?n &z'p(Z, A, 1T, 1, t,).



Appendice B. Propagateurs projeté et non-projeté

Le calcul qui suit est tiré de [2]. Soit le propagateur eP%. Sa transformée de Laplace

est calculée comme étant:

L{eP} = [s- D] (B.1)

On définit le projecteur P ainsi que son projecteur complémentaire @ =Z — P, T

etant I'opérateur identité. On insere P + Q = [ dans l'équation B.1:
L{P} =[s— (P+ QD]
L’utilisation de I'identité:
At~ B 1= A"Y(B - 4)B™!
avec A=s— (P+ QD et B=s— OD donne:
[s—=D]' - [s— QD] =[s - D|"'PD|s - @D]"%.

Une inversion de Laplace nous permet finalement d’obtenir une relation entre le

propagateur projeté e<Pt et le propagateur non-projeté eP*:

eDt — oODt _ f ¢ doePt-)pDeoDt,
0



Appendice C. Gradient d’une fonction caractéristique

On considére I'intégrale ¥:

¥ = fw d*zV0,(F) - A(F) (C.1)

olt A(Z) est une fonction quelconque et 6,(Z), la fonction caractéristique de Uespice

o

r

1 siteQ, fgan,
1 siTedd
1/2 sizeoQs

fa(Z) = 4

| 0 autrement.
1 est clair que V6,(Z) est nul partout sauf o 8, (Z) est discontinue, c’est i dire sur
la frontiére 9Q, de 'espéce Q,. Cette discontinuité n’est pas exactement la méme
sur les frontiéres entre espéces (ol 6,(Z) = 1/2) que sur la frontiére du support (ot
8a(Z) = 1). Cependant, cela ne change rien i la discussion qui suit. On peut donc
ainsi approximer 6,(%) par 6, (%):

1 sizT€eQ,, &€,

Ba(®)=14 1/2 sizcdq,

0  autrement.
La discontinuité de la fonction 8 (%) et la position de la frontiere peuvent étre
dissociées I'une de I’autre:

0,(#) = H(f(2)
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ou H(z) est la fonction saut de Heavyside:

0 siz<0
Hz)=4{1/2 siz=0
1 siz>0

et f(Z) est une fonction continue telle que:

>0 siTe N, TE€N,
f(Z){ =0 sifedn,
< 0 autrement.

L’équation C.1 peut alors s’exprimer sous la forme:

U= [ @2V AD (). (C.2)

On partitionne I'espace R® en régions disjointes QF telles que pour chacune
d’entre elles on puisse choisir une coordonnée z* par rapport 2 laquelle f(Z) n'a
que des zéros simples. En d’autres mots, dans chaque régions QF, 8. f(Z) # 0 2
chaque point ol f(Z) = 0. On peut alors sortir la fonction f(Z) du delta de Dirac
dans I'équation C.2:

v=3 [ =95@ - A@ 2 ¢z =)

|3=t-f (=)
La somme sur k est effectuée sur les régions disjointes QF et celle sur j, sur les zéros
simples z¥ de f(Z) par rapport 4 la dimension z* & I'intérieur de la région Q*. En

intégrant dans chaque région sur la dimension z¥, on obtient:

_ -1 2. AR —
Y= fopnne T 4(f)|a,~-f( =

ol dans chaque région Q", Iintégrale est faite sur les n — 1 dimensions excluant z*,

cette derniere étant déterminée par les n — 1 autres grace & I'équation f(Z) = 0.
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A un point quelconque I, sur la frontiére J9,. le vecteur unitaire Ny, perpen-

diculaire a celle-ci et pointant vers I'extérieur de la région Q, est donnée par:

% = VFE)
I, = —#
V(£
On obtient ainsi:
R V f(£.)
¥ =_ d* 1N ADY | ————
jzkj‘;"l.rmso o A g Tk

1l peut étre possible d’effectuer un changement de variables ¥ — . ol © est un
systeme de coordonnées 2 n — 1 dimensions pertnettant de déterminer uniquement
chaque point de la frontiere. On a alors plus besoin de sommer explicitement sur
les 7 zéros simples de f(Z) puisque le uouveau systéme de coordonnées permet de
les distinguer. On obtient ainsi:

—1. N - f':‘.f:i:“o
\P:—%/‘mﬁmkd" g Mg, - AF) |l o)

a:’"f (xﬁx)

Ok (T)
o)

ol %é% est le Jacobien de la transformation permettant de passer du systéme de
coordonnées composé des n — 1 coordonnées de £ excluant ¥ au systeme de coor-

données '. On définit la quantité g(F'):

VIE) |6 .
9(T) = a,,..ff((xxk)f) g‘(g E e (C.3)
Il est alors possible d’écrire:
U= jmo 07 ¢(F) Mg, - AZ) (C4)

Lorsqu’on considere 'intégrale C.1 dans un espace i deux dimensions, il est trés
avantageux de paramétriser la frontiére d’une espéce (soit une ligne) par sa longueur.

Dans un tel cas, g(Z') = 1. On obtient donc:

¥ = jmo dsNag, - A(Z) (C.5)



Appendice D. Propagateur de Heisenberg

Ce calcul suit une procédure inspirée de ce qu’on retrouve dans {2]. Soit A(Z, kA),
une variable dynamique définie par I’état du systéme T et la valeur du bruit kA, ot
k = . Sa movenne au temps ¢ sur un ensemble de réalisations et sur les conditions

initiales peut étre calculée de deux fagons différentes, mais équivalentes (i = =):

(AERR) = 3 fmd"z(..f(t,,[f,i&,t‘,»p,»(f,:) (D.1)

> [ Fami(E ) (AT 1E i, 1) (D.2)

ol p;(Z,t) est définie comme étant la probabilité que le systéme soit au point T et
que le bruit ait la valeur iA au temps t, et AT(t|Z,iA, 1,), la valeur de la variable
dynamique A au temps ¢ pour une réalisation initiée au temps t, avec le systéme
au point 7 et le bruit égal 2 :A. L’opérateur {---) représente une moyenne sur les
réalisations, alors que l'opérateur (- --), désigne une moyenne effectuée au temps ¢
sur les réalisations et 1'état initial.

Dans la premiére équation, c’est la densité de probabilité qui évolue, alors que
dans la seconde, c’est la moyenne sur les réalisations de la variable dynamique
AT(t|Z,i4,8,). Ces deux équations correspondent donc respectivement aux forma-

lismes de Schradinger et de Heisenberg. A partir de 'équation D.1, on obtient:

AERD): = T [ & (w518, 0) (€27), pi(Et0)
ij

= Z:fm dzp;(E, o) (€27) (A (lE,i5,8))  (D3)
ij
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ot Pt est le propagateur de p;{Z.t), c’est a dire le propagateur de Schrédinger. et
D!, I'opérateur adjoint de D.
Les densités de probabilité initiales étant arbitraires. les équations D.2 et D.3
impliquent que €2’ est le propagateur de la movenne (A" (¢|Z. 7. £,)):
ATlal= SR D! - .7
(A5, 80)) = 3 (D), (A (8255, 1))
2

Cette derniére équation peut étre réécrite sous la forme:

(AT(|Z, %)) = eP"A"(2,IZ. 1,))

— ‘4r(t|f9 +A' to)
AT(HE,t,) =
AT, —A, t,)

On voit alors que D' est I'opérateur d’évolution de la moyenne {AT(t|Z. 25)):

(A" (t)F,1,)) = DHATGIE, ).
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