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RESUME

"MESURES DE HAUSDORFF"

Nous calculons la valeur exacte de 1a mesure de Hausdorff des

parfaits homogénes linéaires. Les méthodes développées a cette fin

sont ensuite utilisées pour la résolution d'un probléme d'arithmétique.
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INTRODUCTION

On sait que les ensembles parfaits homogénes de type (v,£) ont une
dimension de Hausdorff égale a -log v/log ¢ car, dans cette dimension,
Teur mesure de Hausdorff est finie et non-nulle.

La question de savoir quelle est la valeur exacte de cette mesure
de Hausdorff a été posée par plusieurs auteurs (cf. HAUSDORFF [12],

BEST [ 51, WEGMANN [27], GALAMBOS [11], etc), mais & notre connaissance

le calcul de cette valeur exacte n'a été effectué que dans certains cas
particuliers: dans le cas v = 2 (£ quelconque) des parfaits symétriques,
ce calcul fut effectué par HAUSDORFF lui-méme [12]1. Pour v = 3, les
travaux de BEST [ 5] et WEGMANN [27] aboutirent & un résultat voisin de ce
qui correspondrait au cas ¢ = 3%1 .

L'objet de ce travail est d'effectuer le calcul explicite de la
mesure de Hausdorff dans le cas général (v et £ quelconques). En fait,
nous développons une méthode de calcul qui permet d'obtenir la mesure de
Hausdorff pour des parfaits de translation plus généraux que les parfaits

homogénes. D'autre part, la méthode nous permet de résoudre un problé&me

d'arithmétique que B. SAFFARI nous avait posé il y a quelque temps.



NOTATIONS ET CONVENTIONS

R désigne la droite réelle.
[x] désigne la partie entiére du nombre réel x.

[I| désigne Ta Tongueur de 1'intervalle I.

diam S désigne le diamétre de 1'ensemble S c RN.

mes S désigne la mesure de Lebesgue de 1'ensemble mesurable S.

Si E est un sous-ensemble compact de IR, désignons par Hs(E) la borne
inférieure des nombres

S
sl

pour tous les recouvrements dénombrables {Ii}c’;:1 de £ par des

intervalles de longueur < p.

La mesure de E dans la dimension s est définie par

H%(E) = 1im H;’(E) .

p—>°°

La borne inférieure o des nombres s pour lesquels HS(E) = 0 est

appelée la dimension de Hausdorff de E. On notera

a = dim E .

Nous appellerons mesure de Hausdorff de E, notée H*(E), 1a mesure

de E dans la dimension de Hausdorff de E.

11



10.

1.

Conformément a la définition 1.1.4 du chapitre I, nous emploierons

le mot "partition" au lieu de "partition au sens large".

La numérotation des formules et inégalités est "locale", et varie
d'une section de chapitre a 1'autre: Par exemple dans la seconde
section du chapitre II (section 2.2) les formules sont numérotées
(1), (2), ... , (22) et (*), (**), tandis qu'a la section suivante

2.3, les formules sont renumérotées (1), (2), ...



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES PARFAITS DE TRANSLATION LINEAIRES

Rappelons que les parfaits de translation linéaires sont les
sous-ensembles compacts de R qui sont décomposables, d'une infinité de
maniéres, en portions (deux & deux disjointes) superposables par
translation. Une définition plus "constructive" est donnée, par exemple,
dans KAHANE-SALEM [131. Nous allons quelque peu étendre cette définition,

et introduire la notion de parfait de translation au sens large que nous

utiliserons par la suite.

Ce chapitre est en grande partie descriptif. Nous y démontrons
cependant, pour nous en servir dans toute la suite, deux théorémes
généraux sur les densités exponentielles d'ensembles d'entiers et sur

les dimensions et les mesures de Hausdorff.

1.1. Parfaits de translation (linéaires) au sens large

Reportons-nous a la définition, dans KAHANE-SALEM (r131, p. 18), des

parfaits de translation de type (v, ,n

ke e oy ’k,gk) construits sur

k
un intervalle fondamental [a,b].

Sur chacun des k-uples (n ) nous conservons la

1,k> """ ’“vk,k

condition

mais sur chacun de gk, nous imposons seulement la condition

> < - < 1- .
b 70 B =y Ny g > & =i, 4

De plus, les dissections sont faites de facon a ce qu'a la kiéme étape,



AR intervalles blancs (fermés) de

(oh %=b-a), deux 3 deux disjoints ou bout & bout,

il ne reste sur [a,b] que v
longueur 2&152 v gk
dont les extrémités gauches respectives sont les points
a + 2(n(3,.1) + En(5,,2) + oo+ &y en £ n(50K))
ol 1'on écrit n(j,u) pour L et oll 3, prend toutes les valeurs de
3

13 v pour chaque n ¢ {1,2, ... ,k}.

Soit Ek la réunion de ces VoV, e Yy intervalles blancs.

DEFINITION 1.1.1 Le parfait de translation au sens large E correspondant

a la suite (vk,nl’k, cee ,nvk,k’gk) est défini par
. N
E=0 E.

Comme pour les parfaits de translation au sens strict, les points
de E s'écrivent
€

Xx = a+ 2(n(j1,1) + gln(jQ,z) + ... + £ n(jk,k) + oo )

1 By
Remarque: L'ensemble des x ayant plusieurs telles représentations est

dénombrable.

DEFINITION 1.1.2 On appelle portion de E au sens large 1'intersection

de E avec un intervalle fermé.

La fonction de Lebesgue L est définie sur [a,b] de 1a méme fagon
que pour le cas des parfaits de translation au sens strict, et la
L-mesure dL, parmi les mesures de masse totale 1, posséde la propriété

caractéristique analogue suivante:

PROPOSITION 1.1.3 Deux portions au sens large de E égales par

translation ont méme L-mesure.



w

Démonstration: En effet, si une mesure jouit de cette propriété, elle

affecte 3 chacune des portions portées par les intervalles blancs de la
k_iéme étape la masse 1/(v1vﬁ eh vk\, et cela caractérise dL.

D'autre part, on peut supposer sans perte de généralité que dans
1a construction de E, Ny =0 et nvk’k = - - g Ppour tout x = =. (En
effet, en remplacant [a,bl par Zinf E, sup E- et tout intervalle
blanc I par [inf(InE), sup(InE)] on obtient le méme parfait de translation
au sens large E, ainsi que la méme L-mesure sur 1'enveloppe convexe de E.)

Soit J: = ic:,d:J et J: = :c:,dzj oll c:,c2,d:,d: < E.
Supposons que les portions au sens large J.rE et J:~E soient égales par
translation, c'est a dire qu'il existe une translation T telle que

T(J.aE) = J rE.

On remarque alors que T(J1~Ek) = J:hEk pour tout x = - car sinon, & une
certaine étape x, il y aura une extrémité d'intervallie blanc contenue
dans JlrE dont 1'image par T sera contenue dans un intervalle noir situé

dans J_, donc dans le complémentaire de E. Par conséquent, pour

tout k =2 =

L(d) - L(e,) = L(d) - Lles),

et puisque L = lim Lk onal(d) -L(c.) =L(d.) - L(c.), c'est a dire
k> - - - -

que J,-E et JzﬂE ont méme L-mesure.

DEFINITION 1.1.4 On appellera partition (au sens large) d'un ensemble

Ec_a,b] une réunion finie de portions (au sens large) de E qui sont deux

a deux disjointes ou adjacentes. Dans toute la suite nous emploierons

le mot "partition" au lieu de "partition au sens large".

Notation: Soit P1 et P: deux partitions d'un ensemble E-[a,b”. On

écrira P:( P2 lorsque P: est un raffinement de P., c'est & dire cue P



est obtenu de P1 en prenant une partition de chacune des portions de P1'
Une suite de partitions {Pn}n=1 sera dite croissante si Pn<Pn+1

pour tout n = 1.

PROPOSITION 1.1.5 Les ensembles parfaits de translation au sens large

sont caractérisés par la propriété suivante: i1 existe une suite

infinie et croissante de partitions de 1'ensemble en portions (au sens

large) égales par translation.

Démonstration: En effet, si un parfait E posséde cette propriété, les

enveloppes convexes des portions de chacune des partitions de la suite
{Pn} constituent les intervalles blancs de chacune des étapes de

dissection.

DEFINITION 1.1.6 Si la suite des types de dissection

(\)k,n1 K> s ol ,k’gk)’ k=1,2, ...

est la suite constante
(v’nl’ LECI 9nv’g)’

on dira que E est un parfait homogéne(au sens large) de type (v,nl,...,nv,g)

ou, plus simplement, un parfait homogéne (au sens large) de type (v,g).

1.2 Dimension de Hausdorff des parfaits de translation au sens large

Considérons un parfait de translation au sens large Ecla,b] de
mesure de Lebesgue nulle, dont la suite des types de dissection est

(\)ksnl ka e ,Tlv k,gk), k = 1,2, ..

k



PROPOSITION 1.2.1 La dimension de Hausdorff o(E) du parfait E vérifie

les inégalités

2im ing 1090 oo Vi) O G(E) < 2im ine 1090V - Vi) |
k- -log(g1 vee E) koo -1og(g1 ... gk)

Deémonstration: Soit H*(E) la mesure de Hausdorff de E dans la

dimension a, ol o € (0,11. D'aprés le lemme de KAHANE-SALEM ([131, p. 27),
si H*(E) > 0, on a
inf (v1 e vk)(g1 .o 8% s 0,

k=1
c'est a dire,

inf log(g, ... Ek)(1og(\)1 ceev ), 0L)> -,
£,)

k21 1og(£1 N
Donc
lim sup(]OQ(\):L \)k) " oa)< 0
ko =
log(e, ... &)
d'ol
o < - 1im sup ]Og(\):L vk) _ lim inf ]Og(\):L \)k)
0 Tog(z, ... g ° Tog(z, -.. g)

et par conséquent

oE) < lim inf 'Iog(vl

Vv,
k’.
ke -109(51 ... £

— S

k

Soit L 1a fonction de Lebesgue associée & E et w le module de

continuité de L. Sig ... g <st=<g ... & . ,onapour tout a >0
(%) 1 < wL(t) < 1
(\)1 \)k)(g1 gk_lyoT o (\)1 \)k_l)(g1 gk)a

D'autre part, si

o < lim inf 1og(v1 .

Y
Koo k-1°,

-Tog(g, ... £.)




c'est & dire si

lim sup (a + 1og(v1 vk—i)) <0 ,

k>0
Tog(z, ... ¢,)
on a
lim inf log(E, ... &) <u + Tog(v, ... vk_l)‘) >0 .
o Tog(€, ... ¢,

D'ol

. . o

lim inf (v1 ... vk_l)(g1 gk) >1,
ko

et par conséquent, d'aprés (*). w (t) = 0(t*) (t o) , ce qui
signifie, d'aprés KAHANE-SALEM (131, p. 27, théoréme III), que

H*(E) > 0. On a donc o < o(E) , et 1'on peut donc conclure que

lim inf 109(\)1 vk-l) < afE) ,
k> Togle £ )
gle, ... g
ce qui compléte la démonstration.
COROLLAIRE 1.2.2 Si 1im 199 % - 0 , alors
k-0 1og(g1 een Ek)
o(E) = 1im inf 1og(v1 VD
Koren e k) .
-Tog(g, ... g,
Démonstration: On a
2im ine 1090 oo v ) pin g ( log(v, ... v ), Tog v, )
ko -1og(g1 .. gk) k-0 —105151 .. gk) 1og(g1 een gk)
- 2im ine 1090V ceev ) Lonn log v,
koo -1og(g1 ... gk) ko 1og(g1 gk)
- 2im ine 1090V -ee v )
ko0 -109(51 .. gk)



COROLLAIRE 1.2.3 Si v

v pour tout k =2 1, on a

k

o(E) = lim inf k log v

koo -log(g1 e gk)

Remarque: Par exemple, on retrouve cette situation (avec v = 2) lorsque

E est un parfait symétrique. (cf. KAHANE-SALEM ([131, p. 13)

COROLLAIRE 1.2.4 Si v TV et £, = & pour tout k¥ > 1, on a

a(E)

1]
—_
o
<

Remarque: En particulier, on retrouve cette situation lorsque E est un

parfait homogéne au sens large.

1.3 Un théoréme sur les ensembles parfaits de Cantor

Soit GgsGys ++= > Qs --. UNE suite d'entiers telle que 9, = 1 et
q, = 2 pour tout n > 1. Soit Fefo.1, ... .q -1} (n = 1), une suite

d'ensembles pour Tesquels 0 € Fn (n 2 1). Posons v, = card Fn et

k
A = A(Fl,FQ, vel) = {j§1 ajqoq1 - qj_1 : k=2 1et ajeFj, j o= 1,2, ...}

Considérons également 1'ensemble de nombres réels

(-]

a.
= 0, : =y —I EF.y 9§ = R T
E={xe [0,1] x =L a, - qj avec ajeFj j = 1,2, }



THEOREME 1.3.1 Si o(A) désigne la densité exponentielle de A et o(E) Ta

dimension de Hausdorff de E, on a

tim ine 1090 oo Vi) (E) 2 1im ing Tog(v, ... v )
noo 1og(q1 . qn) n-o 1og(q1 e qn)
et
lim inf ]Og(\)1 Vn) - o(A) = lim sup ]Og(vl vn) .
n r 1og(q1 e qn) n-o 1og(q1 .. qn_l)

Démonstration: Soit A(x) la fonction dénombrante de A (en anglais:

“counting function") définie par

Ae) = 0
n“x
ITya Vyoeee Yy &1éments de A qui s'écrivent sous la forme
n=a +aq +aqq, +...+aqq, . ...0q
et tous satisfont 1'inégalité n - 9,9, --- 9, -
Réciproquement, tout entier ne A tel que n < 9,9, --+ 9 Ss'écrit
de facon unique sous la forme
n=a +aq +...+aqq ...q (ajeFj) .

par conséquent

car A(x) est une fonction croissante au sens large. En combinant

(1) et (2), on obtient



(3) 1og(v1 . vn_l) . log A(xo) < 1og(v1 - vn)
1og(q1 . qn) 109 x, 1og(q1 e qn_l)
et
(4) Vq Voot < Alxg) vy Yn , (pour tout o > 0).
(ql . qﬁ)u xocx (ql qn—l

Soit o(A) la densité exponentielle de A, définie par

o(A) =

n—>oo

lim sup log A(n) =
log n

inf {a > 0 :

Soit {nj}o;:1 une suite croissante d'entiers positifs telle que

lim 1og(v1 cen vnj) _ lim inf log(v1 cee v
== 1og(q1 cee Q ) e 1og(q1 e 4
J
Si
o < lim 109(\):L \)nj_)
Joe ’
1og(q1 ... qn.)
]
on a
inf (log(ql e qn.) (]og(v1 - vn_)
j21 ] ( J
oglq, ... qn')
|
c'est a dire
inf (vi vnj) >0
j=z1 )
(q1 . . qn')
J
D'ol,
1lim inf A(ql qnj) > 0
Joe ol ?
(ql ' qnj)

et par conséquent, o

o(A), ce qui justifie 1'inégalité

lim inf

109(\)1 -

n->o

1og(q1 . ..

AY
n
q_)



n->® 1og(q1 .. qn-l)
on a
lim 1og(q1 - qn_l) (1og(v1 vn) Sa) = -
n-soo Tog{q, ... q _,)
c'est a dire
lim vl vn =0
n->® (qi . qn_l)a

D'autre part, si
]Og(v1 . vn)

a > lim sup

Donc, compte tenu de (4),

d'oli o = o(A). et par conséquent,

on

- N
E k=1Ek i
ol
k k

E = Y L aj 1 + I 33
k ~ (a eee sa JeF x .. xF Si2q ? 2

’ ? ] ces ... j=1 ..

1 k"1 k 9 qj Q, U q, qj

La suite des types de dissection qui correspond & E est

(Vksnl,ka e ,nvk,k31/qk) k=1,2, ...
oli L aj,k/qk , avec Fk = {al,k, R k}

o(A) < 1im sup ]Og(vl T vn) .
n>® 1og(q1 ... q _1)

n

10

a donc les inégalités
lim inf ]Og(vl ) vn) < o(A) < 1im sup ]Og(v1 e Vn) .
noe 1og(q1 ... qn) n-eo 1og(q1 ... qn_l)

Par ailleurs, E est un parfait de translation au sens large car
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Alors, d'aprés la proposition 1.2.1,

lim inf ]09(\)1 Vn—l) < a(E) < 1im inf 109(\)1 \)n) s
n-> ]oﬁ(hl ... qn) n-> 1og(q1 e qn)
ce qui termine la démonstration.
COROLLAIRE 1.3.2
Si 1im log(vl Tt vn) existe, et si 1im 1og Yn =0,
n>® 1og(q1 ... qn) N> log(q1 ... qn_l)
alors
: R lim 109(\)1 \)n) .
of€) = o(R) = . Tog{q, --- q_)
N.B. On retrouve également 1'hypoth&se lim 109 Yn = 0 dans
n— 1og(q1 e Q1
1'énoncé d'un théoréme plus général de J. PEYRIERE ((211, p. 7).
Démonstration: On a
1im sup ]Og(vi Vn) = lim sup g(vl n—1) + 1im 1og v
noe 1og(q1 .. qn_l) n->o 1og(q1 ... qn_l) n->o 1og(q1 . q
- 2im 1090 v )
n>  Tog{q, a,_,)
et
lim inf 109(\)1 vn-l) = lim inf 109(\)1 Vn) - lim 10g Yh
n>® 1og(q1 e qn) n->® log(q1 e qn) now log(q1 . qn)
- 1im 1og(v1 ... vn) ,
n-> log(q1 e qn)

d'ol le résultat.

COROLLAIRE 1.3.3 Si les suites q, et v sont toutes deux constantes (de
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valeurs respectives q et v), alors

a(E) = o(A) = log v/log q .

Remarque: Dans les hypothéses du corollaire 1.3.3, on a quelque chose
de mieux que 1'égalité o(E) = log v/log q . En effet, compte tenu de

ce corollaire et de la relation (4) ci-dessus, nous avons

A(x)
xOc

<

< v

< |-

(ol Oy = log v/1og q), ce qui est plus précis que la relation
o(E) = log v/1og q, car cette derniére équivaut & dire que log v/log q

est la plus petite valeur de o telle que la relation

A(x) = Oe(x0+€)
ait lieu pour tout ¢ > 0 . Au chapitre IV, nous préciserons ce point en

calculant explicitement les valeurs de

lim sup x 0 A(x) et de 1im inf x D A(x) .
X x>0

1.4 Mesure de Hausdorff de certains parfaits de translation au sens large

Soit E un parfait de translation au sens large, de mesure de
Lebesgue nulle, construit sur 1'intervalle fondamental [a,bl, et dont
1a suite des types de dissection est de la forme

(le k® ‘o n\) k’gk) ’ k =1,2, ...

o v est un entier = 2, indépendant de x. D'aprés le corollaire 1.2.3,
la dimension de Hausdorff de E est donnée par

ofE) = 1im inf k log v

koo -log(g1 ... gk)
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De plus, nous supposerons que la suite des types de dissection satisfait
d la condition suivante:

Condition C: Si un entier m > 1 vérifie 1'inégalité

, o . % ( )
n(3,51) + 2, n(3_»s)e, v €, < n(r51) + 2, n(a_ss €y oe Bgmq
. e .. ,
pour un certain choix d'indices Jpsdps +o0 5dg et Al,xz, . ,Am,
alors, pour tout 2 > 1, on a
£+m
(Eppq =o Epyq + b o801) + T o onlbos)ey o £ )
fL1m )
- (n(ig gotr1) vk o n(igas)Ey e B )
(g o gy e n00u1) + E) nOs)E, g )
N m » )
- (n(3,51) + 2, n(358)8, -0 B 4) >
OU hy y=Ayshy o=hos wee Shy o iA B Ay 17300300700 v s 3

Remarque: Les parfaits homogénes au sens large satisfont & cette
condition (1'égalité ayant lieu), car pour eux, la suite

(V’ni,k’ ... ,nv,k,gk) est constante.

Soit H*(E) 1a mesure de Hausdorff de E, p le diamétre de E,
L la fonction de Cantor-Lebesque associé a E, et W le module de

continuité de L.

THEOREME 1.4.1 Soit K = lim sup vk(g1 . gk)“ , ofl & = dim E = a(E).

koo

Si 0 < H*E) <= , on a

inf  t* < H*E) < K inf t%

0<t<p wL‘tj O<t<p wLZt)
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COROLLAIRE 1.4.2 Si K = 1 (par exemple, lorsque E est un parfait

homogéne au sens large),

H*(E) = inf t* .
0<t<p mLZti

Si K <1,

H*(E) = o .

Pour la démonstration du théoréme 1.4.1, on a recours au lemme suivant:

LEMME 1.4.3 Soit Dm 1'ensemble des extrémités d'intervalles blancs de

[>]

la m' " &tape de dissection, et posons D = #il D . Ona
. a . (x,-x,)"
inf t = inf 2 M .
0<t<p mLfti x1’x2€D LZxQS-L<x15
%1%

Démonstration du lemme: Soit tk o la longueur minimale d'un sous-
intervalle de [a,b] contenant k intervalles blancs de la ' €ME étape.
Par définition,
o (t) = s IL(x)-L(¥)1,
Ix-yl=t
pour tout te[0,b-al.

Si xl,xQeD tels que L(x1)<L(x2), alors L(x2)-L(x1) est de la

forme k/v™" (avec 0<k<v™), ol k est le nombre d'intervalles blancs de

lam oM étape contenus dans 1'intervalle [xl,XQJ. Par conséquent,

<y -
t < X,mx -

En particulier, tk est la longueur d'un intervalle [Y1’y2]’ avec

3

yl,yzeD, tel que L(yz)-L(yl) = k/\)m = L(xz)-L(x
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Donc,
[0 a
(y,-v,) ) (x,-x,) ,
L(y25-L(y15 - L %, -L X,
od
You¥y T Y o
. s i B m
De plus, i1 résulte facilement de la définition de tk’m.que wL(tk,m) =k/v .

On peut donc conclure

a o
inf (xz'x1) _ inf k,m .
x ,x.eD L{x )-L(x,) m>1 w (t )
1°72 2 1 m L' 'k,m
X <x 1<ksvy
1 72

D'autre part, w0 est une fonction croissante (au sens large) sur
1'intervalle [0,b-a] qui vérifie les Egalités

wL(o) =0 et wL(t) = 1 pour tout telp,b-al .

Donc, quelque soit te[0,b-a],

Soient telo.,b-al et >0 fixés. Choisissons un entier m>1 tel que
ta o
< U)L(t) + € .

1
wL(t)- —
v

Pour ce choix de m, considérons 1'unique entier kx vérifiant

m
Osksv -1 et k __ wL(t) < kel
m m
v \Y

On a 1'inégalité

ce qui entraine
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d'oll
1 1
tY t* et <
k,m < € wL(tk,m) wL(t)' a4
m
AVl
Par conséquent,
Q.
km _ _ _ t° Lt e,
wL(tk,m) wL(t)' _]-m__ U)Lﬁ)
v

et puisque € > 0 est arbitrairement petit, on obtient

a
inf Yem _ inf t*  inf _t°
mx1 sztk m; ~ o<t<b-a szt) T o<tsp wLZt)

1<k<v

et le lemme est démontré.

Démonstration du théoréme 1.4.1

Remarque: Sans perte de généralité, on peut supposer que [a,bl = [0,1].
En effet, lorsque deux ensembles sont homothétiques dans un rapport r,
le rapport de leurs mesures respectives dans la dimension B8 est rB. Donc,

si E désigne 1'homothétique de E dans le rapport 1/(b-a), on a

-~

H*(E) = (b-a)*H*(E) ,et, inf t* _ (b-a)* inf * ,
o<t<b-a wLZts - O<u<i w[(ui

ol C(u) = L((b-a)u) est 1a fonction de Cantor-Lebesgue associée & E.
Pour tout boré&lien B < [0,1], on définit
H(B) = H(BnE) .
H (E)
De cette facon, H est une mesure de probabilité sur la tribu des
boréliens de [0,1]. Il y a v" intervalles blancs aprés la miéme étape

de dissection. La H-mesure de chacun d'entre eux est v ™. Posons
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h = HE) et h' = inf (x)=x,) ,
.
xl,x2€D LZxQ; L<x1;
%1%

et montrons en premier lieu que h' < h.

Considérons les intervalles notés J(kx,m) de la forme [xl,x2] ol

x, est 1'extrémité gauche d'un intervalle blanc de la m e étape et

1
X, 1'extrémité droite d'un intervalle blanc de la m' "¢ étape, pour
lesquels le nombre d'intervalles blancs de la ! M€ étape contenus
dans [xl,x2] est k.

Pour m,k X, X, variant de toutes les facons possibles, nous

appellerons intervalle "de type J" tout intervalle de la forme

J(x,m) = [xl,x2].

cen . cee
o
0 x1 x2 1

Par définition de H, on a

HEGom)) = & = L(x))-Lix))

\

d'oll
: (x.-x )a o a
H(J(k,m))h' < k . 2 1 = (x2—x1) = |d(k,m)] .
JB L<x25-L1x15

Donc si © est un recouvrement de E par des intervalles de type J,

on obtient

L 131% 2 h'S H(J) = h'H(E) = h' .
Jef Jef

Vu que

h>inf{Z |J1%:0Q parcourt les recouvrements de E
Jef par des intervalles de type J},

17
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on obtient
h >h'
Montrons d'autre part que h < Kh'.
Soit ¢ > o . Il existe un intervalle J(kx,m) = _x:,xz] (qui dépend

de =) de type J tel que si 1'on pose

(x,-x,)*
hoo 21 ,
Lszs-Lixlj
on a
h" < h'+ g .
Pour un certain choix d'indices js,xse{1,2, ee. LV}, 8= 2,2, ... ,m
on a
- - o .
J(kom) = Tx .x,) = In(3,,1) + L, n(3_»s)E, -on £ s

m
n(a,1) +.L, n(A_,s)E, .. &, +8& ... & 1.
Soit N un entier positif et QN la famille des intervalles de
la forme
- . £+m .
Jy = Inli 1) + 2 nlins)e, oo €, >
2+m
n(h»1) + 2, nlhss)e, - £+ By .ol By
ou is = hsa S:1,2, LA 92' H 12,_'_1 = ]19i2'+2 = 32’ o .. ’i2+m = Jm
hpq = Apshyp o = Ay won bhy = A et 2>N avec 220 (mod m).
Chaque intervalle JQ contient x intervalles blancs de la (m+2)1éme Etape.
Par conséquent
a o a
h"H(J,) = h". x = (x)-x,) Lk = )T (myxg)
S (L(x2)-L(x177' S+ o JEHE WY
a
o (xymx)e, oo )
2 o
AY (gl bR gg‘)
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Mais en vertu de la condition C, on a

£+m

Wb =8y - g legy -on g # (B goti2) + Iy, nlhss)Ey ) ooen 8
' £+m ]
= n(ll+132+1) S§¢Q/+2 n(ls’s)gflﬁln' ES-:].)
m
< gy .- (] e+ n(d.1) + I)nlhss)E, o0 B )
3 m -
- n(3 1) - L, (3 .s)E, .- E._q)

=& £ (%)

Par conséquent,
) 19, 1%
(%) h H(Jz) > 2(€ e
AY 1 . 0
. . L. iéme .

Soit I < J(kx,m) un intervalle blanc fixé de 1la m étape, ayant

pour origine le point
m
n(e,.1) + L, n(8_ss)e, ... &,
ol (61,62, e ,em) est un m-uple d'indices fixeé.
s * 1 _ . 2 .

Soit E* 1'ensemble des x = ﬂ(Jl,l) + I n(gs,s)g1 o B ek

pour lesquels jS+1 = ei’js+2 = 62, .. ,js+m = em pour une infinité

d'indices s=0 (mod m). Ainsi chaque x ¢ E* appartient & une infinité
de Jz‘

Montrons que H(E*) = 1. Pour tout £ > 1 avec 220 (mod m), posons

118

E(2) = {xeE : x = n(4,,1) +

1 L, n(3g»s)e, ... €, ol le n-uple

(3441-3ggpe +-+ +Jguy) €St différent du m-uple (e .0, ... 6_)

pour tout s > 2 tel que s=0 (mod m)} .
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On peut alors écrire

oli

E(2,n) = {xeE : x = n(5,.,1) + z n(js,s)g .. & oii Te m-uple

1" s-1

) est différent du m-uple (61’61’ vee 50 ),

(32+(q—1)m+1’ ) giam m

pour tout g = 1,2, ... ,n} .
De plus, E(2,n) étant 1'intersection de E avec la réunion de vl(vm—i)n

intervalles blancs deux & deux disjoints ou bout a bout de la (sL+nm)1eme

étape, on a

L, m n
H(E(2,n)) = lLi%?ﬁ%l"‘= (1-v"™)" |
\Y]

Etant donné les inclusions

E(2on+1) < E(2,n), (n=21)

on a
H(E(R)) = 2im H(E(&,n)) = 1im (2-v"™)" =0 .
n->« n-ro
Puisque
E\E* = U E(2) ,
220 (mod m)
on obtient
(%) H(E*) = H(E) = 1 .

On extrait maintenant de QN une sous-famille Qﬁ définie par
récurrence de facon suivante: soit I1 € QN un intervalle de longueur

maximale; supposons I1 I

3 PR ,In déja choisis, et choisissons, parmi

les intervalles de QN qui ont une intersection vide ou finie avec

I, ul,u...uvu In, celui ou un de ceux qui sont de longueur maximale.



La famille Q& = {In}:=1 ainsi construite est un recouvrement de E*.

En fait, tout intervalle I ¢ QN est contenu dans au moins un des

In € QN.

D'autre part, pour tout & > 0, il existe un entier positif

N = N(8) tel que si ¢ > Non a
2
(

E)* <K+ 6.

£, oo &y

Par conséquent, d'aprés (*), on a pour tout Jz € Qﬁ

o
hH(a,) > el
K+§
d'ol
h" L H(I)> 1 . I 1%,

Ieqy ST CN
Puisque

T H(I) = H(E*) = 1

Ieqy,

et que § > 0 est arbitrairement petit, on obtient

Kh" > 1im sup =© |I|%.

N->eo 169&

Par ailleurs,

Iim sup T |I1% = H*(E*) = H*(E) = h ,
N->oo Ieq!

N

h < Kh" < K(h'+ ¢) .
Puisque € > 0 est arbitrairement petit,
h < Kh' ,

et le théoréme est démontré.

21



CHAPITRE 11

CALCUL DE LA MESURE DE HAUSDORFF
DES PARFAITS HOMOGENES AU SENS LARGE DE TYPE (3,%)

En nous basant sur le corollaire 1.4.2, nous effectuons le calcul
explicite de H*(E), pour tout parfait homogéne au sens large E de
type (3,£). En particulier, nous exprimons H*(E) comme une fonction de
la position des intervalles blancs initiaux de la construction de E, et

nous en décrivons le comportement.

2.1 Détermination des parfaits homogénes au sens large de type (3,%)

de diamétre donné, dont la mesure de Hausdorff est maximale

Pour tout parfait homogéne de type (v,£) (v et £ quelconques) de
diamétre 2, on sait (KAHANE-SALEM [131, p. 25) que H*(E) < 2%, oi
o = dimE = -log v/log £&. Nous démontrons, dans cette section, une
condition nécessaire et suffisante sur la construction d'un parfait
homogéne E de type (3,£) pour que H*(E) = 2%,

Lorsque deux ensembles sont homothétiques dans un rapport r, le
rapport de leur mesure de Hausdorff respective dans une dimension donnée B
est rB. Par conséquent, nous pouvons restreindre notre étude au cas
suivant:

Soit E un parfait homogéne de type (3,£) de diamétre 1 construit
sur 1'intervalle fondamental [0,1]. Notons par & la longueur du plus
iére

petit des deux intervalles noirs de la 1 étape de dissection.

0 5 1
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PROPOSITION 2.1.1 H®*(E) = 1 si et seulement si

1-log 2/1og 3

£ -28 < 8§ < (1-38)/2 .

Démonstration: D'aprés le corollaire 1.4.2 et le lemme 1.4.3,

H*(E) = inf 3nt§,n/k ,

ce qui s'écrit Egalement

H*(E) = inf inf 3nti /k ,
k>1 n>n(k) o

ol n(k) désigne le plus petit entier = log k/log 3, et tk N désigne la

longueur minimale d'un sous-intervalle de [0,1] contenant k intervalles

blancs de la n1éme étape.

Notons par vy la longueur du plus grand des deux intervalles noirs

ié - a iéme é&tape } .
de 1a 177 étape, et considérons la n tap de dissection (pour un

certain entier n > 1).

Diagramme de la 21€me étape:

0 (13 Y& § 68 Y& Y 8& YE 1

Soit k un entier vérifiant 1 < k < 3%-1. Il existe une suite finie

d'entiers {e,}" T telle que
J°3=0

0 < ej < 2 R j = 0,1,2, ,n-1
et
_ n-1 n=2
k = En—l 3 + en_2 3 + ...+ el 3+ eo .
Soit Jk un intervalle de longueur tk n contenant k intervalles blancs
b 3

iéme .
de 1a n' oM étape. Posons, pour j = 0,1,2, ... ,n-1 ,
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[« V)
—~
=
—~—
H

nombre d'intervalles noirs de Tongueur 8&7 contenus dans Jk n

o
—
~
~—
n

n-3 nombre d'intervalles noirs de longueur ved contenus dans Jk n
- H

Pour le calcul des tk L, on doit vérifier, compte tenu de

1-log 2/10g 3

1'hypothése § > g -2E, que § = vyg. Puisque y = 1-3£-6,

il nous faut donc vérifier 1'inégalité
g(1-3g-8) < 8 ,
c'est a dire

E—SEQ <6 .

1+&

1-log 2/10g 3

Puisque 8§ = ¢ -2&, i1 suffit de vérifier que

e-3 2 g1—1og 2/109 3 _,
1+4¢

£ .

Cette derniére inégalité s'écrit également

1-log 2/10og 3 _-log 2/log 3

(i) 3<¢ +E +E .
Pour vérifier (i), posons x = 1/¢ (donc x > 3), et soit ¢ la fonction
définie sur [3,o[ par

o(x) = L(1og 2/10g 3)-1  log 2/log 3 -1

On a ¢(3) - 0. On observe de plus que ¢ est strictement croissante sur

[3,»[ . En effet, ¢'(x) > 0 si et seulement si
(ii)  x log 2 xlog 2/1og 3 + log 2 xlog 2/109 3 > 1 4 x1og 2/10g 3 ’
log 3 log 3

et (ii) est satisfaite puisque

x log 2 >1 et log 2 x109 27109 3
log 3 log 3

lorsque x > 3.
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B . iéme
Etant donné la relation § 2y, & la n étape on observe que
0 ,S1 en_1=0,0u S1 en_1=1 avec En_2=...=€0=0
an(k) = -
1 ,sS1non
0 ,S1 en_1=0 ou 1,0U s1 en_1:2 avec en_2=...:5020
b (k) =y
|1 ,sinon
[ i = i =1 avec =...=e,=0
R (k)_ En—l ,S1 en_2 0,0uU S1 en_2 1 8n-3 €O
n-1""7"
e _,+1 ,sinon
n-1
[ i = i = I =0
b (k)_ en-l ,S1 En_2 0 ou 1,0U S1 en_2 2 avec en_3 60
n-14/7 4
. (e,_4*1 »sinon
L] . N
(331 -2 sq =
. 3 en_1+3 en_2+...+en_j s en—j—l 0,
a_ .(x)= .
- { . =1 X =...= =
n-j ou Si En—j—l avec En-j—? €O 0
3971 43372 e 1 ,sinon
> -1 n-2 n-j
(3-1 j-2 , ;
3 en_1+3 en_2+...+en_j sS1 En—j—l_o ou 1,
b Ak)= si . =2 =...=E =
n_J( ) ou €poj-1"2 AVEC € . o €,=0
* 3371 13372 4...4+e  .+1 ,sinon
. n-1 n-2 n-j
[ ]
. n=2 n-3 .
[ ] =
3 en_1+3 en_2+...+s1 ,S1 eo 0 ou 1l
a, (k) =«
1 n-2 n-3 .
\3 en_1+3 sn_2+...+€1+1 ,S1 so=2
_ ,nh=2 n-3
bl(k) =3 e 43 e te..te,

L'intervalle Jk N contient k intervalles blancs de longueur £°,ainsi que

9

(pour chaque m = 1,2,...,n) a_(x) intervalles noirs de longueur sg" T et



26

b_(k) intervalles noirs de longueur ve® ™. Par conséquent,

_ n n-1 n-1 n-2 n-2
tk,n- k& +a1(k)6£ +b1(k)Y£ +a2(k)5g +b2(k)yg +...+an(k)6+bn(k)y

=k + g3 (a, (K)84b, (k)y)

3=1 3 3
_ .n -1
=g (k+ P (£7))
- n _
ol Pk(X) = Cl(k)X ool + cn(k)X , avec Cm(k)—am(k)6+bm(k)y.
On a donc
n,o _ -1y o
3 tk’n/k = (k + Pk(g )) /x

et en posant x=£_1, on doit alors démontrer que
(%) (x + Pk(x))“/k > 1 (pour tout k = 1)

—1(xlog 2/1og 3 —1).

lorsque x -2) <8 s~%(1—3x

L'inégalité (*) s'écrit également sous la forme
(%) Pk(x) > 109 k/10g 3 x

Pour démontrer (**),on procéde par récurrence sur 1'entier

n=n(k)=degré de P . Premiérement, pour k = 1 et n = 0, (**) est une

égalité puisque P1 =0 = x0—1. Supposons 1'inégalité
Pq(X) > X]Og q/]Og 3 _

satisfaite pour g vérifiant 1 < q < 31 pour un certain n > 1, et posons

k=i"Y4q, oli-1o0u2.

n-

Sig=3 Teti=o (c'est a dire si x = 3"), on a

P (x) = (6+7)a" I (x/3)" = (1-3x N)x(x"-3")/(x-3) = "3,



et (**) est donc une égalité dans ce cas.
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Supposons maintenant que k < 3"-1. En écrivant kx sous la forme

n-1 n-2
k = en_13 +en_23 +...+513+eo
on a
n-2 n-3
q = en_23 +en_33 +...+el3+eo
ol 0 < ej <2 ,73=0,1, ,n-1 et €4 =1 On a par conséquent,
a (k) =3t +a (q)etb .(x) =3t +b .(q) ,
n-j 3 n- n-j
an(k) =1 et bn(k) = i-1,
pour j = 1,2, ... ,n-1 . Donc,
_ j-1. . _
cn_j(k) = an_j(k)s + bn_ (k)y = 37 7i(8+y) + C _j(q), j=1,...,n-1
c (x) = 6 + (i-1)v
n
et
p n-1 n~j n
k(x) = jgl Cn_J(k)x + Cn(k)x
n_l _ bl s =
= .2, ¢ .(g)x" 7 + T i(6+y)3? 1273 (8+(i-1)y)x"
371 "n-j
- 1} : n
= Pq(x) + iP n_1(x) + (8+(i-1)y)x

3

I1 nous faut considérer également le cas

i=1etqg=23 . Alors,

n-1 n-1

k = i3 +q= 23

Par conséquent,

a (k) =1, b (k)=o0,a (k) =3 b .
n n n-j n-j

N
"

et

(kx)s j=1.,2,...,n-1
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Pox) = B, (a (k)8 + b (k)y)<"

nzl p-m-1m n
2(<s+y)m§1 3 X + 6x

= 2(xn_1—3n_1) + 8% (car 8+y = 1—3x_1)

(xn—i_an-l) + Pq(x) + 6x"

Pq(x) + P3n_1(x) + 8% .

xlog g/log 3

Etant donné 1'hypothése Pq(x) > -g, on a donc

Pk(x) 2 x]Og a/log 3 -q + i(xn_l—Sn_l) + (6+(i-1)y)xn

- 109 @/109 3 |, on-1 e (i-1)y)E® - k.

11 suffit donc, pour vérifier (#*), de démontrer 1'inégalité

x1og g/log 3 . n-1 n x1og k/log 3

+ix + (8+(i-1)y)x k 2 -k

c'est & dire

..n-1
(1) =09 /1093 i n=1 | (5i(i-1)y)® > x109{arid” ")/log 3

Lorsque i = 2, (iii) devient

-1
(iv) Lt x]og(q+2-3n )/10g 3 _ Tog q/log 3

ol x >3 etn=>1. Lorsque i = 1, (iii) devient

n-1
(v) xn—i YL x1og(q+3 )

/1og 3 _xlog g/log 3

ol x >3 etn>1. Puisque § > x—1(xlog 2/10g 3 -2), pour vérifier (v),
il suffit de démontrer 1'inégalité

(vi) n-1+log 2/10g 3 __n-1 _ log(q+3™™")

/1og 3 _xlog q/log 3

>

ol x >3etn=>1.
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Pour x > 3 (fixé), et pour toute constante K > 0, la fonction

y(t) = Jog(t+K)/Tog 3 _ Tog t/Tog 3

est croissante sur [1,»=[ car ¥'(t) > 0 si et seulement si

-1
x1og(1+Kt )/1og 3 s 14kt 71 i

et cette derniére inégalité est visiblement satisfaite. Par conséquent,
pour vérifier (iv) et (vi), i1 suffit d'observer que si 1'on pose g = 3n_1,
(iv) et (vi) deviennent respectivement

n n-1 n n-1
X -X = X ~-X

et

xn-1+log 2/1og 3 T xn—1+1og 2/10g 3 A

Pour terminer la démonstration de la proposition 2.1.1, il suffit

1-log 2/10g 3

de noter que pour § < & -2, On a

En effet, t2,1 = 28468, et

§{2g+5)“ <1

si et seulement si
alog(2z+8) < log 2 log 3 ,
c'est a dire,
28468 < gl_log 2/109 3 , (car a = -Tog 3/10g )

ce qui termine la démonstration.

COROLLAIRE 2.1.2 Soit E un parfait homogéne de type (3,£) et de

diamétre ¢ construit sur 1'intervalle fondamental [0,2], et soit & la



30

longueur du plus petit des deux intervalles noirs de la 11€re étape de

dissection. Alors

si et seulement si

1-log 2/10g 3

(g -28) < § < (1-38)e/2 .

2.2 Calcul de Ta mesure de Hausdorff des parfaits homogénes au sens
iére

large de type (3,£) dans le cas général, (1 partie)

Soit E un parfait homogéne de type (3,£) de diamétre 1 construit

sur 1'intervalle fondamental [0,1]. Notons toujours par & la longueur

du plus petit des deux intervalles noirs de la 11€re étape de dissection.

S Y
Notons également par vy la longueur du plus grand des deux intervalles
iére .

noirs de la 1 étape de dissection.

PROPOSITION 2.2.1 Si yg < & < 27199 2/109°3 o0 o0 a (en posant x = £ 1)

HY*(E) = min ((2+6x)%/2 , (x+2+6x+6x2)%/5) .

Démonstration: En conservant les notations de la proposition 2.1.1,

on a de nouveau les équations suivantes:

(1) teon £ (x + P.(x)), k>1, n 2 1.
De plus, puisque & > vy, on a
_ L
(2) tk,n+5L =€ tk,n, n >n(k) et 2 =1,
d'ol
o , k), @ .
(3) H*(E) = inf 3n( )tk,n(k)/k = inf (kx + Pk(x))a/k .

k=21
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Tel que précisé dans la démonstration de la proposition 2.1.1, la

1-log 2/1og 3

condition & < & -2¢ équivaut a (2+6x)a/2 < 1. Calculons en

premier lieu min (k + Pk(x))a/k. On a
1<k <9

P,(x) =0, d'od (1+P1(x))“/1 =1

P, (x)

§x, d'od (2+P2(x))“/2 = (2+6x)%/2

P (x) = x-3, d'ol (3+P3(x))a/3 = x*/3 =3/3 =1

Pq(x) = x—3+6x2, d'oli (4+Pu(x))a/4 = (x+1+6x2)u/4
PS(X) = (x-3)+6x+6x2, d'ol (5+P5(x))a/5 = (x+2+6x+6x2)a/5
Po(x) = 2(x-3)+6x°, d'ol (6+P (x))%/6 = (2xr6x”)%/6 = (246%)%/2 .

Sik =23i+qgavecietqge{1,2}, alors
(%) (k + Pk(x))“/k > (2+8x)%/2
si et seulement si

(**) Pk(x) > (2+6x)x109(k/2)/]Og 3 -k .

Nous allons prouver (**) [et donc (*)] pour k#5. Puisque g =1 ou 2, on a

Pq(x) > (246x)x109(a/2)/109 3 _

De plus, comme & la proposition 2.1.1 (p. 27),0n a

P(x) = P (x) + 1P (x) + (6+(i-1)y)x> = P(x) + i(x-3) + (6+(i-1)y)x° .
D'ol
P (x) > (246x)%09(@/2)/109 3 _ ooy b (sr(io)y)s2 |
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Vérifions 1'inégalité
(2+6x)%09(a/2)/109 3oy a) 4 (6r(i-1)y)x” > (245x)x 109 (k/2)/109 3
qui s'écrit également sous la forme

ix + (6+Y(i-1))x2 5 (2+6x)x—1og 2/10g s(xlog(31+q)/]og 3 _xlog g/log 3) '

Le membre droit étant croissant avec q, il suffit de vérifier cette

derniére inégalité avec q = 3, c'est & dire de vérifier

(4) i+ (s+(i-1)y)x 2 (2+6x)x 109 2/109 3( l0g(i+1)/10g 3 4y

Si i =2, (4) devient

2 + (1-38)x 2 (2+6x)x-]09 2/10g 3(x-1) ,
ce qui équivaut &
12 (2+6x)x_]0g 2/109 3 R
c'est a dire,
(2+6x)%/2 <1, (car a = log 3/10g x)
et par conséquent, (4) est vérifiée. Ceci démontre, que pour k = 2-3+1 = 7
et pour k = 2-3+2 = 8, on a
(k + P (x))%/x 2 (2+8%)%/2 .

D'autre part, puisque P (x) = -3 (n=21), o0na
3

(3™ +p n(x))°‘/3n = %8 = 33t - g,
3

d'ol,en particulier,

(9 + Pg(x))”/g =1 .

Montrons que (u + Pq(x))“/u > (2+6x)%/2, c'est a dire que

(x+1+6x2)a/4 > (2+6x)a/2 s

ce qu’'on écrit également sous la forme



(5) (er146x2)x 09 27109 2 5 (546x)x199 /1093 | (car o -
ou encore
G(Xz _ x1+1og 2/109 3) 5 2x1og 2/1og 3 _ (x+1) .
Puisque le membre gauche est positif, et que
2x]09 2/1og 3 _ x+ 1, (pour tout x = 3),

(5) est vérifiée. Ainsi (**) [et donc (*)] se trouvent prouvés.

Par ailleurs, (x+2+6x+5x2)a/5 > (2+6x)%/2 si et seulement si

33

log 3/10g x) »

2x10g 5/10g 3 _(x+2)xlog 2/1o0g 3 < 6((x2+x)xlog 2/10g 3 _X1+10g55/1og 3) )

Considérons le cas particulier ol 6§ = y£ = (x—3)/(x2+x). La derniére

inégalité devient alors
(6) %109 27108 35,2, 01) - (ax-1)x°9 #1093 5 o

Si 1'on dénote par g(x) le membre gauche de (6), on a g(3) = 0 et

g'(3) < 0. Par conséquent, 1'inégalité (6) n'est pas satisfaite pour x

dans un certain intervalle de 1a forme 13,3+e{. On aura donc pour ces

valeurs de x, 1'inégalité (x+2+6x+6x2)a/5 < (2+6x)%/2 lorsque
5 = ¥E = (x-3)/(x"+x).

Considérons également le cas particulier oll 6§ = ¢

1-log 2/%0g 3

~-2E.

On remarque que 1'inégalité (5 + P_(x))%/5 = (2+6x)%/2 sera vérifice

pour tout x > 3 si (4) est satisfaite lorsqu'on y substitue i = 1, ce

qui est bien le cas, puisque (4) s'écrit alors

146% > (2+6x)x-1og 2/10g s(xlog 2/1og 3_1)

inégalité qui équivaut a
(2+6x)%/2 = 1 .
Cette derniére inégalité est satisfaite car (2+6x)%/2 = 1 lorsque

1-Tog 2/1o0g 3

§ = ¢ -2F .
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Jusqu'ici, nous avons donc démontré que

min (k + P (x))a/k = min ((2+6x)a/2 R (x+2+6x2+6x)a/5) .
1<k<9 k

Montrons par récurrence sur k, que pour tout k > 9,

(7)) (e + P ()% = min ((206%)%2 , (x+2+6x°+8x)%/5) .

Hypothése de récurrence: L'inégalité (7) est satisfaite lorsque

k =gavec1<gq < 31 et n un certain entier n > 3.

Etape de récurrence: Posons

n-2 n-3
q = En—23 +en_33 +...+e13+eo
Alors,
_ 1 n-1 ' n'—2 I
3q = en_13 +en_23 +...+el3 N
ol ' . =¢ j=1,2,...,n-1. Par conséquent, (en conservant

n-j n-j-1 °

toujours les notations de la proposition 2.1.1), on a

an_j(Bq) = an—j—l(q) et bn_j(3q) = bn—j—i(q) pour §=0,1,...,n-2
et
al(3q) = b1(3q) =q.
D'oli
t = £%(3q + q(x-3) + ¢, (@)% + c_(q)x° + r o {(q)%)
3g,n 1 o\ : n-1'9
-1 2 -
= £ Ha ey (a)x + cy(a)x 4 . v e (@)
) tq sn=~1

pour tout n > n(3g). On a donc 89 + P3q(x) = x(q + Pq(X)), d' ol

(3q + Py (x))%/3q = (q + P_(x))%/q .
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D'autre part, posons
k = 3(g-1) + 2 ,
que 1'on écrit également sous la forme

k= e 2% lie 2L i gt Tl g0 o
n-1 n-2 n-r

pour un certain r vérifiant 0 < r < n-1, avec €y = 0 ou 1. Alors,

n-1 n-2 n-r+l n-xr

k +1=3q-= En—13 +€n_23 +...+en_r+13 +en_r3 s
oll eé_ =1o0u?2, et 1'on a
an_j(k) = an_j(k+1) pour j = 0,1,...,n-1
bn_j(k) = bn_j(k+1) pour j = 0,1,...,n-2
1 + bl(k) = bl(k+1) .

Par conséquent, pour n = n(k), on a

- n n-1 -
terin ° (k+1)e7+(a, (k)8+b, (k)y)E™ “+...+a (k)8+b_(k)y+vE

H
o™
[=]
—
=
+

1+ Pk(x) + yx)

Pk(x) +x  6x - 2) . (car y=1-3g-6)

1]
m
[
—
o
+

Puisque ¥ + 1 = 3q, on a par hypoth&se de récurrence

(k+1+Pk+1(x))“/(k+1) = (q+Pq(x))a/q > min ((2+8x)%/2 , (x+2+6x°+6x)%/5) .

Posons

A (x,8) = 2 + 8x et AS(X,G) = x+ 2 + 6x2 + 6x .

o
Pour § = 2 ou 5,

o a, .,
(k + P (x))7/x 2 Aj(x,S) /3

si et seulement si

(8) (k + Pk(X))Xlog 3/109 3 > /-\j(x,d)xlog k/10g 3 .



36

Puisque

k+ 1+ Pk+1(x) = k + Pk(x) +x-6x 2,

1'inégalité (8) s'écrit pour j = 2 ou 5,
(k +12+P (x)) - (x - 6x - 2) 2 A.(x,(S)x]()g(k/j)/]og 3,
k+1 j
Mais puisque, pour j = 2 et s,

Tog((x+1)/3)/%og 3
(k+ 1+ P (%)) 2 A (x,8)x 09\ k+1)/3)7109 5

i1 suffit, pour vérifier (8), de démontrer 1'inégalité

Aj(x’a)xlog((k+1)/j)/1og 3 (x - 6x-2) = Aj(x’a)xlog(k/j)/10g 3

c'est a dire,

(9) x1og(k+1)/1og 3

S x]og k/]Og 3 + (X_GX_Q)XIOQ J/]Og 3/Aj(x96) .

Puisque les expressions (x-Gx—Q)/Aj(x,é) (5 = 2 et 5) sont

décroissantes dans la variable §, i1 suffit de vérifier (9) pour
§ = Y& = (x—3)/(x2+x). I1 nous reste donc & démontrer les deux
inégalités suivantes:

(10) x1og(k+1)/1og 3. x1og k/log 3 s (x—1)2x]Og 2/10g 3/(3x_1)’

(x > 3)

(11) x1og(k+1)/1og 3,

x-Iog k/log 3 + (x—1)2x10g 5/10g 3/(2x—1)(x+1), (x > 3)

log(x+1)/log 3 _ x]og x/log 3

VYu que 1'expression x est croissante avec k,

il est suffisant de vérifier (10) et (11) pour kx = 11. Ces deux

inégalités s'écrivent alors

(12) x109(12/11)/109 3 leog(2/11)/]og 3

1+ (x-1) /(3x-1), (x > 3)

(13) x109(12/11)/109 3 2xlog(5/11)/]og 3

> 1 + (x-1) /(2x-1)(x+1), (x > 3) .

Dans les deux cas, 1'égalité a lieu pour x = 3. Posons
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_ Jog(12/11)/10g 3 _ (X_1)2x109(2/11)/109 3/(3x-1)

_ 10g(12/11)/10g 3 _ (x_1)2X109(5/11)/109 3/ (2x-1) (x+1) .

On a gi(x) > 0 si et seulement si

(1a)  logl12/11) (x-1)x" 109 2/109 3 (2L (x-1)log(2/11)
log 3 (3x-1) 3x-1 xlog 3 ’

De méme, gé(x) > 0 si et seulement si

(15)  Jlog(12/11) | (x-1)x"109(12/5)/10g 3

( 5%-1 . (x-1)1og(5/11) ) .
lTog 3 (2x2+x—1) 252 +x-1

xlog 3

Les membres droits de (14) et (15) respectivement sont décroissants en

x et deviennent négatifs lorsque x est suffisamment grand. De plus, un
calcul numérique montre que pour x = 3, {(14) et (15) sont satisfaites.

Par conséquent, (12) et (13) sont vérifides.

Posons maintenant k = 3(q - 1) + 1. Nous avons démontré que
(16) (k + 1 + Pk+1(x))a/(k +1) > Aj(x,s)"‘/j, (pour j = 2 et 5) .

On peut écrire kx sous la forme

=
I

3(g-1)+1 = ¢ .3 “+e_ .3 tooote 341 (o

[7AY
(Y]
IA
N
-

n-1 n-2 ) (O

k+1 = 3(g-1)+2 .. +E, 342

H
™
w
+
™
w
+

IA
m
IA
N
~—

Par conséquent,

a j(k+1) =a_.(k), 3=0,1,...,n-2
ai(k+1) = 1+a1(k)

bn_j(k+1) =b _(k), j=0,1,...,n-1
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d'od

Yertn ° (k+1)En+(a1(k)6+b1(k)Y)En_1+...+an(k)6+bn(k)Y+agn—1
= En(k+1+Pk(x)+6x)

pour n = n(k). On a donc

Pk+1(x) = Pk(x) + 6x .
L'inégalité (16) s'écrit également sous la forme

(17) (k+ 1+ P (x) + x)x 09 /1099, Aj(x,a)x1og(k+1)/1og 3

On a donc
(18) ( + P (x))x109 37109 2 5 g (5,6)x109 (KA 1I/109 3 455,109 37109 8

Pour montrer que

*

(19) (x + pk(x))x109 j/10g 3 Aj(x’s)xlog x/10g 3
il suffit de vérifier que

c'est a dire,

(20) x1og(k+1)/]og 3 X1og k/log 3 . (1+6x)x]°9 j/10g 3/Aj(x,5), (§=2 et 5) .

Puisque les expressions (1+6x)/Aj(x,6) (3 = 2 et 5) sont

croissantes dans la variable &, i1 suffit de vérifier (20) pour

s = g1—log 2/10g9 3

-2¢. On a déja démontré (p. 33) que 1'inégalité
(5 + P5(x))“/5 > (2 + 6x)%2 ,
qui équivaut a 1'inégalité

A5(x,6)x—]og 5/1og 3 A2(x,a)x']°9 2/Tog 3
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est satisfaite lorsque (2+46x)* = 1, c'est & dire lorsque

1-Tog 2/109 3 .. 17 nous reste donc & verifier (20) seulement

§ 2 &
pour j = 2 et § = (1-3¢)/2 (la valeur maximale de §). Cette inégalité
devient alors

(21) xlog(k+1)/1og 3.

109 k/log 3 (x_l)x109 2/109 3,(..1) .

log(k+1)/0g 3 - x]og k/109 3 étant croissante avec k,

L'expression x
on n'a qu'a vérifier (21) pour kx = 10, ce qui s'écrit
(22) x1og(11/1o)/1og 3.4, (x_l)xlog(2/1o)/1og 3/(x+1) ’

1'égalité ayant lieu pour x = 3. Le membre gauche est croissant en x
sur 1'intervalle [3,=[et celui de droite est décroissant sur [3,«[.
L'inégalité (22) est par conséquent vérifiée. On a donc, pour tout k = 10,

(e + P (x))%/k 2 A(x,6)%/5 5 (3 =2ets)

ce qui compléte 1'étape de récurrence et termine la démonstration.

2.3 Calcul de la mesure de Hausdorff des parfaits homogénes au sens
large de type (3,£) dans le cas général, (2'€me

partie)

Nous démontrons une formule plus générale qui donne la mesure de
Hausdorff d'un parfait homogéne au sens large E de type (3,£), quelque

soit & € [0,(1-38)/2). On conserve les notations de la section 2.2.

LEMME 2.3.1 Si 6 = 0 (et par conséquent y = 1-3£), on a (en posant x = g_i)

3n(k)+1 o

a-1
tk,n(k)+1

min
1<k<27

, (2x42)%, (x242x42)%, (2x2+x+2)%) .
8 17 23

/k = min (3

Démonstration: On doit considérer les 4 premiéres é&tapes de dissection.

Le diagramme suivant représente la 31eme étape:
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cas § > 0 o
g
Ny
Y = F- 4+ =4 -— F- 4 -4
0 _ L y
cas § = 0 Eg 2
—N—
b e b e 23 b b e
0 R N ’
On observe que 2
.2
t,o" ¢
2
ty, o = 2
2
ty,0 =38
3 .2 .3
t, g = 4EHYE =€ (u+vx)
2
tg g = s534ye? = £2(5+yx)
2
te o= 6EHE" = £2(6+vx)
t, o= 7E02vE° = £ (7+2vx)
t .= 8E°+2vE2 = £°(8+2yx)
8,3
tg,3 = 953+3y52 = g3(9+3yx)
t10 Y = 1og“+3yg3+yg2 = g”(io+3yx+yx2)
t11 N " 115”+3y§3+yg2 = g”(11+3yx+yx2)
tio " 12g”+3ya3+Y52 = g”(12+3yx+yx2)
tigy 138 syl 4yE? = £ (134uyxiyx?)
9
to - gt suyediye? = ¥ (Lutuyxtyx?)
t15 g = 155”+uyg3+yg2 = 54(15+4Yx+Yx2)
t = 165”+5yg3+yg2 = g”(16+5yx+yx2)

16,4
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2 4 2
t = 17g”+5y53+yg = £ (17+5yx+yx")
17,4
2
t = 18€u+6yg3+yg2 = 54(18+6yx+yx )
18,4
2
t19 y = 19g“+6y53+2yg2 = g“(19+6yx+2yx )
L
t20 y = 205”+6yg3+zyg2 = £4(20+6yx+2yx2)
t = 218 46yE +ovES = £ (2146yx+2yx2)
21,4
to o, = 228 +7ye%42ye2 = £*(22+47yxr2yx?)
]
thy = 23et+7vEl+2vE? = £*(23+7yx+2yx2)
9
t24 y = 2ug“+8yg3+2y52 = g”(2u+8yx+2yx2)
-]
t25 y = 2sg”+eyg3+3y52 = g“(25+8yx+3yx2)
1]
t = 26g”+8yg3+3yg2 = g“(26+8yx+3yx2)
26 44
t27 N = 275“+9Yg3+3yg2 = g”(27+9yx+3yx2) .
Posons
_ n(k)-1 -
Ak(x,O) = g tk’n(k)+1 . (x = 1)
Alors
n(k)+1,a _ o o
3 tk,n(k)+1/k = Ak(X,O) /k . (k = 1)

Pour toute constante K = 0, Ta fonction

w(t) = (t + K%/t
est décroissante au sens strict sur 1'intervalle Jo,=[. Par conséquent,
on a

Al(x,O)a > A2(x90)a/2 > AS(X,O)a/3 ’

A, (x,0)%/u > A (x,0)%/5 > A _(x,0)%/6 ,

A, (x,0)%/7 > A (x,0)"/s .



A (X,O)u/12 )

6]
A (x,0) /11 1o

a
A, (x,0) /10 11

10

\
A\

A (x,0)%/1u

A 14

\%

%,0)%/13

\%

N A, (x,0)%/15 ,

A (x,0)%/16 > A, _(x,0)%/17 ,

v

16 17
Alg(x,o)a/19 > AQO(x,O)a/QO > A21(x,o)“/21 ,
A22(x,o)“/22 > A23(x,o)“/23 ,

A25(x,o)“/25 > A26(x,0)u/26 )

D'autre part, puisque 653 = 18£u + 6Y£3, on a

tig,n = Y,3

De méme,

Coyu " g3 8t Yy =ty =ty
Puisque y = 1 - 3x *, on a 3 + yx = x. Par conséquent,

A15(X’O) = A12(x,0) +3 4+ yx = A12(x,0) + X .
D'oli

o o
AlS(X’O) /15 = (A12(x,o)+x) /15

(x‘1A12(x,o)+1)°‘/5 (car x* = 3)

A

(x7 A, (x,0))%/1

o
A12(x,0) /12 .
Montrons que Ais(x,o)“/is > A8(x,0)a/2 . Ona
A ( _ 2 2
15 x,0) = 15+4yx+yx” = x“+x+3 et A _(x,0) = 8+2yx = 2x+2 .

8

Alors, puisque o = log 3/1og x, on a A15(x,0)a/15 > Ag(x,O)a/S si et
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seulement si

log 8/10g 3 log 15/10g 3

(x2+x+3)x > (2x+2)x
c'est a dire
(]) (x2+x+3)x109(8/5)/]09 3 (2x2+2x) >0 .

Soit gfx) le membre gauche de (1). On a gﬂs) =0,

gi(x) = (2x+1)xlog(8/5)/]og 3-+(x2+x+3)1og§8/52x109(8/5)/]og 3 -4x - 2,
xlog 3

et gi(3) = 56/5 + 81?gésé5) 14 > 0. De plus,

g;(x) > 2x]og(8/5)/]0g 3 + (2x+1)]og§8/5zx]Og(B/S)/]og 3 -4 >0 (x > 3) .
xlog 3

Par conséquent, géx) > 0 sur 13,=[, et (1) est vérifige.
Montrons que As(x,o)“/a > A8(x,o)“/8. On a A (x,0) = xt3 et

A8(x,o) = 2x+2. I1 faut donc vérifier 1'inégaliteé

log 6/10g 3

(x+3)x 09 8/109 3 () io)x ,

c'est a dire
(2) (x+3)x109 #/109 3)-1 (5 0y 50 .

Soit 92(x) le membre gauche de (2). On a 92(3) = 0,

g)(x) = x{199 #/199. 3071 (115)((Tog u/Tog 3)-1)x{109 #/108 3)-2 _

et gé(s) =u/3 +2u(log 4 - 1) 2 > 0. De plus,
9 log 3

g5(x) = (log b - 1)x(109 4/T0g 3)-3(, (x+3)(log & - 2)) >0 (x> 3) .
log 3 log 3

Par conséquent, 92(x) > 0 sur 13,o[, et (2) est vérifiée.
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2
Montrons que A21(x,o)a/21 > A8(x,0)a/8. On a A21(x,0) = 2x°+3. 11

faut donc vérifier 1'inégalité

(2x2+3)x1og 8/1og 3 S (2x+2)xlog 21/1og 3

c'est a dire
(3) (2x2+3)x09(8/7)/T09 3 () 2.0y >0 .

Soit 93(x) le membre gauche de (3). On a g3(3) =0,

. (x) = w1 +109(8/7)/109 3 () 2 y10q(s7)x(109(8/7)/T0g 3)-1

log 3

et gé(s) = 96/7 + 8log(s8/7)/1og 3 14 > 0. De plus,

gi(x) > u(1+log(e/7)/Tog 3)x 03B/ TV/109 8 g (4

par conséquent, 93(x) > 0 sur 13,=[, et (3) est vérifiée.

Montrons que A26(x,0)u/26 > min (A8(x,o)u/8 , As(x,O)a/3).
0n a A, (x,0) = A (x,0) - (yx+1) = 3x” - (x-2), d'ob

A26(x,0)a/26 = (3x°-(x-2))%/3%-1 .
Pour x > 3 fixé, la fonction

o(s) = (ax°-(x-2))%/3%"1 ,
définie sur [1,»[ est croissante si (x/3)° < x-2 et décroissante si
(x/3)° > x-2. En effet, ¢'(s) > 0 si et seulement si

o s+l

a_13x51og x > (3x°-(x-2))%3 log 3 ,

a(3xs—(x-2))
c'est a dire

xs(35+1
ou encore

x-2 > (x/3)° .

2

]

3) .

-1) > 3°(3x°-(x-2)) , (car o = log 3/70g x)
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Puisque 1im ¢(s) = 3471 et que ¢(1) = (2x+2)%/8, on a
[

A26(x,o)“/26 = ¢(2) > min (3%, (2x+2)%/8)

= min (As(x,o)“/s , A8(x,o)“/s)

Ceci termine la démonstration du lemme 2.3.1 (compte tenu de la notation

2 2
A17(x,0) = x“+2x+2 et A23(x,0) = 2x“+x+2).

LEMME 2.3.2 Pour j = 3,8 et 23 et tout kx = 35, ainsi que pour j = 17 et

tout k¥ = 36, oOn a

(1) x1og(k+1)/1og 3 xlog k/log 3 + (x-2 x1og j/log 3 i (x > 3) .
A, (x,0)

Démonstration: Posons j = 23 dans (1) qui devient alors

(2) x1og(k+1)/1og 3 x1og k/log 3 " (x_21x10923/1og 3 (x > 3) .
(2x2+x+2)

Montrons que (2) est satisfaite pour tout k = 35. Vu que

Xlog(k+1)/1og 3. xlog k/10g 3 est croissant avec k (pour x fixé), il

suffit de prendre k = 35. L'inégalité (2) (avec kx = 35) s'écrit Egalement
sous la forme

(3) x109(36/35)/109 3 (4, (49),109(23/35)/109 3y, oy, gy

(2x2+x+2)

Soit gl(x) le membre gauche de (3). On a 91(3) = 0,

1og(36/35) log(23/35)
log 3 - x log 3

gi(x) = 10g9(36/35)x

0% 4+8x+4l + (-2 log(23/35) ) »
x10g9 3

x log 3

(2x2+x+2) 2x2+x+2

et gi(s) = 36_109(36/35) 10+ 109(23/35)) > 0. D'autre part, on
35 3log 3 35 ‘23 3log 3
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L11109(23/35)/109 3 oot yscroissant,

remarque que xgi(x) > 0 sur [3,=[ car
2
2X +x+2

et —2x2+8x+4-+(x—2)1og(23/35) est décroissant, puis négatif pour x
( x log 3 )

2x2+x+2
assez grand. Par conséquent, gl(x) > 0 sur 13,o[ et (2) est vérifiée.
Posons j = 17 dans (1), qui devient alors
(3) x1og(k+1)/1og 3, x1og kx/log 3 . (x—2)x]og 17/1og 3 ’ (x > 3) .
(x2+2x+2)
Montrons que (4) est satisfaite pour tout k = 36. Pour ce faire, il
suffit de prendre x = 36. L'inégalité (4) s'écrit alors sous la forme
(5) x109(37/36)/109 3 (1 + (x_z)xlog(17/36)/1og 3) >0, (x > 3) .
(x24+2x+2)

Soit 92(x) le membre gauche de (5). On a 92(3) =0,

1og(37/36) log(17/36)

9,(x) = log(37/36)x logs  _, Tog3 (—x2+ux+6 + (x-2)10g(17/36)y »

x1og 3 x log 3

(x2+2x+2) X2 42K +D

t g.(3) = 37 10g(3 - .
et g)(a) 55“'9%%Gél§§) L2 1924%5139)) > 0. D'autre part, on

remarque que xgé(x) > 0 sur [3,o[ car X1+1og(17/36)/]og 3

est décroissant,
x2+2x+2

et (-x2+ux+6 + (x—2)10?(17/36)) est décroissant, puis négatif pour x
X 0g 3

x2+2x+2

assez grand. Par conséquent, 92(x) > 0 sur 13,o[ et (4) est vérifiée.

Posons j = 8 dans (1) qui devient alors

(6) x1og(k+1)/1og 3 x1og k/log 3 . (x_z)xlog 8/1og 3
2x+2

. (x > 3) .

Montrons que (6) est satisfaite pour tout k = 35. I1 est suffisant de

poser k = 35. L'inégalité (6) s'écrit alors
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(7) x109(36/35)/1og 3 (1 + (x_z)x1og(8/35)/]og 3) -
(2x+2)

) (X>3)'

Soit g.(x) le membre gauche de (7). On a g_.(3) = o,
3 3

10g(36/35) log(8/35)

. log 3 Tog 3
g:(x) = log(36/35)x - x 3 + (x-2)log(8/35)
3 xlog 3 (2x+2) (x+1 X log 3 )
et gé(s) = 36 _10g9(36/35) - 1 (3 109(8/35)) > 0. D'autre part, on note
35 3log 3 35 ‘i 3log 3

X1+1og(8/35)/1og 3
2x+2

que xgé(x) > 0 sur [3,o[ car est décroissant, et

( 3+ (x-2)log(8/35))est décroissant, puis négatif pour x assez grand.
x+1 X log 3

Par conséquent, 93(x) > 0 sur 13,«[ et (6) est vérifiée.

Finalement, posons j = 3 dans (1) qui devient

(8) x1og(k+1)/1og 3 xlog k/log 3 ¢ (x-2)%/3 (x > 3) .

Montrons que (8) est satisfaite pour tout k¥ > 35. I1 est suffisant de
poser k = 35. L'inégalité (8) s'écrit alors

(9) x1og(36/35)/1og 3 X109(3/35)/109 3)

—(1+(x—2) >0, (x>3).

1

3

Soit gu(x) le membre gauche de (9). On a 94(3) = 0,
1og(36/35) 10g(3/35)

g, (x) = 1og(36/35)x Tog 3 S x 1993 (4 4 (x-2)10g(3/35)),
xlog 3 3 X log 3

et g.(3) = 36 log(36/35) - 1 (1 + log(3/35)) > 0. Par ailleurs, on a
35 3log 3 35 3log 3

1+10g(3/35)/10g 3

xg&(x) > 0 sur [3,=[ car x est décroissant, et

(2 + (x—2)log%3/35)) est décroissant, puis négatif pour x suffisamment
x 0og 3
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grand. Par conséquent, gu(x) > 0 sur 13, et (8) est vérifiée, ce qui

termine la démonstration du lemme.

LEMME 2.3.3 Pour j = 3,8,17 et 23 et tout k = 10, on a

(1) xlog(k+1)/1og 3 x]og k/log 3 ¢ (1 x1og j/1log 3 , (x > 3) .
2Ajix,o)

Tog(k+1)/log 3 _ x1og k/log 3

Démonstration: Puisque x est croissant

avec k, i1 suffit de prendre k = 10. L'inégalité (1) s'écrit également

(pour k = 10) sous la forme

log(11/10)/10g 3 Tog(3j/10)/10g 3
(2) x (1 + (x-1)x >0, (x>3).

2A x,O
3
Soit gj(x) le membre gauche de (2). On a gj(3) =0,
log(11/10)  log(3j/10)

g'(x) = log(11/10)x 1993 _, 1093 (Aj(x,O)-(x-l)Aé(x,O) + x-1.10g(3/10)
J xlog 3 2Aj(x,0) Aj(x,O) X log 3 i

et g;(s) = 11 log(11/10) - 1 (2 - 2A%(3,0)/j + 21og(j/10)/310g9 3) .

10 3log 3 20
Pour j = 23, 17. 8 et 3, les valeurs respectives de 1 - 2A5(3,0)/j sont
-3/23 , 1/17 , 1/2 et 1. Dans chacun de ces cas, on vérifie par un
calcul numérique que 93(3) > 0. De plus, gés(x) > 0 sur [3,o[ car
x109(23/10)/109 3
A23 x,0)

x(A

est décroissant (puisque A23(x,0) = 2x2+x+2), et

(x,O)—(x-l)Al (x,O

23 23 ) + (x-1)10g(23/10) = x(—2x2+ux+3) + (x-1)log(23/10) ,

A23(x,0) Tog 3 log 3

2x2+x+2

ce qui est décroissant en x, puis négatif pour x suffisamment grand.
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D'autre part, xgi7(x) > 0 sur [3,=[ car x]09(17/10)/]09 3 est décroissant

A17<x,0)

(puisque A17(x,0) = x2+2x+2), et

x(A o (x,0)-(e=1)AL (2:0)) | (L 1)10g(17/10) = x(-x2+2x+2) + (x-1)Tog(17/10) .
A17(x,0) log 3 (x2+2x+2) log 3

ce qui est décroissant en x, puis négatif pour x suffisamment grand.

On a également, xgé(x) > 0 sur [3,~[ car

L1*t10g(8/10)/og 3(A (x,0)-(x-1)A'(%,0) + (x-1)109(8/10))

2A8<x,05 8 A (%.0) 8 X lTog 3
8 >

X log 3

(2x+2)2
ce qui est décroissant en x, puis négatif pour x suffisamment grand.
De méme, xgé(x) > 0 sur [3,»[ car

L1*1og(3/10)/10g 3(A (x,0)-(x-1)A;(x,0) + (x-1)log(3/10),
2A3ix,05 e A_(x,0) : * fog 2

3

- ,11109(3/20)/109 3 (1 L (\ 1)10q(3/10)) ,
6 x ]Og 3

ce qui est décroissant en x, puis négatif pour x suffisamment grand.
On a donc
gj(x) >0 (5 = 3,8,17 et 23, et x > 3) ,

ce qui termine la démonstration du lemme.

LEMME 2.3.4 Pour x = 29, on a

(1) X1og(k+1)/1og 3 x1og k/log 3 ‘ x1og 11/1og 3

x—2)
(x2+2)

> (x > 3) .
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Démonstration: L'expression x]og(k+1)/1og 3 x]og k/10g 3 étant

croissante avec k (pour x fixé), il suffit de vérifier (1) avec x = 29.
Cette inégalité devient alors
(2) x109(30/29)/109 3 (1+ (x-1)x]°g(11/29)/]°9 3) >0 .
2
(x +2)
Soit g(x) le membre gauche de (2). On a g(3) = o,
log(30/29) 1ogg11/29)+1

xg'(x) = log(so/20)x 1093 _, 1093 (-x2+4x+2 + (x-2)l0g(11/29)
]Og 3 (X2+2) X2+2 X ]Og 3

et 3g'(3) = 30.1og(30/29) - 3 ( 5 + log(11/29)) > 0. De plus,
29 log 3 29 11 3log 3

xg'(x) > 0 sur [3,=[ car (Ltlog(11/29)/10g 3

(x2+2)

est décroissant, et

P2 + (x-2)1og(11/29), est décroissant, puis négatif pour x
( X log 3 )

x2+2
suffisamment grand.

Par conséquent, ¢g(x) > 0 sur 13,«[, et (1) est vérifiée.

PROPOSITION 2.3.5 Pour tout parfait homogéne au sens large E, de type

(3,£), de diamétre 1 construit sur 1'intervalle fondamental [0,1], la
mesure de Hausdorff de E (dans la dimension o = -1og 3/10g &) est donnée

par la formule

o s n(k)+1,0
e = 12;227 i tk’n(k)+1/k .

Démonstration: D'aprés le corollaire 1.4.2 et le lemme 1.4.3, on a

H*(E) = inf 3nti VAR
n>1 ?
1<k<3™
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que 1'on écrit aussi sous la forme

(1) H*(E) = inf inf  3"'t% /k .
k=1 n>n(k)

Montrons en premier lieu que pour tous entiers k > 1 et 2 2 1,

L

t < gt et t =&t

k,n(k)+1 k,n(k) k,n(k)+1+% k,n(k)+1 .

n(k)-1 n(k)_

On a 3 +1 <k £ 3 Pour chaque entier n = 1, notons par Jk n
H]

un intervalle de longueur tk N contenant k intervalles blancs de 1la

iéme .
n € étape.

iéme .
)€ &

1Ty a, a la (n(k)+1 tape, au moins 3 intervalles de longueur

£t (1 situé dans chaque intervalle blanc de 1la 11€re étape)

k,n(k)

contenant k intervalles blancs de cette (n(k)+1)1eme étape.

[ — —t —_ — —_ — —

Par conséquent,

t < £t

kon(k)+1 k,n(k)
Par 1e méme raisonnement
Ceonst = Fleon (n > n(k))
D'autre part, si tk,n(k)+1 < atk’n(k) , alors Jk,n(k)+1 contient

1'intervalle noir initial de longueur &8, et doit &tre contenu dans la

réunion de cet intervalle noir avec les deux intervalles blancs initiaux

(c'est & dire de 1la jlere étape) qui sont contigus & cet intervalle noir
initial.
[ S 1 8 : e}
0 | ‘ ‘ 1
J Vv
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Ceci dit, J doit &tre situé, soit dans un intervalle blanc de

k,n(k)+2

la Ziéme étape, soit dans la réunion de 1'intervalle noir de longueur
s (de la ziéme 6tape) avec les deux intervalles blancs de la p1Eme

étape qui lui sont contigus. La premiére des deux possibilités doit

~ . 2
étre exclue car alors on aurait t =&t

kyn(k)+2 xon(k) ~ Etk,n(k)+1'

Par conséquent, Jk est 1'image par une homothétie de rapport ¢ de

,n(k)+2

e n(x)+1 » 9700
t = £t

k,n(k)+2 k,n(k)+1 °

Le méme raisonnement montre que pour tout 2 = 1,

L

t £t

kon{k)+1+2 ~ ° “k,n(k)+1 °

La formule (1) s'écrit alors plus simplement

3n(k)+1 o

(2) H*(E) = inf e on(k)+1

k21

/k .

Démontrons la proposition 2.3.5 par récurrence sur k. Nous pouvons faire
1'hypothése suivante:

Hypoth&se de récurrence: Soit n > u4 un entier fixé. Pour tout entier g

tel que 1 <q <3° %, ona

n(q)+1, 0 n(k)+1,0
3 t /q 2 3 t /k
a,n(qg)+1 1<k<07 k,n(k)+1

\
3
=,
p=]

Pour passer & 1'Etape de récurrence, nous aurons besoin des quelques

observations suivantes:

. . iéme
Remarque I: Les intervalles noirs de 1a n € étape ont pour longueur

des nombres de la forme 8¢ et vy£’, ol j = 0. Par conséquent,

N n(k)+1
bon(k)+1 = XE * Py(8:8,7)
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oll pk(g,a,y) est un polyndme (& coefficients entiers qui dépendent de §)

eng,8 et y. Alors, en posant x = g_l et compte tenu de la relation

Yy = 1-3¢-6, on a

-n -1
3 (k) t = Ak<x’6) s

k,n(k)+1
ol Ak(x,s) est un polyndme (& coefficients entiers qui dépendent de 3)

en x et 6. En particulier, on remarque que pour chaque & fixé, le

coefficient de ng dans pk(g,d,y) est supérieur ou égal a celui de ved.

En effet, les intervalles noirs de lTongueur 6gj et ygj se trouvent dans

des intervalles blancs de 1la j1eme étape. Si les nombres respectifs

d'intervalles noirs de longueur ng et ygj dans Jk ( ne sont pas
b

n k)+1

identiques, alors Jk n

(x)+1 occupe les positions J

»J,,J, ou J2 du

1°71°72

diagramme suivant:

— J e 1
2 |
T e Jl - \ l
gl yed —_— b —t e e e 88T ]
]
J1
J— P JQ i
On observe que
_ _8) ]
|J1I = |J2| + (y-8)¢
] _ 1 - J
!J1| = IJ2| + (y-8)g” .

- . . ] 3
Par conséquent, seules les positions J2 et J2 sont possibles pour Jk’n(k)+1

et 1'on peut conclure que le coefficient de §&7 sera supérieur ou égal

a celui de y&J. Puisque 8+y = 1-3£, on a que pour tout 3 = 0 les
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coefficients de agj (aprés substitutions de tous les ve? par des
(1—35—6)gj) dans pk(g,a,y) sont positifs. Donc les coefficients de 8x7

dans Ak(x,a) sont positifs ou nuls pour tout j > 0.
Soit G 30,5050y K intervalles blancs consécutifs de la (n(k)+1)1eme

&tape, dont les positions relatives sont fixées. Soit I(8) 1'enveloppe

convexe de 0, U0, U ... UG. Si pour tout j = 0, le nombre d'intervalles

noirs de longueur agj situés dans I(8) est au moins égal au nombre
d'intervalles noirs de longueur ygj situés dans I(8), alors |I(8)] est
visiblement une fonction monotone croissante et continue de s.

Par conséquent, t étant le minimum d'une famille finie

k,n(k)+1(6)

de telles fonctions de §, on a que t, (8) est également une fonction

n(k)+1
monotone croissante et continue de §. I1 en est ainsi de Ak(x,d).
(Plus précisément, on note que |I(8)| est croissante au sens strict,
sinon constante sur 1'intervalle [0,(1-3£)/21).

Remarque II: Montrons que si k est de la forme kx = 3q, alors

t =t

3k,n(k)+2 kon(k)+1 .

En effet, 1'enveloppe convexe I de la réunion de k intervalles blancs

consécutifs de la (n(k)+1)1eme étape se trouve toujours dans 1'une des

3 situations suivantes:

1°) Les extrémités de I sont des extrémités d'intervalles blancs de la

iéme .

n(k)1eme 6 étape, et I est également

étape, c'est a dire de la (n(q)+1)
1'enveloppe convexe de g intervalles blancs consécutifs de la

(n(q)+1) €Me étape.

i—a_————qe———- —-4...l—a——ﬂ‘-_-1

- —_ I I
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2°) 1 ne contient que g-1 intervalles blancs de la (n(q)+1)1eme étape,

et est de la forme

(x)

n
— — S— —— o+ . - b Y& —
r;zn(tf-a
s ~ - I - o e ——————————— i —— ey Y Pt . W
3°) I contient les mémes q-1 intervalles blancs de la (n(q)+1)1eme étape

qu'en situation 2°) ci-dessus, mais, est de la forme

I (S

- - —
k
R N R SO
J est un des intervalles I se trouvant en situation 1°) ou 2°).
k,n(k)+1

Alors, pour montrer que

J =4

3k,n(k)+2 kon(k)+1 ,

i1 faut vérifier qu'aprés une nouvelle dissection, un intervalle I de 1a
situation 3°) ne donnera pas naissance par la substitution d'un an(k)+1

par un agn(k) (dans 1'éventualité ol 6 < yg) a un intervalle I' contenant

3k intervalles blancs de la (n(k)+2)iéme 8tape, et de longueur (celle de I')
inférieure a celle du plus court des intervalles I de la situation 2°).

Mais ceci est immédiat, car

ve™ s <y - sg”

ol yg" - 8£" est la différence de longueur entre un intervalle I de la
situation 2°) et 1'intervalle I correspondant de la situation 3°).

Remarque III: Soit x un entier de la forme x = 3gq+1, avec g 2 0.

L'enveloppe convexe Ik d'une réunion de k intervalles blancs consécutifs
de 1la (n(k)+1)1éme étape se trouve dans 1'une des trois positions
illustrées ci-dessous
n(k)_.n(x) k k
5= = = l~~§€-n—‘(—~)Y€n»(-w){
|

iliadaters

|




56

Par conséquent,

n(k) . En(k)+1 .

t =t + 8¢

k+1,n(k)+1 k,n(k)+1

Remarque IV: Soit kx un entier de la forme kx = 3q+2, avec g = 0. Toute

. . iéme .
enveloppe convexe Ik contient g intervalles blancs de 1a n(k) eme étape
et se trouve dans 1'une des trois positions illustrées ci-dessous.

—_— r——§§E£E)Y€nS521 b lagn(k)vi ?

R e
I

La position correspondant a Jk’n(k)+1 doit &tre la deuxiéme, pour que

sa longueur soit minimale. Par conséquent,

n(k) n(k)+1
Ceeton(k)+r < Ykon(x)es TYE T FE g
ce qu'on reformule
- — n(k) n(k)+1
Ceston(k)+1 - Ckon(k)+1 T YE 2

pour un certain ¥ (qui dépend de k) vérifiant 0 <y < v.
Remarque V: Soit k un entier de la forme x = 3q avec g Z 0 (mod 3).

On a mentionné que Jk ( est un intervalle se trouvant en situation
L]

n(k)+1
1°) ou 2°) de 1a remarque II. Dans la premiére de ces deux éventualités,
on a

t =t

k,n(k)+1 g.n{q)+1 .

Dans la seconde, on observe que

(x)

k) | enlx)

t +

k+3,n(k)+1 = “k,n(k)+1

c'est a dire

-t . gn(k)+ an(k)

tk+3,n(k)+1 k,n(k)+1

pour un certain y (qui dépend de k) vérifiant 0 < ¥ < y.
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< . . -1
Etape de récurrence: Soit k un entier tel que 3" 41 <k < 3T

Montrons que

(3) Sn(k)+1ta /k = min sn(j)+1t“

VR YTL
k,n(k)+1 12527 jsn(j)+1

La démonstration est divisée en 5 étapes.
(i) Premiérement, si k est de Ta forme

k = 3q avec q=0 (mod 3)
on a, d'aprés la remarque II,

Yean(x) 1 = Tqun(q)+t

et par conséquent

n(k)+1 o n(q)+1ta /q

3 k,n(k)+1/k =3 g,n(g)+1

et (3) est satisfaite par hypothése de récurrence.
(ii) Si x est de la forme

k = 3q avec g=2 (mod 3) ,
on a, d'aprés la remarque V,

t =t

x,n(k)+1 q,n(q)+1

lorsque Jk’n(k

par hypothese de récurrence. D'autre part, Torsque J, .y .

situation 2°), on a

(4) t n(kx) — n(k) ]

=t + £ + Yg

k+3,n(k)+1 k,n(k)+1
Alors (4) s'écrit aussi sous la forme

(5) Ak+3(x,6) = Ak(x,é) + X+ ¥x .

Puisque k+3 = 0 (mod 9), on a, selon 1'étape précédente

Ak+3(x,6)a/(k+3) > min Aj(x,ﬁ)a/j R

est en

57

)41 est en situation 1°) et dans ce cas (3) est vérifiée
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n(j)+i0 = o ' r ertain j qui
car 3 tj’n(j)+1 Aj(x,G) pour tout j. Donc, pour un c jq

dépend de & et qui vérifie 1 < j < 27, on a

A q(x:8)%/(kt3) 2 Aj(x,a)“/j ,

c'est a dire,

Ak+3(x,5)x]°9 3109 3, Aj(x,G)xlog(k+3)/109 3
car o = log 3/Tog x. De (5) on obtient donc,
(6) A (x,6)x°9 /1093, Aj(x,a)x1°9(k+3)/109 3 _ (eev)109 37109 3

Pour montrer que

Ak(x,ﬁ)u/k > Aj(x,G)u/j .

i1 suffit donc de vérifier

X+YX

b

(7) Aj(x’a)xlog(k+3)/1og 3 _ ¢ 7x)x 09 3/109 3 Aj(x,a)x1°9 x/log 3

ce qui s'écrit également

(8) x1og(k+3)/1og 3

X1og k/log 3 og j/log 3

4 1
+ (x+yx)x
Ajix,é)

Mais puisque k = 3q, et que ¥ < v = 1-38-6 (d'ol 1+7 < 2-3x'1—6 < 2—3x_1)
(8) sera satisfaite si 1'inégalité

(9) x1og(q+1)/1og 3, X109 g/log 3 N (2_3x—1)xlog j/1og 3

) Aj<x,65
est satisfaite. Aj(x,a) étant une fonction croissante de & (pour x fixé),

i1 suffit de démontrer (9) pour 6§ = 0. Mais d'aprés le lemme 2.3.1

min A, (x,0)%/3 = min A, (x,0)%/3
1<§<27 ) je{3,8,17,23}

ce que 1'on peut reformuler par

min A, (x,0)x 109 3/109 3 _ min A (x,0)x 109 3/10g 3
1<j<27 ) je{3,8,17,23}
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I1 suffit donc de vérifier (9) avec § = 0 et § = 3,8,17 et 23. Puisque
2-3x 1 < (x-1)/2 pour tout x = 3, le lemme 2.3.3 montre que (9) est
vérifié pour tout g > 10.

En résumé, si J est en situation 2°) on a

k,n(k)+1

(10) Ak(x,G)a/k > min A.(x,8)%/5 » pour k > 30 .
1<4<27

(iii) Si x est de la forme kx = 3g, avec g = 1 (mod 3), on a, lorsque ‘Jk,n(k)-rl

est en situation 19

1:k,n(k)+1 - tq,n(q)+1

et (3) est vérifiée par hypothése de récurrence. D'autre part, si

. . o ' - ' = ‘s .
k,n(k)+1 est en situation 2°), on a, d'aprés 1'étape (ii) ci dessus,

Ak+3(x,6)a/(k+3) > min A (x,6)%/35
1<§<27

pour k+3 > 30. De plus, la démonstration de (ii) nous permet de conclure que

Ak(x,G)u/k > min  A.(x,8)%/3, pour k > 30 .
1<4<27 3

(iv) Si x est de la forme kx = 3gq+2 avec ¢ > 0, on a, d'aprés (iii) ci-

dessus,

(1) Ak+1(x,6)a/(k+1) > min A (x,8)%/5 , pour k+1 = 30 .
1<9<27 I

A la remarque IV. on a montré que pour un certain y < vy,

tk+1,n(k)+1 - () * En(k)+1 :

On a donc,
(12) Ak+1(x,6) = Ak(x,é) + 1+ Tx .

D'aprés (11), on a, pour un certain j qui dépend de & et tel que 1 < § < 27,

A, (%:8)%/ (k1) = Aj(x,s)“/j
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c'est d dire

(13) Ak+1(x,6)xlog j/log 3 Aj(x,s)x1og(k+1)/1og 3

En combinant (12) et (13) on obtient

, _ i/ 3
(14) Ak(x,d)x1og j/log 3 5 Aj(X’G)xlog(kﬂ)/]og 3 (1+Yx)xlog j/1og
Par conséquent, pour démontrer que

Ak(X’G)xlog j/log 3 5 Aj(x’ﬁ)xlog k/1og 3

il suffit de vérifier que

(e 6)x 09 UF /100 3 (41, 109 37108 8 5 g ()99 /109 8

c'est a dire

(15) x1og(k+1)/1og 3, Jog kx/log 3 L) x

Aj x,8

log j/log 3

Puisque 1+yx < 1+yx = 1+(1-38-8)x = x-6x-2 < x-2, et que Aj(x,G) > Aj(x,o),

i1 suffit de vérifier

(16) x1og(k+1)/1og 3, Xlog k/log 3 + (%0 x1og j/1og 3 _
A (x,0)

De nouveau, selon le Temme 2.3.1, i1 suffit de vérifier (16) avec

j = 3,8,17 et 23, ce qui a été fait au lemme 2.3.3 pour tout k > 35 et

3,8 et 23 ainsi que pour k > 36 et j = 17.

[
1]

(v) Si x est de la forme x = 3q+1, avec g = 0, d'apréds (iv) ci-dessus,

on a, lorsque kt+1 > 36
o o,

pour un certain j qui dépend de 6. A la remarque III, on a observé que

_ n(k) n(k)+1
berton(k)+1 = Yion(x)+r T OF tE '
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On a donc

Ak+1(x,6) = Ak(x,é) + 1+ 8x .

Le méme raisonnement qu'en (iv) ci-dessus montre que
A (x,8)%/x = A (x,6)%/3
k ]
lorsque 1'inégalité

(17) x1og(k+1)/log 3 x1og k/log 3 + (1+6x x]og j/10g 3
.Zx,ds

A
J
est satisfaite. Puisque 1+8x < 1+x(1-38)/2 =  x-1 ,
Aj(x,ﬁ) Aj(x,O) 2Aj(x,0)

il suffit de vérifier 1'inégalité

(18) x1og(k+1)/1og 3, x1og k/log 3 + (x-1 xlog j/log 3
2Aij,o)

De nouveau, d'aprés le Temme 2.3.1, il suffit de vérifier (18) avec
j = 3,8,17 et 23, ce qui a été fait au lemme 2.3.3 pour tout k > 10.
I1 nous reste & démontrer (3) pour les valeurs de k entre 27 et 36.

Pour k = 35 = 3(11)+2, on a

A (x,8)%/35 = A _(x,8)%/12

35 12

-109 12/10G 3, p (4,0)x 109 8/100 3 ot (16) est verifise

car A12(x,0)x 8(

pour j = 8 et k = .35. D'autre part, d'aprés (v) (et puisque 34 > 10), on a
a (¢ ]
A34(x’6) /34 = A12(x,6) /12 .

Pour k = 33, On remarque que J33 est en situation 1°) et par conséquent

»5

o _ o
A33(x,6) /33 = All(x,a) /11 .

Par ailleurs, les raisonnements faits en (ii) et (iii) montrent que
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a a
Aao(x,a) /30 2 All(x,a) /11 .

Montrons simultanément que A29(x,6)a/29 > A (x,8)%/11 et que

11

A32(x,5)°‘/32 > All(x,a)a/n. 11 suffit pour cela de vérifier 1'inégalité

X1og(k+1)/1og 3 log 11/70g 3

x1og x/10g 3 + (x-2)x

pour k = 29 et 32, ce qui a été vérifié au lemme 2.3.4.

Finalement, d'aprés 1'étape (v) on a

(x,8)%/11 et A (x,8)%/31 = A, _(x,8)%/11 .

o
A. (x,8)7/28 = A 31

28 11 11

L'étape de récurrence est complétée, et la proposition 2.3.5 est démontrée.

COROLLAIRE 2.3.6 Notons par H*(E)(s) 1a mesure de Hausdorff de E en fonction du

paramétre §. Alors, H*(E)(s§) est une fonction monotone croissante au
sens large, continue et analytique par morceaux définie sur 1'intervalle

[0,(1-3g)/2]. Plus précisément,

H*(E)(s) = 1 sur [8,.(1-38)/2] ,

et H*(E)(8) est croissante au sens strict sur [0.8,3, ol 8, = 51_(109 2/10g 3)—2g.

Démonstration: A la remarque I de la démonstration de la proposition

2.3.5, la fonction de & définie par [I(8)| est une similitude ou une
constante, et par conséquent une fonction analytique de §. De plus,
|I(8)| est constante si et seulement si, pour tout j = 0, les nombres
d'intervalles noirs de Tongueur 6gj et yéjdans 1(8) cofncident.
Autrement, JI{8)| est croissante au sens strict. En particulier, si

]Jk,n(k)+1(6)] est constante, Jk’ (

n(k)+1 est un intervalle blanc de

longueur .
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On a démontré a la proposition 2.1.1 que

H*(E)(8) = 1 sur [8,.(1-38)/2]
et que

H*(E)(8) < 1 sur [0,8,0 .

Supposons que 0 < 8§ < 60. Alors, si Jk’n(k)+1 cofncide avec un intervalle
blanc de 1a 1'¢"¢ étape, on a
_ n(k) - = =
k=3 i Jk,n(k)+1 J3,2’ tk,n(k)+1 t3,2 2
et
n(k)+1, a 2.2 0
3 tk,n(k)+1/k =3 t3,2/3 =38 =1 .
Par conséquent,
. i)+l 0
H*(E)(8) = min )t /3 .
2<9<26 3an(3)ee
j#3,9
1 n(k) - .
D'autre part, pour chaque k # 3 ,» 1a fonction tk’n(k)+1 est croissante
au sens strict sur [o,aoj. Donc, pour chaque k # 3n(k) la fonction de &
P -1, n(k)+1,a . .
définie par x ~3 tk,n(k)+1(6) est croissante au sens strict sur

[o,doj, en plus d'@tre continue et analytique par morceaux. Puisque
H*(E)(8) est défini comme le minimum d'une famille finie de telles

fonctions, le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 2.3.7 Lorsque £ = 1/4 et 6 = 0, E est alors un parfait de

Cantor, défini comme 1'ensemble des nombres réels de 1'intervalle [0,1]
pour lesquels le chiffre 2 n'apparait pas dans leur développement en base u.

On retrouve, en posant x = 4 dans la formule
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H*(E)(0) = min A (%,0)%/9 »
je{3,8,17,23} J

le résultat des calculs de BEST [ 51 et WEGMANN [27] sur 1a mesure de

Hausdorff de cet ensemble, soit
H*(E) = 10%/8

Démonstration: Par un calcul numérique, on vérifie que

min A.(4,0)%/5 = As(u,o)“/s - 10%/8
je{3,8,17,23}

COROLLAIRE 2.3.8 On a, en posant x = £

min HY(E)(8) = min  (3%7%, (2x+2)® ,(x°+2x+2)% 5 (2x24x+2)%)
0<6<(1-3£)/2 8 17 23

Démonstration: Ceci est une conséquence immédiate du Temme 2.3.1 et

du corollaire 2.3.6.

Remarque sur la proposition 2.3.5: En &tudiant Ta position des 81

intervalles blancs de la 4'°M€ étape, on obtient les formules explicites

(1<k<27) lorsque 0<8<yZ, c'est 3 dire

pour les tk’n(k)+1
t1,2 - g2
_ 2
t2,2 = 287 +6¢
t =3 2+6€+6
3,2 - %%
.3 ..2 2
1:4’3 = BE +8E +YE +6E
t = 553+2652+yg2+6g

5,3



13,4

14,4

15,4

16,4

ti7,4

18,4

19,4

6€3+26£2+2y52+65 s

6£3+2652+y£2+6£+6 s
7£3+26£2+2y52+6§+6

BE+38E2+2YE2+8E+S

9E +38E° +3YE 2 +8E+S

108 ¥ 4388+ aye3ree24yE 2+ 6E
116%ru8e%43yedr86%4yE 25
125”+4553+3y£3+2552+y52+55
1354+4653+4y53+2652+y52+5£
gt 5683 +uyed 1262yl 4E

156 45854 5vE +26E 2 +YEZ+6E
15g4+5653+4yg3+2552+y52+6g+6 s

16 4568 45yE 42624 2vE+6E

16£4+56£3+5y£3+26£2+y£2+65+6 ,

17£u+66Es+5yg3+26£2+2y£2+65 .
1754+66£3+5y53+2652+y52+6g+6 .

{ 18€u+66£3+6753+2652+2Yg2+6£ ,

1854+66g3+6y53+26£2+y52+6g+6 ,

19£4+66£3+6Ys3+26£2+2752+6£+6

3
Y& <8<vg

Osasygs

2
Y& <8<vE

0365y§2

2
YE <8<vE

0<d<yE
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20,4

21,4

20€u+76£3+6yg3+26£2+2yg2+6g+6
21£4+76g3+6753+36£2+2752+6£+6
22617683+ 7vE3 4308 24 2yE 2 +8E+6
23Eu+86£3+7Y53+36£2+2Yg2+6£+6
24g4+86£3+eyg3+36£2+2y52+6§+6
25§u+86£3+8Y£3+3652+3752+6g+6

26£u+96§3+8Yg3+36£2+3Y52+6g+6

2”gu+96£3+gyi3+36£2+3752+65+6 .
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CHAPITRE III

MESURE DE HAUSDORFF MAXIMALE ET MINIMALE
DES PARFAITS HOMOGENES AU SENS LARGE DE TYPE (v,g) DE
DIAMETRE DONNE

Nous démontrons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
parfait linéaire homogéne de type (v,&) de diamétre 2 soit de mesure de
Hausdorff maximale, cette valeur maximale étant 2%, tel que précisé a la
section 2.1. D'autre part, nous déterminons les parfaits linéaires
homogénes au sens large de type (v,£) de diamétre 2 de mesure de Hausdorff

minimale.

3.1 Les parfaits homogénes de type (v,£) de diamdtre donné, de mesure

de Hausdorff maximale

Soit E un parfait homogéne au sens strict de type (v,z) , (v=2), de

diamétre ¢ construit sur 1'intervalle fondamental [0,2] et soient

I» ..., 1es v-1 intervalles noirs initiaux, énumérés de gauche a
droite.
O| { Il } — 12 k — ’ ’ ¢ 3 51\)_1? e
Pour j = 1,2, ... .v-1, notons par 6j la Tongueur de Ij.
Pour x = 1,2, ... ,v-1, posons
T, = min §. +6 + ...+ 8,
0<i<yu-k-1 i+l 1+2 itk .

PROPOSITION 3.1.1 Pour a = -log v/log £, on a H*(E) = 2* si et seulement si

2(g1—1og(k+1)/1og v

(*) T, 2 - (k+1)g) pour k = 1,2, ... ,v-1.



Pour 1la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant:

LEMME 3.1.2 Pour toute constante c > 3, la fonction

fx,y) = £y (c-x-y) 7Y

atteint son minimum dans la région

R = {(x,y)elR2 tx>21,y 21et xty € c-1}

au point A = (c/3,c/3), et ce minimum vaut donc c©3”°.

Démonstration du lemme: Le cas c = 3 est trivial. Soit ¢ > 0.

yA\ b
c-2 k.\k
=
- Y=X
| 2 xty=c-1
1 > "::;‘\\ijfa
1 c=2 “x

Déterminons les points critiques de f dans R. On a
f (xy) = f(x,y) (Tog x - Tog(c-x-y))
f (x:y) = flx,y) (Tog y - Tog(c-x-y))

Puisque f # 0 sur R, le seul point critique A de f dans R a pour

coordonnées la solution du systéme
X=Cc=-X-Y
y=c-x-Y,

c'est a dire

p-]
1

(c/3, c/3) .

68
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Vérifions que f(A) est le minimum absolu de f sur R. On a

£ (xy) = f_(xy)(Togx = Tog(c-x-y)) + Flx,y) (x +(cmxmy) )

£ (0¥) = f (x:y)(Togy -Togle-x-y)) + flxsy)(y " +(c-x=y) )
f g (ov) = T (y)(Togx - logle-x-y)) + f(x,y)/(e-x-y)
d'ol

f_(A) = 6c 1F(A) > 0 et f (A _(A) - fxy(A)2 - 27¢72F(A)% > 0 .

Yy

Par conséquent f(A) est un minimum relatif. Etudions maintenant la
restriction de f @ la frontiére de R.

Sur la droite d'équation xt+y = c-1, on a

fxsy) = 9(x) = X(c-x-1)"*1,  pour 1 < x < -2
et
g'(x) = g(x) (log x - Tog(e-x-1)),
d'ol
g'(x) = 0 si et seulement si x = (c-1)/2 .
De plus,

neC=ly _ qeCziy_t
9"(57) = 9(57)N ) > 0 .
Donc, 9(9510 est la valeur minimale de g sur 1'intervalle [1,c-2], c'est

a dire que f(gél ,-951) est le minimum de f sur R n {(x,y) : xty = c-1} .

Sur 1a droite d'équation x = 1, on a

y( c~y~1

f(x,y) = y*(c-y-1) pour 1 <y < c-2

et sur la droite d'équation y = 1, on a

) c-x-1

fx,y) = ¥ (c-x-1 ,  pour 1 < x < c-2

Pour démontrer que f(A) est le minimum absolu de f sur R, il nous
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reste donc & vérifier que

2 2 3
Posons
¥(x) = f(x,x) = x2x( 2x)c-2x s 1<x < 3%1
Alors,
¥'(x) = 2¥(x)(log x - log(c-2x)) ,
d'ol

w'(gg =0 et V¥'(x)>o0 pour tout x > g-,

ce qui démontre le lemme.

Démonstration de la proposition 3.1.1: Lorsque deux parfaits homogénes

au sens large de type (v,£) sont homothétiques dans un rapport 2, le
rapport de leur mesure de Hausdorff est 2%, On peut donc, sans perte
de généralité, se restreindre au cas 2 = 1.

D'aprés le corollaire 1.4.2 et le lemme 1.4.3, on a

Ha(E) = inf min n vnti /k = inf  inf vnti /k ,
n>1 1<k<v oD k21 nzn(k) °n

ol n(x) désigne le plus petit entier > Tog k/Tog v, et t  est la
longueur minimale d'un sous-intervalle de [0,1] contenant x intervalles
blancs de la n'°t"¢ étape. Supposons les inégalités (%) vérifiées. Dans

ces conditions, démontrons la formule

(1) Ceon(k)+e " gt

k,n(k)
pour tout k > 1 et tout 2 > 1, qui a pour conséquence (puisque ve” = 1)

la relation particuliérement simple

o _ . n(k), o
(2) H™(E) = igi v tk,n(k)/k
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Nous dirons qu'un sous-intervalle fermé de [0,1] est de type Jk N

s'il est de longueur tk N et contient k intervalles blancs de 1a n'°M¢
?

étape. I1 nous suffit donc de montrer que tout intervalle de type
iéme _

Jk’n(k)+£ est contenu dans un intervalle blanc de la & étape, ce
qui équivaut & démontrer que
[ Sj + 5(61 + ol + 55_1) > F,(Gi+1 + ool + 6i+s)
(3) l
Sj + g(a\)_1 ool 6v—s+1) > g(6i+1 + oot 6i+s)

pour tous i et s tels que i+s < v-1 et tout j = 1, ... ,v-1. Puisque

Toog Smin(8, + oo+ 8, 8 o+ ..o+ 8 ), et que (en raison de

v-1
1 ega]1tei§16i = 1-vg) on a

+5 )

8. . +...16 (1-vg) - (¢ +...+ai) - (5i+s+1+... v-1

i+l i+s 1

IA

(1-v8) =13 =T, 4 oq >

pour avoir (3) i1 suffit de vérifier 1'inégalité

T BTy > E(1mve) e - e

c'est a dire
T, * g(T + T+ T ) 2 g{1-vg)

s-1 i v=i-s-1

1-log s/log v

Ts—1 = & - st
= g1-1og(i+1)/1og Vo (i+1)e
1-1og(v-s-i
T 2 E og(v-s-i)/Tog v _ (vos-i)E

1-Tog 2/1og v

leg _2£$
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et par conséquent, i1 suffit de vérifier 1'inégalité

E1-1og 2/10g Voo 4 g(g1'1°g s/log v _ g1-1og(i+1)/1og v, g1—1og(v—s—i)/1og v)_sgz

- (1+1)E% - (v-s-1)€? = £ - vE?
ce qui, en posant x = £ 3, équivaut a
x1og 2/1og v +x—1+log s/log v . x—1+1og(i+1)/1og v +x—1+1og(v-s-i)/1og Vyog ot 1/x.
On remarque que 1'égalité a lieu pour x = v. Il suffit donc de montrer

que la fonction

a(x) = xIOg 2/1og v . x—1+log s/log v . x—1+1og(i+1)/1og v +x—1+1og(v-s-i)/1og v

est croissante sur [v,o[. On a

-1+log 2/7og v x—2+1og s/log v

gl(x) = ]_09_2}! -(1~]_Og_j)
log v Tog v

-2+1log(i+1)/log v x—2+1og(v-s-i)/1og v

-r1-log(i+1)yx -,1-10g(v-s-i)
( log v ) ( Tog v )

et g'(x) > 0 si et seulement si

(4) log 2 x'09 2/109 v, (1-10g s)x-1+1og s/1og v +(1—1og(i+1))x"1+]°9(i+1)/109 v
log v Tog v Tog v

+(1—1o v-s5-1) ~1+log(v-s-i)/log v ’

log v
inégalité qu'il suffit de vérifier pour x = v car le premier membre de (4)
est en fonction croissante de x, tandis que le second membre est une

fonction décroissante de x. Pour x = v, (4) devient alors

2log 2 1-109 s\s 1-Tog(i+1)\(i+1) 1-1og{v-s-i)(v-s-i)
log v > log v)v + log v ) v ( log v ) N

c'est d dire

2\)]092 > S]Og(z) + (1+1)109(L) + (V-S—l)1og(_\)_) s
s i+l v=s-i

ce qui équivaut a



73

ce qui s'écrit également

(5) s5(i+1) H(v-5-1) V7T 5 VLY
D'aprés le lemme 3.1.2, pour obtenir (5), i1 suffit de vérifier que

4, c'est & dire que (v+1)"+1 > 3(§)vvv+1, ce qui

y

(v+1)v+13—(v+1) N Vv+1

est immédiat pour v = 4 (car alors (3/4)” < 1/3), et le cas v = 3 se
réduit a 1'inégalité 47 > 3%, Ceci démontre les inégalités (3).

Montrons par récurrence sur k que, pour tout k > 1,

n(k) o
Y tk,n(k)/k 21
c'est a dire que
tog /10 - n(k
(6) tni) 2 (109 k/10g v) - n(kx)

On conserve ici les notations précédentes x =g_1 et o« = -Tog v/lo0g E&.

Premiérement, pour k vérifiant 1 < k < v, on a n(k) = 1, et

1-log k/log v x(1og k/log v)-1

t =t = kE+ 1T

k.n(k) = “k,1 z k& + ¢

k-1 - k&=

d'aprés les inégalités (*), de sorte que (6) est vraie lorsque 1 < k < v.
On peut donc faire 1'hypothé&se de récurrence suivante:

Hypoth&se de récurrence:

L'inégalité (6) est vraie pour tout k vérifiant 1 <k < Wl pour

un certain n = 2.

Etape de récurrence:

Montrons que (6) est également vraie pour tout k vérifiant

v +1 <k <v . Soit k un entier tel que Vi1 <k <V Alors
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n(k) = n, et 1'on peut écrire k sous la forme

k = ivn-l + g
avec ie{1,2, ... ,v-1} et q vérifiant 1 < q < wi, D'autre part, tout

intervalle de type Jk n contient entiérement au moins i-1 intervalles
4

blancs de Ta 1'¢"¢ étape.

__T B e e ] e e . |

Soient fl et f2 les intervalies blancs de la 1'¢"¢ étape contenant les

extrémités gauche et droite respectivement de 1'intervalle Jk ’ et
soient q, et q, les nombres respectifs d'intervalles blancs de la n'cMe

et I2 n Jk . Alors, on a

1

étape situés dans I1 n Jk’n

. n-1 L .
(7) k= 3v70 ¢ q +a, (ot § = i ou i-1)

avec 1 < q,.q, < v 1. pe plus,

ten = Wy nl = vUTE T+ JlEevT ) +

(—'.
—
—_
(=)
[{a]
Q
H
~
—
(=}
w0
<
S
]
—
=
i
=
~
=)
o
[
i
o]
|

= 1 et 2. Par conséquent,

(log q_/10g v)-n
II_nd, | 2x t pour r

1 et 2, et

(log qr/log v)-n

2
-1
n n) + él ,

t o2 P L 5 (e

log qr/log v)
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Puisque
R (171096427100 v _ (550 o o 1108(342)/109 v (5 ) -1
J+
on a
- n-1 n-1+1og(j+2)/1log v 2 1og qr/1og Y
(8) t = x(" wx ’ "k

Compte tenu de (7) et (8), i1 suffit donc de vérifier 1'inégalité
Tog qr/log v log( jvn_1+q1+q2)/]og v

2
+ X X > x

n-1 xn-1+1og(j+2)/'log v
r=1

-2x

que 1'on écrit

. n-1
a1 n-1+log(§+2)/Tog v _ 1090 3v7 “+a +ay)log v
(9) -2x + X > x

2 log qr/]OQ v

h rélx

Pour toute constante a > 0, la fonction

¥(t) = x10g(a+t)/log v _Xlog t/log v

est croissante sur [1,~[ lorsque x > v. Par conséquent, le second membre

de (9) est croissant dans la variable qa, ainsi que dans la variable qa,-

I1 suffit donc de vérifier (9) pour q =4, = v 1. Cette vérification

est immédiate, et c'est 1'égalité qui a lieu dans ce cas.

Ceci termine 1'étape de récurrence, et (16) est donc démontrée pour
tout k = 1.

IT ne reste plus qu'a démontrer que si les inégalités (*) ne sont
pas toutes satisfaites, alors H*(E) < 1

Supposons que pour un certain ke{1,2, ... .v-1}

T < g1-1og(k+1)/1og V (k1) .
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Puisque t = (k+t1)£ + s ON aurait

k+1,1

¢ < g1—1og(k+1)/1og v

k+1,1
d'oll

v t2 <1
X1 k+1.1
et par conséquent
H*(E) < 1

compte tenu du corollaire 1.4.2 et du lemme 1.4.3.

COROLLAIRE 3.1.3 Soit E un parfait homogéne de type (v,£) de diamétre &.
iére &

Si les intervalles noirs de la ] tape de dissection sont tous de

méme longueur, on a

ot « = dim E = -log v/log £.

Démonstration: On peut sans perte de généralité, supposer que le parfait

homogéne E est construit sur 1'intervalle fondamental [0,1] et qu'il est
de diamétre 1.
Soit & = (12-vg)/(v-1) la longueur commune des intervalles noirs
initiaux.
o § cima & - . N oy
Montrons que les inégalités (*) de la proposition 3.1.1 sont toutes
satisfaites. On a

T, = (1_V£) s

K
kG
et

_E__(l—vi) > g1‘]Og(k+1)/]og \Y _(k+1)E

(v-1)
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si et seulement si

k(1-€) 2 (v-1)g(gT109(k*1)/Tog vy

En posant x = g_l, cette derniére inégalité s'écrit

(1) k(x-1) 2 (v-1)(x 09(Kt1)/T0g vy

1'égalité ayant lieu pour tout x > v lorsque k = v-1.

Pour vérifier (i), montrons que la fonction

h(x) = x(x-1)  (v-1)(x 090c¥1)/T09 vy
est croissante sur [v,=[. On a h(v) = 0 et

lo k+1)-1

h'(x) = k - (v-1)Tog(x+1)x 109V
log v

De plus, h' est visiblement croissante car log(k+i)-1 < 0.
log v

Pour montrer que h est croissante, il suffit donc de vérifier que h'(v) =o0.
On a

h'(v) = x - (v-1)log{k+1)(k+1) ,
log v v

d'ot h'(v) =20 si et seulement si

(i) viog v 2 (v-1)(k+1)log(k+1) .
k

o

Mais puisque (k+1)log(k+1) est croissante avec k, et que k < v-1, il suffit

~—

de vérifier (ii) pour k = v-1, ce qui se réduit a

vlog v = (v-1) v log v ,

(v-1)

et le corollaire est démontré.
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3.2 Application aux ensembles de Cantor considérés par BEST et WEGMANN

Soit q un entier > 3, v un entier vérifiant 1 < v < g-1, et r, setp
des &léments de {0,1,2, ... ,q-1} tels que v+r+s+(v-1)p = q.

Posons

F = {r+k(p+1) : k = 0,1,2, ... ,v-1}

et
% ] : 3 k
Ek = (a ka) )€Fk[j=13j/q > jglaj/q +1/9°7 , (k > 1)
oeeeady
ol F¥ = FxFx...xF (1e produit cartésien de k copies de F). £ est alors

une réunion de v* intervalles blancs (fermés) deux a deux disjoints ou

contigus, de Tongueur commune 1/qk. Posons E&galement,

et, puisque E1 > E2 > ... et que les Ek sont fermés, E # ¢.

L'ensemble E est un parfait de Cantor. Son diamétre est donné par

d=1 - kOgolr/qk - kofis/qk = (1- (x+s)/(a-1))

et sa dimension de Hausdorff par

a = log v/log q .

PROPOSITION 3.2.1

Démonstration:

Diagramme de E_: .
1 v intervalles blancs

; N _

| . '__/'_“ . b — » . . — f— .

. . . . 1
r NO1rs p noirs p noirs s noirs
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A chacun de vk intervalles blancs Ij - 1 <3< vk, dont la réunion
]

est Ek on fait correspondre 1'intervalle fermé

)]

I. = [inf(E n Ij,k) , sup(E n Ij

Jek sk

k

de longueur d/qk. Appelons Ek la réunion disjointe ‘3 fj K Pour tout
j=1 777

k=1, Ek est de diamétre d, et 1'on a

R S E LR
E_k=1Ek’ ol E13E23...

De plus, les v 1 intervalles noirs contigus aux v intervalles blancs
constituant E1 sont tous de longueur

§ = p/q + (r+s)/q(g-1) .
E étant un parfait homogéne de type (v,nl,...,nv,l/q) ol

n=0 , n,=1/q+8/d , ..., n,=(i-1)(1/q+6/d) , ..., n =(v-1)(1/q+8/d)=1-1/q ,

1
construit sur 1'intervalle [r/(q-1) , 1- s/(g-1)],on a donc, d'aprés le
corollaire 3.1.3
HY(E) = d% = (1- (r+s)/(q-1))" .

Remarque 1

En posant simultanément dans cette construction p = 0, r = 1 et
s = 0, ou bien en posant les trois autres valeurs simultanées suivantes
p=0, r=0ets=1

on retrouve une formule de BEST [ 51 et WEGMANN [27], & savoir

HY(E) = ((q-2)/(q-1))°
Remarque 2
Soit q un entier > 3 et v un entier < g-1 positif tel que v-1 divise
g-v. Si E est un parfait homogéne de type (v,1/q) a centre de symétrie,

de diamétre 1, construit sur 1'intervalle fondamental [0,1], alors E est
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un ensemble de Cantor; plus exactement, c'est 1'ensemble des nombres
réels de [0,1] dont le développement g-adique ne contient que des chiffres
appartenant & un certain sous-ensemble propre F c {0,1,2..:,9-1} de
iére .

cardinalité v. Les intervalles blancs de la 1 étape de dissection

ont la disposition suivante:

1/q 1/q 1/9 1/9

e A -

1= 1)

3.3 Les parfaits homogénes au sens large de type (v,&) de diamétre donné
de mesure de Hausdorff minimale

Soit A la famille des parfaits homogénes au sens large de type

(v,£) et de diam&tre 2 construits sur 1'intervalle fondamental [0,2].

PROPOSITION 3. 3.1 Soit EO le parfait homogé&ne au sens large de type (v,&)

dont 1a 1'€"¢ étape de construction correspond @ 1'un ou 1'autre des deux

diagrammes suivants:

1 2 . e . v-1 v
a) } + ' ' ) —
0 2
1 2 3 \Y
b) — \ |
0 2

= min H*(E) .
Eeh

Démonstration: De nouveau, sans perdre de la généralité, on suppose & = 1.

Etant donné la symétrie des diagrammes a) et b), on peut se restreindre au
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cas illustré par le diagramme a). D'aprés le corollaire 1.4.2 et le

lemme 1.4.3, i1 suffit de montrer que pour tout n > 1 et tout k vérifiant

(x) t, (E) <t (E)

k,n' 0 ksn
quelque soit E € A. (tk,n(E) désigne la longueur minimale d'un sous-
intervalle de [0,1] contenant k intervalles blancs de la niéme étape de
la construction de E.)
On procé&de par récurrence sur n. Au départ, 1'inégalité (*) est
immédiate pour n = 1. On remarque aussi que t n (E) = 1 pour tout
V ,n

n>1ettk eA.

Hypoth&se de récurrence:

Supposons que pour un certain entier n > 2, et pour tout k < vn—l,

1'on ait

quelque soit E ¢ A.

Etape de récurrence:

Soit k un entier vérifiant 1 < k < v*-1. On peut écrire k sous la
forme
k=Qqv + 3

n-l_l} )

avec j € {0,1,...,v-1} et g e {0,1,...,v
Etant donné E ¢ A fixé une fois pour toutes, tout intervalle de
type J, n(E) (c'est a dire de longueur t, n(E) et contenant k intervalles

E] 9
blancs de la n' "¢ Etape de la construction de E) se trouve toujours dans

une des 3 situations suivantes:



82

Situation 1: Les deux extrémités de Jk n(E) sont aussi des extrémités

d'intervalles blancs de la (n-l)1eme étape.
— —_ R T e
L o T P a

Dans ce cas, on a forcément j = 0, et

ty () (E) .

= tq,n-l

Puisque, par hypothése de récurrence t (E) = t (EO),(*) est donc

q,n-1 g,n-1

vérifiée.

Situation 2: Une seule des deux extrémités de Jk n(E) cotncide avec une
]

iéme

extrémité d'intervalle blanc de la (n-1) étape.
L*4 Jk,n(E) -
'__ —_ e ‘——1 — e e . . N '._.a. ‘_..j.,___’
|
| o "'“'__‘Jk,n(E)” o

Alors x = quv + javec 1 <3 <v -1, et

()_n-l ,n.

t (E) > tq+1,n—1 E

k,n

Par hypothése de récurrence

tq+1,n-1(E) 2 tq+1,n—1(EO) ’

d'ol
n-1 ..n
tk,n(E) > tq+1,n—1(Eo) - £ + 38 2 tk,n(EO) .
Situation 3: Aucune des deux extrémités de Jk n(E) ne cofncide avec une
extrémité d'intervalle blanc de 1la (n—1)1eme étape.
- — 1 — 1 __i:j
1 h_J 2
— —_— -%- . '___4 d———l"'b—. . . . — A.—..\.
| - - Jk,n(E) -

Soient I1 et 12 les deux intervalles blancs de la (n-1)1eme étape qui
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contiennent les extrémités de Jy n(E), et soient iy et 3, les nombres

s

respectifs d'intervalles blancs de la n'EMe étape situés dans

I, nd, (E) et I, nd (E).

1 kyn k,n
Distinguons 2 cas:

a) Supposons que s IR PR Alors

2
N0 I P (3 I R L
— —A _ — —t — -
EEIRG
e o dgaa®

Par hypothése de récurrence, on a

tq+1,n-1(E) > toi1,n-1(Ep) o
d'ol
n-1 ..n
te,nlE) 2 tq+1,n-1(Eo) -e T vzt (B
b) Supposons que j; + jy <v. Alors, on a
n-1 ..n
tk’n(E) > tq+2’n_1(E) - 2¢ + 38 .
Par hypothése de récurrence
tq+2,n—1(E) = oo n-1(Eg)
d'oli
n-1 N
tk’n(E) > tq+2,n—1(EO) - 2¢ + 38 2 tk,n(EO)

ce qui termine la démonstration.

s



CHAPITRE 1V

UN PROBLEME D'ARITHMETIQUE

Soit q un entier > 3, et D < {0,1,...,9-1} un sous-ensemble fixé de

v chiffres (de la représentation en base q). Posons

v

2 .
_ i .
A= {jgoajq : 221 et a, € D pour tout j = o} .

Soit o la densité exponentielle de A, de sorte que ¢ = o = 1og v/log q
d'aprés le corollaire 1.3.3 (ce corollaire &tait démontré sous
1'hypothése 0 ¢ D ; toutefois, par une 18gére modification de
1'argumentation on obtient le méme résultat lorsque 0 ¢ D).

Soit A(x) la fonction dénombrante de A (en anglais: counting function)
définie par

r .
A(x) = card{acA : a = jgoquj <x ol r=1_[Tog x/1og q] et bjeD ,» j =20} .

(En particulier, cette fonction se définit plus simplement par A(x) = Z 1
a<x

lorsque 0 ¢ D.) ach

Conformément a la remarque qui suit le corollaire 1.3.3, nous allons

préciser le corollaire 1.3.3 en calculant explicitement les quantités

1im sup x7/A(x) et lim inf x“/A(x) .
X X

Ce sera 1'objet de ce chapitre.

4.1 Le parfait homogéne EA associé a A

Associons a@ A un parfait homogéne au sens large de type (v,1/q), &

savoir 1'ensemble EA c [0,1] défini par
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- {Tb./¢3" . b. e D pour tout 3 = 0} .
Ea {j=ob3/q bj € p 3 }

iére .

Les intervalles blancs I1 s Loy oo Iv de 1a 1 étape de construction

2
de EA sont donnés par
li/q , (i+1)/ql, ol i parcourt D .
Posons
r=minD et s=q-maxD.
Soit L la fonction de Cantor-Lebesgue sur E. On observe que pour tout

. _ L .
entier m = b, +b.g+ ... + bg (ol 0 < bj <91, b, # 0)

L(m/ql+1) :l_(E& + bz—l + oo, + bo ) = /-\(m)/v“1 .

q q2 ql+1
Par conséquent,
(m/q2+1)a - mu/qu(2+1) - n® .
L(m/ql+1) A(m)/v2+1 A(m)

Puisque les rationnels g-adiques sont denses dans [0,1], on a

sup ma = sup a
mr Alm) r <tst '(—
q—1
et
inf mg__ =  inf t®
mr A(m) ¢ <t<1 _(—
q-1

D'autre part, EA a pour enveloppe convexe 1'intervalle

(r/(g-1) , 1- s/(q-1)]. De plus, E, est &galement le parfait homogéne
au sens large de type (v,1/q) dont les intervalles blancs de la 1€re
étape de construction sont

i (i+1) _ s

[“' qu 1) ° q (1)’

ou i parcourt D .
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La fonction de Cantor-Lebesque L sur EA est donc complétement déterminée

par les v intervalles blancs I1 oeee s L

De facon plus générale, démontrons 1'énoncé suivant:

PROPOSITION 4.1.1 Soit E un parfait homog@ne au sens large de type (v,£),

construit sur 1'intervalle fondamental [a,b] c [0,1] et de diamétre b-a.

Soit dk n 1'extrémité droite du x ¢ (a partir de la gauche) intervalle

blanc de la n'&M€ étape, et soit 9 . 1'extrémité gauche du (k+1)1eme

intervalle blanc de cette n ! EMe étape. Convenons que ¢ n 1 pour tout
V 4N

n>1. Soit L 1a fonction de Cantor-Lebesgue de E prolongée sur [0,1].
(On pose, L(t) = 0 sur [0,a] et L(t) = 1 sur [b,1]). Notons par n(k) le

plus petit entier > log k/Tog v. Alors

inf tOL = min \)n(k) d;z n(k)
a<t<1t L(%) L™ K
[+ o, sia#o
sup t = ¢ n(k) o
act<1 T(T) | ™% ¥ ' G (k) > 1370
1sksvm
ol o = -1og v/log £, et
(v-1, si g_l >viletv=2,v=>25
m=4v , S g'l >vetv=2,3,4et5
. -1
V1, si & >vetvz=6
COROLLAIRE 4.1.2 Si E = EA’ alors
lim inf W>_ = inf m°_ = min k) g (x)
me  A(m) mer A(m) v X konik
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oll, pour tout n < von a

n-1 ;
: B} j no_ neoLyy . .
{dk’n : 1<ksv )} = {(jglaj/q )+(an+1)/q s/(q(g-1)) : ajeD, j o= 1,2,...
et ta, ST r#0
lim sup m* = sup m* = (x)
Moo Em) m>r Alm) max qu. g% s, Sir=0
1eksy’ 5 Kon(k)

oit, pour tout n < v on a

J n ) .
1aj/q Yy + x/(q (9-1)) : ajeD, j = 1,2,...,n} .

Démonstration du corollaire: Le parfait homogéne EA est de type (v,1/q)
1

ol v <g-1. Onadonc q=¢ = vt1. Les formules ci-dessus qui expriment

9 n et dk L &N fonction de la base q et de 1'ensemble D sont obtenues

directement de la définition de EA'

De plus, on remarque que pour tout my > s mg/A(mo) est un point

d'accumulation de 1'ensemble {m“/A(m) :m>r}. En effet, posons

2
m, = bO + blq t oot bgq . On a

n _ .n
A(q mO) = v A(mo)
pour tout n = 1. Par ailleurs, puisque

n-1 nt+l

gm-1=g-1+ (g-1)g + ... + (9-1)q

on a

n .
. A(q mo)—i, si q-1, b-1, b, ... . by eD
A(q mo—i) =
A(qnmo), sinon

Par conséquent, ou bien A(qnmo—i) vnA(mO) pour tout n = 1, ou bien

A(qnmo—i) = vnA(mO)—l pour tout n > 1. Dans le premier de ces deux cas,

n
+ (b0-1)q + b,q + oot bgq

n+%
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on a
(q"m -1)%/A(q"m -1) = (m-1/9")%/A(m )
ce qui croit strictement vers mg/A(mO) lorsque n + =,
Dans le second cas, on a
(9"m-1)*/A(a"m -1) = (m -1/9™)%/(A(m))-1/v")
et

1im (m-1/q™)%/(A(m,)-1/v") = m /A(m ) .

0 0
n-o

De plus, pour tout n = 1
n o} n a
(q mo'l) (q mo) m

A(g™m )-1 A(a™m) A(m_)

car la fonction

est décroissante sur [-1,x[ par conséquent mg/A(mO) est un point

d'accumulation, ce qui termine la démonstration du corollaire.

Démonstration de la proposition 4.1.1 Pour k = 1,2, ... .v-1 posons

} I i | v Tk i . - . i i —
é '6 L 1 (S t VY 1 ! 1
1 2 -1 b

Par construction de L, on a

o d vl
inf t = inf  inf N k,n = inf  inf k,n
a<t<1t L(t) n=1 1<ksv Lidk n) k>1 n>n(k) k
?
et
a n_o
sup = sup sup gk,n = sup sup v gk,n

t
a<t<t L(t) n21 1<k<V® Ligk ) k21 onen(x) K



De plus, pour tout k,% > 1, on a les relations
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. -0
A n(x)er =21 0 JZ(dk,n(k)"a) et 9 )en =2t (9 1)) o

d'oli
n(k)+2 Lo _ n(k) % a _ n(k) j
Y A n(x)+r - L (dk,n(k) +(a7-1)a)” = v 4 n(x)
k k k
et
n(k)+% @ n(k) 2 —_— i
= - b S *
= kon(k)+2 ~ 2 (9 n(x) * (@ 1)l + 1a#o
On a donc
inf t* = inf gf‘k) d; n(x)
a<t<t L(t) k21 k i
ainsi que
+w, ST a#0
[0
sup t =
a<t<i L(t) |sup gf‘k) gi (x)° sia=o
k21 k i
Montrons par récurrence sur k que
inf ﬁ(k) d]o(L n(k) = min o _2(]) du 1’1( )
k21 k ’ 1<y 3 1>04]
et
(k) o n(j) Lo
sup V_ g = max v g. .
k21 k ksn(k) 1<y g j.n(3)
ol
. -1
v-1, Ss1 £ 2vt1etv=2,v=25
m=<v , sifgls>vetv=2,3,4ets
. -1
v+il, S1 £ >vetvz=6.
Hypothése de récurrence:
Soit n > m. Pour tout entier p vérifiant 1 < p < v* il existe deux
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. s . m m
entiers jp et hp vérifiant 1 < ]p < v et1cx hp < v tels que

’Vn(P) da > vn(j )dq .
— p>n(p) 3 Jp,n(Jp)

et (%) J

Etape de récurrence:

Soit k un entier tel que

vn + 1 £k < vn+1
Alors k = v*™, ou bien
n n-1
k = env + en_lv + o0 elv + eo
avec e« {1,2, ... ,v-1} et €, € {0,1, ... , v-1} pour & = 0,1, ... ,n-1.

(i) Premi&rement, si k = vp pour un certain entier p > 1 (c'est a dire

si €y = 0), alors

= t =
Gon(x) © Ypon(p)  © I%.n(x) ~ Ip,n(p)
d'ol
n(k) o _ .n(p) o n(k) o - n(p) o
Y om0 T deun(e) © Fn(a) T Soun(e)
Par hypothése de récurrence, on a donc
n(k) s ; n(j) o n(k) o n(j) o
v d 2 min _ v et v '"'g max _ v ‘°gl ..
X k,n(k 1<350™ 3 jsn(3 " k,n{k) 1<isu™ 3 jsn(3)

(ii) Si k 2z 0 (mod v), alors montrons que

(]) vn(k)da

n, o
2 (k) d

Y% on
- H
J, Tk

et
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n(k) o o B o
(2) Y gk,n(k) By gj -1,n

k 1 k

k
oll j, = € Vi e V24 .. +ev+e +1. Puisquee #0, ona
k n n-1 " 2 1 0 ?
ey = v-i pour un certain i vérifiant 1 < i < v-1.
Posons p = diam E = b-a, et i' = v-i = €y Par construction de E,

on a

(3) dk+i,n(k) - dk,n(k)

() 9 00 = Feesone) 1roen(k) (8,48 ,4...8,.)¢

Par conséquent, si 1'on pose x = £l on a

(5) xn(k)dk+i,n(k) = n(k)dk,n(k) + ip + x (Gv 18, ot +8 —1)
et
(6) xn(k)gk,n(k) = xn(k)gk_f’n(k) +i'p + x(61+62+...+6i.) .

De plus, puisque

6v-1+6v-2+“'+6v—i < p(1 - vE)

et

8, + 8, + i+ 8., < o(1  vg)
on a

n(k) n(k) .

(7) X dk,n(k) X dk+l,n(k) - p(l+X-\))
et

k k -
(8) Xn( )gk,n(k) < Xn( )gk—i',n(k) + p(l ‘l'X‘\)) .

Vu que k+i = 0 (mod v) et k-i' = 0 (mod v) on a d'aprés (i)

Vn(k)da _ Vn du et \)n(k) o _

n o,
. : = v 9. _
——y k+1,n(k) ——jk jk,n -(T{‘_—;r) k-i ,n(k) jk_l) jk 1,n
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ce qui s'écrit également sous la forme

log jk/log v N log(k+i)/log v

k+i,n(k)’* = (x djk,n)x

(9) (kg
Tog(j, -1)/10g v

- log(k-i')/Tog v
9-i',n(x)’* )

(10) (K]

3

x gjk-i,n

car a = log x/1og v. Pour démontrer (1) et (2), qui s'écrivent également
sous la forme

)x1og 3 /109 v ng )09 k/10g v

(x) N
& dk’n(k) > = I8
et
Tog(3j, -1)/10g v
(12) (g, s < (g Ly a9 100

i1 suffit, compte tenu de (7) et (8), de vérifier les inégalités

. log j, /log v
54 og(k+i)/Tog v _ o (i+x-v)x k > xPd 5109 k/Tog v
j Sn J ,n
k k
et
) log(j, -1)/log v
xng. ) x109(k-1 )/109 Y + p(i'+x—\))x k < x 9. X]og k/]og v
b 3" 1em

c'est a dire

log jk/]og v

(13) xlog(k+i)/1og v xlog k/log v N

> i+x-v)x
n
xd, /o
Jksn
et
1 1 j. -1)/10
(14) x1og(k-1 )/log v ¢ (i'x-v)x og(;k )/10g v < x]og k/log v .
n
* gjk'l sn/p
Par définition de d, et g. 4 Ona

Iom I
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2 n
z +
3, o e PE t e _,PE" ¥ (e,+1)0g
€ pE + ¢ g2 + + € gn
gjk—i n > Enf n-1° 1P
d'ol
xd. /o = ¢ xn_1 + e xn_2 + + e, +1
J, 0 n n-1
k
et
n n-1 n-2
>
X gj _1,n/p > € x toe _4X + + €
k
Posons
. n-1 n-2
= + .
Jk(x) enx + En—lx + + ezx €1 + 1

Pour démontrer (13) et (14). i1 suffit donc de vérifier les inégalités

. 1 WA
(15) xlog(k+1)/log v, Xlog k/1og v + (itx-v)x °9 Jk/ 0g v
jk(X5

et
o log(3, -1)/Tog v
X1og(k i')/log v + ( k .

i'+x-v)x
Jk(x)—i

(16) x1og k/log v _

Puisque k+i = vj, et que k-i' = v(jk—l), les inégalités (15) et (16)

s'écrivent également

]og(vjk)/1og v 1og(vjk—i)/1og v log jk/log v
(17) =x > x + (itx-v)x
J\ ¥
]Og(vjk-v+i')/]og v 1og(vjk-v)/1og v 1og(jk-1)/1og v
(18) «x z x + (i'yx-v)x .
3, (x)-1

IT est suffisant de vérifier (17) et (18) pour i = 1 et i’ = 1 respectivement

car les fonctions
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1og(vjk-t)/1og v log jk/log v
o(t) = x + t x
3y x
et
1og(vjk—v+t)/1og v 1og(jk-1)/1og v
¥(t) = x -t x

(3, x)-1)
sont décroissantes et croissantes en t respectivement sur 1'intervalle
[1,v-11En effet,

log(vjk—t)/1og v log 3, /109 v

o' (t) = -(log x)x + x <0
(Tog v) (v3,70) el
si et seulement si
. Tog(v-t/3.)/log v
\)jk_t < x k log x
jkixi log v
et
1og(vjk—v+t)/1og v ]og(jk-l)/log v
¥'(t) = (Jog x)x -x > 0
(Tog v)(vjk-v+t) 3, (x)-1
si et seulement si
log((v, -v+t)/(3,-1))/10g v .
(log x)x k k . (V3 v+t)
(Tog v) (3, (x)-1)

ce qui est vérifié pour tout x > v. Les deux inégalités a vérifier

sont donc
lTog(vj, )/Tog v Tlog(vj -1)/Tog v Tog 3, /log v
(19) «x k > x k + (x-v+1)x k
3y (%)
log(vjk-v+1)/]og v 1og(vjk-v)/1og v 1og(jk-1)/1og v
(20) x > x + (x-v+1)x ;

(x)-l

Ik
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Elles s'écrivent €galement sous la forme

Tog(1- 1/vjk)/log v
(21) 1 - (x-(v-1)) 2 x
xjk X

et
log(1+ 1/(ujk—v))/1og v

(22) x > 1+ xfgv-i)
XJy xX)-x

Puisque log(1- 1/vjk) = -log(1+ 1/(vjk—1)), (21) s'écrit

Tog(1+ 1/(vjk—1))/1og v
(23) X 2 1 + x-(v-1)
xjk x)-xtv-1
Montrons que (22) est vérifiée lorsque (23) est satisfaite. (Notons que (22)

se vérifie directement si v = 2 avec n = 1.) Montrons que la fonction

Tog(1+ 1/(vjk—1—t))/1og v
¥(t) = x - (x—(v—l))
xjk(£7lx-t+(v-1)

est croissante sur [0,v-11. On a ¥'(t) > 0 si et seulement si

Tog(1+ 1/(vjk-1—t))/1og v
(24) (log x)x S (x-(v-1)) 5
(Tog v){vi, -1-t){vi-t) (x3, (x)-x-t+(v-1))

LY

['égalité ayant lieu seulement & x = v. De plus, pour t fixé, le membre
gauche de (24) est visiblement croissant en x sur [v,=[. Soit g(x) le
membre droit de (24). Alors g'(x) < 0 si et seulement si

xjk(x) -x -t + (v-1) < 2(x—(v—®)(xj'k(x)+jk(x)-1)

c'est a dire

(25) (2(v-1)-x) (3, (x)-1) < 2(x-(v-1))x3" (x) + t - (v-1).

Puisque jk(x) = e X + e X + ... tex+te, +1,
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(25) sera démontré si 1'on vérifie que

5n(.-2)xn—: - en_:(v—ﬁ)xn‘: + ... 4 s:(v—2)x - E:(V—Q) +v-1-1

< Zeg (n-:)x : + € (n-L)x + ... T 26X
n =~ Z

ce qui est vérifié pour tout x > v et tout n =2 -2 ot .>- et tout n=v Ol v=2.
11 nous suffit donc de vérifier 1'inégalité (23), inégalité que 1'on
écrit sous la forme
Tog(v- 2/3,)/10g v

(26) x - (x-(v-1)) - x
Jp\x

[\
o

Soit f(x) le membre gauche de (26). On a f(v) = 0. et

£(x) = - (30 () (x(v=2))-3, () - Tog(v-1/3, )< 080V 23 /Mog v

. (X): X]Og v

Si ji(x)(x—(v-L))-jk(x) > 0, alors on a f'(x) > c. D'autre part, si

ji(x)(x-(v-:))—jk(x) < 2, alors on a f"(x) > 0 car

(%) 2 23 (x) - (x-(v-2))3(x) _ (x-(v-l))2(j}'{(X))2 >0 .

3, (%) 3y (x)2 3 (x)°

Par conséquent, ou bien f'(x) > 0 sur [v,=[, ou bien f'(x) < 0 sur un

intervalle de la forme “v,x.” et f'(x) > 0 sur Exo,m[. Puisque f(v) = 0,

il suffit, pour montrer que f(x) > 0 sur [v+1i,»[, de vérifier que
f(v-2) > 2. En posant x = v-2 dans (26) on obtient 1'inégalité

log(z- 1/(v3, -1))/Tog v
(27) (v+1) (z- 2 )

o3, (ov2)

[\

1.

Vérifions (27) lorsque v = 2 et n = v-1 = 1. On a alors o = e ¥l =2
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et (27) devient

JJog(1+ 1/2)/%0g 2 (1- 2/6) = 1.05 > 1 .

Supposons que v = 3. On a

Tog(1+ 1/(vjk—1))/1og v Tog(a+ 1/(vjk—1))1og(v+1)/1og v

(v+1) - e
log(v+1) log{1+ 1 )
> 1 + —
log v Vi -1

et par conséquent, pour vérifier (27), i1 suffit de démontrer 1'inégalité

log{v+1) log(1+ 1 )y, .. 2
(1 Tog v 1) s ) 2

c'est & dire

(28) log(vi1) Tog(1+ _1 ) (w+i)j (v+1) , , (o, Jog(v+1) log(1+ vik_l)) .

log v v, -1 log v

IT est donc suffisant de vérifier 1'inégalité

(29) Jlog(v+1) (v+1)jk(v+1)1og(1+ 1) > 2 (1+ log(v+1) log{1+ 1 ))

Tog v vj, -1 log v

k vn+v—1

Montrons qu'il suffit de vérifier (29) lorsque

n-1

jk(x) = x + (v-1 -3

)xn_2 + (v-1)x" %+ oo+ (v-1) + 1

n-1 -2

= v + (v-1)V" )RS

+ (v-1 + oo + (v-1) +12

A cet effet, posons

_ n-1 1
g(tl,...,tn) = (tn(v+1) +...+t2(v+1)+t1+1)1og(1+ - 3 )
tnv +...+t2v +t1v+v—1

oll tne[1,v-1] et tle[o,v-lj pour & = 1,2,...,n-1. On a

. 2
3g = (v+1)2-11og(1+ 1 ) —Jk(v+1)v <0
Btﬁ Vi -1

. 2
(vjk 1) +vjk—1

si et seulement si
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1

(30) log(1 1 .
) y2-1 3, i -1)

De plus, pour £ = 1,2,...,n~-1, On a

vz_ljk(v+1) tn\)l-l(\)+1)n‘1+...+t2v£_1(\)+1)+(t1+1)vl‘1
-1, Je-1 = > 1.
Ik

(v+1) tnvn-l(v+1 +...+t2v(v+1)£_1+(t1+1)(v+1

2-1
En effet, puisque (;{EQ décroit en &, i1 suffit de vérifier cette

derniére inégalité pour & = n-1, ce qui est immédiat, car
(v(\)+1))n—2 > (\;-1)((\;+1)v)n_3 + (v-1 )((v+1)2-v2)((v+1)v)n—u + ..+

(v-1) ((v+1)2 303 ((v+1)v) + v((ve1)P 20772 |

On a donc ag/at2 <0 pour & = 1,2,...,n-1 .

Montrons, d'autre part, que g((v—l),...,(v—l),tn) est une fonction

fonction croissante de tn sur [1,v-11. On a, pour & = n et

t, = =t _, = -1,
Vl‘ljk(v+1) vn_l(tn(v+1)n_1+(v—1)((v+1)n_2+...+(v+1)+1)+1)
(v+1)“‘1jk (v+1)n‘1(tnvn‘1+(v-1)(vn‘2+...+v+1)+1)

) ((v+1)n_1—1)
v(v+1)n_1(tn+1)

Puisque log(1+ 1 ) 1 ) i1 suffit, pour montrer que

> 1
. . 1- .
vi -1 (vi-1) ( 2(vy, -1)

]
ag/atn too 2t =yeq 0,d'observer que

1y, 1 (g ((vr1)™711)

= (1- — —
e L N R Y
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c'est a dire que

(v+1)n‘1—1 S 1 .
v(v+1)™ (¢ +1) 2(v3,-1)

I1 suffit donc de vérifier (29) lorsque tn:1 et t =...=t _ =v-1, c'est &
dire lorsque

Iy = vn—1+(v—1)vn—2+...+(v—1)v+(v—1)+1 = 2v
et

5. (v+1) (v+1)n_l+(v—1)((v+1)n_2+...+(v+1)+1) + 1

Ix

(v+1)n—1+£3:1)((v+1)n_1-1) +1 .
v

L'inégalité (29) devient alors

(31) log(v+1)((v+1)n+(v2_—1)((\)+1)n-1

-1)+(v+1))]og(1+ 1 )
log v v

2vl-1

=

1+ log(v+1)log(1+ 1 ) .

log v viv-1
En posant v = 5 et n = v-1 = 4 dans (31) on obtient
2.07955 > 2.003537 .
En posant v = 5 et n = v = 5 dans (31) on obtient

2.493603 > 2.000711 .
De méme, on vérifie directement (31) pour v = 6 et n = 5 et s.

Supposons maintenant que v > 7. Puisque log(2+ 1 )} > 1 , pour

démontrer (29) i1 suffit de vérifier que

(vi1) 3 (o)

S log(v+1)log(1 1)
T N O R

log v vv-1

c'est a dire,
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(vt1) ((v+1)“'1+(v—1)((v+1)n'1—1)/v 1) 5o (14 log(v+1)log(1+ _ 1 ))

v puP e Tog v viv-1

ce qu'on écrit plus simplement

(32) (1- 1/(2v))((ve1) /)™ + (v+1)/(2vn+1) > 2 (1+ log(v+1)log(1+ 1)) .

log v viv-1

Pour n = v-1 et pour n = v, 1'expression (1- 1/(2v)){((v+1)/v)" croit vers

e lorsque v -~ », De plus,

(1- 1/(2(7)))(8/7)6 = 2.06903 > 2 (1+ Tog 8 1og(1+1/(76+7—1)ylog 7) .
Par conséquent, (32) est vérifiée pour tout v 2 7 avec n = v-1 et n = v.
Considérons de nouveau f(x), le membre gauche de (26). Si f'(v) > o,
alors f(x) > 0 sur Jv,=[. Montrons que pour v = 2,3,4 et Setn = v ona
f'(v) >0. Ona f'(v) >0 si et seulement si
1+ (500) - 3, 0/3,% > v (v 1/3,)Y0g(v- 1/5,)/T0g v
c'est a dire
1> (vj-1)log(1- 1/v3, )/10g v + v(3, -3, (v))/3, >
que 1'on écrit également
(33) 1+ (vjk-l)]og(1+ 1/(vjk—1))/]og v > v(1- ji(v)/jk) .

Puisque log(1+ 1/(vjk-1)) > (1- 1/(2(vjk—1)))vak-1), i1 suffit, pour

démontrer (33), de vérifier 1'inégalité

L+ (1 1/(2(v3,-1)))/T0g v > v(1- 5, (v)/3,)
c'est @ dire
(34) (Tog v)(vi, (v)) > 3, ((v-1)Tog v - 1) + 3 /(2(v3,-1)) .

Vérifions (33) pour v = 2 et (34) pour v = 3,4 et 5. On a
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Iy = evvv-1+ev‘1vv—2+...+52v+el+1
et
vji(v) ev(v—l)vv_1+av_1(v—2)vv_2+...+52v
$1 v =2, 3, = ey2ve +1 = 3+e, (car 1£323v—1=1) et ji(v) =g, = 1.

Alors, (33) devient

1+ (2(3+e1)—1)1og(1+ 1/(2(3+€1)-1))/]Og 2 > 2(1- 1/(3+51)) .

c'est a dire

e

1 + 5log(1+ 1/5)/log 2 = 2.315 > 2 {1~ 1/3)
si e, =0, et

1 + 7log(1+ 1/7)/10og 2 = 2.349 > 2 (1- 1/u4)

Si e, = 1.

Siv =3,

9e. - 3(log3-1)e e, -1

(Tog v)(vj,(v)) - ((v-1)Togv -1)j 3 2 51

\%

9 - 6(log3 -1) 3

> 5 .
Si v =y,
(10g v)(v3} (v)) - ((v-1)Togy -1)3, = 4%, -((Togu -1)e u’+(2T0gu -1)e t+e +1)
> us-((logu -1)3-u2+(2logu»—1)3-u+3+1)
> 20 .
Siv=o275,

(Tog v)(vi (v)) - ((v-1)logv -1)3,

4 3 2
€5 - ({(1ogs -1)€u5 +(27og s —1)e35 +{3logs —1)&25+81+1)

> 5t - ((logs —1)u-53+(21ogs —1)u.52+(31ogs -1)u-5+441) > 16 .
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Puisque Iy < 1, (34) est vérifiée pour v = 3,4 et 5. (On observe
2(v3,-1)

que (33) n'est plus satisfait lorsque v > 6).

Supposons maintenant que n > v+1 pour tout v = 2. Pour compléter
la démonstration de la proposition 4.1.1, il suffit de vérifier 1'inégalité
(21) pour tout x > v. Posons ¢(x) = 1- 1/jk(x) + (v-l)/(xjk(x)). Alors
(21) s'écrit

(35) o(x) = x09(1- 1/v3)/l0g v

1'égalité ayant lieu @ x = v. Le membre droit de (35) est une fonction
décroissante de x sur [v,»[. D'autre part,

2

o' (x) = 3,(x)/3,(x)% - (v-1) (3, (%) rx3(x)) /(x5 (x)?) > 0 si et seulement

si (x-(v-l))xji(x) > (v—l)jk(x). Montrons que xji(x) > (v-l)jk(x).

On a
x3£(x) = en(n—l)xn_1+€ _1(n-2)xn_2+ tE X
et
(v-l)jk( ) = ¢ (v-l)xn_1+€ _1(V—1)xn-:+...+(v-1)€2x+(v—1)(€1+1) s

d'od
xgﬁ(x)—(v-l)jk( ) = En(n—v)xn_ +e _1(n—\)—1)xn_2

(e, (vont2)x" 24w (v-2) e xt (v-1) (e 41))

n-2 n-3

> (n=v)x™ T (n-v-1)x" "2 (v-1) ((v-n+2)x" 24, 4 (v-2)xtv) > 0.
¢(x) est donc croissant en x sur [v,=[, et par conséquent 1'inégalité (35)
est vérifiée pour tout x > v.

Ceci termine la démonstration de Ta proposition 4.1.1
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4.2 Un cas particulier

Nous considérons maintenant un cas particulier du corollaire 4.1.2.

PROPOSITION 4.2.1 Soient r, s et p trois entiers > 0 tels que

r+s +v+t (v—l)p = g.
Lorsque 1'ensemble D est de la forme

= {r + k(p+1) : x = 0,1,...,v-1} ,

on a
o SQL ,S1'r>0
lim inf x = (1- =) et llm Sup _T—-
X A(x) q-1

(p+89)%, si r =0

r+s

- s =P _
WP =1 Tg1) ®F 0 7 9 T §la-T)

Si en plus, p = 0, on a donc

. o ©, ST r >0
lim sup X _
x>0 A(x) 1, sir=0

Démonstration: Considérons le cas r = 0: d'aprés le corollaire 4.1.2

on a

. (o} a
lim inf X = inf

o Alx) o<t<1 _T“

D'autre part, selon le corollaire 1.4.2, on a

Ha(EA) = inf
0<t<p W Z
ol wL(t) = sup (L(x)-L(y)). Par conséquent,
0<x-y=t
H“(EA) < inf t* = inf t*

o<t<p L(t) ost<1 L(t)



De plus,
(e
(1- —%I-a 1im 'm ,
4 me  L(t )
n
mS
ott =1- X, — , d'ob
m r=1 qr

1im inf x> < (1- —f—z)a .
X0 A(x) 9

D'autre part, d'aprés la proposition 3.2.1, on a

H(E) = (1- &)

Par conséquent,
o S
lim inf X = (1- =)
x>0 A(x) 9-1

Par ailleurs, on a selon la proposition 4.1.1

104

sup t%* = max \)n(k) gi n(x)
o<t<t L(t) Lkt k ’
0 pE . pE_ 5 - pE C pE 5 | 3

id@re .

D'aprés le diagramme ci-haut de la 1 é8tape de dissection de

1'intervalle fondamental [0,1- a%ia, on a

9, = k(pE+8) Lk =1,2,..0v-1
ot £ = 1/q. Par convention, on a toujours g . = 1.

Par conséquent,

v gi’l/k - k1 v(pe+8)® < v(pg+s)® = v gi L
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pEtS = E STip=0, et p&td >¢&Sip>0,

vg, =1 sip=20, et vgi"1 >1sip>o0.

E]

De plus, si k est de la forme

[\
N

k =¢ v +€ Vv +...te_ Vv+i n
n-1 n-2 1 ?

avec OSejsv—l pour § = 0,%1,...,n-2, 15€n_13v-1 et o0<i<v-1, on a par
construction de EA,

Oyon en_l(pg+6)+sn_2(pg2+6g)+...+e1(pgn'1+5gn'2)+i(pgn+6gn'l)
D'ol

"9y o = o(P(q)+1)+8q(P(q)+1) = (P(q)+i)(p+6q)

ol q = £l et P(q) = ¢ 44 l+en_2q +...+e,q. Par conséquent,

Mais 1a fonction
w(t) = (K +0)%/(K 1)
oli K1 > K2 sont deux constantes positives, est décroissante en t sur [0,e[
car P'(t) < 0 si et seulement si a(K2+t) < K1+t, ce qui est toujours vrai
puisque o < 1. On a donc,
vngi’n/k < E%%%?(p+6q)a.

. . 6
Mais puisque g~ = v, oOn a
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et par conséquent,

- 2 - 2
2lim sup X = (;-cq) .
X A(x)
Supposons maintenant que r > -: considérons la 11€re étape de dissection

dans la construction du parfait homogéne EA de diamétre : = b-a sur

1'intervalle fondamental Za.bJ = ia§7 . I a%?f-
—_t ¢ b i ¢ s e ] 2 h————B '
a

En conservant la notation de la proposition 4.1.1, on a

inf  t* = min vn(k)di (x) /%
a<t<z L(t) 2<k<,” - o0

De plus,
d . =a-kgp+(k-1)¢ , k= 2,2, )

et par conséquent

vdi /% = (ag-ke-(k-2)89)%/k .

Montrons que cette derniére expression est minimale lorsque k = v.
Pour ce faire, posons
o(t) = (ag+t(p+iq)-2q)*/t ,
ol t « [1,v.. Alors &(t) < o si et seulement si
(1) 1(p+6q)t < ag+tp+(t-1)8q .

Montrons que (i) est vérifiée lorsque t = v. On a (v-1)8 = p-vEp,
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c'est & dire 8q = p(g-v)/(v-1). D'ol p+8q = p(q-1)/(v-1). De plus
o = log v/log q. L’'inégalité (i) sera vérifiée pour t = v si 1'on
démontre que

log v p(9-1)v < bg .
Tog q (v-1)

Puisque b > p, i1 suffit alors de vérifier 1'inégalité
(i) (Tog v)v(g-1) < (Tog q)q(v-1) .
Plus généralement, pour tout x > v, 1'inégalité
v(log v)(x-1) < (v-1)xlog x
est satisfaite car 1'égalité a lieu pour x = v, et

d (v(log v)(x-1)) = vlog v < (v-1)(1+log x) = d ((v-1)xlog x) .

dx dx

Par conséquent, (ii) est aussi satisfaite. On a donc

a
min  vd% |7 b* = (1- _%E)
1<<v § 92 q
Supposons k > v.
Si k=0 (mod v), on a
vnda _ \)n—l a
E k.n -(E/_\;) k/v,n-1 .
D'autre part, si k est de la forme
3 n-1 n-2 .
k = €i-1V  FE oV te..tE VHL nzx2

avec OSEjSv-l pour j = 0,1,...,n-2 , 1Sen_1Sv-1 et 1<i<v-1, on a, par

construction de EA,

- 2 - n-1
= + +
dk,n a+en_1p£ E $ en_ng +€

4 5£+...+€1p£n_1+€165n_2+ip§n+(i—l)55

-2

ol Ej = ey ou ej-l (avec Ej >0), j =1,2,...,n-1. D'ol,



108

n_ o _ (N o, n 0ol n-j - n-j+1y .. . a
v dk,n/k = (q dk’n) /x = (aq +j§1(en_qu +en_j6q J+ip+(i-1)689) /x .
Posons

_ n ngl n-j - n-j+1 _ o n-1 n-2
f(t) = (aq +j§1(en_qu +en_j6q Y+tpt(t-1)68q) /@n_lv te_ v +...+elv+t
ol t e [0,v]. Alors f'(t) < 0 si et seulement si

n-1 n n:l n-j - n-j+1 _

a(p+6q)(en_1v +...+elv+t) < agq +j§1(€n—qu +€n_j5q J+to+(t-1)q .

Pour démontrer cette derniére inégalité, il suffit de vérifier que

(ii1) 0l(o+5q)(en_l\)n—1+...+e:1\)+t) < aqn+p(€n_1qn_1+---+€1Q)+t(p+5Q)'5q .

Puisque o < 1 et que p+8q = p(g-1)/(v-1), i1 suffit de vérifier (iii) pour
t = 0, inégalité qui devient alors

. -1 n-1 -1 n n-1
(iv) a(v-1) (q-1)(en_1v +...+elv) <p “(aq -6q)+en_1q tooteq .

Vuque a = r/g-1),a <1, § <1 etp <1, 0na (aq™-6q)/p > qn_1 pour n > 3.

Donc, pour démontrer (iv) lorsque n > 3, i1 suffit de vérifier

_1 _1 -
(v) (q—1)(en_1\)n +...+51v) < (\)—1)((en_l+1)qn +en_2qn +"'+€1q)
Plus généralement, lorsque n > 3, 1'inégalité
(x-1)(e,_v" ro v v) < (v-1) (e +1)x" Tee x4 ve x)
est satisfaite pour tout x > v car
%k((x—l)(en_lvn-1+...+51v)) = (en_lvn-1+...+elv)
n-2 n-3
< (v-l)((n—l)(en_1+1)x +(n-2)en_2x +...+51x))
_ _ n-1 n-2
= gﬁ((v 1)((en_1+1)x te ¥ +"'+€1X))

quelque soient les choix de e - Pour n > 3, 1'inégalité (iv)

IELNPYRRY
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est donc satisfaite.

Considérons le cas n = 2. On observe que El = e, car i=>=1. Par

conséquent, f'(t) < 0, car on a

a(p+89) (e vrt) < ag’-8q+(p+8q) (e, a+t)
et
aq = rq/(q-1) > 1 > § .
On a donc montré que

min  f(t) = f(v) ,
o<ty

c'est 3 dire

De plus,

n,o n-1 ,a

v d, = d’,
-]zl k,n m) k/\),n_l .

Par récurrence, on a donc

n,o . o . o
> =
v dk,n/k > min  vd. /j b~ ,

ce qui termine la démonstration.



CHAPITRE V

TRAITEMENT DU CAS GENERAL (v ET & QUELCONQUES)
ET RESULTATS SUR LES PARFAITS HOMOGENES DE R M

Dans ce dernier chapitre, nous calculons 1a mesure de Hausdorff des
parfaits linéaires homogénes au sens large de type (v,£), quelque soit la
position des intervalles blancs de la ]iére étape de leur construction.

De plus, nous dé&finissons une classe d'ensembles parfaits homogénes

dans 1'espace euclidien qu, et nous démontrons un théoréme (analogue a

celui de la section 1.4) sur leurs mesures de Hausdorff.

5.1 Calcul de la mesure de Hausdorff des parfaits homogénes linéaires

Soit E un parfait homogéne au sens large de type (v,£) (avec v > 3),
de diamétre &, construit sur 1'intervalle fondamental [0,%]. Rappelons
que tk n désigne la longueur minimale d'un sous-intervalie de [0,42]
iéme .

contenant kx intervalles blancs de 1la n étape de dissection, et que

n(k) désigne le plus petit entier > log k/log v.

PROPOSITION 5.1.1 La mesure de Hausdorff de E (dans la dimension

o = -1og v/1log £) est donnée par la formule

H*(E) = min (k) +iee

1 <k<y™ k,n(k)+1/k
ol
v-1, i £ 1>2vil et v=5
m=qv , Si E_l > v et v =234, et5s
v+l, Si g_l > v et v=6.
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Démonstration: Comme on 1'a déja souligné @ quelques reprises, on peut

se restreindre, sans perte de généralité, au parfaits homogénes de
diamétre -. On supposera donc que % = 1.
D'aprés le corollaire 1.4.2 et le lemme 1.4.3, on a

a

HYE) = inf  V't) /x ,
n=1 k,n
1<k<v™
que 1'on écrit également
(1) H*(E) = inf inf vnti /x .
k>1 n2n(k) o0

Montrons en premier lieu que pour tous entiers k > i et £ 2 - on a

<£t :E'.Lt

Ceon(x)-2 < et Ty on(

k,n{k) ,n(k)+1+2 k,n(k)+1 °

Pour chaque entier n > -, notons par Jk L Un intervalle de longueur
b
minimale contenant k intervalles blancs de la n'cme étape. Alors,

t = |Jd

x,n(k) Kon(x)!

A la (n(k)—:)1eme étape, il y a au moins v intervalles de longueur it a(k)

(un situé dans chacun des v intervalles blancs initiaux) contenant k
idme .

intervalles blancs de cette (n(k)-1) étape.
—— - v — s . ¢ s—] . . —— —— V —] _— —— . -
<t . -
k,n(k) tk,n(k)
Par conséquent,
tk,n(k)+1 < gtk,n(k)

Le méme raisonnement montre que pour tout n = n(k), on a

< gtk

tk,n+1 ,n
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k,n{k)+1 ksn(k)
Soient 61,62,...,6v_1 les longueurs respectives des v-1 intervalles noirs
initiaux.
- " to. 8, o v-1
Alors, J contient un certain intervalle noir initial de longueur
k,n(k)+1

sj, et doit &tre contenu dans la réunion de cet intervalle noir avec les

deux intervalles blancs initiaux qui lui sont contigus.

3 ‘ -
o L
Jk,n(k)+1
D au?re part, Jk’n(k)+2 ne peut &tre contenu dans un intervalle blanc de
iéme .
la 2 étape, car tk’n(k)+2 < gtk’n(k)+1. Alors, Jk’n(k)+2 rencontre
iéme .

deux intervalles blancs consécutifs de la 2

court intervalle noir possible, soit celui de longueur gaj, et Jk (

est 1'image par une homothétie de rapport £ de 1'intervalle Jk

= B n(k)+1

2y

tk,n(k)+1+2 =8 n(x)+1

La formule (1) s'écrit alors plus simplement

(2) H*(E) = inf k)i /k .

1 k,n(k)+1

Démontrons la proposition 5.1.1 par récurrence sur k.

1'hypothése suivante:

étape séparés par le plus

n(k)+2

,n(k)+1"

Le méme raisonnement montre que pour tout

Nous pouvons faire
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Hypothése de récurrence:

Soit » 2 m. Pour tout entier p vérifiant

. n
< L0,
il existe un entier 5_ tel que - < :_ <" et
. n(j_)-:
n(c)~-2,2 T a .
Tt 2 C . Sy
’ con(z)-2/? JD,H(JD)TA/j?

Remarque:

Au cours de 1'étape de récurrence, nous ferons appel a la remarque

suivante: pour tout n = 2, On a

t =t .
n . veL
voan—_
tn effet, si t _ =z, alors 2, > zZ, pour tout i = =,...,v-Z et
Y4 1 J
3= ......,.--, et par conséquent t n = £ pour tout n = 1.
Vv ,n-7

D'autre part, si t _ < z, alors
7/

8L
By 7 %,
- )
ol < = max . et ¢ = min 61, et
S P Lo rcic,--
t =z - (z6. =2, )
Vel JQ lo
iéme .
2 étape:
£L . ¢, z§,
| . N i —_ s — Je——e l:F—— — jc——-~-
. J .
Ve

Tout intervalle gui constitue 1'enveloppe convexe de la réunion de v*

intervalles blancs consécutifs de 1a 3'&™¢ étape est, soit de Tongueur ¢,

soit de Tongueur z- Eﬁj-ii) pour un certain e et un certain ¢, vérifiant

J

g6, > €., soit de Tongueur g-(gzaj—ai) pour un certain 6j et un certain 6i
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vérifiant g26j>6i. Par conséquent,

t = g-(g8, -8, ) =t
v2,3 Yo Yo
Le méme raisonnement montre que

t n =t
v ,n+l

pour tout n > 1.

Etape de récurrence:

Soit k un entier tel que

Wb 1<k < v

- . +1
D'aprés la remarque ci-haut, on a, pour k = vl

n(k)+1,a /

_ o]
\Y tk,n(k)+1 k = vt

v,2 °

D'autre part, si vn+1sk3vn+1—1, alors on peut écrire

k= e vie vVl vevte
n n-1 R | 0

avec en€{1,2,...,v-1} et eze{o,l,....v—l} pour 2=0,1,...,n-1.
Les extrémités de 1'intervalle Jk 042 sont situées dans des intervalles
]
igme . . . . .
blancs de la (n+1) étape. Trois situations sont possibles:

1°) Dans la premiére situation, les deux extrémités de Jk o sont aussi
H]
e ey 2 . iéme .
des extrémités d'intervalles blancs de 1a (n+1) étape.

J
kyn+2
Par conséquent,
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e vl V2 re vie
p=E “n-1 SR MRS
et
tk,n(k)+1 - tp,n(p)+1 ?
d'ol
n(k)+1 o _ n(p)+1 o
v tk,n(k)+1/k -V p,n(p)+1/p ’
Par hypothé&se de récurrence, on a donc
n(k)+1,a . n(j)+1,a .
v t /k = min _ v : VA
k,n(k)+1 15520 jsn(j)+1
2°) Dans la deuxiéme situation, une seule des deux extrémités de Jk 042
3
est une extrémité d'intervalle blanc de la (n+1)1eme étape.
e J .
k,n+2 T
}.__ —_ _‘ » . . —_— — . __‘
T n+l (
& B Jk,n+2 B
Par conséquent,
k+1iz0 (modv) ,
c'est d dire €y = v-i, pour un certain i vérifiant 1<i<v-1. Posons
. n-1 n-2 _ .
e T ELY BV THe..tejvie 1= (k+i)/v
Montrons que
n(j )+1
n(k)+1,a k o .
k > .
(3) v tk,n(k)+1/ v jk,n(jk)+1/3k

Etant donné 1la position de 1'intervalle Jk nen? ON observe que

(4)

t. <t
jk,n+1 k

oli 1a suite finie d'indices %

sn+2

1’22"

+ig

n+2+£n+1(62 +§

2.)

+8  +...
1 22 i

..,zi est 1'une ou 1'autre des deux
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suites 1,2,...,i et v-1,v-2,...,v-i. De plus, puisque

62 +cS2 +...+62. < 61+62+...+6v_1 = 1-vg ,
1 2 i
on a
..nt2 n+2, -1
jk,n+1 < tk,n+2+lg e (e "-v)
d'ol
-n-2 -n-2 R |
(5) £ tk,n+2 >E tjk,n+1—(1+§ -v) .

En employant la notation Aj = g_n(j)—lt (3)+1 pour § = 1, (5) s'écrit

jsnlj
également
(6) Ak > xAj ~-(i+x-v)
k
ol x = g'l. De plus, 1'inégalité (3) que 1'on veut vérifier s'écrit aussi

sous la forme

o o .

ainsi que sous la forme

log j. /1og v
N k > A x1og k/log v
k jk

(7)

car o = log v/log x. De (6) on obtient

log jk/1og v 1og(vjk)/1og v Tog jk/log v
Akx > A x -(it+x-v)x
I

Donc, puisque vj, =k+i, i1 suffit, pour démontrer (7), de vérifier
Iog(vjk)/1og v Tog jk/1og v

A, x -(i+x-v)x > A x]09 k/10g v
Ik Ik

c'est & dire
log(vjk)/]og v log(vjk-i)/]og v Tog jk/1og v

(8) x > x +(i+tx-v)x /A,
Ix
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Le nombre d'intervalles blancs de la p1€Me étape contenus dans Jj

k,n+1

est ¢ oue -1. Si ce nombre est € , alors J. contient ¢
n n n J, sn+1 n

k
intervalles blancs de longueur 52. Si ce nombre est e "1, alors

J, contient ¢ -1 intervalles blancs de longueur 52, dont la réunion
Jk’n+1 n
a pour enveloppe convexe un intervalle noté I. En plus, Jj Nl contient
k,
vn_1+en_1vn_2+...+22v+51+1 intervalles blancs de la (n+1) '™ &tape,
distribués dans deux sous-intervalles I, et I, de J. situés de part
1 2 jy ontl
et d'autre de I, et tels que
0110 > % 4 t
1 2 g,ntl °’
_ n-2
ou q = en_lv +...+52v+el+1.
— i : 2 — 1
L IA \ 2
_— — e = — — e R = —]
S
S - Jy o0l
On a donc
z 3 2
t. > |1 I .
3, ontl [T+ 1|+112|+6 > e £ +tq,n+1
En reprenant ce raisonnement pour les intervalles blancs de la 31Eme étape,

de 1a 4'°M€ étape et ainsi de suite, on obtient

£3+...+52gn+(e +1)gn+1 .

>
,n+1 n n-1 1

A n-1 . > e xn_1+s xn—2+...+e x+e +1
jk,n+1 n n-1 2 1



118

Posons

j = . +1 .
Jk(x) enx +€n_1x + +52x+51 1

Pour démontrer (8), i1 suffit donc de vérifier

1og(vjk)/1og v log(vjk-i)/1og v log jk/log v
(9) x > x +{x-v+i)x /jk(x) .

ce qui a déja &té fait a la proposition 4.1.1, (p. 93, inégalité (17)).

3°) Dans la troisiéme situation, aucune des deux extrémités de J

k,nt2
n'est une extrémité d'intervalle blanc de 1la (n+1)1eme étape.

— — s —t P e s —H
| . N e /
L le

Jk,n+2
. . igme . .
Soient I1 et I2 les deux intervalles blancs de la (n+1) étape qui
contiennent les extrémités de Jk e Distinguons 2 cas:

a) Si le nombre d'intervalles blancs de longueur gn+2 situés dans

(I1 u 12) n Jk o est supérieur a v, alors
k
kti = 0 (mod v) ,
c'est a dire €g 7 v-i, pour un certain i vérifiant 1<i<v-1, et comme a

la situation 2°), on a

§ +6_ +...+6_ )
21 22 Ri

.,.h+2 n+1(

<
tjk,n+1 < b npotiE e

pour certains indices % N deux a deux distincts, et Iy = (k+i)/v.

1°72°°

Par conséquent, on a, comme & la situation 2°)

/3, -
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b) Si le nombre d'intervalles blancs de longueur gn+2 situés dans

(I1 U 12) nJ est inférieur ou &gal & v, alors

kyn+2
k+v+#i = 0 (mod v)
pour un certain i vérifiant o<i<v-2. De plus,si k = 0 (mod v), c'est

a dire si e, = 0, alors k < ytt d'aprés la remarque qui suit 1'hypothése

0
- P e . n+1 .
de récurrence. Donc, dans toute éventualité on a k+v+i < v s OU bien

. n+1 .

k+vti = v ' "+v. Dans le premier cas, on a d'aprés la position de J R
k,n+2

n+l . nt2 _ntl
(10) t(k+v+i)/v,n+1 < tk,n+2+g +iE  T+E (6£1+622+...+62i)
pour un certain choix d'indices £, ,%,.,...,%, deux & deux distincts. Posons
1°72 i
h, = (k+v+i)/v. Montrons que
n(k)+1, o n+l, o
(11) v b n(k)+1 /¥ 2 thk,n+1/hk.

Puisque 6, +6, +...+5, < 1-vE, de 1'inégalité (10) on obtient
1 22 li

-n-2 —n—2t

K, n+2 > g —(1+2x-v) ’

hk,n+1

g
c'est d dire
(12) Ak > xAh -(i+2x-v) .

k
L'inégalité (11) s'écrit également sous la forme

log hk/log v
X

(13) A, > A x'09 K109V
k
De (12) on obtient
log h /log v 1og(vhk)/1og v Tog h, /1og v
Akx > Ah X -(i+2x-v)x
k

11 suffit donc pour démontrer (13) de vérifier
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log(vh Y/log v log hk/1og v Tog k/log v
X -(i+2x-v)x > Ah X s
k
c'est a dire
1og(vhk)/1og v ]og(vhk—v—i)/1og v log hk/]og v
(14) x > x +(i+2x-v)x /A
By
De plus, on a
3., si i=o0
Ik
hk RE +1 81 i >0
Ix
ot 5. = e v lee VT2 4e.vie +1. On peut Ecrire
Jx ~ *n n-1 s TEQVTE T
51 0= 30 = B0 VT 4R veEl 41
Ix Ik T 5n n-1 Fon TEQVTELTL

avec éne{1,2,...,v—1} et Eze{o,l,...,v-l} pour £ = 1,2,...,n-1.

Alors,
jk(x), S1 i =20
A >
hk .
jk(x), Ss1 i >0
s - n-1 n-2 x _ - n-1 = LT
oll jk(x) = e ¥ Tte ¥ “+...vexre +1 et jk(X) = e X ...te xte tl .

Lorsque i = 0, il suffit pour démontrer (14)., de vérifier

1og(vjk)/]og v 1og(vjk-v)/1og v log jk/1og v
(15) x > x +(2x-v)x /jk(x) .

Lorsque 1<i<v-2, i1 suffit pour démontrer (14), de vérifier

lTog(vj, )/log v Tog(vj, -v-i)/Tog v Tog(3,)/10g v
(16) x > x +(i+2x-v)x /ﬁk(x) .

. +2 n .
Le cas k++i = v “+v: Posons hk (k+v+i)/v = o + 2. Alors, on a toujours

1'inégalité (10) de la page 119, c'est-a-dire

(10) i n+i . n+2 n+1 .
thk,nﬂ < tk,n+2 + £ + i + E (621+622. e, + 8 i)
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D'autre part, on observe que n(hk) = n+l. Mais on a déja démontré (au bas

de la page 111) que atK n >t 4q Pour tout k=1. On a par conséquent

k) = "k,n(k)
1'inégalité
vn+1t06 > \)n+2 o}

hk SN+1 hk thk,n+2 ‘

De plus, puisque hk = vn+1, 1'intervalle J doit se trouver, soit

hk,n+2

en situation 2°) (décrite @ la page 115), soit en situation 3%a) (décrite
a la page 118). I1 ne peut pas &tre en situation 3°b) car les intervalles

I1 et 12(voir dessin de la page 118) doivent contenir chacun au moins un

iéme

intervalle blanc de 1a (n+2) étape qui appartient a J Par

hk,n+2‘

éonséquent, les situations 2°) et 3°a) ayant déja été traitées, on a
n+2 .0 ) n(j)+1,a
V P man V \ . .
Ek thk,n+2 1<ieu® 3 jon(j)+1
IT nous est donc suffisant de démontrer 1'inégalité (11), soit

n+2 o n+l, o
() ﬁ- tk,n+2 =Y thk,n+1 )

P

Cette inégalité s'écrit €galement sous la forme

log h /Tog v
(13') A x by . A;kxlog k/1log v
ou A = £ % et AL = g1y
k k.nt+2 hk hk,n+1 '
Puisque & +8 +...+8 < 1-vg, de (10) on obtient
2 2 2.
1 2 1
-n-2 -n-2 .
2 tk,n+2 =t thk,n+1 - (d42%-v)
c'est a dire,
*
(12') A, = xA - (i+2x-v) .
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log hk/1og v
De (12') on obtient (en multipiiant toute 1'inégalité par x )

log(vh )/10 logh/log v
;kx Shheies )x &4

I1 suffit donc, pour démontrer (13'), de vérifier 1'inégalité

- (i+2x-v

Akx1og hk/log Voo

log(vh )/log v log h /log v *
A* X hk - (i+2x-v)x hk > A x]og k/1og Y,
fy by
c'est a dire,
log(vh, )/log v log(vh, —v-i}/1log v log h /log v
(14%) X & > x i + (i+2x-v)x & .
*
A

by

De plus, puisque hk = vn+1, on a

thk,n+1 =

n
=X +1 ,

* - -n-
A n-1 104 1(€+E

hk =t thk,n+1 =t

n+l
)

Pour démontrer (14'). i1 est donc suffisant de vérifier 1'inégalité

]og(vhk)/1og v 1og(vhk-v-i)/log v log hk/109 v
X

(*) x > x + {(it2x-v)
n
X +1

. n .
ou hk =v+let1c<i

IA

v-2 .

I1 sera donc suffisant de démontrer 1'inégalité (16) de la page 120

B8 0 - e -oE, dans 3 (x),

quelque soient les choix des coéfficients
et pour tout x = v+1 lorsque n = v, ainsi que pour tout x > v lorsque n > v+1, car
alors en particulier notre inégalité (*) ci-dessus sera vérifiée pour tout

x = v+1 lorsque n > v-1, et pour tout x > v lorsquen > v .

IT est suffisant de vérifier (16) avec i = 1 car la fonction

log(v3, -v-t)/1og v Tog(3,)/10g v
g(t) = x k + tx k /3, (x)
k
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est décroissante en t sur [1,v-2]. En effet, g'(t) < 0 si et seulement si

) . Tog((vi, -v-t)/3,)/T0g v
(vi, -v-t)/3,(x) < (Tog x/Tog v)x ,

ce qui est bien vérifié pour tout x > v.
Les deux inégalités a vérifier sont donc (15) et

1og(v§k)/1og v 1og(v§k—v—1)/1og v 1og(§k)/1og v o
(17) x > x +{2x-v+1)x /jk(x) .

Démontrons d'abord (17). Posons

1og(v§k-tv—1)/1og v

Tog(3, )/Tog v
¢(t) = x +((t+1)x-v+1)x

/3, (%)

ou t e [0,1]. Montrons que ¢ est une fonction décroissante de t. On a
¢'(t) < 0 si et seulement si

. Tog({vj, -tv-1)/3,)/log v
(18) x/jk(x) < v(log x/10g v)x /(vﬁk—tv—l) .

L'égalité a lieu lorsque x = v, et le membre droit est croissant en x

sur [v,»[ car vﬁk-tv-i > ﬁk. Le membre gauche x/ﬁk(x) est décroissant

en x si et seulement si

> v. Pui 3 = I B
pour tout x > v uisque jk(x) B B X TholE xrE 41, dés que

n > 3 on a bien Ek(x) < xﬁi(x). I1 reste a démontrer (18) lorsque v = 3

etn=2. On a alors,

jk(x) = 52x+el+1 et 3y = 3€2+€1+1

ol &, = 1 0u 2 et e, = 0,1 0u2, d'ol ﬂk > 5. Alors,

log((vﬁk—tv-l)/ﬁk)/log v = log(3- u/5)/log 3 > 7/10 .

Par conséquent, pour vérifier (18) avec v = 3 et n = 2, il suffit de
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constater que 1a fonction

b(x) = x/(x"193,(x)) = >0/ (& xre 41)

est décroissante en x sur [3,=[, quelque soient &, 6 ¢ {1,2} et 51 e {0,1,2}

2
vérifiant 3§2+€1+1 < 9.

Alors, puisque ¢ est une fonction décroissante de t sur [0,1], (17)
est vérifiée car (9) a été démontrée.

Démontrons maintenant 1'inégalité (15). Posons

1og(vjk-tv+t-1)/1og v log jk/log v
h(t) = x +(x-v+t(x-1)+1)x /jk(x)

ol t e [0,1]. Montrons que h est décroissante sur [0,1]. On a h'(t) <o

si et seulement si

1og((vjk-tv+t-1)/jk)/1og v
(19) (x-l)/jk(x) < (v-1)(log x/l0g v)x /(vjk-tv+t—1) .

L'égalité a lieu lorsque x = v, et le membre droit est croissant en x

sur [v,»[ car vjk—t(v—l)—l > - Le membre gauche (x—l)/jk(x) est
décroissant en x sur [v,=[ si et seulement si

d X—l _ . .1 . 2

&;(51(;79 = (Jk(x)'(x-l)Jk(X))/(Jk(X)) <0

. n-1 n-2
r > v, P ' = e ,
pour tout x = v uisque Jk(X) e X te . x Tt...te xte +1, On a

jk(x) < (x-1)j£(x) dés que n = 3. I1 reste & démontrer (19) pour v = 3

et n = 2. L'inégalité (19) s'écrit alors

Tog(3- (2t+1)/(3e
2(1og x)(52x+e +1)x
(20)  =x-1 < L

(Tog 3)(3(3e2+el+1)-(2t417)

2+€1+1))/]09 3

Soit f(x) le membre droit de (20). La fonction f(x) est définie sur [3,[.
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On a f(3) = 0. Alors pour vérifier (20), montrons que f'(x) > 1 sur
[3,=[. Posons

log(3- (2t+1)/(332+e1+1))/1og 3

g(x) = (log x)(e2x+el+1)x
On a
log(3- (2t+1)/(352+51+1))/]og 3
g'(x) = ((€2x+€1+1)/x +52]og X)x
~1+T0g(3- ge—zf—';q)nog 3

+(log x)(22x+51+1)(1og(3— (2t+1)/(3€2+51+1))/]og 3)x

d'ol

+1)-(2t+1))Tog(3- (2t+1)/(3e.+e +1))/log 3

g'(3) » (3(523+e e,

1

> (3(623+€1+1)-(2t+1))]09(3- 3/4)/log 3 ,

c'est a dire
g'(3) > (log 3)(3(623+el+1)-(2t+1))/2 .
De plus, g'(x) est croissante en x sur [3,=[ puisque

log(3- (2t+1)/(3€2+€ +1))/10og 3 > log(3- 3/u4)/l0og 3 = 7/10

1
et que par conséquent la fonction (de x)

-1+1og(3- (2t+1)/(3e.+e +1))/log 3

2 1
(€2x+€1+1)x

est croissante en x sur [3,=[, quelque soient ¢ ¢ {1,2} et e, € {0,1,2}

2

vérifiant 3e,te,+1 < 9. D'autre part,

f'(x) - 2 N gl(X)
log 3 (3(é23+el+1)-(2t+1))

> 1

si et seulement si

g'(x) > 19%—3 (3(523+e1+1)-(2t+1)) ,
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inégalité que 1'on a démontrée. L'inégalité (20) est donc satisfaite.
Alors, puisque h est décroissante en t sur [0,1], (15) est vérifiée car
(9) a été démontrée.

Ceci termine 1'étape de récurrence et Ta démonstration de la
proposition 5.1.1.

COROLLAIRE 5.1.2 H*(E)(s,,...,$ est une fonction continue et analytique

1 v—l)

par morceaux de v-1 variables liées par la relation & +...+8 =1 - VE.

Démonstration: Par définition, les tk sont des fonctions de

’n

§,5...,0

T analytiques par morceaux. Le corollaire résulte alors

v-1

directement de la proposition 5.1.1.

5.2 Mesure de Hausdorff des parfaits homogénes delRN

I. Introduction

Soit S un sous-ensemble de RIV. Soient s et p deux nombres réels

positifs, et désignons par Hs(S) la borne inférieure des nombres
iifl(diam Si)S (ol diam Si dénote le diamétre de Si) pour tous les

recouvrements dénombrables {Si}:zi de S par des ensembles de diamétre < p.

DEFINITION 5.2.1 La mesure de S dans 1a dimension s (ou s-mesure de S)

est définie par

H%(S) = 1im HS(S) .
p=>0

DEFINITION 5.2.2 La borne inférieure o des nombres s pour lesquels
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H®(S) = 0 est appelée la dimension de Hausdorff de 1'ensemble S, et sera

notée dim S. Nous appellerons mesure de Hausdorff de S, notée H*(s), la

mesure de S dans la dimension de Hausdorff de S.

DEFINITION 5.2.3 Soit K ¢ RIV un ensemble parfait et compact. Soient

¢1,...,¢v v similitudes ou antisimilitudes fixées (de centres quelconques)

de RN

de méme rapport £ < 1, qui transforment K en compacts Ki = ¢i(K) c K
tels que HS(Ki n Kj) = 0 pour tout i # § et s = -log v/log £. Pour tout

entier n > 1, les v® compacts od ©o...o K) = K
n ? P q)al ¢a2 q)an( ) apr8ps- e 3ay

(a.=1,2,...,v) ont des intersections deux & deux d' s-mesure nulle. Soit
E = U K

P . n
ces@ 8 58550008 la réunion de ces v compacts. On a

E c En, et 1'intersection

est un ensemble parfait que 1'on qualifie de parfait homogéne au sens

large de type (v,&). Si les v compacts K, n E sont deux a deux disjoints,

le parfait E sera dit homogéne au sens strict de type (v,&).

Pour établir une méthode pratique de calcul de la s-mesure des
parfaits homogénes de type (v,&) lorsque s = -log v/10g &, nous aurons

recours aux propriétés suivantes des s-mesures:

Propriété 1: Les boréliens de qusont des ensembles s-mesurables

quelque soit s > 0.

Propriété 2: Dans la définition 5.2.1 ci-dessus, i1 est suffisant de ne

considérer que des recouvrements ouverts.
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Propriété 3: Soient E E_RN et f : E—— R une application Tlipschitzienne
d'exposant s > 0. On suppose donc 1'existence d'une constante universelle

C >0 telle que |f(x)-f(y)|<C|x-y|® pour tout x et y ¢ E. Alors

HS(E) = CTYHY(F(E)) = ¢ lmes f(E) ,

ol mes f(E) désigne la mesure de Lebesgue de f(E).

Propriété 4: Si E est un parfait homogéne au sens large de type (v,&),

alors pour s = -log v/10g & et pour tout p > 0 on a

H(E) = Hs(E) < (diam E)®

Propriété 5: Si E est un parfait homogéne au sens strict de type (v,£),
et si 1 désigne la plus petite distance entre deux des portions

K1 n E,...,Kv n E, alors pour s = -l1og v/log £ on a

t° < H%(E) =< (diam E)® .

Les propriétés 1, 2 et 3 sont démontrées dans un cadre plus général
dans ROGERS [22], (p. 50-54, théorémes 27, 28 et 29). Une démonstration
des propriétés 4 et 5 est donnée dans KAHANE-SALEM [13], (p. 24-25) pour
le cas particulier des parfaits homogénes de R. Le méme raisonnement

s'applique aux parfaits homogénes deIRN tels que définis ci-haut.

a) Le cas homogéne au sens strict: Si s = -log v/log £, on a, d'aprés la

propriété 5,
0 < H%(E) < =
et par conséquent,

dimE = o = -Tog v/log & .

b) Le cas homogéne au sens large: Si s = -log v/log £, on a, selon la

propriété 4,
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HS(E) < =
D'autre part, la propriété 3 nous fournit une condition suffisante pour
que H%(E) > 0. Plus précisément, s'il existe une application lipschitzienne
d'exposant s,

f: E—R
telle que mes f(E) > o, alors H®(E) > 0. Avec cette hypothése
supplémentaire, on aura donc, comme dans le cas homogéne au sens strict,

dim E = o = -log v/log & .

Remarque:

Dans le cas homogéne au sens strict, une deuxiéme fagon de montrer
que H*(E) > 0 est de construire de manidre “canonique” une telle fonction
lipschitzienne d'exposant o = -log v/log ¢. En effet, pour toute suite

infinie a8y eesd e (an=1,2,...,v) les compacts Ka

2 n ,a

1,a2,... n

forment une suite décroissante ayant pour intersection un point de E. On
établit ainsi une bijection b entre 1'ensemble parfait E et 1'ensemble de
ces suites. Définissons la fonction f : E ——[0,1] comme suit: si b(x)

est la suite a,,a.,...,a ,... alors
1°72 n

f(x) = .;

j -
b./v oUu b, = a.-1) .
Lp v 2,-1)

173 3

Vérifions que f est lipschitzienne d'exposant -log v/log . Soit 1 la
distance minimale entre deux compacts de la forme Ki n E et soient x,vy ¢ E
tels que

Tgn < |x-y| < Tgn—i .
Alors x et y appartiennent & un méme compact Ka a a et par conséquent
1°92°° "%

1/\)n_1 = vg“n < vT_alx—yla .

| f(x)-f(y)!

IA
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Exemples:

1°) La courbe de Von Koch:

On prend pour K la région de R? bornée par un triangle isocéle ABC
dont les angles intérieurs sont w/6, n/6 et 2u/3 radians respectivement.
Soit ¢, et ¢ les similitudes de rapport £ = 1/v3 qui transforment

respectivement le triangle ABC en les triangles ADB et BEC.

Le parfait homogéne au sens large obtenu par le procédé décrit plus haut
est une courbe du plan, qui peut s'obtenir comme 1'image d'une application
continue et bijective définie sur 1'intervalle [0,1] de R. Cette
application ¢ est construite de la facon suivante: on pose ¢(0)=A,
v(1/2)=B, w(1)=C, w{1/u)=D, ¥(3/4)=E et ainsi de suite. Les rationnels
diadiques formant un sous-ensemble dense de [0,1], on prolonge ¢ par
continuité sur [0,1]. Pour montrer que H°(E) > o lorsque s = -log v/log £,
i1 suffit de vérifier que w_l est lipschitzienne d'exposant log u4/log 3.

Posons f = ¢ 1. Par construction de ¢, si X 0%, € E vérifient

3-n/2 -(n-1)/2

- <
< |x x2|_3

1

alors

27 < IF () F(x,) 1 < 2T

et par conséquent
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£x,)-Flxy) | < (1780772 = 2(1/3%2)% < 21x, -5, 1°

Compte tenu des propriétés 3 et 4 énoncées plus haut, on a

0 < H%(E) <=

dim E = o = log 4/l0og 3 .

2°) Le quadrillage "jeux d'échecs":

K est la région bornée par un carré de coété 1, et les similitudes
NN sont celles qui transforment K en les carrés Ki = ¢i(K) de coté
1/n dont la disposition est illustrée par le diagramme suivant:

cas n impair:

Alors v = n(n-1)/2 et E est un parfait homogéne au sens strict de dimension

a = log v/10g n.
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cas n pair:

5
.
.

L, N A S K\)

Alors v = n2/2 et E est un parfait homogéne au sens large. I1 semble
naturel de faire la conjecture suivante: Pour s = log v/109g n,
H%(E) > 0 et dim E = o = l0og v/10g n.

3°) Les triangles équilatéraux d'Eggleston:

K est la région bornée par un triangle équilatéral de coté 1, et
les similitudes ¢1,¢2,¢3 sont celles qui transforment K en les triangles

équilatéraux de coté 1/2, dont la disposition est illustrée ci-dessous:

Dans cet exemple, v = 3 et £ = 1/2. E est un parfait homogéne au sens

large. Eggleston a démontré (EGGLESTON [10]) que la mesure de Hausdorff
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-~

de E dans la dimension log 3/1og 2 est supérieure ou €gale & 1/3, et par
conséquent que dim E = o = log 3/1og 2.

II. Une seconde version du théoréme 1.4.1

Nous donnons maintenant une généralisation alRN du théoréme 1.4.1
sur la mesure de Hausdorff dans la dimension s =-109 v/log & des parfaits
homogénes de type (v.&).

Soit E un parfait homogéne (sens strict ou sens large) de type (v,&)

danisN, tel que décrit a la définition 5.2.3. Appelons partie simple

de E_ toute réunion de compacts de la forme K . Notons par
n al,aQ,...,an

Ak 0 la famille des parties simples de En qui sont chacune réunion de

compacts de la forme K

IR PERTRIL N et posons tk , = min diam P pour

’ PeAk N

THEOREME 5.2.4 Pour s = -1og v/log £, on a

(*) H%(E) = inf min _ vt° /x .
nz1  1<k<y® k,n

Démonstration: Nous la divisons en 3 étapes.

1°) Montrons que

HS(E) = inf {PZQ(diam P)®, o décrivant les recouvrements finis de E par
€ des parties simples} .

Etant donnée la propriété 4, on a

H%(E) = inf {Sgg(diam $)°, Q décrivant les recouvrements de E par des
ensembles quelconques} .

De plus, la propriété 2 nous permet d'écrire

H5(E) = inf {2 (diam 6)%, r décrivant les recouvrements ouverts de E} .
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E étant compact, on a plus spécifiquement
H%(E) = inf {Ggr(diam G)%, r décrivant les recouvrements ouverts finis de E} .

Soit I un recouvrement ouvert et fini de E. Il existe un nombre réel
§ > 0 (qui dépend de I') tel que tout ensemble de diamétre < & recouvert
par T est contenu dans au moins un des ouverts de I'. D'autre part, il

existe un entier positif n, tel que, pour tout n 2 n En est recouvert

O,

par T car {En} est une suite décroissante de compacts. En prenant n,

suffisamment grand, le diamétre de chacun des compacts Ka a a
1’ 2,-..’ n
0

est inférieur & §. Par conséquent, si 1'on fait correspondre & chaque
ouvert G ¢ T la plus grande (celle qui contient le plus de compacts

) partie simple de E_ qu'il contient, on obtient un
al,a2,...,a n

nO 0

recouvrement fini @ de E par des parties simples de En tel que
0

. s . s
Pgﬂ(dwm P)® < Ggr(dmm G)° ,
ce qui compléte la premiére étape.
2°) Démontrons (*) sous 1'hypothé&se H°(E) > 0. Posons, pour tout

borélien B < K,
H(B) = H®(BnE)/H°(E)

obtenant ainsi une mesure de probabilité sur la tribu borélienne de K.

La H-mesure de chacun des compacts K a a est 1/v". Posons
ELPTRERTL

h = H%(E) et h' = inf min Vt° /k .
n>1 1<k<sy®  FoB

Par définition de la mesure H, on a pour toute partie simple P ¢ Ak N
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h'H(P) < t7 < (diam P)® .
Donc si @ est un recouvrement de E par des parties simples on obtient

(diam P)® > h' gQH(P) > h'H(E) = h' ,

plo p

et d'aprés la j1€ere étape ci-haut, on a bien
h=>h'
Montrons d'autre part que h < h'. Soit € > 0. 11 existe deux entiers > 0

k = k(e) et m = m(e), et une partie simple Q ¢ A mte]s que si 1'on pose

h* = v®(diam Q)%/x

on ait

De plus, on a

pour un certain ensemble E de k m-uples (a .,am) ol aje{l,...,v}.

127"

Soient N un entier > 0 et QN la famille des parties simples P2 € Ak,£+m

qui s'écrivent

P, = U K

- (a a )e
2¥1,..., Z4m

a a,sa . sd
1%y 3

qoee 041°"

[£3]

L+m

avec ¢ 2 Net ¢ =0 (mod m). Alors H(PQ) = k/vm+l, et par conséquent,

(%) h'H(P ) = (diam Q)S/v* = (&* diam Q)% = (diam P .

Z)
Appelons R, et fixons-le une fois pour toutes, un compact < Q de la

r un i - .. T, to
forme Kr1’r2""’rm pour un certain m-uple (rl,rz, ,rm) e 5. Pour toute



136

suite infinie 238500058 seee les compacts Ka1’a2""’an (n=1,2,...)

forment une suite décroissante ayant pour intersection un point de E.
Soit E¥ ¢ E 1'ensemble des points de E qui correspondent a des suites

e - Ue a. , = T, , @, ~ = L, seeepd, =
a,>2,s sa s telles g a,,4 7 Fys 5,57 E, a;, = T pour une

infinité d'indices i = 0 (mod m). Ainsi chaque x ¢ E* appartient & une
infinité de P(2). Veérifions que H (E*) = 1.
Pour £ = 0 (mod m), notons par E(2) 1'ensemble des x ¢ E auxquels

correspondent des suites a,,a 23 50 dans lesqueiles le m-uple

q28g0 .-

(ai+1’ai+2""’ai+m) est différent du m-uple (rl,rQ,...,rm) pour tout

v

i>g2etiz=o0 (modm). On peut alors écrire

E(2) = A E(tan)

ol E(2,n) est 1'ensemble des x ¢ E auxquels correspondent des suites

a 58550053 5. POUF lesquelles le m-uple

(a2+(q—1)m+1’a2+(q—1)m+2""’a2+qm) #(xsrgs.eor)

pour chaque q = 1,2,...,n. De plus, E(&,n) étant 1'intersection avec E

d'une partie simple ¢ Ap ol p = vz(vm—i)n, on a

, +nm

vz(vm—llff_ (vm—l)n
L4+nm m
v v

H(E(2,n)) =

D'autre part, puisque E(%,n+1) < E(2%,n) pour tout n = 1, E(L) est limite

décroissante de la famille de E(%,n), donc

vm-l n
H(E(2)) = 1im H(E(%,n)) = 1im ¢ ) =o0.
n->o n-o v
- * _ U
Puisque E\E* = 2=0(Mmod m)E(JL), on a

H(E*) = 1 .
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On extrait maintenant de Qy une sous-famille Qﬁ,, construite par récurrence
de la facon suivante: soit P1 € Qy une partie simple de diamétre maximum;
supposons P1"“’Pn déja choisis, et choisissons parmis les parties simples

de la famille @, qui ont une intersection de H-mesure nulle

N

avec P1UP2U"‘UPn celle ou une de celles qui sont de
diamétre maximum. La famille Qﬁ = {Pn}::1 ainsi construite est un

recouvrement de E*. En fait, toute partie simple P ¢ QN est contenue dans

au moins une des parties simples Pn € Qy-
Pour tout N > 1, on a donc d'aprés (#=x)

(diam P)® = h"_ 3z _,H(P) = h"H(E*) = h" .

Z t 1]
PeQN PEQN

D'autre part,

lim pI (diam P)® > H®(E*) = H%(E) = h.
el
Noee =0

Par conséquent,
h<h" <h'+e ,
et € étant arbitrairement petit, on a

h

IA

h' ,
d'oll finalement
h=nh'
3°) Démontrons (*) avec 1'hypothase H°(E) = 0. Si
inf  min n“nts,n/k =M>0,
n>1 1<k<v

alors pour tout recouvrement @ de E par des parties simples appartenant
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d la famille A= nAk,n, on a
. S n
Pgg(dwm P)" = M Pgﬂk(P)/v > M,

ol k(P) est 1'unique entier > 1 tel que P « Ak(P) . Par conséquent, on

N
aurait H%(E) = M > 0, en contradiction avec 1'hypoth&se H®(E) = 0. Donc
M =0, et (*) est démontrée.
Revoyons maintenant les exemples 1°) et 3°) décrits plus haut.

1°) Courbe de Von Koch:

L'ensemble El+ dans la suite emboitée E1:E23... est constitué par

16 triangles semblables disposés comme suit:

En calculant Te diamétre des diverses parties simples de El,EQ,E3 et Eu’

et a3 1Ta lumiére du théoréme 5.2.4, nous sommes portés a faire la

conjecture suivante:
-2

a . n{k)+1,a = 2%t% o = ¢ )
H (E) = ;Zf 2 tk,n(k)+1/k 2,2

ol o = dim E = Tog 4/Tog 3 et t, , = 2v3/9 est diamdtre de la partie

simple de E2 formée par la réunion des triangles T1 et T2.
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1/3

3°) Triangles équilatéraux d'Eggleston:

L'ensemble E3 dans la suite emboitée E1:E2:... est constitué par 27

triangles équilatéraux disposés comme suit:

En calculant le diamétre des diverses parties simples de E1’E2 et E3, et

a la lumiére du théoréme 5.2.4, nous faisons la conjecture suivante:

o _ . n(k)cx _ .20 _ L0
H™(E) = ;gi 3 tk,n(k)/k =3 t6,2/6 = 3°/6
ol a = dim E = Tog 3/log 2 et t = 3/4
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Questions a 1'étude:*

Existe-t-i1 des parfaits homog&nes au sens large de type (v,&),
non-linéaires, tels que HS(E) = o pour s =-log v/log £ ?

Si oui, sont-ils quand-méme de dimension a = -log v/log & ?

-

*Par la suite, une résonse (du moins partielle) a ces questions a été
obtenue par 1'auteur.
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