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RESUME

APPLICATION DE L’ANALYSE FONCTIONNELLE

A LA THEORIE CLASSIQUE DU POTENTIEL

Les problémes de Robin-Poincaré et de Neumann-Poincaré sont posés
par rapport i une surface, ou une courbe, réguliére S de classe C? dans
1’espace E3, ou dans le plan E2, SiH, H(:Lz, est 1’espace préhilbertin
des fonctions continues sur S, les noyaux K en E2 et kK2 en Ed des équations
de'FrédhulméPoincaré.éont.dés.trahsformations complétement continues de
H en H, et pleinement symétrisables par la transformation G3 0 associée
au poténtiel de simple couche. Alors, par REID (Duke Math. J. 18 (1951),
41-56), on ohtient le spectre complet de X et K*. Ensuite on exprime GKf,
1@2fen B et K*3f en ES en séries selon les fonctions propres de K*, Ces
séries con¥ergent uniformément et absolument sur S. Enfin la solution
des problémes pesés est deéniées érn séries; u@iﬁénmément'conveggéntes en
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INTRODUCTION

I1 est souvent trés avantageux d’exprimer la solution des pfoblé-
mes du potentiel en séries, partout uniformément et absolument convergen-
tes, suivant une suite de fonctions propres.

Dans sa dissertation doctorale, J. L. HOWLANDI), a la suite de
BLUMENFELD et MAYERz), résout les problémes généralisés de Robin-
Poincaré et de Neumann-Poincaré au moyen'des fonctions fondamentales de
Poincaré., Dans ces travaux, on se base sur les théorémes de FREDHOLMg)
et de MARTY4) pour étudier le spectre des opérateurs en question. En=
suite on étﬁdie la convergence des solutions.

Le présent travall définit un espace préhilbertin HiS1 dans 1l’en=
semble des fonctions continues sur une surface réguliére S de classe 02.
Puis on considére les opérateurs K et G de la théorie du potentiel comme
des transformations de H enr H. K, dans le plan, et Kz, dans l’espace,
sont complétement continues et X est pleinement symétrisable par la
transformation 6 symétrique et positive. Appliquant les résultats de
REIDS), on obtient aussitdt les spectres Lki , uik de X et {Xi ,G§i§ de
K*, 17inégalité de Bessel, ) (f,Gui)st(f,Gf), et 1’expansion bilinéai=-
re de Hilbert, (GKf,g) =% (Kf,Gu;)(g,Guy).

BLUMENFELD et MAYER) affirment que la série :5(.Ai2eui)2 est

bornée, en substituant f(q)::K*Z(p,q) dans 1’inégalité de Bessel; mais

1) Howland.

2) Blumenfeld et Mayer.

3) Fredholm tli-r21.

4) Marty rli=r41.

5) Reid, p. 41-50.

6) Blumenfeld et Mayer, p. 2034.
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11s ne prouvent la validité de cette inégalité que pour les fonctions bor-

q

u

nées et intég'fables. Or léfz(p,q) n’est pas borné; cependant *3(p,q) :
est continu, donc borné. Pour améliorer ces résultats, je prouve la
convergerce de la série () 1Gui)2.

Ce dernier théordme, avec 1’/inégalité de Bessel et l’expansion bi-
lindaire de Hilbert, nous donne une expansion de GKf,

GKf = X A (£,6u;)6u; , uniférmément et absolument convergente sur S.

Ce méme. théoréme nous donne aussi une expansion de £* dans le plan,
keh=2X Af(h,ui)(a‘ui , et une expansion de K*3h dans 1/espace,

K*ah = Z)\is(h,ui)(;ui ; ces expandions sont uniformément et absolu=
ment convergentes.

Comme X, dans le plan, et Kz, dans l’espace, sont des transfor-
mations complétement continues de 12;S) en HiS1, on peut recourir &
1’alternative de Fredholm pour garantir l’existence de solutions conti=-
nues pour l’éguation de Robin=Poincaré, f=)\Kf+g, et pour celle de
Neumann~Poincaré, h=AK*h +g, dans les deux cas g€ H.

Ensuite, on exprime la solution de 1’équation Gf = ) GKf4 Gg
sur la surface S, au moyen de 1’expansion de GKf. Le potentiel de
simple couche Vif1 qui résout le probléme de Robin-Poincaré, est 1l’/ex=
tension de Gf & tout le plan ou & tout l’espace et par le premier théf-
réme de Harnack, cette extension est partout uniformément et absolument
convergente.

On résout aussi l'ﬁmtion'htth*zh <4~ ) X*g+g dans le plan,
et h= X3K*3h +A2K*2g +NK*g4-g dans 1l’espace. Alors le potentiel de
double couche Wihi est la solution du probléme de Neumann~Poincaré.

S1 pour terme non homogéne on a g= Gk, kel, le probléme de Neumann=
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Poincaré se réduit & celui de Robin=Poincaré.

L’emplol des méthodes d’analyse fonctionnelle nous révéle immé=
diatement que 1’équation de Robin-Poincaré est un cas particulier d’équa=
tion intégrale-au noyau complétégsnt4ge§£§nu"egfpleinement symétrisable
par une transformation symétrique et positive dans un espace préhilber-
tin. Comme cet espace est l’ensemble des fonctions continues définies
sur un domaine compact, avec la métrique de L2, on peut obtenir la con=
vergence de jf(}\ieui)“ﬁ Mais, pulsque dans le cas du probléme de .
Neumann-Poincaré, on ne symétrise pas le noyau de 1’équation fonctionnel-
le, 1’application de cette méthode y est moins élégante que dans le cas

du probléme de Robin-Poincaré.




CHAPITRE PREMIER

LES EQUATIONS INTEGRALES DE LA THEORIE DU POTENTIEL

1.1 Surface d’intégration 3
Définition. Soit R une région réguliére de l’espacelb ES ou du

planZ) E2, et bornée par une surface ou une courbe OR de élassea) CZ.
Dans la suite, nous dirons ”S” ou "surfape S"” pour R et nous
dénoterons par “dt” un élément de surface dS contenant le point t. De

plus, nous ometterons souvent d’indiquer le domaine d’intégration S.

R
OR=8
. 1. |
On exige que R soit réguliére pour assurer la validité du théo=

réme de la divergence4) et des formules de GreenS). Par définition
S est compacte; alors si S est de classe CZ, certaines inégalités se=
ront valables uniformément sur S pour les noyaux de la théorie du po-
tentiel et ceux-ci seront complétement continus comme on le verra dans

la suite.

1.2 Potentiel de simple et double couches sur S
Définition. Soit CrSi, ou C, l’ensemble des fonctions définles

et continues sur S.

1) Xellogg, p. 113.
2) Kellogg, p. 100.
3) Kellogg, p. 157.
4) Kellogg, p. 113.
5) Kellogg, p. 212-218. Sternberg et Smith, p. 63=67.
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R et R’. Le potentiel Vif1 est régulierZ) 4 1’infini dans E3; dans E2,
pour assurera) la régularité de V, f doit 8tre de masse totale nulle.
Définition. Soit G: CrS1-»CtS1 la transformation définle par

1’intégrale au noyau symétrique 6(p,q)

1) Kellogg, p. 160.
2) Kellogg, p. 217 et 144,

1.2 8
Dans le cas du plan, il faudra souvent restreindre CrS; au sous=
ensemble des fonctions de masse totale nulle sur S, c’est-a-dire telles
que jf(q)dq::O. Nous 1’indiquerons chaque fols.
Définition. Soit V le potentiel d’une simple couche de densité £
sur S, £€C, défini par la relation suivante:
- f—- £(q) dg en E°
Vif,P1= P
= élog ;;;f(q)dq en E2,
Tpq &tant la distance de P & g, et g le point dfintégration sur 8.
a
S
Fig. 2.
On écrira indifféremment V, Vifi, ViP1, lorsqu’il n’y aura pas
dfambiguité.
Coﬁme la surface S est régulidre, pour f€C, Vif1 est défini sur S
et est continu dans tout l'espacel). De plus, ViP1 est harmonique dans
I 3) Plemelj, p. 20.
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i

™

.3

(1.2.1) cf :I 6(p,q)flq)dg =
L)

I1 est clalr que Gf-.:Vls la restriction de Vif,P1 a S,

Définition, Soitl) n la direction de la normale & S dirigée dans

R’, convenue comme positive. Indiquons par ');)- L la dérivée de -
p pq TPq

au point p de S dans la direction de la normale positive, le point P-p.

Rl

Fig. 3.

Défimition. Soit K: CrSi1-+CrS1 la tramsformation définie par

1’intégrale au noyau X(p,q)

L2 S
amr f)np Tpg Haldq en B
(1.2.2) Xf= jK(p,q)f(q)dq-; 5
S L j =2 1og - £{q)dg en E2,
T F an T'pg

Solt y, la imite de (ViP1)yz g (ViP3), PER!, Popi et

v, la limite correspondante pour P& R, ces limites étant approchées

uniformémentz) par rapport & p.

Employant cette notation, on a les formules de Plemeljs)
(1.2.3) (Vefa), - (V[f])n+= 2f sur 8
(1.2.4) (Vif1), +(ch:)n+=2Kf sur S,

Définition. Soit W le potentiel d’une double couche de moment h

1) Xellogg, p. 164.
2) Kellogg, p. 164.
3) Kellogg, p. 164.
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sur S, h€C, défini par la relation sulvante

. sj 5;1?-(! (;:;;)h(q)dq en £3

1 J p) (1 1 9

= og =] h(q)dq en E4,

r H E rpq | |

Comme la surface S est réguliére, pour ££€ C, le potentiel W est dé=

Wif, P12

finl et harmonique dans R et R’ et est régulier a 1’ infinil).

Définition. Soit XK*: CrSi1»CrS1 la transformation définle par

17intégrale au noyau K*(p,q)= K(q,p)

| EJ-"-'- s;%—q— %)h(q)dq en E3
(1.2.5) KX*h :SK*(p,q)h(q)dq: 5
5 L S%(log ;-;—;) h(q) dg en E2,
On a alorsz) ’
(1.2.6) (Weha), = (Wrha)_=2h sur S
(1.2.7) (Wrha )+ + (Wrh1)_ = 2K*h sur S,

(Wrhy), étant la limite de WcP1, PER’, quand P3peS le long de n,
et (Wrhi)_ la limite correspondante pour P€ R, ces limites étant appro=
chées uniformément par rapport & p.

Soit hé C: pour PPE R’ et PER, on a¥)

(WiP*1), = (WiP3)y > O

uni formément avec P’ p, P+p, la distance de P’ & p étant maintenue éga=
le & celle de P a p.

La formule de Green est applicable au potentiel Wik*h) dans le plan4)
et au potentiel W[K*zh] dans 17 espaces).
1) -Kellogg, p. 217.
2) Kellogy, p. 167-168.
3) Kellogg, p. 170.

4) Sternberg et Smith, p. 156 et Liapounoff, p. 285=286.
5) Liapounoff, p. 285-286.

N
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1.8 L'intégrale de Dirichlet
Dans la suite, on aura besoin du fait que 1’intégrale Ifo
: S

est positive. ‘On obtient ce résultat en exprimant 17intégrale sur 8
au moyen'dell'intéqrale de Dirichlet.

Soit € C, et dans le plan de masse totale nulle. Alors le potenw
tiel Vif,P1 est régulier Y 174nfini. Dans ce cas, on peut appliquer la
premidre formule de Plemel] (1.2.3) et la premiére égalité de Green pour
les fonctions harmoniqugsl), afin dfobtenir la relation désirée:

(1.3.1) (V) ﬁs('VZV)ZdR-:fo(Vn_ - Vp, )dS=2 j £6£dS.
R4R! - 5 -
1.4 Problémes de Robin-Poincaré et de Neumann=Poincaré

Le probléme de Robin-Poincaréz) est celul de trouver un potentiel

V d’une simple couche tel que

(Vp_ = Vo, )= )\(Vn_+Vn+)+2g sur 8,
ou, en falsant usage des formules de Plemelj (1.2.3) et (1.2.4), on a
(1.4.1) £ = AKfxzg sur S.

Le probléme de Neumanné?oincarés) consiste & trouver un potentiel

W d?une double couche tel que
(Wy =W )= AW+ W, )+29 sur S,
ou, en falsant usage des relations (1.2.6) et (l.2.7),lon a
(1.4.2) h = AK*h=g sur S.
Le probléme de Neumann est ainsi un cas particilier, skl

du probléme de Robin=Poincaré et le probléme de Dirichlet4) est un

1) Sternberg et Smith, p. 65.

9) Poincaré rli, ps. 6l.

3) Poincaré rli, p. 134. Fredholm rl3, p« 39.
4) Poincaré rli, p. 134.
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cas particulier, A=21, du probléme de Neumann-Poincaré.

On résoudra les deux problémes de Poincaré pour une valeur A
queleonque et toute fonction g€ Cr81. Les solutions seront exprimées
en séries selon les fonctions propres der 1a* transformation K*, appelées
fonctions fondamentales de Poincaré, ces séries &tant partout uni;brmé-

ment et absolument convergentes.

1.5 Quelques grogriétés des noyaux des transformations G, K et K*

Notons immédiatement quelques propriétés des noyaux de 6, K et k*,
Définition. Le noyau itéré T™(p,q) de la transformation T r.
" est défini par induction:
T(p,q) = | T=Yp,0)TL(t,@)dt;  THp,a)=T(pea).
On sait que K(p,q) et K*(p,q) sont uniformément continus sur SX 8
dans le plant),

Dans l’espace, on az) pour tout p,qé& S:
XL
Tpq

.
1

(1,5.1)  6{p,a)§ 2% ; \K(Prq)|\<-y-’\K*(p'q)\\<
Tpg Tog

la constante M étant indépendante de p et q.
I1 sfensuit par un théoréme de PétrovskiI?’) avec ¥=1 et d=2, que

63(p,q), K3(p,q) et kK*3(p,q) sont uni forméfént continus sur SX8S, et

(1.5.2) \K”(p.q) |¢B 109 = ; |x*Z(p,a)| B Log =
»aq pq

les constantes M et B étant positives et indépendantes de p‘ et q.

Adoptons la notation sulvante:

(7, 1) (p) = f (2py) 16

1) Riesz et Sz=Nagy, p. 190.
2) Kellogy, p. 299.
3) PetrovskiY, p. 29. Kellogg, p. 301=304.,
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Théoreme 1.5.1 L’intégrale (Gz,Gz)(p) est uniformément continue

sur S.
-1 1 1 '
P : Dans le plan G = am log == « Al iT = on a
reuve ns le plan 6(p,q) = og o ors, si T(p,q) z;;;va,
IG(p,q)lgB-Tz(p,q).

Par le méme théoréme de Petroqskif;" avec d:% et d=1, on Voit que

62(p,q) est uniformément continu sur SXS. Donc (62,62) est uniformément
continue sur S.
Dans l’espace,
(Gz,Gz)(p):G4(p,p)

et G4(p,q) est uniformément continu.

c.q.f.d.
Corollaire 1.5.1 Les intégrales sulvantes
(K,X)(p) et (K*K*)(p) en E2
(k2,k2)(p) et (x*2,K%2)(p) en E3

sont des fonctions de p uniformément continues sur S.

Preuve: Dans le plan, la conclusion suit de la continuité de K(p,q),

et dans 1’espace, de 17inégalité (1.5.1).

c.q.f.d.

Corollaire 1.5.2 L’intégrale (GZ,G?) et les intégrales du corol-

laire 1.5.1 sont toutes bornées par une constante A positive.

Preuve: Ces intégrales sont continues et S est compacte.

¢.q.f.d.
Corollaire 1.5.3 Les intégrales suivantes
fk(p,t) = Klq,t)22dt en E
Jixkie,t) - k¥a,t)tdt en E3

tendent uniformément vers zéro avec pd. On a les mémes résultats
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avec K¥.
Preuve: Dans le plgn, la conclusion suit de la continuité de X sur SX 8.
Dans l’espace!, solent ©” un voisinage de g de rayon 2a suffisam=
ment peti’g et 0~’ un autre voisinage du méme point g de rayon a.
Alors, poﬁr pee’,
§ (K2(p,t) = K2(q,t)1%dt =+ 0

§0
uniformément, et par 17inégalité (1.5.2) on a de la fagon habituelle

en passant aux coordonnées pdlairesl)
[K2(p,t) - Kilq,thilat ¢ 480 | ikPa,endae<e.
o o
Comme ces inégalité; valent uniformément pour tout g€ S et pour a suffi=

sampent petit, ceci achéve la démonstration.

c.q.f.d.

1) PetrovskiY, p. 30. Kellogg, p. 304.




CHAPITRE II

SPECTRE DES TRANSFORMATIONS K ET K*

2.1 L’espace gréhilbertin H
Définition. Soit

(£,9)= if(p)q(p)dp, £,9€CS1,

un produit scalaire réel défini sur Cr81. Alors ce produit scalaire dée

finit la métrique de L2 sur CtSi:-
ldi%= (£,£),

et dans cette métrique, CrS1 est un espace préhilbertin HiS1, ou simple=
ment H.

Remarquons que HC L2[SJ, L2 étant 1’espace hilbertin des fonctions
au carré intégrable définies sur 3.

Soient K et K* les transformations de la théorie du potentiei, aux
noyaux K(p,q) et ¥*(p,q)=K(q,p). On voit que K* est l7adjointe de K
par rapport au produit scalaire 'su"H, pulsque (£,X*g)= (Kf,g), tout

f,gG‘H‘

9.2 les transformations 8, K et K* bornées en H ‘

Définition. La norme |{T|| d'une transfprmation linéaire de H en
H est la plus petite borne supérieure telle que

zel € Tl HEN, tout f€H.

Théoréme 2.2.1 Les transformations G, X et K* sont bornées en H.

Preuve: Par le corollaire 1.5.2, on a
(ef,08)% = (£,62%)2 (f,f)23[Adp s (£, sl

Donc HGH4\< A|S|. Par le méme corollaire 1.5.2,ion voit que K et K* sont

bornées dans l’espace. Dans le plan, la conclusion découle directement

15
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de la continuité de K(p;a).

ceq.£.ds

9.3 Les transformations cogglétement continues K, K* dans le plan et

k2, k*2 dans 1’espace.
Définition. Soit T une transformation linéaire de H en H. T est

complétement continuel) en H si 1’image par T de toute suite bornée d’é=
1éments de H est compacte en H.
Théoréme 2.3.1 K, K* dans le i;.alan ot k2, K*2 dans 1’espace sont
complétement continues en H.
Prewve: Soit [f ) une suite d’éléments de H, bornée “fn“sF. Soient
g, =Ky .en[‘E%‘ve?;,gﬁm_lﬁ_szﬁuﬁrn;]ﬂa-.irtﬂ'l.‘ﬂ_l.'gﬁﬁ,n..a.r le corollaire 1.5.3,
|onlp) - gg(@) | KFY iK(p,t) = X(q,t) 184t en E2
et
lon(p) = apta) [KF2fcxE(pit) - x2(q, t) 1%t en E3
tendent uniformément vers zéro avec p+d, tout n; par comséquent "f'qn}
forme une famille également continue.
De plus, par le corollaire 1.5.2, les suites {Kfnl en E2cet Kzfn}
en E° sont uniformément bérnées par F?Qh .

Sous ces hypothéses, le théoréme d’Ascoliz) affirme que ces sultes

contiennent une sous-suite convergeant uniformément’: vers un élément de H.

Enfin, on saits) que 1’adjointe d‘une transformation c.c. et c.c.

c.q.f.d.

Corollaire 2.3.1 K est c.c. en 12 dans le plan et K2 est c.c.

1) Riesz et Sz-Nagy, p. 204.
2) Kellogg, p. 265.
3) Taylor, p. 275.

ekt e e . MR
FBTmeTe e TRTIR
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en L% dans 1/espaces

On sait que méme K est c.c. en 1.2 dans 1’espacel).

Corollaire 2.3.2 Soit f€ 12, Alors, dans le plan Kf, K*E€H, et
dans 17espace.K2f, K*2f€ H.

Ces deux corollaires découlent de 1a preuve du théoréme précédent.

2,4 K pleinement symétrisable par G0
Définition. Une trahsfqrmation T de H en H est symétrique si

(T£,9)=(f,T), tout f,g€ H.
Définition, T est positive sl
(T£,£)% 0, tout f&€H.
Définition. T est symétrisable 4 gauche par S, si
(ST£,9)= (£,8Tg), tout f,g& H.
Théoreme 2.4.1 La transformation G est positive et symétrique.

Preuve: G est symétrique. En effet 6(p,qa)=6(q,p).

G est positivez). Soit f€ H, et dans le plan de masse totale nulle.

Alors, par 17égalité (1.3.1), on a
2(Gt, £)= (6F, Vo =Vy ) :f(vzvizz 0.
ReR! c.q.f.d.
Théoreme 2.4.2 X est symétrisable a gauche par G et X* 3 droite.
Preuve: Soient f,g€&H, et dans lé plan de masse totale nulle.
Sotent u= Vifi et v=Vigl. Alorsa)
(wvy_ = voup )=0 et (u+vn+ - v+un+)=0.

Puisque Gfs= U, = U et Gg=V,=V., ona

1) Garabedian, p. 359-361.
2) Blumenfeld et Mayer, p- 2014-2015.
3) Sternberg et Smith, p. 65,
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(Gf,vp_+ Vn, )={G3:un_ +1n, )
et par la formule de Plemel] (1.2.4),
(6f,Kg) = (6g,%f);
enfin par la symétrie de G,
(£,6Kg) =(GKf,g) et (k*cf,g)= (£,K*6g).
c.q.f.d.
Définition. Soit T une transfomatipnde H en H symétrisable par C.
T est pleinement symétrisablel) par G si pour touf. élément propre f & va=
leur propre correspondante A non nulle, or a Gf# 0, c’est=d-dire
Te= Nf#0 implique Gf# 0.
Théoréme 2.4.3 K est pleinement symétrisable par G.
Preuve: Soit Vifi le potentiel de simple couche de densité f€H. Puis-
que V est harmonique en R et R’, si V‘S=Gf=0 sur S, alors V=0 en E2
ou B, Donc ¥ =Vy =0 sur 5, et par (1.2.4), Kf=0.
Alors Gf=0 implique Kf=0; par conséquent Kf# 0 implique Gf# 0.

c.q.f.d.

9.5 Spectre de K et K¥

Considérons d’abord le cas dans 1’espace ES. Nous avons établi
que les transformations G et K de l’espace préhilbertin H sont bornées,
que K2 est complétement continue et que K est pleinement symétrisable
par 620. Alors nous pouvons appliquer a K les théoremes connus tels que
formulés par Ré&dZ) pour obtenir le spectre de X et de K*.

I1 existe donc un ensemble maximal non vides) d’éléments propres uy

1) Zaanen, p. 371s
2) Refd, p. 47-50.
3) “Blumenfeld et Mayer, p. 2015, Kellogg, p. 312.
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linéairement indépendants correspondant aux valeurs propres N 3ot w0 i
chacune apparaissant aussi souvent que 1l7indique sa multiplicité. Cet
ensemble est G-orthonormal, o’est=-d-dire
(ui"' ,Guj"" ) ::Sij ,

et

At s max (£,608) sur [£: £eH, (2,67 )20, k=1,2,.0n,4e1f
L’ensemble {ui"' , /\i+] est £ini ou dénombrablement infini, et dans le
dernler cas, Af - 0.

De plus, si (f,Gui+ )=0, tout i, alors (£,6KE) £ 0.

I1 existe aussi un ensemble maximal G=orthonormal d’éléments

‘propres u,j" de X correspondant aux valeurs propres négatives Argha g0,

et joulssant des propriétés extrémales correspondantes.
De plus (w¥,6uy7)=0, tout i,
Le spectre de K* est 1’ensemble {)i,Gui] , pulsque
\f=Kf implique AGE=K*Gf.

Dans le plan Ez, les transformations G et K de 1’espace H sont
bornées et K est complétement continue., Mals nous avons établi que K
est pleinement symétrisable par G %0 et que G est positive seulement dans
le sous-espace de H des fonctions{continues de masse totale nulle. Pour

remédier & cette restrictionm, remarquonsl) que K posséde un valeur propre

)\,=l correspondant a la fonction propre ul"telle que

‘ul:}#-'o, Gul,‘-:-,l et (u:L ,Gul):: 1.
Alors on peut appliquer le procédé de Re#d pour trouver les autres valeurs

propres et les autres fonctions propres pulsque

1) Blumenfeld et Mayer, p. 2015. Kellogg, p. 3812.
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(ui ,Gul)z('ui ,1)=Iui=0, tout 1> 1.
De plus,l,) si ’\i , 121, est une valeur propre, A= - { est aussi une va=-

leur propre.

Remarquons enfin que si f€H, f-(f,(w‘ui)ul est de masse totale nulle.

et (f’-(f,(-,‘»ul)u1 ',Gui)-':(f,Gui-)-;v 1>1.. Jonc dans la.suite, ‘fous' n/aurons

plus & nous occuper de cette restriction.

1) Blumenfeld et Mayer, P- 2022.
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CHAPITRE III

THEOREMES D’EXPANSION

3.1 Expansion de GKf

Pour exprimer la solution du probléme de Robin-Poincaré en une sé=
rie suivant les fonctions fondamentales de Poincaré, nous aurons besoin
dfun théoréme d’expansion de GKf,

Lemme $.1.1 Solent f,geH. Alors
(3.1.1) (65,67 § (£,60)7
(3.1.2) toxs, g = § (68,60, (9,60

La preuve est donnée dans R?'dsdl).

La preuve du lemme sulvant eét une adaptatibn de la premiére par-
tie de la preluvez) du théoréme de Mercer pour les transformations symé=-
trisables complétement continues en H.

Lemme 3,1.2 Soit{)i,Gui} le spectre de K¥. Alors
(3.1.8) S (A (6uy)2¢ B <e2,
preuve: Montrons d’abord que GXK(p,p)3 0, tout pé 3.

Autrement 11 existerait unm voisinage o~ de p, tel que
KK (p,) § = §£<0,:tout P,a607
Soit £ une fonction continue3) de Sen 0,11,
1 au point p
'= 0 sur S=0"»

Alors nous avons4)

1) Reld, p. 49.

2) Dieudonné, p. 338-339.

3) Dieudonné, p. 86, (4.542).
4) Dieudonné, p. 155, (8.5.3),
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f2(q) | oxx(a,p)E(p)apda = § 1 f #(q)dqr24 0.
Mais le membre de gauche est
(6Kx£, £)= (Kf,CKE),

ot cecl contredit le fait que GKK) 0.

Maintenant, remarquons que

Lp(p,q)= SKK(p,q) = :2"‘ /\1zGui(p)Gui(q)
est le noyau d’une transformation positive Ly puisque nous avons
(Lyf, £)= (GKKE, £) -'f)iz(f,Gui)% (6KKg,9)
avec
g=f = %,(f,Gui)ui .
Et pulsque Lm(p,p))o, tout pe 9, on volt que
3 ) Ou, (p)rlg GKK(p,p)§ B, tout pé S,
c.q.fads

Notons que dans le plan, on peut déduire la convergence de
(A iGui)z directement de 17inégalité (3.1.1) avec f(q)= K*(p,q)-ul(q),
pulsque ce noyau est continu sur SXS et £(q) est de masse tota.le nulle,

Théoreme 3,1.1 Soit f€&H. Alors
(3.1.4) GKf = F (K£,6uy )6uy 4
la série convergeant uniformément et absolument sur S.
Prewve: La convergence uniforme découle des inégalités (3.1.1) et
(3.1.3); en effet, soit

G =L KE, Guy )60y

alors
\

” [
‘gn' - gml < %(fosui)zg (Aisui)z\(Z (f:Gui)Z;(AiG'ui)z-éo

™

uniforménent avec medo0.

L'égalité découle de (3.1.2) Soit f€H; on peut écrire
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Gkf =g + 2 (Kf,Guy)6uy , g&H.
On a done
(6kf,g) = (9,9) + Z (K£,6uy)(g,6uy)
et par conséquent (g,9)=0. Puisque ¢ est continue, alors g= o,

tout f€H.

c.q.fed.

3.2 E_xzansion de K*?f dans le plan et de K*3f dans 1’espace

Le deuxidme théoréme d’expansion, requis pour 1a solution du pro-
bléme de Neumann=Poincaré, exige une ét{xde directe du potentiel de dou=-
ble couche puisque la méthode’ d’analyse fonctionnelle employée pour
17étude de la transformation symétrique CK, .ne. §'applique pas & la trans-
formation K* non symétrique. Nous- aurons donc recours aux théorémes de
Blumenfeld et Mayer.

On dira que la formule de Green est applicable au potentiel de
double couche Wify sl on a

D(W) =2 (W) < oo ¢
la dérivée normale Wn+ de W sur S étant la limite de la dérivée W“Sn
gur une surface de classe c2 g+e € R, située 3 la distance £ de 3,
alors que £-0, et la dérivée W,_ la limite correspondante de Wns_£
gur la surface S=g C Ry -

Lemme 3.2.1 Soit f€H et telle que la formule de Green est appli=-
cable & Wifi. Alors

>(5,u)? § DiWiEip)) §B <0 q

La preuve est donnée dans Blumenfeld et Mayerl) ’

1) Blumenfeld et Mayer, P. 20242026
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Corollaire 3.2.1 Soit f€H. Alors
T (k*€,u.)% B<oo en E2
& (k*2f,u,)2<Bceo en 3.
Preuve: On a déja remarqué 3 la fin du paragraphe 1.2 que la formule de
Green est applicable & WiK*hy dans le plan et a W[K*zhl dans 1’espace, tout
hé H. c.q.f.d.
Lemme 3.2.2 Soit {A;, w] Lle spectre de K. Alors
(A i?ui)ZSB<w en E2
E(Aisui)ZSB <o en ES,
Preuve: Dans le plan, f(q)= X(p,q) est continue et (K*f,ui):.)\izui(p).
De méme dans l’espace, k3(p,q) est continu. c.g.f.d.
Corollaire 3.2.2 Soit f€¢ H, Alorson a
(3.2.1) K2t = 5 (k2£,6u, Juy en E2
(3.2.2) K¢ = 5(K°F, Gug Juy en ES,
Preuve: Dans le plan, soit
9, = %(Kzf,Gui)ui .
La convergence uniforme sult de 17inégalité
1% - %l Sg(f,Gui)Zg( /\izui)zs’%(f,(}ui)zjf (A;2u)2 0,
Pour démontrer 1’égalité, considérons
2= g +3 (K%,6u)y; , g€H.

Puisque g€H, on peut écrire
(x2£, Gg) = (g700) + T (K2£,6u;) (9,6u;),

et par 1’&galité (3.1.2), (g,69)=0. Donc g=0.
Le méme raisonnement vaut avec k%f dans 1’espace. c.q.f.d.
Dans le plan, 1’égalité (3.2.1) suffira pour obtenir une expansion
de ¥*2f uniformément converdente; mais dans 1’espace nous devrons recou=

rir & une preuve par induction.



Théoreme 3.2.1 Soit f€ H. Alors on a
(3.2.3) k25 = T (K*2E,u, )Guy en E2
(3.2.4) X3¢ = F(R*3f,uy)6uy ~ en B3,
les séries convergeant uniformément et absolument sur 5.
Preuve: Dans le plan, on a |
g2 = g 4 3(0¥25,u,)60, , g€H,
et par le lemme 3.1.2 et le corollaire 3.2.1, cette série converge uni-
formément sur S. Prenant le produit scalaire avec g, on obtient
(k*2¢,9) = (g,9) + Z.(K*zf,ui)(g,Gui) ;
mals par 17égalité (8.2.1) avec X%g, on a
(k£ ) = (K2,8) = Z (K3q, Ouy ) (£,0) = Z (K*2E,u1)(g, By ).
Binsi (g,g)= 0 et puisque géH, g=0, tout feH.
Dans 1’espace, par 1’/égalité (3.2.2) on a de la meme fagon
0S5 = 3 (K*0F,uy )Gy |
la série étant uniformément convergente. Mais on voit que
3 (K%,u,)6y
ost aussi uniformément convergente. Alors par un théoréme de Blumenfeld

et Mayerl), on a par induction 1’égalité (3.2.4). c.q.f.d.

1) Blumenfeld et Mayer, p. 2027=-2031., La preuve est basée sur l’ident%té
(W[K*f])n=‘K(er])n valable si la formule de Green est applicable 3

Wefir. Soit hm‘=-‘K*2f - f(K*zf,ui)Gui ., Par la formule de Green, 1=1,2,004,
D(WeK*ihy1) = 2(K* by, (Wek*ihp1 )n) =.2(k*L + Ing, (WeK=lhgy )n).

Corme (K*ihm,ul):‘ 0, K*ih # constante différente de zéro. Pulsque

K¥3hm—)- 0, donc par induction X*h m-—b 0.




CHAPITRE IV

SOLUTION DES PROBLEMES DE LA THEORIE DU POTENTIEL

4.1 Existence d'upé'solution continue

Théorbme 4.1,4 Soient |
(1.4.1) f= g+ AKf, geH
(1.4.2) h= g+AK*h, geH,
les équations de Robin=Pbincaré et de Neumann=Poincaré.

Ces équations possédent des solutions £,h€H.
Pretve: Considérons le cas du ﬁlan. Par le corollaire 2.3.1, K est
complétement continue en 12, Donc, par 17alternative de Fred.holml),
pour une valeur quélqonqiie >\, ces équations possédent des solutions
f,gGLZ. Mais par le corollaire 2.3.2, Kf et K*h sont continues, ce
qui implique que si geH, alors f,héH, |

Dans 1fespace, il suffit de considérer 1/équation

£ = g+ AKg + NKPE,
c.q.f.d.

4.2 Solution du probléme de Robin-Poincaré.

8i.A=0, l'équation (1.4.1) de Robin=Poincaré posséde la solution

f=g.
Si A#0, soit f€H la solution de (1.4.1) dont 17existence est
assurée par 1/alternative de Fredholj. Alors par le théoréme (3.1.1),
Gf = Gg+AZ A (£,6uy)0uy

et

1) Riesz et SzeNagy, p. 203.
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(1~ AN ) (£,6uy) = (g,6uy).
La solution de {1.4.1) est donc donnée par

(4.2.1) otz Gg+3 .li'\_ix- (g, Gy )6y ,
i

-
les coefficients de Guy étant indéterminés si M=) 1 et la série con=
verge uniformément et absolument sur S.

Théoreme 4.2.1 La série

(4.2.2) Vif1 s Vig1+ 2 l_X_i_ (g,Guy)Vruy)

: 1- M)
résout le probléme de Robin=Poincaré pour une valeur A quelconque et
pour toute fonction g continue sur S. Vifi est la limite uniforme de
cette série partout dans le plan ou dans 1/espace et est uniquement dé-
terminée par sa restriction as.
Preuve: Corme 1’extension Vigy et Vruy3 de Gg et Guy est harmonique en

R et R’ et que la série (4.2.1) converge uniformément, la conclusion

guit du premler théoréme de Harnackl). ¢.q.f.de

4.3 Solution du probléme de Neumann=Poincaré

si A=0, 1’équation (1.4.2) de Neumann-Poincaré posséde la solution
h=g. S1 A#0, soit hé H la solution de (1.4.2) dont 1’existence est as=
surée par 1l’alternative de Fredholm. Dans le plan, solt

n=gd A Krg 4 ) ZKeh=k+ AT, avec k=g + AK*g.
Alors

n=k 4+ A2 Z Ayilhuy)eyy
et
(1-/\2 % 12)(h’ui) = (k'ui).

1) Kellogg, p. 248=249.
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La solution de (1.4.2) est donc donnée par

(4.3.1) h= k+z'_éﬁ\l_ (k)G , k= gENKR,
1-,\ A

les coefficients de Gui ‘&tant indéterminés si A= ki , et la série con=
verge uniformément et absolument sur S.
Dans 1’espace, soit .
h = g4\ Krg4 ) 2K*2g + ) SKedh= k) Skx%n, avec k=g +AK*g+ )\ ZKrlg,
Alors
o y35) 3
h=k+ )32 A, %(h,uy )0y
et
(1-A3A 13)(h,ui) = (klui)
Donc la solution de (1.4.2), dans 1lespace, est donnée par

33,3
(4.3.2) h=k+z_'\_)3i_g (k, u )6y , k=g+) K*g + ) ZK*2g,
l-2" X
les coefficients de Guy étant indéterminés si A= >‘i , et la série con-

verge uniformément et absolument sur S.

Théoréme 4.3.1 Dans le plan, la série

(4.3.3) Wehi = Wik 4 3 ————s AZ >‘i (k u MeGuy1 , k=g +A X%,
1- )2 )\

et dans l’espace, ‘la série

(4.3.4) Wchi= Wika +3 A ’\i > (k, ui)W[Gu 1, k=g +AK¥g ) “K*2
1-,\ ,\

résolvent le probléme de Neumann-Poincaré pour une valeur ) quelconque
et pour toute fonction continue sur S. Wrhi est la limite uniforme de
cette série partout dans le plan ou dans l/espace.

La preuve sult des remarques précédentes.

On peut exprimer ces géries en terme des fonctions fondamentales de

.z emers



4,3-4,4 29

Poincaré Vtuiz par les relations suivantesl)
( >‘i - 1)Vry P PeR!
Wiy ,P1=
(X +1)Viuy P PER.

4.4 Un cas particulier du probléme de Neumann~Poincaré
Si le terme non homogéne de 1’/équation de Neumann=Poincaré est.

de la forme ¢g=Ck, k€H, le problimede Neumann-Poincaré se réduit &
un probléme de Robin=-Poincaré.
En effet, soit f&H la solution de 17équation
f= k4 )KL
Alors
h = Gf = Gk +) K*Gf
est la solution de 1’équation originale et cette solution peut étre ex=

primée par la série

(4.4.1) " h=gex AL (k,6y,)6u

uni formément et absolument convergente sur S.

Donec

(4.4.2) Wihi = Wigi+ T DA (k,6u)WiGuy), =6k,
1-AXy

résout le probléme de Neumann-Poincaré, .et da. série conyerge uniformés

ment et absolument partout dans le plan ou dans l’espace.

1) Blumenfeld et Mayer, Pp. 2020,
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