
Soit 𝜉 ∈ ℝ. On écrit 

𝜉 = 𝑎0 +
1

𝜉1
 avec 𝑎0 = , 𝜉- et 𝜉1 > 1 

𝜉1 = 𝑎1 + 
1

𝜉2
 avec 𝑎1 = 𝜉1  et 𝜉2 > 1 

… 

⇒  𝜉 = 𝑎0 + 
1

𝜉1
= 𝑎0 + 

1

𝑎1 +
1
𝜉2

= 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + 
1
…

 

On dit que 𝜉 = ,𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, … - est le 
développement en fraction continue de 𝜉. 

Exemple: 𝜉 =  
27

5
 

27

5
= 5 +

2

5
= 5 +

1

(
5

2
)
= 5 +

1

2+
1

2

  

⇒  
27

5
= 5; 2,2  

On dit que 
27

5
 a un développement en fraction 

continue fini. 

THM: 𝜉 ∈ ℝ a un développement en 
fraction continue fini ⇔ 𝜉 ∈ ℚ. 

Exemple: 𝜉 = 𝜙 

𝜙 = 1; 1,1,1,1, … =
5+1

2
 est racine de 𝑥2 − 𝑥 − 1.  

Exemple: 𝜉 = 𝑒 
𝑒 = ,1; 2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, … - a un 
développement régulier. 

Un Domaine Euclidien est un anneau 
𝑅,+, ⋅  muni d′unefonction δ: 𝑅\*0+  →  ℕ 

(appelé le sthasme euclidien) 
Satisfaisant  
(𝐸0)   ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 𝑜𝑢 𝑏 = 0 
(𝐸1)     ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, ∃ 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅   𝑡. 𝑞.   

𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑟 = 0 𝑜𝑢 𝛿 𝑟 < 𝛿 𝑏  
(𝐸2)    𝑆𝑖  𝑎 ≠ 0 ≠ 𝑏, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝛿 𝑎𝑏 ≥ 𝛿 𝑎 𝛿 𝑏  

On peut plonger un tel anneau dans son 
corps de fractions 

𝐸 =     
𝑎

𝑏
; a, b ∈ 𝑅 𝑒𝑡 𝑏 ≠ 0} 

avec 
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
 ⇔ 𝑎1𝑏2 = 𝑎2𝑏1. 

𝑟0, 𝑟1 ∈ 𝑅 avec 𝑟1 ≠ 0, on peut écrire 
 
𝑟0 = 𝑎0𝑟1 + 𝑟2 , 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝛿 𝑟2 < 𝛿 𝑟1  

𝑟1 = 𝑎1𝑟2 + 𝑟3 , avec 𝛿 𝑟3 < 𝛿(𝑟2) 

… 
𝑟𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝑟𝑛 + 𝑟𝑛+1 ,avec 𝛿 𝑟𝑛+1 < 𝛿 𝑟𝑛  

𝑟𝑛 = 𝑎𝑛𝑟𝑛+1 
 
 

⇒
𝑟0
𝑟1

= 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

…+
1
𝑎𝑛

 

  

Exemple: 𝑅 = ℝ 𝑋  
𝛿 𝑝 𝑥 = 𝑑𝑒𝑔𝑟é(𝑝 𝑥 ) 

 
𝑥5 + 4𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 + 1

𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 − 2
 

= 9𝑥2 + 6𝑥 − 5 +
𝑥2 + 𝑥 − 3

𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 − 2
 

 = 9𝑥2 + 6𝑥 − 5 +
1

𝑥+2 +
1

1
2

𝑥−1 +
1

−2(𝑥−2)

 

L’anneau des entiers de Gauss est un 
domaine Euclidien 𝑅 = ℤ 𝑖 ,  avec pour 
sthasme la norme complexe 
𝛿 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑖 2 = 𝑎2 + 𝑏2 
On a pour corps de fraction 

𝐸 = ℚ 𝑖 =
𝑎+𝑏𝑖

𝑐+𝑑𝑖
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ  et 

c≠ 0 𝑜𝑢 𝑑 ≠ 0} 
 

Exemple: 𝜉 =  2 
2 = 1 + 2 − 1  

= 1 +
1

2 + 1
 

= 1 +
1

2 + ( 2 − 1)
 

= 1 +
1

2 +
1

2 + 1

 

  
 … 

= 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1
…

 

⇒ 2 = ,1; 2,2,2,2, . . - 

On dit que 𝜉 a un development ultimement  
périodique. 

 
THM: 𝜉 ∈ ℝ a un développement ultimement 
périodique  
⇔ 𝜉 est racine d’un polynôme de second degré à 
coefficients entiers. 

Exemple: 𝜉 = 𝑒𝑖  
𝑒𝑖 = ,1 + 𝑖; 2 − 𝑖, 3𝑖, 2, −5𝑖,

−2, 7𝑖, 2, −9𝑖, −2,  
11𝑖, 2, −13𝑖, −2,… - 

Exemple: 𝜉 =
22+5𝑖

1−2𝑖
  

22 + 5𝑖

1 − 2𝑖
= 5 + 11𝑖 + 

1

2 + 𝑖
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Exemple: 𝝃 = 𝟏
𝟏𝟐
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𝑒𝑖a un développement régulier. 


