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Résumé

Soient k,n des entiers avec 1 < k < n — 2. On cherche le suprémum w(n, k) des
nombres w avec la propriété suivante. Pour tout point u € R” a coordonnées linéaire-
ment indépendantes sur QQ, tout sous-espace E de R™ orthogonal & u de dimension k
et tout 0 > 0, il existe une infinité de points non nuls x € Z" formant un angle au plus
§ avec E tels que |[x-u| < ||x|| 7. Ici, x-u désigne le produit scalaire de x avec u et ||x||
désigne la norme de x. En posant v, = (m — 1 + v/m? 4+ 2m — 3)/2, Schmidt (1976)
a démontré que w(3,1) > vy, puis Thurnheer (1990) a obtenu w(n,n —2) > v,_1 en
général. En 2014, Roy a établi que w(3,1) = 5. Dans ce mémoire, on montre que
w(n, 1) = vy quel que soit n, on simplifie 'argument de Thurnheer et on montre que
w(n, k) > vk en général. On répond également & une question connexe de Badziahin
et Bugeaud.
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Abstract

Let k,n be integers with 1 < k < n — 2. We seek the supremum w(n, k) of all
number w with the following property. For any point u € R” with linearly independent
coordinates over Q, any subspace E of R™ which is orthogonal to u of dimension k,
and any 0 > 0, there exist infinitely many non-zero points x € Z" making an angle at
most 0 with F such that |x-u| < ||x||”*. Here, x-u denotes the scalar product of x with
u and ||x|| denotes the norm of x. Letting v,,, = (m — 14+ vm? + 2m — 3)/2, Schmidt
(1976) proved that w(3,1) > vy, then Thurnheer (1990) obtained w(n,n —2) > v;,,_4
in general. In 2014, Roy established that w(3,1) = v5. In this thesis, we show that
w(n, 1) = v, no matter the choice of n, we simplify Thurnheer’s argument and we
show that w(n,k) > v in general. We also answer a related question asked by
Badziahin and Bugeaud.

il



Remerciements

Je remercie d’abord et avant tout mon superviseur Damien Roy pour toute 'aide
et le support moral qu’il m’a apporté ces deux derniéres années. Tu es le premier a
avoir cru en ma capacité a réussir dans ce domaine et je t’en serai toujours reconnais-
sant. Je me considére choyé d’avoir travaillé avec un chercheur de ton calibre et j’ai
énormément appris sous ta tutelle.

Je remerciement également mes parents de toujours avoir eu mon avenir a coeur et
de m’avoir permis de poursuivre mes études en mathématique. Vous m’avez toujours
appuyé dans mon choix de carriére et, autrement, je ne serais probablement pas la ou
j’en suis. Je vous remercie de m’avoir hébergé pendant toute cette année de pandémie
et de confinement. Je remercie ma sceur, Léonie, pour sa tolérance envers mes longs
monologues sur les cones et les prismes et sur les maniéres d’inscrire les uns dans les
autres.

J'offre aussi mes remerciements a quelques-uns de mes collégues de la maitrise en
mathématique : Samuel Pilon, Khalil Besrour, Charalambos Kioulos, Dene Lepine,
Gage Thornewell, Maria Perepechaenko, Trinity Chinner, Masoomeh Akbari et Yous-
sef Moussaid. Ce fut un réel plaisir d’apprendre & vos cotés et je suis content de vous
compter parmi mes amis. J'espére que nos chemins se recroiseront.

Finalement, je voudrais témoigner de mon admiration pour I’étendue de I’'ceuvre
mathématique de Wolfgang M. Schmidt. Une grande partie de ce mémoire est basée
sur ses publications et je lui suis redevable de m’avoir fait connaitre d’aussi belles
mathématiques.

v



Table des matiéres

1__Introductionl 1
(1.1 Historique| . . . . . . . . . . 1
[L2  Mes contributions . . . .. .. ... ... ... L. 7
(1.3 Une contribution additionnellel . . . . . . . . . .. .. ... ... 11
(1.4 Les préliminaires| . . . . . . . . ... oL 13
2__Géomeétriel 14
2.1 Espaces euclidiens| . . . . ... ... ... 14
2.2 Produit extérieur. . . . . .. .. ... L 19
2.3 Mesure d’angle entre vecteurs|. . . . . .. .. ... ... ... .. 25
2.4 Mesure d’angle entre sous-espaces vectoriels| . . . . . . . ... .. 33
[2.5 Domaines angulaires| . . . . . . ... ... 0000 44
[3 Notions d’approximation diophantienne] 47
(3.1 Exposants d’approximation diophantienne| . . . . . . . . ... .. 47
[3.2 Suite des meilleures approximations| . . . . . . . ... ... ... 49
[3.3 Relation entre la suite des meilleures approximations et les ex- |
| posants d’approximation| . . . . . . . .. ... ... ... ... 53
[4  Approximation par les formes linéaires dans un cone| 58
[4.1 Théoréme de Schmidt sur I'approximation avec contrainte de signes| 58
[4.2 ‘T'héoreme général pour 'approximation dans un cone| . . . . . . 63
[4.3 Optimalité durésultat{ . . . . . . ... ... ... ... ... ... 70
[>  Approximation par les formes linéaires dans un domaine angulaire| 87
(5.1 Exposant d’approximation restreint a un sous-ensemble] . . . . . 87
(5.2 Premier principe de transfert| . . . . . . . .. ... ... ... .. 90
[>.3  Deuxiéme principe de transtert| . . . . . ... ..o 92
b4 Conclusionl . . . . . . . . .. 98




Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire concerne 'approximation rationnelle de n-uplets de nombres réels,
un sujet central de la théorie des nombres.

1.1 Historique

On commence par rappeler un résultat fondamental sur 'approximation par les
formes linéaires.

Théoréme 1.1.1. Soit n > 1 et soient aq, ..., , € R. Alors, pour tout X > 1, il
existe xg, ..., T, € Z non tous nuls avec

max lz;] < X et |xg+ 1100+ Frp0n] < XM (1.1.1)

Ce résultat est di a Dirichlet (1842) lorsque X est un entier et sa démonstration
se base sur le principe des tiroirs. Puisque les inégalités dans définissent un
parallélépipéde dans R™* de volume 2"*!, le cas avec X réel est une conséquence
directe du théoréme des corps convexes de Minkowski |12}, §I1.2, Théoréme 2B|. Dans
un article publié¢ en 1976 [II], W. M. Schmidt ajoute une contrainte de signes et
obtient le résultat suivant, ot v = (1 + v/5)/2 désigne le nombre d’or.

Théoréme 1.1.2 (Schmidt, [II, Théoréme 1]). Soient 1,a1,as € R linéairement
indépendants sur Q. Alors, pour tout € > 0, il existe xg, x1, T2 € Z tels que

x1 >0, x9>0 et |zg+zia1+ o0 < emax{z, xa} 7. (1.1.2)
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Dans son article, Schmidt mentionne que la condition d’indépendance linéaire
est nécessaire. Pour le voir, il suffit de prendre a; = 0 et ay € R mal approchable,
c’est-a~dire un nombre pour lequel il existe une constante C' € (0, 1) telle que

|gas —p| > Cg™"
pour tous p,q € Z avec ¢ > 0. On obtient alors,
|zo + 2100 + Tors| = |Ta0rs + 10| > Oyt > Cmax{ay, 29} 7
pour tout xg,x1, e € Z avec xy,xo > 0.

Par ailleurs, comme 1, a1, as € R sont linéairement indépendants sur Q, il n’existe
aucun triplet (g, 71, 73) € Z* qui satisfasse pour tout € > 0. Donc, en fai-
sant tendre e vers zéro dans le théoréme [1.1.2] on obtient une infinité de triplets
(wg, 1, 72) € Z? avec

x1 >0, x9>0 et |zg+x10q + T200a| < max{wy,xa} 7.

Toujours dans le méme article, Schmidt remarque que le théoréme [1.1.2] ne peut
étre grandement amélioré en augmentant le nombre de variables. Plus précisément, il
démontre le résultat suivant.

Théoréme 1.1.3 (Schmidt, [I1, Remarque F|). Soitn > 3. Alors, il eziste 1, ay, ..., v,
R linéairement indépendants sur Q tels que

|20 + T10q + -+ - + Tpay| > Comax{zy, ..., x, )+

pour tous xg, ..., T, € Z, ¢ >0 avec x4, ...,x, > 0, ot C. est une constante positive ne
dépendant que de €.

En 1983, Schmidt conjecture que v peut étre remplacé par 2 — ¢ dans le théoréme
pour n’importe quel € > 0 [13] §5], alors qu’il n’émet pas d’opinion précise dans
son article original de 1976. En 1990, Thurnheer a obtenu la généralisation suivante
du résultat de Schmidt.

Théoréme 1.1.4 (Thurnheer, [I4] Théoréme 1.b|). Soit n > 2 et soient 1, 31, ..., fn €
R linéairement indépendants sur Q. Alors, pour tout € > 0, il existe xq,...,x, € Z
tels que

‘xnl < \/x%—i_—}_‘x%fl et |$0+$151+~'-+Inﬁn| ngaX{|$1|,...7|fL’n|}_l/ﬂ,
(1.1.3)
ot

, n—14/(n—1)(n+3)
n - 2 .
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En effet, on va montrer que le cas n = 2 du théoréme implique le théoréme
1.1.2] Pour cela, on suppose 1, a1, as € R linéairement indépendants sur Q et £ > 0.

En posant
ot g — Qg
61 — 9 ) 62 - 92 )

les nombres 1, 5, 2 € R sont linéairement indépendants sur Q. Puisque vy = v, il
suit du théoréme quil existe (xg, z1,72) € Z* avec

o] < x| et |xo+ z1B1 + @afa] < 27 e]ay |77

Quitte a remplacer chaque x; par —z;, on peut supposer que x; > 0. On observe que

1+ T — X
$0+I151+$252=$0+( 12 2)a1+< 12 2)a2

et on pose donc
Yo =2x9, Y1 =T1+T2 et y=ux1 — T2

On a ainsi (yo, y1,%2) € Z et, comme |zo| < z1, on a 0 < y; < 27 pour i = 1,2. On
obtient aussi

Yo + Y101 + yaca| = 2|z + 2101 + 2282| < €(221)77 < e max{y1, y2} .

Dans le méme article, Thurnheer démontre le résultat suivant.

Théoréme 1.1.5 (Thurnheer, [I4, Théoréme 2|). Soit n > 2 et soient 1, a4, ...,a,, € R
linéairement indépendants sur Q. On suppose qu’il existe t € R avec 1/n < t <
1/(n —1) et une constante C > 0 tels que
o] > —t 1.
g%ﬁwo% yil = Clyol (1.1.4)
pour tout (Yo, ..., yn) € Z" avec yo # 0. Alors, pour tout € > 0, il existe une infinité
de (g, ..., T,) € Z™ avec

n

2| < \/x% 4+ x271 et |ro+ zar + -+ zpoy| < max{|xq), ..., |xn‘}—(h(t)—a)7

o

(n—12%+1+ \/((n —1)2t+1)° +4n2(n — 1)¢2
2nt ’

h(t) :=

Pour mieux apprécier I'importance du théoréme [1.1.5] on rappelle deux résultats
fondamentaux sur ’approximation simultanée.
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Théoréme 1.1.6. Soit n > 1 et soient a,...,a,, € R. Alors, pour tout Y > 1, il
existe Yo, ..., Yn € Z non tous nuls avec

< ] < —1/n.
ol Y et max [yoc —y;| <V

Comme pour le théoréme , le théoréme est dt a Dirichlet lorsque Y'/?
est un entier et est dit & Minkowski lorsque ¥ > 1 est un nombre réel quelconque.
Le résultat qui suit est une conséquence d'un théoréme classique de Khintchine (voir
[12, §II1.3, Théoréme 3A]).

Théoréme 1.1.7. Soit n > 1 un entier. Alors, pour presque tout (aq, ..., ) € R”
(au sens de la mesure de Lebesgue), on a

> —(1/n+e)
max [yoci = y:| = Celyo

pour tout € > 0 et pour tout (yo,...,yn) € Z"* avec yo # 0, ou C. > 0 est une
constante ne dépendant que de € > 0 et de aq, ..., .

Une conséquence du théoréme est que, pour presque tout (o, ..., ) € R™,
I’hypothése du théoréme est satisfaite pour tout ¢ > 1/n. On observe
aussi que la fonction h(t) donnée au théoréme est décroissante sur l'intervalle
1/n <t <1/(n—1) et tend vers n lorsque ¢ tend vers 1/n. On arrive donc au corollaire
suivant.

Corollaire 1.1.8. Soit ¢ > 0. Alors, pour presque tout (ay, ..., a,) € R™, il existe une
infinité de (xo, ..., x,) € Z"" avec

|IL’n| < \/33% 4+ 55721—1 et |x0 + 00 + -+ $n&n| < maX{lfL’ly, " ’mn’}—(n—a)‘

Par un argument similaire a celui donné apres le théoréme [[.1.4] le cas n = 2 du
corollaire [1.1.8 implique que la conjecture de Schmidt est vérifiée pour presque toute
paire de nombres réels.

Plus récemment, en 2009, Bugeaud et Kristensen ont introduit des nombres
wn.k (@) qui mesurent la qualité d’approximation d'un point & € R” sous des contraintes
qui généralisent celles de Schmidt et Thurnheer [2].
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Définition 1.1.9. Soient k,n des entiers avec 1 < k < n et soit a = (ayq, ..., )
un point de R™ avec 1, ay, ..., o, linéairement indépendants sur Q. On définit wy, ;(or)
comme le suprémum des w € R pour lesquels le systeme d’inégalités

max{|zri1|, .., |Tn|} < max{|z1|, ..., |Tk|},

20+ 2101+ Barn] < max{|ay], .., 2]}

admet une infinité de solutions (xq, ..., z,) € Z" 1.

Avec ces notations, on va montrer que le théoréme implique wy, ,—1 () > vy,.
Pour cela, on pose

/61 = naog, ..., /BTZ—I = Nnop—1, ﬂn = Qp,
ce qui donne 1,3, ..., 8, linéairement indépendants sur Q. On applique le théo-

réme avec 31, ..., 3, en faisant tendre e vers zéro, ce qui fournit une infinité
de (zg, ..., z,) € Z" avec

|z, | < \/x% +et 22 et |wotxiBr 4+ 200 < 0T max{|zy], ..., |Ta]} T
Pour un tel (zo, ..., z,) € Z", on pose

Yo = To, Y1 =Nx1, ..., Yp—1=MNTp-1, Yn = Tn,

de sorte que
To+ 2181+ Tl = Yo+ Y100 + 0+ Y.

Cela fournit une infinité de (yo, ..., y,) € Z" avec

[yn| = ln| < \/96? +-F oy < nmax{la, o e[} = max{[ul, - ya-al}

et

—VUn

Yo + 101+« + Ynn| < 07T max{|zy|, ..., [2a]} T < max{|yil, ..., [ya]

On en déduit wy, ,—1(ax) > vy,

De la méme facon, le corollaire implique que w,, ,—1(@) > n pour presque
tout a € R™.

Dans leur article [2], Bugeaud et Kristensen obtiennent des résultats sur le spectre
des valeurs atteintes par le n-uplet (wy,1(ct),...,wpn-1(cx)). Ils observent que l'on a
toujours wy, () > k et soulévent les deux problémes suivants.
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Probléme 1. Soient 1 < k < n des entiers. Eziste-t-il o« = (ay,...,,) € R" avec
1, aq, ..., o linéairement indépendants sur Q tel que wy (o) <k+1 7

Probléme 2. Ezxiste-t-il une suite de nombres {b, },>2 avec

lim b, =2
n—-+o0o
telle que, pour tout entier n > 2 et pour tout o = (ayq, ..., ) € R™ avec 1,4, ...,
linéairement indépendants sur Q on ait

wnvl(a) Z bn 7

En 2012, contre toute attente, Moshchevitin obtient un contre-exemple a la
conjecture de Schmidt. Cela répond également au probléme (1| dans le cas (n, k) =
(2,1).

Théoréme 1.1.10 (Moshchevitin, [7, Théoréme 1]). Il existe 1,1, 0 € R linéaire-
ment indépendants sur Q tels que

2—300

|zo + 2100 + T2002| > max{zy, o} "

pour tout triplet (zo,x1,22) € Z3 avec x1,x19 > 0, ot 1) désigne la plus grande racine
réelle du polynéme
2 =227 — 4z 4 1.

On note que n ~ 1,947.

Un peu plus tard, Roy démontre que le théoréme [1.1.2] est en fait optimal. Dans
son article [§8], il affirme d’abord que le théoréme est équivalent au résultat
suivant.

Théoréme 1.1.11. Soit u € R? & coordonnées linéairement indépendantes sur Q,
soit d € R® unitaire avec u-d = 0 et soit § € (0,7/2). Alors, pour tout € > 0, il
existe x € 72 non nul tel que

L(x,d) <0 et |x-ul<elx[,”,

ot || ||, dénote la norme euclidienne sur R? et ou £(x,d) dénote l'angle aigu entre
les droites (x)g et (d)g.
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Ensuite, il construit des points u € R3 avec les propriétés suivantes.

Théoréme 1.1.12. Soit ¢ : (0,400) — (0,+00) une fonction croissante tendant
vers Uinfini. Alors, il existe un triplet (u,d,0) satisfaisant les hypothéses du théoréme

1.1.11] tel que le systéme d’inégalités

1
Lix,d)<d et |x-ul<—-7--—-"—
) -ul < SR TR

n’admet qu’un nombre fini de solutions x € Z3.

On va montrer que la condition d - u = 0 dans le théoréme est nécessaire.
Soit u € R? & coordonnées linéairement indépendantes sur Q et soit d € R3 unitaire.
On suppose que u - d # 0, ce qui revient a dire que £(u,d) < 7/2. Alors, il existe
§ € (0,m/2) tel que £(d,u) < 7/2 — 2§. Pour tout x € Z3 non nul avec £(x,d) < 6,
on a

L(x,u) < £L(x,d) + £(d,u) <7/2—-0

et donc
x - u| =[xl [[ully cos £(x,u) > & [|Ix]l,,

ou k = |lul|, cos(n/2 —§) > 0.

1.2 Mes contributions

Dans mon mémoire, je me suis d’abord appliqué & généraliser la construction de
Roy a R™ pour tout n > 3. On peut définir £L(v,w) € [0,7/2] pour v,w € R" non
nuls en imposant la condition

v wl=|[[v[ W], cos £(v, w).
Cela étend la définition usuelle de £ sur R3. J’ai obtenu le théoréme suivant.
Théoréme 1.2.1. Soit n > 3 et soit ¢ : (0,400) — (0, +00) une fonction croissante

tendant vers linfini. Alors, il existe u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes
sur Q, d € R" unitaire avecu-d =0 et § € (0,7/2) tels que le systéme d’inégalités

1
(x,d) vl < SRR

n’admet qu’un nombre fini de solutions x € Z".
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Une conséquence de ce théoreme est que, pour tout n > 2, il existe 1, a4, ..., o, €
R linéairement indépendants sur Q tels que

wn’l(al, ey Oén) S Y-

Cela répond au probléme (1| (pour k& = 1) et au probléme [2{ de Bugeaud et Kristensen.
On se demande alors si le théoréme demeure vrai avec le méme exposant 7y
lorsque I'on remplace les ensembles Z* C R3 par Z" C R™ avec n > 3. En effet, il
est naturel de penser qu'on peut toujours faire mieux quand on augmente le nombre
de variables. Cependant, la contrainte angulaire dans le théoréme [I.1.11] complique la
tache. Avec mon superviseur Damien Roy, nous avons développé une méthode simple
pour contourner ces complications et je suis ensuite parvenu a généraliser le théoréme

[LT11l comme suit.

Théoréme 1.2.2. Soit u € R™ a coordonnées lincairement indépendantes sur Q, soit
d € R" unitaire avec u-d = 0 et soit § € (0,7/2). Alors, pour tout € > 0, il eziste
x € Z" non nul tel que

L(x,d) <d et |x-ul<elx|,".
Le théoréme [I.2.1] montre que 'exposant v dans le théoréme [1.2.2] est optimal.

Finalement, j’ai donné une preuve compléte de 1’équivalence entre le théoréme [1.1.2]
de Schmidt et le théoréeme [1.1.11] de Roy.

Je me suis également intéressé a la généralisation des ensembles apparaissant
dans les travaux de Schmidt, Thurnheer, Bugeaud et Kristensen, c¢’est-a-dire :

P = {(wo, 11,72) € R? | zy > 0,29 > 0},

Qn = {(1’0, ,l‘n) € Rn+1 ‘ |£BTL| < \/ZE% +o +ZL‘721_1} ’

Rog = { (20, ..., z,) € R"™ | max{|zyi1], ..., |2a|} < max{|z1|, ..., [zx]}},

ou 1 < k < n sont des entiers. Cela m’a mené a la définition suivante.

Définition 1.2.3. Soitn > 1, soit E un sous-espace de R" et soit § € (0,1). On note
E+ C R" l'orthogonal de E et projg. : R* — E* la projection orthogonale sur E*.
On définit

A(E,6) == {v e R" | |[projp. (v)[l, < dvll,}-

On dit que A(E,¢) est un domaine angulaire autour de E. En particulier, lorsque
dim E' =1, on dit que A(E,¢) est un cone.



1. INTRODUCTION 9

Soit n > 3, soit d € R™ unitaire et soit § € (0,7/2). On peut démontrer que
{veR"|v#0 et L(v,d)<d}=A(D,d)

ou D = (d)g et ' = sind. On voit donc que le théoréme|1.1.11{énoncé par Roy revient

a remplacer P par un cone de R? dans le théoréme de Schmidt. Dans le méme
ordre d’idée, Q,, et R, , peuvent également étre remplacés par des domaines angu-
laires de R™"*! dans les travaux de Thurnheer et dans ceux de Bugeaud et Kristensen.

La démonstration du théoréme [I.1.2] élaborée par Schmidt se sépare en deux
parties, chacune suggérant un principe de transfert entre deux contextes d’approxi-
mation. C’est également le cas de la démonstration du théoréme donnée par

Thurnheer. De plus, les deux principes de transfert de Thurnheer généralisent ceux
de Schmidt.

A partir d’ici, on fixe n > 3 et u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes

sur Q. On fixe également E un sous-espace de dimension k& de R avec 0 C E C (u)g

ainsi qu'un nombre § € (0, 1).

Le premier principe de transfert est le suivant.

Théoréme 1.2.4. On suppose w > k tel que l'inégalité
[x -] <[],

n’admet qu’un nombre fini de solutions x € ' N A(FE,0). On pose

Alors, pour tout X > 1 suffisamment grand, le systéme d’inégalités
I, < X et xou] < X7
admet une solution non nulle x € 7.
La démonstration de ce principe repose sur une utilisation ingénieuse du théoréme
des corps convexes de Minkowski développée par Schmidt dans le cas (n, k) = (3,1)

(voir [11l Lemme 1]) et se généralise facilement pour 1 < k < n — 1 quelconques.
Le deuxiéme principe de transfert s’énonce comme suit.



1. INTRODUCTION 10

Théoréme 1.2.5. On suppose que k =n — 2. De plus, on suppose w >n — 1 tel que
pour tout X > 1 suffisamment grand, le systéme d’inégalités

Iy < X et |x-u < X

admet une solution non nulle x € Z". Alors, l'inégalité

—(@-1
x - u < [|x; @

admet une infinité de solutions x € Z™ N A(E,0).

Le cas n = 3 de ce principe est essentiellement démontré par Schmidt dans [I1].

Cependant, sa méthode n’est pas applicable au cas avec n général puisqu’elle se base
sur un résultat de géométrie des nombres ne fonctionnant qu’en dimension n = 3. Le
cas général du principe s’obtient plutot en utilisant la méthode de Thurnheer. A la
suggestion de mon directeur, je suis parvenu a une version simplifiée de la méthode
de Thurnheer inspirée par la théorie des fractions continues et c’est elle que jutilise
pour démontrer le théoréme [1.2.5]
En combinant les théorémes et et en appliquant la méthode développée
par moi et Roy, on obtient le résultat suivant. Ici, on utilise les mémes notations que
dans les théorémes énoncés précédemment. On rappelle en particulier que k£ = dim E
est un entier entre 1 et n — 2 et que

k+ \/k(k+4)
Ve+1 = 5 .

Théoréme 1.2.6. Soit ¢ > 0. Alors, il existe une infinité de x € Z"NA(E,J) tel que

x - u| < [x]l;

Lorsque k = n — 2, cela constitue une version légérement plus faible du théoréme
[[.1.4) de Thurnheer. Par contre, cette fagon de diviser la preuve en deux principes de
transfert montre bien comment le nombre 141 apparait. On note que k < v, < k+1.
Une conséquence du théoréme|(1.2.6|est que, pour tous 1, oy, ..., a,,—1 € R linéairement
indépendants sur Q, on a

Wne1 (@1, oy 1) 2 Vpgr,

ce qui ne semble pas avoir été observé auparavant. En fait, en appliquant notre mé-
thode au théoréme de Thurnheer, on obtient une version plus forte du théoréme
(cette démonstration ne fait cependant pas partie du présent mémoire).
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Théoréme 1.2.7. Pour tout ¢ > 0, il existe x € Z" N A(FE, ) tel que

x-uf < e x|,

Cependant, nous ne savons pas si I'exposant v, est optimal dans le théoréme
1.2.7 (sauf dans le cas k = 1 qui correspond au théoréme [1.2.2). Le probléme suivant
demeure donc ouvert.

Probléme 3. Etant donnés des entiers k,n avec 1 < k < n—2, existe-t-il un vecteur

u € R™ & coordonnées linéairement indépendantes sur Q, un sous-espace E de (u)x

de dimension k et un nombre § € (0,1) tels que, pour tout € > 0, l'inégalité

Ix - u| < [|x]|; @t

n‘admette qu’un nombre fini de solutions x € Z™ N A(E, ) ?

1.3 Une contribution additionnelle

En 2019, Badziahin et Bugeaud ont démontré un principe de transfert sur I’ap-
proximation d’un nombre et de ses puissances [I]. Le principe s’énonce en termes
d’exposants d’approximation, que 'on définit comme suit.

Définition 1.3.1. Soit m > 1 un entier et soit & € R un nombre transcendant sur
Q. On définit w,,(§) comme le suprémum des w € R pour lesquels l'inégalité

|zo + 216 + -+ - + 2,7 | < max{|z1], ..., ||} (1.3.1)

admet une infinité de solutions (xq, ..., T,,) € Z™1.
On définit w4 (&) de la méme facon que w,,(€), mais en ajoutant la condition

|Tm| = max{|zg|, ..., |Tm|}

au systeme (|1.3.1)).
On définit A\, (§) comme le suprémum des A\ € R pour lesquels l'inégalité

il < -2
@g\yo& vil < |yol

admet une infinité de solutions (yo, ..., ym) € Z™ .
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L’exposant A, est bien connu et ’exposant w,, est & la base de la classification
de Mahler des nombres réels. L’exposant w®®® est non standard, mais la contrainte
additionnelle dans sa définition permet & Badziahin et Bugeaud de démontrer le

principe de transfert suivant.

Théoréme 1.3.2 (Badziahin et Bugeaud, [I, Théoréme 3.1|). Soient k,n des entiers
avec 2 < k <n et soit £ € R un nombre transcendant sur Q. Alors, on a

wd(€) —n+k

O 2 Do

ot l'on convient que le membre de droite est égal a 1/(k — 1) lorsque wi®d(£) = +o0.

Dans leur article, Badziahin et Bugeaud conjecturent que I'exposant wic® peut

étre remplacé par 'exposant usuel wy dans le théoréme[I.3.2] C’est ce que moi et Roy
démontrons dans un article publié peu aprés [4]. En fait, nous donnons un résultat
un peu plus fort.

Théoréme 1.3.3 (Champagne et Roy). Soit k > 1 un entier et soient 1, ...,y des
entiers distincts. Alors, il existe une constante entiere M > 1 telle que, pour tout
nombre £ € R transcendant sur Q, on ait

(e = (ire=m)

pour au moins un choiz de i € {0, ..., k}.

Pour apprécier ce résultat, il faut d’abord rappeler une propriété importante des
exposants w,, et \,,.

Proposition 1.3.4. Soit m > 2 un entier et soit £ € R un nombre transcendant sur
Q. Alors, pour tous a,b,c,d € Q avec ad — bc # 0, on a

b b
W (%) —won(6) et An (Zgid) — ().

On montre maintenant comment on peut remplacer wi*® par wy, dans le théoréme

1.3.2| Pour des entiers 2 < k < n et un nombre £ € R transcendant sur QQ, le théoréme
1.3.3| garantit 'existence d’entiers M,r avec M > 1 et 0 < r < k tels que le nombre
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satisfait
wPN(E) = wp(€) = wi(€) et A(E) = ().
Le théoréme [1.3.2] donne alors

wPN ) —n+k  wp(§) —n+k
(k= Dwed(€)+n (k= Dwp() +n

)‘n(g) = )‘n(fl) >

tel que désiré.

Plus généralement, soient k, n, m des entiers positifs. Alors, le théoréme|I.3.3|per-
met de remplacer w'®® par wy, dans n’importe quelle relation satisfaite par wad(€), A, (€)

et wy, () pour tout nombre transcendant &.

1.4 Les préliminaires

Ce mémoire débute par deux chapitres de préliminaires. Dans ces chapitres, on
se contente d’introduire les outils qui seront utilisés plus loin pour démontrer les
résultats principaux.

Le premier de ces deux chapitres porte sur les outils géométriques. On commence
par rappeler des notions de base sur les espaces euclidiens, puis on explique comment
donner une structure euclidienne au produit extérieur /\k V lorsque V' est lui-méme
cuclidien. On montre comment utiliser la norme euclidienne sur A*V pour mesurer
I’angle entre deux vecteurs de V. On étend cette notion en une mesure du degré d’or-
thogonalité de k vecteurs de V' a l’aide de la norme euclidienne sur /\k V' (pour k > 2
général). Ensuite, on montre comment mesurer I’angle entre deux sous-espaces de
V et on en donne plusieurs propriétés. La plupart de ces propriétés découlent d’une
théorie établie par Schmidt sur les angles canoniques entre deux sous-espaces, pré-
sentée dans [10]. On couvre donc également une portion de cette théorie. Finalement,
on définit la notion de domaine angulaire et on en démontre quelques propriétés.

Le deuxiéme chapitre de préliminaires est plus court et porte sur des outils d’ap-
proximation diophantienne. Plus précisément, on se place dans le contexte de I'ap-
proximation par les formes linéaires. On débute en définissant deux exposants d’ap-
proximation diophantienne. Cela facilitera plus tard 1’écriture et la démonstration des
principes de transfert contenus dans les théorémes et[1.2.5] On introduit ensuite
les suites de meilleures approximations pour un point u € R” et on présente deux de
leurs propriétés importantes établies par Davenport et Schmidt dans [5]. Finalement,
on donne quelques relations entre les exposants d’approximation diophantienne et les
suites de meilleures approximations.



Chapitre 2
Géométrie

Ce chapitre rassemble les notions géométriques qui seront utilisées dans le reste
du mémoire.

2.1 Espaces euclidiens

On rappelle qu’un espace euclidien est un espace vectoriel V sur R de dimension
finie muni d’un produit scalaire

VxV-—R
(V,W)—v-w

De plus, le produit scalaire sur V' induit une norme
[Vl =vv-v (veV)

appelée norme euclidienne. On dit que v,w € V sont orthogonaux si v-w = 0 et
que u € V est unitaire si ||ul|, = 1. On dit que uy,...,u; € V sont orthonormeés s'ils
sont tous unitaires et orthogonaux deux-a-deux. Soit W un sous-espace de V. Alors,
I'orthogonal de W dans V/, noté W+, est le sous-espace donné par

W ={veV|v-w=0 pour tout w € W}.

Proposition 2.1.1. Soient A, B des sous-espaces de V. On a

o (AHt =4,

o V=Ap At

o dim At = dimV — dim A,
o (A+B)t =Atn B

14
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e A C B si et seulement si BX C A+,

Comme V = W @ W+, il existe une unique application linéaire projy, : V. — W

telle que
v — projy, (v) € W+
pour tout v € V. On dit que projy, est la projection orthogonale de V' sur W. En
particulier, on a
v = projy (v) + projy. (v)

pour tout v € V. Soient W, ..., W}, des sous-espaces de V. On dit que W71, ..., W}, sont
deux-a-deux orthogonaux si

W, CW- (1<i,j<k, i#j).

Proposition 2.1.2. Soient W1y, ..., W), des sous-espaces de V deuz-a-deuzr orthogo-
naur avec
V=W+ 4+ W

Alors, pour tout v €V, on a

V = projy, (v) + -+ + projy, (v) (2.1.1)
et
: 2 . 2
IVlly = y/[lprojus (V|2 + - + [projuw, (v)]2
Démonstration:  Puisque Wy, ..., W}, sont deux-a-deux orthogonaux, on a

—~

Wit Wit AW CWE (1< < k),

Soit v € V. Puisque V = W; + --- + W,, il existe w; € Wy, ..., wy € W}, tels que
V=W +: -+ W

Comme w; € W, satisfait

vew, e Wit Wit W S W

on en déduit que
w; = projy,. (v) (1<i<k)
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et (2.1.1) s’ensuit. Puisque les W7, ..., W}, sont deux-a-deux orthogonaux, on a
2 .. .
_ Jlwilly sii=j,
Wi W, = .. .
0 sii#j.

On a donc

k
VI3 =(wi+ At we) (Wit tw) =D Y wiw; = [lwill;
=1

i=1 j=1

tel que désiré. |

Théoréme 2.1.3 (Algorithme de Gram-Schmidt). Soient vy,...,vy € V. Alors, il
existe Uy, ...,u; € V deuz-a-deux orthogonaux tels que

Vi = uy,

Vo € Uy + <111>R,

Vi € Ui + <1l1, e uk_1>R.

De plus, pour tout i € {1,....,k}, on a
1. <V1, . Vz’>R = (ul, ceey ui>R N
2. |lwll, = 0 si et seulement siv; € (vi,...,Vi_1)R ;

3. lailly, < |[villy, avec Uégalité si et seulement si v; € (V1 ..., Vi_1)§.

Si V' est également un espace euclidien, on rappelle que toute application linéaire
h .V — V'’ posséde une adjointe, c’est-a-dire une application linéaire h* : V' — V
telle que
h(v)-v' =v.h* (V')
pour tous v € V,v' € V'. On note que (h*)" = h.
On dit qu'un endomorphisme linéaire ) de V' est orthogonal si QoQ* = Q*o() est

Iidentité sur V. Tout endomorphisme orthogonal de V' est donc un automorphisme.
En fait, un automorphisme ) de V' est orthogonal si et seulement si on a

Qv-Qw=v-w et [Qv],=[v],

pour tous v,w € V.
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Proposition 2.1.4. Soit Z un ensemble non vide quelconque. On suppose des familles
de vecteurs {v;}ier et {Vi}ier dansV avec

_ /‘ /

pour tous i,j € L. Alors, il existe un automorphisme linéaire orthogonal QQ de V' tel
que
Vi = Qv;

pour tout 1 € I.

Démonstration: Soit E le plus petit sous-espace de V' qui contienne {v;};c7 et
soit £’ le plus petit sous-espace de V' qui contienne {v’};cz. On pose k = dim E. Sans
perte de généralité, on suppose {1,....k} CZ et E = (vy,..., Vi)R.

Soient ay, ...,ary € R non tous nuls. Puisque a;vy + -+ + vy € E \ {0}, il existe

Jje{l,....k} tel que
k
(Z CLZ'VZ‘) *Vy 7é 0.

i=1
Il s’ensuit que
k
(Z awé) -V #0
i=1
et donc que a1vy + -+ + apvy, # 0. On en déduit que v/, ..., v} sont linéairement
indépendants et dim £’ > k.

Par symétrie, on obtient dim F = dim £’ = k et donc E' = (v/, ..., v})r. On fixe
{wpt1, ..., up} et {uj,q, ..., u)} des bases orthonormées de E+ et (E')* respectivement.
On pose ) 'endomorphisme linéaire de V' donné par

Qvi=vi, .. Qvp=vV, Qui=u.,, .. ,Qu,=u,.
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Soient by, ...,b,,c1,...,c, € R. On a

k
(Zsz + Z buz) . (ZCZVH* Z czuz>
i=k+1 i=k+1
k k n

= Z Z biCj(Vz‘ . Vj) —I— Z bz‘Cz‘

i=1 j=1 i=k+1

(e ) (Sevte 5w

i=k+1 i=1 i=k+1

=Q (va,+ > blul> - <ZCZV,+ > cluz> .

i=k+1 i=k+1

On en déduit que @) est orthogonal.
On note que I'application linéaire de £’ dans R* donnée par

vie (Vv Vv
est un isomorphisme. Puisque
(Qvi -V, ., Qv -vy) = (Vi Vi, Vi - V) = (V- V], Vv,

on en conclut que v; = Qv; pour tout i € Z tel que désiré. |

Finalement, on rappelle un fait fondamental sur les espaces normés.

Théoréme 2.1.5 (Equivalence des normes). Soit V' un espace vectoriel sur R de
dimension finie muni d’une norme || ||,. Alors, pour toute norme || ||, sur V, il
existe des constantes ki, ko > 0 telles que

ruvil, < [vlly < s vl

pour tout v € V.
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2.2 Produit extérieur

Soit S un ensemble, soit A un groupe abélien et soit £ > 1 un entier. On rappelle
qu'une fonction f : S¥ — A est alternée si

F(So(1)s s Sok)) = sg0(0) f(51, ., 5k)  (S15..., 5K € 5)

pour toute permutation o de {1, ..., k}, ot sgn(o) est la signature de o.

Soit V' un espace euclidien de dimension n > 1 et soit k un entier avec 1 < k < n.
La puissance extérieure k-iéme de V' est un espace vectoriel réel /\k V' muni d’une
application k-linéaire alternée

k
vE— AV
(V17...,Vk> —> Vi A AV

avec la propriété universelle que, pour tout espace vectoriel réel W et toute application
k-linéaire alternée o : V¥ — W, il existe une et une seule application linéaire o :
A"V — W satisfaisant

(VA AVE) = vy, .., V)

pour tous vi,...,v, € V.
On fixe une base orthonormée {ey, ...,e,} de V et on note

Tim ={i=(i1,...,ix) ENF |1 <y < --- <y <}

Alors, les vecteurs
Ei =€y VANRIERIVAN €, (l S Ik,n)

forment une base de /\]C V. On a donc

dim \"V = Card(Z,.,.) = (Z)

Proposition 2.2.1. Soit 5 : V% — R la fonction multilinéaire donnée par
Vl . Wl DY Vl . Wk‘

B(V1y ey Vi, W1, ..., Wi ) = det : : (V1y ey Vi, W1, ey, Wy € V).
Vk’ . W1 DY Vk’ . Wk

Alors, il existe une unique forme bilinéaire 3’ sur /\k V telle que

B (VIA AV, WA AWE) = B(Viy ooy Vi, Wiy oo, WE) (Vi e, Vi, W, o W € V).

De plus, ' est un produit scalaire sur /\k V.
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Cela découle du fait que (8 est 2k-linéaire, alternée en ses k-premiéres compo-
santes et alternée en ses k-derniéres composantes. On obtient donc 4’ en appliquant
la propriété universelle de /\k V' a (. Aussi, on peut voir que 3’ est un produit scalaire
puisque

GG G 1 osii=j
B'(Ey, Ej) = det : : = o
0 sii#].

Donc /\k V' est un espace euclidien pour le produit scalaire
k
a-b=pg(ab) (abe/\'V)

et 'ensemble {E;}icz, , forme une base orthonormée. Plus généralement, pour toute
base orthonormée {uy,...,u,} de V, les vecteurs

u;, FANKIRIRIVAN u;, (1 c Ik:,n)

forment une base orthonormée de /\k V.

Proposition 2.2.2. Soient vq,...,v, € V. Alors on a
[vin-Avilly < flvally - [lvell,
avec l’égalité si et seulement si vy, ..., vy sont deuz-a-deuzx orthogonaux. De plus,
ViAN---Avp=0
si et seulement st vy,..., vy sont linéairement dépendants.
Démonstration:  On applique I'algorithme de Gram-Schmidt aux vecteurs vy, ..., vi

et on obtient uy, ..., u € V deux-a-deux orthogonaux comme dans I’énoncé du théo-
réme [2.1.3] Alors, il découle des propriétés du produit extérieur que

ViA- - Avg=u; A - Aug,

ce qui donne

1/2
ul.ul . e ul.uk:

[ViA- Avglly =det [ : = [Fanfly - - flagll, -

uk: . ul DR uk . uk
Alors, la propriété 3] du théoréme donne

[aafly - faelly < fvally -+ vl
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avec 1’égalité si et seulement si vy, ..., vy sont deux-a-deux orthogonaux. De méme, la

propriété [2| du théoréeme indique que
]y - - - flugll, =0

si et seulement si vy, ..., vi sont linéairement dépendants.

Proposition 2.2.3. Soient {vq,...,v} et {wy,...,wi} des ensembles de vecteurs
linéairement indépendants dans V. Alors

<V1 VANRRRIVAY Vk>R = <W1 VANRRRIVAY Wk:>R (221)

st et seulement si
(V1 oot V)R = (W1, oo, WE)R. (2.2.2)

Démonstration:  On suppose d’abord que (2.2.2) est vérifice. Alors, il existe des
a;; € R tels que
Vi=a;1 W1+ F+awr (1 <i<Ek).

Puisque vy, ..., v sont linéairement indépendants, on a
a1 - Qi1k
A :=det | : : # 0.

g1 - Qg

En notant Sy ’ensemble des permutations de {1, ..., k}, on trouve

Vi A A Vi = Z a170.(1) e ak’g(k)(wg(l) JARERIA WO’(k‘))
O’ESk

= (Z sgn(o)ar qq) - - -a;w(k)) Wi A AWEL =AW A AWy,
€Sk
et, comme A # 0, on en déduit ([2.2.1]).
On suppose maintenant que ([2.2.1)) est vérifiée. Si k = n, (2.2.2)) est automati-

quement vérifié puisque les deux espaces sont égaux a V. Autrement, si k < n, on
note hy,hy : V — /\kJrl V' les applications linéaires données par

h(y) =yAviA---Avi et h(y)=yAwiA---Aw, (yeV).
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Puisque que ([2.2.1)) est vérifiée, il existe A # 0 tel que
VIA AV =AW A - AWy

et donc h; = Ahs. On a alors ker h; = ker hy. Or, en vertu de la proposition [2.2.2] on
a
kerh1 = <V1,...,Vk>]R et kerh2 = <W1,...,Wk>R.

On en conclut que (2.2.2)) est vérifie. i

On remarque que les ensembles Zj, ,, et Z,,_j, , ont la méme cardinalité (Z) = (nf k)
D’ailleurs, pour tout i € Zj,, il existe un et un seul i € Z,,_,, tel que

{ivy oy, S, i€} = {1, ..., n}.

On définit alors
. (1 ok k+1 .- n)
e(i) =sgn | . . :

SC
’1/1 DY /I/k /1/1 DR ank

Proposition 2.2.4. Il existe une forme bilinéaire non-dégénérée iy, : N* VA" *V —
R telle que
aAb=1i(a,b)e; A---Ne,

pour tousa e N*V,be N FV.

L’existence de 1, découle du fait que
k n—k n
NVxN\N V—AV
(a,b)—aAb
est bilinéaire et du fait que A"V = (e; A--- A e,)r. On note que

e(i)jey A---Ne, sij=i

et donc
e(i) sij=i",
0 sij#i°

pour tous i € Zyp,j € ke Puisque {Ei}icr, , forme une base de /\kV et que

Ur(Ei, Ej) = {

—k £ 30 A
{E;}jez, ., forme une base de A" "V, on en déduit que v est non-dégénérée.
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Théoréme 2.2.5. [l existe un et un seul isomorphisme linéaire ¢y, : /\n_k V= /\k V
telle que

a- ¢r(b) = x(a,b)
pour touta e N*V,be N"FV.
De plus, ¢y est une isométrie, c’est-a-dire que

¢x(b) - d(b) =b - b’
pour tous b, b’ € N\" "V,

Démonstration: — Puisque A" "V et ( A V) sont de méme dimension, la forme

bilinéaire non-dégénérée vy, induit un isomorphisme linéaire

pirette /\n_k V= (/\k V)*

donné par [¢dite(b)](a) = 1(a,b) pour tous a € A*V,b € A" *V. De méme, le
produit scalaire induit un isomorphisme linéaire

P NV - (/\kv)

donné par [p(a’)](a) = a-a’ pour tous a,a’ € A" V. On pose alors ¢;, = p~! o groite,
c’est-a-dire que ¢, compléte le diagramme

/\nfkv ___(ék___> /\kV

w\ l *
(A7)
Cela donne p o ¢ = ™% donc
a- ¢(b) = [(po dx)(b)](a) = [¢i*(b)](a) = ¢x(a, b)

pour tous a € A"V, b e N"7F V.
On remarque que

e(i) sij=i",
0 sij#i°

pour tous i € Zy ,,,j € Z,,—k,, et on en déduit que ¢x(E;c) = ¢(i)E;. On a donc

E; - ¢r(E;) = vn(E;, Ej) = {

€<i1)€<i2) =1 si il = i2,

Or(Eig) - ox (Big) = e(in)Es, - (i) By, = {0 sii) # iy,



2. GEOMETRIE 24

pour tous iy, is € Zy,. Puisque i; = iy si et seulement si ij = i3, on a donc
o (Eig) - o (Eig) = Eis - Egg.

4 —k , .
Comme {Ei }ic7, , est une base orthonormée de A"V, on en déduit que ¢ est une
isométrie. |

On remarque que les relations
qbk(EiC) = E(i)El (i € Ik,n)

suffisent & caractériser ¢. Ces relations peuvent d’ailleurs étre généralisées de la fagcon
suivante.

Proposition 2.2.6. Soit {uy,...,u,} une base orthonormée de V' et soit ¢ € {£1}
tel que
wmA---Au,=ceA---Ne,.

Alors, on a
Or(Wpr A Auy) =eug A A .

Les relations
Ei . ¢k(Elc> = 6(1) (i & Ik,n)

peuvent également étre généralisées de la maniére suivante.

Proposition 2.2.7. Soient vy,...,v,, € V et soient a;; € R (1 <1i,j <n) tels que
Vi =a;1€e1+ -+ aze, (1<i<n).

Alors, on a

a1 - Qinp
ViIA AV Op(Viesr Ao - Avy,) = det

Qp1 - Apn

On note que 'inverse de ¢y, est +¢,,_;. Cela suit du fait que
(Pn—r 0 Pr) - (Eie) = e(1)pn—i(Ei) = e(1)e(i®)Ese (i € Lyn)

et de la proposition suivante.
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Proposition 2.2.8. Pour tout i € Z,,, on a

Démonstration: = On remarque que la permutation

(1 von—k n—k+1 - n>

Z‘i ... Zn_k Zl DY ij
peut étre décomposée sous la forme
1 - k k+1 --- n 1 - n—k n—k+1 --- n
i iy 0§ e i ) \k+1 - n 1 e k)

On note également que

1 - n—k n—k+1 - n\ (1 2 - n\"
k+1 --- n 1 e k) \2 3 -0 1)
Comme le membre de droite dans la derniére équation est la k-iéme puissance d’un
n-cycle, sa signature est égale & (—1)*™=1._ On a donc
e(i) = (1" Ve(i)

et le résultat s’ensuit. |

2.3 Mesure d’angle entre vecteurs

Les résultats de cette sections sont bien connus et la plupart se retrouvent éga-
lement dans un article de Roy [9, §4], bien que 'écriture soit légérement différente.

Soit V' un espace euclidien de dimension n > 1 et soit k un entier avec 1 < k < n.
On rappelle que /\k V' est un espace euclidien pour le produit scalaire donné a la
proposition [2.2.2] Soient v1, ..., vj des vecteurs non nuls dans V', on définit

_ van--- Al

vl Dvelly

@k<V17 "'7V1€) :

On note que O est continu sur I'espace métrique (V' \ {0})k Il suit aussi de la
proposition que Oy prend des valeurs entre 0 et 1, avec

@k‘(vla ) Vk?) =0
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si et seulement si vy, ..., vy sont linéairement dépendants et avec
@k(Vl, ...7Vk) =1

si et seulement si vq,..., vy sont deux-a-deux orthogonaux. De plus, la valeur de
Ok(vy, ..., Vi) ne dépend que des classes respectives de vy, ..., vi dans I'espace projectif
P(V), c’est-a-dire que

Ok(A1V1, ooy A V) = Op(ve, ooy V)

pour tous Aq, ..., \x € R*. Finalement, O, est symétrique, c’est-a-dire que
Or(Vo(1)s s Vo)) = Or(V1, ..., Vi)

pour toute permutation o de I'ensemble {1, ..., k}.

Il est bien connu que, dans R?, les rotations et les réflexions préservent les angles
et les distances. On veut étendre cette notion aux automorphismes orthogonaux de
V. On sait déja que ceux-ci préservent la distance induite par la norme euclidienne
et, pour ce qui est des angles, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.1. Soit (Q un automorphisme linéaire orthogonal de V. Alors, on a

Gk(QVb s ka> = @k(vla "'7Vk)

pour tous vy, ...,vy € V non nuls.

Cela découle du fait que, pour tous vq,...,viy € V, on a

1/2
Qvi-Qvy - Qvi-Qvy
1Qvi A= AQvyl, = det : :
Qvi-Qvi - Qvi-Qvy
1/2
Vl . Vl P Vl -Vk
= det : : = |[vi A Al
Vk/' . Vl PR Vk: . VI{,’

et
1Qvilly, = llvill, (1 <i<k).
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On sait par équivalence des normes sur V' que tout automorphisme linéaire 1" de
V' préserve essentiellement la norme euclidienne, au sens ot il existe des constantes
k1, ke > 0 telles que
rrl[vily < NTvl; < o flvll;

pour tout v € V. On peut démontrer que O a un comportement similaire par rapport
aux automorphismes linéaires de V.

Proposition 2.3.2. Soit T' un automorphisme linéaire de V', il existe des constantes
K1, ke > 0 telles que
/ﬁ@k(vl, ...,Vk) S @k<TV1, ...,TVk) S HQ@k<V1, ...,Vk>

pour tous vi,...,vi € V non nuls.

Démonstration:  Puisque 'application de V¥ dans /\k V' donnée par
(Viy ey Vi) > TV Ao - ATV

est k-linéaire et alternée, il existe une application linéaire /\kT : /\kV — /\kV
satisfaisant
N TN AV =TviA--- ATvy

pour tous v, ..., vy € V. De plus, comme {Tey, ..., Te, } est une base de V', les vecteurs
k .
N T(e,N---Ney,)=Te; N---NTe;, (i€Ly,)

forment une base de /\'C V. On en déduit que /\kT est un automorphisme linéaire
de /\k V. Deés, lors, par équivalence des normes sur /\k V', il existe des constantes
c1,co > 0 telles que

k
i lall, < [|A* Ta|| < e lall,

pour tout a € /\k V. De méme, par équivalence des normes sur V', il existe des
constantes c3, ¢y > 0 telles que

cs[[vll, <[[Tv]ly < ealvlly

pour tout v € V. On obtient donc

allvin-Avilly I Tvi A AT, e lvi A A vl

cilvilly - lvilly = ITvally- - ITvklly = llvally- - [Ivell,

pour tous vy, ..., vy € V non nuls. |
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Corollaire 2.3.3. Soit W un espace euclidien avec k < dimW <n etsoith : W —V
une application linéaire injective. On note que Oy, est défini sur W. Alors il existe des
constantes Ky, ko > 0 telles que

F1OK(W1, .y W) < O(h(W1), - h(Wy)) < 12O (Wi, . W)
pour tous Wi, ..., wr € W non nuls.
Démonstration:  Soit [ = dim W. On fixe une base orthonormée {uy,...,u;} de

W et une application linéaire injective hg : W — V telle que {ho(uy), ..., ho(u;)} est
orthonormée. Il s’ensuit que

@k(Wl, ceey Wk) = @k (h()(Wl), ceny ho(Wk))

pour tous wy, ..., wr € W non nuls. Aussi, il existe un automorphisme linéaire T de
V tel que h = T o hy. Il suffit donc d’appliquer la proposition [2.3.2] pour obtenir le
résultat désiré. |

On note S(V) la spheére
SV):={veVl]lvl,=1}

Rappelons que, pour v,w € S(V), 'angle £(v,w) € [0, 7] entre v et w est déterminé
par la condition
v w =cos£(v,w).

De plus, £ induit une distance sur S(V'), c’est-a-dire que
L, w) < L(u,v) + £v,w)
pour tous u,v,w € S§(V). On définit
Linin(V, W) = min{L(v,w), £(v, —w)} € [0, 7/2]

de sorte que
V- w| = cos Lpin(V, W)

pour tous v,w € S(V'). On peut montrer que O est lié & £,,;, par la formule suivante.

Proposition 2.3.4. Soient v,w € S(V), on a

Os (v, W) = sin £ yin (v, W).
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Démonstration: 1l existe wb € S(V) tel que v € (w,wh)g et w-wt =0.On a
donc
v=(v-ww+(v-whw"

et on obtient

Ox(v,w) = [vAW|,=|v-w||w" /\WH2 = |v-w].

Puisque
L= vl =Iv-wl+[v-w']’

on a

v-wr| = /1 —|v w2 =/1—cos? Lpin(V, W) = sin £Lpin(V, W).

|
On peut également montrer que ©, satisfait I'inégalité du triangle.
Proposition 2.3.5. Pour tous u,v,w € V non nuls, on a
Oz(u, w) < Oy(u,v) + Oy(v, w).
Démonstration:  Sans perte de généralité, on peut supposer que u,v,w € S(V).

De plus, quitte a substituer —v & v et —w a w, on peut supposer que

£(u,v) = Lpin(u,v) et L(v,W) = Lyin(V, W).

On observe que la fonction sin est croissante sur l'intervalle [0, 7/2] et que, pour
tous o, 8 € [0,7/2] on a
sin(a + f) < sina + sin .

Si l'on suppose £(u,v) + £(v,w) < 7/2, on obtient
0 < Lpin(u,w) < L(u,w) < L(u,v) + L(v,w) <7/2
ce qui donne
O2(u, w) <sin (L(u,v)+£(v,w)) <sinL(u,v)+sin £(v,w) = O;(u,v)+6s(v, w).

Autrement, on a

0<7/2—4L(u,v) < L(v,w) <7/2
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et donc
O (u,v) + O2(v,w) = sin£L(u,v) + sin £(v,w) > sin£L(u,v) + sin (7/2 — £L(u,v)).
I1 suffit alors d’observer que

sint + sin(m/2 — t) = sint + cost > sin¢ + cos’t = 1 > Oy(u, w)

pour tout ¢ € [0, 7/2]. i

En conséquence, ©y induit une distance sur P(V'). D’ailleurs, O est bien défini et

continu sur (P(V), @g)k

Proposition 2.3.6. L’espace métrique (P(V),@Q) est complet.

Démonstration: ~ On suppose une suite {v;};>; dans S(V) qui est Cauchy par
rapport a Oy, c’est-a-dire telle que

sup @2(VZ" Vj) — 0.

Quitte a omettre les premiers termes de la suite, on peut supposer que
Oy(vy,v;) < 1/2
pour tout ¢ > 1. On en déduit que vy - v; # 0, donc il existe w; € (vy)x tel que
(Vi)r = (V1 + Wy)r

pour tout 7 > 1.

Pour ce choix de w;, on note que

o viAa(vi+wi)ll, [will,

©2(v1, Vi) = Oz(vy, v R |
2(Vi, Vi) = Oa(vi, Vi + ;) Vi + will, 1+ [|lwi)?

Comme, ©3(vy,v;) < 1/2, on a

1+ |lwil;
2
||W’L||2 S 4 L

ce qui donne |[w;||, < 3-1/2 < 1 pour tout ¢ > 1.
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On a aussi

(V1 +WZ) N (Vl —|—W]> = (WZ - Wj) VAN (V1 +WJ) = (Wz - Wj) /\V1 —|—Wz /\Wj,
et, comme (v1)& A (vi)r et A\°(vi)a sont des sous-espaces orthogonaux de A*V, on
a

[(vi+wi) A (vi+wj)lly > [[(wi = wj) Avally, = [[wi = w;l, .
Puisque
Vi +willy = /1 + [will; < V2,
on obtient
O2(v4,vj) = Oa(vi + Wy, vi +W;) > w

pour tous 4,j > 1. Puisque {v;};>; est Cauchy par rapport & O9, on en déduit que
{w;}i>1 est Cauchy par rapport a || [|l,. Comme l'espace normé ((vi)g, | [|,) est
complet, la suite {w;};>; converge donc vers un point w € (vy)z.

Comme

[vi+wil[, > 1

et que

[(vi4+wi) A(vi+w)lly = [[(wi = W) A (vi+W)ll, < [lwi —wl, [[vi +wl,,
on a

O2(vi, vi+ W) =0Os(vi + W, vi + W) < [|[w; —w]|,.

Puisque {w;};>1 tend vers w par rapport a || [|,, on en déduit que {v;};>; converge
vers vi + w par rapport a ©y, ce qui termine la preuve. i

Soit £/ un sous-espace non nul de V' et soit v € V non nul. On définit
Oy(v, E) :=inf{Os(v,w) |w € E,w # 0}.

On peut aussi définir O,(v, E) de la fagon suivante.

Proposition 2.3.7. Pour tout sous-espace non nul E de V' et pour tout v € V non
nul, on a
@g(V,E) _ HprOJEJ-(V)HQ.
Ig[®

De plus, il existe wo € E non nul tel que ©y(v, E) = Oq(v, wy).
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Démonstration: Siv e E+, ona
v Awlly = [[v]y [Iwll
pour tout w € E et on obtient

Ou(v. ) = 1 = [Proiz: My
’ VI,

puisque v = projg.(v).
On suppose maintenant que v ¢ E+. Alors, proj;(v) est un vecteur non nul dans £
et il s’ensuit que

Os(v, E) < |[v Aprojg(v)ll, _ lproj g (v)|l;
e T ] M

puisque

v A projp(v)lly = [[projp. (v) A projg(v)lly = l[projg. (v)l; [projz(v)ll, -

On remarque que /\2 E et B+ A E sont des sous-espaces orthogonaux de /\2 V. Donc,
pour tout w € E on a

v Awlly = |[projp(v) A w + projg. (v) Awlly > |[projg. (v) A wl|,
= l[projp. (v)ll Iwll, -
On obtient donc ]
[Projge (v)ll,
vl

ce qui termine la preuve. |

@Q(V, E) Z

9

On peut alors donner une relation entre O, et Oy.

Proposition 2.3.8. On suppose que k < n. Alors, pour tous vy,...,vi, W € V non
nuls, on a
Ors1(V1y ooy Vi, W) = O (V1 ..., Vi) O2(W, E),

ot B = (V1,...,Vi)R.

Démonstration:  Puisque

ViAo AV Aprojg(w) =0,



2. GEOMETRIE 33

on a
Vl/\.../\Vk/\W:Vl/\"'/\Vk;/\projEi(w)‘

Comme v; - projg(w) =0 (1 <i<k),ona

Vi Avi Awlly = [[viA - Avi Aprojg. (w)ll,

Vi-Vy - Vi Vg O 1/2
= det
Vi -Vy .- Vi - Vi O
0 - 0 |projge(w)l;

= [lvi A= AVl [[projp. (W), -

On obtient donc

HVl/\"'/\Vk/\W||2

@ SRS )
k1(Vi W) Ivally - [Ivally [[wll,
A AV gL (W w. F
HVl k||2 ||pr0']El( )“2 = @k(V1, ceey Vk)@Q( ) )

[oally = flvilly  lIwlly

Une conséquence de la proposition est que, pour tout vq,...,vi, w €V, on

@k-‘rl(vh ooy Vigs W) < Gk(vla ) Vk)

avec 'égalité si et seulement si w € (vy, ..., vi)g.

2.4 Mesure d’angle entre sous-espaces vectoriels

Soit V' un espace euclidien de dimension n > 1. On remarque que tout sous-
espace F de V est également un espace euclidien. Il est donc naturel de noter S(FE)
la sphére

SE)={veE||v],=1}=EnSV).

Soient F et F' des sous-espaces non nuls de V. On peut définir

Oy(E, F) := sup Oq(v, F).

veE
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En vertu de la proposition [2.3.8] la fonction de S(F) dans R donnée par v — Oy (v, F)

est continue. Puisque

sup Oq(v, F) = sup Oy(v, F)
veER veS(E)

et que S(F) est compacte, il existe vy € S(E), wo € S(F) tels que

@Q(E, F) = @2(V07F) = @2(V0,W0).

Proposition 2.4.1. Soient E, F, G des sous-espaces non nuls de V. Alors, on a

0,(E,G) < Os(E, F) + 0:(F, Q).

Démonstration:  On choisit u € S(E),v € S(F),w € S(G) tels que
O,(F,G) = 03(u,G), Os(u,F)=0(u,v) et Oy(v,G) = Os(v,w).

Alors, on a
@2(117 G) < @2<u7 W) < ®2<u7 V) + ®2<V, W)

ce qui donne

@Q(E, G) S @2(11, F) + @2(V7G) S @Q(E, F) + @Q(F, G)

Mais, bien qu’elle satisfasse I'inégalité du triangle, cette fonction ©5 ne constitue
pas une distance sur l'’ensemble des sous-espaces non nuls de V' car elle n’est pas
symétrique. Par exemple, si 'on a une chaine de sous-espaces, 0 C F C FF C V,
alors O9(E, F) = 0 mais O9(F, E) > 0. On remarque que dans cet exemple on a

dim F # dim F.

Soit k un entier avec 1 < k < n. On note G, (V') la variété grassmannienne définie

par

G(V) :={F | E est un sous-espace vectoriel de V" avec dim F = k}.

Dans cette section, on montre que la restriction de Oy & Gy (V) est symétrique et
donc induit une distance sur G, (V). Pour ce faire, on fait appel & une construction

introduite par Schmidt dans [10] §I1.6 et §I1.7].
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Soient Ey, F1 € G (V). Alors, il existe v € S(E;), w; € S(F) tels que
vy -wy; =max{|v-w||veS(E),weS(F)}

On pose alors
E,:=FE/ N <v1>§ et Fyr:=FN <W1>fz§a

puis on observe le fait suivant.

Lemme 2.4.2 (Schmidt, [10, page 443|). On a
Ey, Fy C <V1»W1>1§
Démonstration: Par symétrie et comme Fy C (vi)z, il suffit de démontrer

Ey C (wy)g. Soit v € S(FE,) avec v - wy > 0. Pour tout ¢t > 0, on a vy +tv € E; et

|vi +tv]l, = v1+1¢2, donc

vy +tv
eS(E
vive <5
Alors, par choix de vi,wy, on a
vy +tv vy - wy +E(v-wy)

VW] 2 —— - W = ,

= /ire ! VIt

ce qui donne
VIi+t2 -1
0<v -w; < —
En faisant tendre t vers zéro, on déduit que v - w; = 0.

On en conclut qu'il n’existe aucun v € S(F5) avec v - wy > 0, ce qui donne Fy C
I
(Wi)g. |

(Vl . Wl) S t(Vl . Wl).

En répétant ce processus pour Fy, Fy € Gi_1(V) et ainsi de suite, on obtient des
chaines de sous-espaces

E2---2E20, F2--2FR20

ainsi que des vecteurs vi € S(E1),...,vi € S(Ey), w1 € S(F1),...,wy € S(Fy) tels
que
Ei = Ei—l N <Vi—1>]%{§7 E = E—l N <Wi_1>§ (Z = 2, ceey k,’)

et
v, -w;, =max{|v-w| | veSE)weS(F)} (i=1,..,k).
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De plus, il suit du lemme que
B+ Fip C (Bi + F) N {vi, W)
pour tout i € {1,...,k — 1}. Donc, pour 1 <i < j <k, ona
(vi;wj)r C Ej + F; C By + Fi C <Vi,Wz‘>fz3-

On en déduit que les sous-espaces (Vi, Wi)g, ..., (Vg, Wi )g sont deux-a-deux orthogo-
naux, ce qui implique que {vy, ..., v} et {wy, ..., wi} sont des bases orthonormées de
FE, et F} respectivement. On obtient alors

Ei = <Vi7"'7vl€>R et E = <Wi7"'7wk>R
ce qui donne la décomposition orthogonale
Ei+ F = (Vi,Wi)r D+ ® (Vg, Wi)r

pour tout i € {1,...k}. On pose
Hi = Vi W;

pour i € {1,...,k} et, par choix des vy, ..., Vg, Wy, ..., W, on obtient

1>y > >y, >0,

Lemme 2.4.3. Pour tout i € {1,....k}, on a

projp (Vi) = p;w; et projp (W;) = p;Vv;.

Démonstration: 1l suffit d’observer que, comme {wy, ..., w;} est une base ortho-
normée de Fi, on a

k
projp, (vi) = Z(Vz CW )W, = (W
j=1

pour tout i € {1,...,k}. On obtient également projy (W;) = j;v; par symétrie.

Il est important de noter que le k-uplet (p, ..., py) est indépendant du choix des
vecteurs vy, ..., Vg, Wy, ..., Wi et ne dépend donc que des sous-espaces initiaux E; et
Fy, comme le montre le résultat suivant.
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Lemme 2.4.4 (Schmidt, [10, Lemme 12]). Pour tout i € {1,...,k}, on a

= Ue?c;%](pEl) ueing) [projs, ()],

Démonstration:  Soit U € G;(E;). Comme U est de codimension k — i dans F;
et que (v, ..., vg)r est de codimension ¢ — 1 dans Ej, on en déduit que le sous-espace
UN{(vi,...,vi)r est de codimension au plus (k—i)+ (i —1) = k — 1 dans F;. Dés lors

Un <Vi7 ...,Vk>]R 7é 0

et il existe donc a,, ..., ar € R tels que
k
Z CLjVj € S(U)
j=i

On a donc a? + -+ +a; = 1 et le lemme donne

k k
pI'OjF1 (Z Clej) = Z Qs W j
Jj=t 2 Jj=t 2
Ainsi,
JJat - lprojr ()], < 4

Soit U; = (v, ..., vi)r € G;(E7). Alors, tout élément de S(U;) s’écrit byvy + - - - +
b;v; pour des by, ...,b; € R avec b2 + - -- + b? = 1. On observe que

Projp, (Z bij) > binw;
j=1 j=1

2 2

On a donc

ot projg (), = s,

ce qui termine la preuve. |

On obtient donc des applications p; : Gg(V) x G,(V) — [0,1] (1 <i < k) grace a
la construction de Schmidt. De plus, comme la construction des {vy, ..., Vg, W1, ..., W }
est symétrique par rapport a la paire (Ey, Fy), les 1, ..., i sont des fonctions symé-
triques. Pour démontrer que la restriction de O a Gy (V') est symétrique, il suffit alors
d’observer le fait suivant.



2. GEOMETRIE 38

Lemme 2.4.5. Soient E, F € G(V). On a
@2(E7F) =V 1 _:uk:(E7F)2

Démonstration:  D’une part, la proposition donne

O(E,F) = sup Oy(v,F)= sup [projp.(v)l,.
ves(E) ves(B)

D’autre part, comme Gy (FE) = {E}, le lemme donne
E F)= inf j .
pi(B, F) = il [lprojr(v)ll,

Puisque pour tout v € S(F) on a

. . 2
Iprojes (v)ll, = /1~ lprojs(v)]2

le résultat s’ensuit. |

La symétrie de ©y sur G;(V') permet également de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.4.6. Soient E, F des sous-espaces de V avec 1 < dim E < dim F'.
Alors, on a ©9(E,F) < O9(F, E).

Démonstration:  On choisit un sous-espace G de F' tel que dim G = dim F. Alors,
on a

O,(E, F) < 05(E,G) = 0,(G,E) < 0,(F, E).

Dans son article [10], Schmidt montre que les applications o, ...,y satisfont
plusieurs propriétés. Ici, on présente deux de ces propriétés : un critére d’invariance
et un principe de dualité.

Théoréme 2.4.7 (Schmidt, [10, Théoréme 5|). Soient E, F, E', F" € Gy(V). Alors,
on a

wi(E, F) = u(E' F) (2.4.1)
pour tout © € {1,...,k}, si et seulement si il existe un automorphisme linéaire ortho-

gonal Q) de V tel que
E'=QF et F' =QF. (2.4.2)
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Démonstration: Par définition des applications pyq, ..., px, il existe des bases or-
thonormées {vy,...,vi} {wi, ..., wi}, {v],...,vi.}{wl,...,w,.} de E, F, E' F' respec-
tivement telles que

VISWI s VW (B, F)
Vis W1 Vi Wy pr(E, F)
ViWLoe VW (B F)

On suppose d’abord que (2.4.1)) soit vérifie. Alors, on a

Vl.'wl PRI Vl-wk V{l‘w{l PR v{l‘w;{:

Vk . W]_ .. Vk . Wk V,k: . W{l .. V,k: . W?C
et la proposition garantit donc lexistence d’un automorphisme linéaire ortho-
gonal () de V tel que
/ / / /
Qvi=Vi, .., Qvp=vy Qwi=W], .., Qw,=w

ce qui donne ([2.4.2)).

On suppose maintenant que (2.4.2)) soit vérifié pour un automorphisme linéaire or-
thogonal @) de V. Alors, pour tout i € {1,...,k} on a

Gi(E') = QGy(E)
et, pour tout U € G;(E), on a S(QU) = QS(U). On note également que, pour tout
ueSU),ona
[projr (Qu)ll, = ||projgr(Qu)||, = [Qprojp(u)ll, = [[projF(w)|l, -

On obtient alors

sup inf ||projm(u’)|], = sup inf |[|projm(Qu
LSt ol (), = s int [pros(Qul,
= sup inf |[projz(u)l,.
,Supub, [proje(u)ll,
En vertu du lemme 2.4.4 on en déduit que p;(E’, F') = p;(E, F) pour tout i €
{1, ..., k}. i
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Théoréme 2.4.8 (Schmidt, [10, Théoréme 6]). Soient E, F € Gy(V). On suppose
k <n/2. Alors on a
pi(E, F) = Nn72k+i<EJ_7 Fl)

pour tout i € {1, ..., k}. En particulier, on a

Oy(E, F) = Oy(E+, FH).
Démonstration: On pose p; = p;(F, F) pour tout ¢ € {1,...,k}. 1l existe des
bases orthonormées {vy,...,vi} et {wy,...,wi} de E et F respectivement telles que

Vi Wi -+ Vi-Wg M1

Vi Wi - Vi - Wg H/k’
On pose [ = dim E' N F' et on observe que

l=pn=-=w> 41 =2
On pose

v — projpi(wi) WiV — Wi ot W — Projp.(vi) Vi — pLiw;

b projp (Wil /1— 42 b lprojei(villl, /142

pour tout ¢ € {{ +1,...,k}. On note que les ensembles {v},,,...,vi} et {w} 4, ...,wi}
sont orthonormés et contenus dans (E + F)N E+ et (E + F) N F+ respectivement.
Puisque

dmE+ =dimF*=n—Fk et dim(E+ F)"=n—dim(E+F)=n—2k+1
on déduit que
Et=(E+F) & Vi, ...vi)g et Fr=(E+F) & (Wi,.., Wik
On fixe {uy, ..., 0, 2,4} une base orthonormée de (E + F)*. Alors,
{w, o Wopg, Vi, Vi) et {wn, e W, WL, -, WS

sont des bases orthonormées de E+ et F'* respectivement. Puisque

v ll? = 12(vs - ws) — (W - Vs T— 3 '
V;kw;k:IuZHVZHQ M’L(Vz Wl) (Wz Vz)‘|‘,ul||wz||2:lul W /’Ll—i_lul:M

1= 1=

i

et
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pour tous i,j € {l +1,...,k} avec i # j, on obtient

u]. . u]. ) u]. . un—2k+l u]. . Wzk_i_l ) u]. . WZ:
* *
Up—2k41 - U1+ Up2kl Un—2k4l Up—2k+l " Wiyq 0 Up2kyl " Wy
* * * * * *
Vigr-W T Vil s Un—2k4i Vitr Wi T Vigr - W
* * * * * *
Vk - Uy . e Vk . un—2k+l Vk‘ . Wl-‘r]. . e Vk: . Wk‘
1
B 1
Hi41
Mk

On en déduit que
1= [,Ll(EL, FL) == Mn—?k-ﬁ-l(Ela FL)

et que
tn—ohrirt (BT F5) = g1, oo i (B, F) = .
En particulier, il suit du lemme que

(B, F) = /1 — 12 = /1 — pip_p(E+, FL)2 = Oy(E+, F).

Le reste de la section porte sur la complétude de (Gk(V), @2) en tant qu’espace
métrique. On note End(V') I'espace vectoriel consituté des endomorphismes linéaires
de V. On rappelle que I'on peut munir End(V) de la norme d’opérateur || ||, donnée
par

17, = sup |Tvl,
veS(V)

pour tout 7" € End(V). On montre d’abord que I'application de (Gx(V),0,) dans

(End(V), I Hop) donnée par E — proj est une isométrie d’espaces métriques.

Proposition 2.4.9. Soient E, F € Gi(V). Alors, on a

[projg — projpll,, = ©2(E, F).
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Démonstration:  On observe que
(projg — projp)|, = projp. et (projg — projp)|,. = —projp.
On a donc

sup |[|(projg — projg)(v)ll, = sup |[projp.(v)ll, = O2(E, F)
veS(E) veS(E)

et

sup [|(projp — projp)(v)ll, = sup [projp(v)ll, = ©:(E+, F*) = 05(E, F).
veS(EL) veS(EL)

Puisque S(E) C S(V), on obtient ©y(E, F) < ||projg — projg||,,-
Soit u € S(V). On peut écrire u = av + bw avec v € S(E), w € S(E*) et
a,b € R tels que a® + b* = 1. On trouve

I(proj; — projp)(u)|l, = [[(projy — projg)(av + bw)l|, = [laprojp. (v) — bprojz(w)ll,
= \/a2 Iproj s (v)[l5 + 02 [projp(w)ll; < ©:2(E, F)

Ce qui termine la preuve. |

Ensuite, on donne une méthode simple pour estimer la distance entre deux élé-
ments de G (V). En fait, on énonce cette estimation de fagon un peu plus générale,
ce qui permet de I'appliquer & n’importe quelle paire de sous-espaces non nuls de V.
A ce qu'on sache, cette estimation ne se retrouve pas dans la littérature.

Proposition 2.4.10. Soient E, F des sous-espaces non-nuls de V. Alors, pour toute
base {vi,...,vi} de E, on a

@Q(Vl,F) +"'+@2(Vk,F)

Oy(E, F) <
2( ) @k(Vl, ...,Vk)
Démonstration: Soit u € S(FE). On peut écrire u = ay;vy + -+ + vy avec
ai, ...,ar € R. On trouve
ai] = [u AVviA - AVIA vyl f[vally - villy - vl
(A -
[viA- AV, Or(vi, - Vi) [[Vally - Vil
1

Ox V1, Vi) Vil
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pour tout i € {1,...,k}. On peut alors estimer

k
0 (u, F) = lprojes (w) |, < 3 larl oo (vo)ll, = Zmzr Ivill, ©2(vi, F)
=1
i @2 Vla
B @k Vl,..., )

Théoréme 2.4.11. L’espace métrique (Gk(V),@Q) est complet.

Démonstration:  Soient uy, ...,u; € V orthonormés. Par continuité de Oy, il existe
e € (0,1) tel que pour tous uj,...,u}, € V avec

max [[u; —ufl, <e

on a

Or(ul, ..., u}) > 1/2.

Puisque la valeur de O est stable sous I’action des automorphismes orthogonaux de
V' (voir la proposition [2.3.1)), on peut choisir € indépendamment de uy, ..., ug.

On observe que toute suite de Cauchy dans (Gk(V), @2) contient une sous-suite
{Ei}izl avec .
sup GQ(EZ', E]) <27

Jj2i
pour tout ¢ > 1. On fixe une base orthonormée {vy,..., v} de F; et on pose
Vi = projEi(vl).
On note que, comme Oy(Ey, E;) < 1, on a
ENE-=0

et donc v;; # 0 pour tous ¢ > 1,1 € {1, ..., k}. De plus, puisque

= GQ(E/L', EJ) < 27i€

max ||v; — v, < ‘

max Projg, — Projg,

op
pour tous i,j avec 1 < 4 < j, on obtient k suites de Cauchy {v;1}i>1, ..., {Vik}i>1

dans V. Comme (V, | ”2) est complet, il existe wq,...,wy € V tels que

lim v;; = w;
1—>00
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et on peut estimer

o0 oo
Ve = willy € S vis = Vil < S 27 = e
=1 =1

pour tout [ € {1,...,k}. On obtient donc
@k(Wl, ,Wk) > 1/2

Le sous-espace F' = (wy,...,Wy)r est donc un élément de Gg(V') et la proposition
2.4.10/ donne

2(W1, Bi) + - - + Oa (Wi, Bi) < 2k max Oy(wWy, viy)
@k(wh ,Wk) 1sisk |

Oy(F, E;) <

pour tout i > 1. Il découle alors de la continuité de O que la suite {E;};>1 converge
vers F' € Gy(V). Ainsi, toute suite de Cauchy dans (G(V),0,) contient une sous-
suite convergente. On en conclut que (Gk(V), @2) est complet. i

2.5 Domaines angulaires
Soit E un sous-espace non nul de V' et soit 6 € (0,1). On définit
AE0) :={veV |v#0 et Oyv,E)<d}

On dit que A(FE, §) est un domaine angulaire autour de E. En particulier, si dim £ =
1, on dit que A(FE, ) est un cone autour de la droite vectorielle E.

Proposition 2.5.1. Soit v e V. Alors v € A(FE,0) si et seulement si

) ) )
[projg.(v)|l, < ﬁ [projz(v)ll, -

Démonstration:  On suppose sans perte de généralité que v # 0. En vertu de la
proposition [2.3.7, on a ©y(v, E') < § si et seulement si

. . 2 : 2
lprojp. (V)ll, < o lvlly = 5\/||prOJE(V)||2 + l[projp. (V)2

ce qui équivaut a
(1= 0%)[projg: (V)5 < 6 [[projz(v)|l; -
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Le résultat s’ensuit. |

On remarque que si 'on pose § = sinf € (0,1) pour un certain 6 € (0,7/2),

alors tanf = §/v/1 — 02.

Corollaire 2.5.2. Soit E un sous-espace de V avec 0 C E C V et soit 6; € (0,1).
Alors, on a

A(E,01)" = A(E+, 62),
ot 0y € (0,1) est donné par

VI-& 5

02 V1—062

Finalement, on donne un résultat par rapport a l'intersection de deux domaines
angulaires.

Proposition 2.5.3. Soient Ey, Ey des sous-espaces de V avec E1 N Ey # 0 et soit
d € (0,1). Alors, il existe 5y € (0,1) tels que

A(E1, 60) N A(Es, 8) € A(EL N Es, ).

Pour démontrer la proposition [2.5.3, on rappelle quelques notions topologiques.
D’abord, puisque S(V') est un espace métrique compact, il s’agit également d'un
espace topologique normal, c¢’est-a-~dire que, pour tout fermés disjoints Fy, F» C S(V),
il existe des ouverts disjoints Uy, Uy C S(V') avec F} C Uy et Fy C Us.

Soit E un sous-espace de V et soit § € (0,1). On observe que S(E) = ENS(V)
est un fermé de S(V) et que A(E,d) N S(V) est un ouvert de S(V'). Pour tous
v e S(V),p> 0, on note B(v, p) la boule ouverte

B(v,p) :={w e SV)[|w—vl, <p}
Le résultat suivant s’obtient facilement par calcul direct.

Proposition 2.5.4. Soit E un sous-espace non nul de V' et soit 6 € (0,1). Alors, on
a

AE,5)NS(V)={veS(V)|Iw e S(E) tel que |[v-wl,<p}= |J Blw,p),
weS(E)

ot p=2—2V1—62€(0,V2).
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Lemme 2.5.5. Soit E un sous-espace non nul de V' et soit U un ouvert de S(V)
avec S(E) C U. Alors, il existe § € (0,1) tel que A(E,§)NS(V) CU.

Démonstration: Comme U est un ouvert contenant S(F), il s’ensuit que pour
tout v € S(F) il existe p(v) € (0,1) tel que B(v,p(v)) C U. Puisque S(V) est
compact et S(F) est fermé dans S(V), il s’ensuit que S(E) est compact. Puisque
{B(v,p(v)/2)},cs(m) est un recouvrement ouvert de S(E), on en déduit qu’il existe
Vi, ..., v € S(E) tel que

l
U (vi, p(vi)/2).

On pose 0 = py/1 — p?/4 € (0,1) avec p = min{p(vy), ..., p(v;)}/2. On a alors
l !

AE.NSV)= | B(v.p) CJB(vi,p(vi)/2+ p) €| B(vi, p(vi)) CU.

veS(E) i=1 i=1

Démonstration: (de la proposition

On pose F1 = E1NS(V), Fo = E,NS(V) et Uy = A(E1 N Ey, ) NS(V). Comme Uy
est un ouvert de S(V) contenant FINF =FE NENS(V) et que Fi, F, sont des
fermes, il s’ensuit que F| = Fy \ Uy et Fjy = Fy \ Uy sont des fermés disjoints de S(V).
Il existe donc des ouverts disjoints Uy, Uy C S(V') avec F| C Uy, Fy C Us.

Aussi, pouri = 1,2, ona E;NS(V) C F/UUy C U; UU, et il suit donc du lemme
2.5.5| qu’il existe dy € (0, 1) tel que

A(E;, 00) NS(V) C Uy U ;.
Il s’ensuit que
A(Ey,60) N A(E5,00) NS(V) C (U3 UUy) N (U UUy) C Uy = A(E1NEy,d)NS(V)
et on en conclut que

A(E1, 60) N A(Es, 8) € A(EL N Es, ).



Chapitre 3

Notions d’approximation
diophantienne

Dans ce chapitre, on présente quelques concepts d’approximation diophantienne
qui seront utiles plus loin dans le mémoire.

3.1 Exposants d’approximation diophantienne

On débute avec le théoréme de Minkowski sur les corps convexes (voir [12} §I1.2,
Théoréme 2B|).

Définition 3.1.1. Soit n > 1. Un corps convexe de Minkowski dans R™ est un sous-
ensemble compact C C R™ de volume non nul et tel que, pour tous v,w € C et pour
tous s,t € R avec |s|+ [t| <1, on a sv+tw € C.

Théoréme 3.1.2. Soit n > 1 et soit C C R™ un corps convexe de Minkowski avec
Vol(C) > 2. Alors, il existe x € Z" non nul tel que x € C.

Le théoréme des corps convexes de Minkowski permet de généraliser le principe
des tiroirs de Dirichlet et on obtient alors le résultat suivant sur ’approximation par
les formes linéaires.

Théoréme 3.1.3. Soit n > 2, soit u € R" et soit || || une norme sur R"™. Alors, il
existe une constante k > 0 telle que le systeme d’inégalités

%] <X et |x-ul<rX (7 (3.1.1)

47
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admet une solution non nulle x € Z" pour tout X > 1 suffisamment grand. En
particulier, linégalité
x-u| < kx| 7" (3.1.2)

admet une infinité de solutions x € Z.".

Démonstration: On note que le résultat est évident lorsque u = 0. On peut
donc supposer, sans perte de généralité, que u est unitaire. Alors, il existe une base
orthonormée 8 = {uy,...,u,} de R" avec u, = u. On pose || [|; la norme sur R"
donnée par

vl = lrggllv S|

pour tout v € R". Par équivalence des normes sur R", il existe une constante x; < 1
telle que [|v[|; < k1 [|v]| pour tout v € R". Pour tout X > 1, on désigne par Px C R"
le parallélépipéde constitué des vecteurs v € R" avec

max |voul <AX et v < st
1<i<n—1

On observe alors que Py est un corps convexe Minkowski dans R™ de volume
Vol(Px) = X" X~ ("=Dvol(P;) = Vol(P,) = 2",

pour tout X > 1 et le théoréme [3.1.2] garantit donc 'existence de x € Z" non nul
avec X € Px. Lorsque X > k1, ce x satisfait

1x[| < 1 []x]l5 < 51 max{r] ' X, k" IX (D} = X

et
I - u,| < RPIEXT0D),

Il est naturel ici de se demander si 'exposant (n — 1) apparaissant dans (3.1.1))
et (3.1.2) peut étre remplacé par un nombre plus grand pour un triplet (n,u, | ||)
donné. Cette question conduit a la définition suivante.

Définition 3.1.4. Soit n > 2, soit u € R" et soit || ||, la norme du mazimum
sur R™. On définit w(u) € [0,4+00] comme le suprémum des & € R pour lesquels le
systeme d’inégalités

%[, <X et |x-u/ <X (3.1.3)
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admet une solution non nulle x € Z"™ pour tout X > 1 suffisamment grand.
De facon similaire, on définit w(u) € [0,+o00] comme le suprémum des w € R pour
lesquels linégalité

[x-uf < [x]|7 (3.1.4)
admet une infinité de solutions x € Z".

Puisque toutes les normes sur R"™ sont équivalentes, il est possible de remplacer
| |l par une norme quelconque dans la définition Cela mene alors a une
définition équivalente des exposants w et w qui est plus flexible.

Proposition 3.1.5. Soit n > 2, soit u € R", soient k1, ko > 0 des constantes et
soit || || une norme sur R™. Alors w(u) est égale au suprémum des w € R tels que le
systeme d’inégalités

Ix|| < k1 X et |x-ul <R XY (3.1.5)
admette une solution non nulle x € Z™ pour tout X > 1 suffisamment grand.

De méme, w(u) est égal au suprémum des w € R tels que le systéme d’inégalités
(3.1.5) admette une solution non nulle x € Z" pour des X > 1 arbitrairement grands.

Soit n > 2 et soit u € R™. Il découle de la la proposition [3.1.5( et du théoréme [3.1.3
que
w(u) >w(u) >n—1.

3.2 Suite des meilleures approximations

On débute en rappelant des notions de base de la théorie des fractions continues.

Définition 3.2.1. Soit « € R un irrationnel. Il existe une et une seule suite {(p;, ¢;) }i>1
dans Z* avec q; = 1 et telle que, pour tout i > 1, on a :

1. g = pi| = mingez [ — pl ;

2. 1<q¢; <qiz1;

3.0 < g1 — pi1| < |lgie —pil < 15

4. Pour tout g € Z avec 1 < q < ¢iy1, on a |ga — p;| < minyez [ga — pl.

On dit alors que {p;/q;}i>1 est la suite des réduites de a.

Le résultat suivant permet de lier la suite des réduites d’'un nombre a son écriture
en fraction continue (voir [3, Chapitre I, Théoréme II|). On y énumére également
quelques propriétés de la suite des réduites.
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Théoréme 3.2.2. Soit o € R un irrationnel avec 0 < o < 1/2 et soit {p;/qi}i>1 la
suite des réduites de . On pose (po,qo) = (1,0) et, pour tout i > 1, on pose a; > 1
[’entier tel que
i—1Q — Di—
ai§—|q ! b 1’<ai—|—1.
|gicv — pil

Alors, pour touti > 1, on a :
1 g = pil < g3
2. @ir100 — pir1 el g — p; de signes opposés ;
3. (Piv1; Giy1) = ai(pi, i) + (Pic1, Gi1) 5
4 pigiv1 — piniil = 1.

De plus, on a
1

—_—
e

o =

On définit maintenant ce qu’est une suite de meilleures approximations dans le
contexte de 'approximation par les formes linéaires. Il s’agit essentiellement d’une
généralisation de la suite des réduites d'un nombre, d’out la ressemblance avec la

définition B.2.11

Définition 3.2.3. Soit un entier n > 2, soit u € R" a coordonnées linéairement

indépendantes sur Q et soit || || une norme sur R™ . Une suite de meilleures approzi-
mations de w par rapport a || || est une suite {x;};>1 dans Z™ telle que, pour tout
1>1,0ona:

1.0 < ||| < ||x%isal|
2. 0 < |xip1-u| < |x;-ul;

3. Pour tout x € Z™ avec 0 < ||x|| < ||Xi11]|, on a |x; - u] < |x-ul.

Pour le reste de la section, on fixe (n,u, || |) comme dans la définition [3.2.3] La
proposition suivante montre que toutes les suites de meilleures approximations de u
par rapport a || || sont les mémes, & I'exception peut-étre du point de départ et du
choix des signes.

Proposition 3.2.4. Soient {x;}i>1,{X;}i>1 des suites de meilleures approximations
de u par rapport a || ||. On suppose ||x1|| < ||x}]|. Alors, il existe k > 0 et une suite
{€i}i>1 dans {£1} tels que

X, =X (1 >1).
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A partir d’ici, on fixe une suite de meilleures approximations {x;};>; de u par
rapport a || ||. On pose aussi

X =|xill, et L;:=]x;-u
pour tout ¢ > 1. Avec cette notation, on peut réécrire le théoréme d’approximation

de Dirichlet (théoréme [3.1.3) comme suit.

Proposition 3.2.5. [l existe une constante k > 0 telle que

Lo < rX75Y

pour tout © > 1 suffisamment grand.

Démonstration: Le théoréeme garantit ’existence de constantes k > 0 et
B > 1 telles que, pour tout X > B, le systéme d’inégalités

x| <X et |x-ul <X 7Y (3.2.1)

admette une solution non nulle x € Z". Puisque {X;};>1 croit vers l'infini, il existe
un entier I > 1 tel que X; > B pour tout ¢ > I.

Soient ¢ > I et X € R avec X; < X < X;;1. Alors, il existe x € Z" non nulle qui
satisfait le systéme d’inégalités . Pour ce x, on a

X[l < X < Xiy
et, par définition de la suite {x;};>1, on obtient
L < |x-u| < kX7,
En faisant tendre X vers X;,1, on obtient
L; < HXi:—(lnil)a

ce qui termine la preuve. i

On présente maintenant deux résultats importants de Davenport et Schmidt sur les
suites de meilleures approximations.

Proposition 3.2.6 (Davenport et Schmidt [5, Preuve du Lemme 2|). Pour touti > 1,
(x4, X;11) est une paire primitive de points entiers, c’est-a-dire que

dimg(x;, Xi41)0 =2 et (X, Xiq1)o NZ" = (X, Xi41)z-
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Démonstration: On fixe un indice ¢ > 1. Si x;,1 = rx; pour un certain r € Q,
alors on a

il < Ml = [ lxll et [xi-uf > |xip0 - uf = |r|lx; -,

ce qui donne 1 < |r| et 1 > |r| respectivement (contradiction). On en déduit que
dim<Xi,Xi+1>@ = 2.

Maintenant, on suppose s,t € Q tels que y := sx; + tx;,1 € Z". On choisit
se€Z+sett €Z+tavec|s| |t'| <1/2 et on obtient

z = 5% + X411 € (X, X41)2 +y CZ".
On a alors
2] < [s"HlIxill + 8] il < [xiall et |z-u] < [s'][x; - u +]¢]|xi1 - u| < |x;-ul,

ce qui implique que z = 0 et donc que s’ =t/ = 0. Il s’ensuit que s,t € Z. |

Pour le deuxiéme résultat, la démonstration proposée est légérement différente
de celle élaborée par Davenport et Schmidt dans [5], mais les idées sont les mémes.

Proposition 3.2.7 (Davenport et Schmidt [5, Lemme 3|). On suppose que n > 3.
Alors, il existe une infinité d’indices © > 2 tels que X;_1,X;,X;11 soitent linéairement
indépendants sur Q.

Démonstration: D’abord, on suppose ¢ > 2 tel que x;_1, X;, X; 1 sont linéairement
dépendants sur Q. En vertu de la proposition [3.2.6 on a

<Xi—17Xi7Xi+1>Q = <Xi—1>Xi>Q = <Xi7Xz'+1>@

ainsi que
(Xio1, Xi, Xip1)Q NZ" = (X1, X))z = (X4, Xi41) 2

Dong, il existe s,t € Z tels que
X;,_1 € Ix; + SX;y1 et X1 € 7x; + txX;_1.

On a alors x;_; € Zx; + (st)x;_1, d’ou 'on déduit que st = 1. Il s’ensuit que s = +1,
ce qui donne x; ;| € Zx; £ x;,1 et donc

X;—1 A X; = + (Xi N Xi—i—l) .
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On suppose qu’il existe j > 2 tel que {x;_1,X;,X;11} est linéairement dépendant
sur Q pour tout ¢ > 7. Pour tout ¢ > j, on a alors

Xj_1 AXj = £ (X AXip1).
En posant T : A?(R") — R™ I'application linéaire donnée par
T(vAw)=(v-uw—(w-u)v (v,weR"),
on obtient donc

T (x50 Ax)|| = [T Axipn)|| < LiXign + Lt Xo < X077

pour tout ¢ > j. En faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient donc T'(x;_; Ax;) = 0 et,
comme X;_; et x; sont linéairement indépendants sur R, on obtient x;_;-u = x;-u = 0,
ce qui est impossible. On conclut donc qu’il existe une infinité d’indices ¢ > 1 tels que
X;_1,X;, X;+1 sont linéairement indépendants sur Q. |

La proposition revient a dire que, si n > 3, alors on a
dim({xi}iy)]g 2 3

pour tout I > 1. En fait, le nombre 3 dans cette inégalité ne peut étre remplacé par
aucun entier plus grand, comme le montre ce résultat de Moshchevitin

Théoréme 3.2.8 (Moshchevitin, [6, Théoréme 1.3]). Soit m > 4 un entier. On dé-
signe par || ||, la norme du mazimum sur R™. Alors, il existe w’ € R™ a coordonnées
linéairement indépendantes sur Q et {x}};>1 une suite de meilleures approzimations
de u' par rapport a || ||, tels que

dim({x;}i>1)r = 3.

3.3 Relation entre la suite des meilleures approxima-
tions et les exposants d’approximation

Dans cette section, on montre que comment calculer les exposants w et w a partir
d’une suite de meilleures approximation. Pour le reste de la section, on fixe n > 2 et
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u € R" a coordonnées linéairement indépendantes sur Q. On fixe également || || une
norme sur R™ et {x;};>1 une suite de meilleures approximations de u par rapport a
| |l On pose aussi

X =|xill, et L;:=|x;-u

pour tout ¢ > 1.

Proposition 3.3.1. @w(u) est égal au suprémum des w € R tels que l'on ait

Lo< X

pour tout 1 > 1 suffisamment grand.

Démonstration:  Soit @ € R. On suppose d’abord que 0 < @ < @(u). Alors, il
existe B > 1 tel que, pour tout X > B, le systéme d’inégalités

x| < X et |x-u<X¥ (3.3.1)

admette une solution x € Z" non nulle. Aussi, comme {X;};>; croit vers l'infini,
il existe I > 1 tel que X; > B pour tout ¢ > [I. Soient i« > I et X € R avec
X; <X < X;41. Alors, il existe x € Z™ non nulle qui satisfait le systéme d’inégalités
(13.3.1f). Pour ce x, on a

x| < X < Xiy

et, par définition de la suite {x;};>1, on obtient
L <|x-ul <X
En faisant tendre X vers X, i, on obtient

Eg

pour tout ¢ > 1.

On suppose maintenant que @ > w(u). Alors, il existe une suite croissante de
nombres réels {Y;};>; qui tend vers 'infini et telle que, pour tout j > 1, le systeéme
d’inégalités

Il <Y et fxoul <Y
n’admette aucune solution non nulle x € Z". Quitte a omettre les premiers termes de
la suite {Y;},>1, on peut supposer que Y; > X;. Puisque {X;};> croit vers 'infini, il
existe une suite croissante d’entiers positifs {i;},>1 qui tend vers I'infini et telle que

Xi, <Y < Xi1
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pour tout j > 1. Alors, comme ||xz-j H <Y}, on obtient

Li; = |xi; -u| > Y7 > X7 0
pour tout j > 1. On en déduit que
L; > Xiﬁ

pour une infinité de ¢ > 1. |

Proposition 3.3.2. w(u) est égal au suprémum des w € R tels que l'on ait
L, <X “
pour une infinité de 1 > 1.
Démonstration:  Soit w € R. On suppose d’abord que w > w(u). Alors, il existe
B > 1 tel que, pour tout X > B, le systéeme d’inégalités
x| <X et |x-u <X (3.3.2)

n’admette aucune solution x € Z™ non nulle. Aussi, comme {X;};>1 croit vers l'infini,
il existe I > 1 tel que X; > B pour tout ¢ > I. Soient ¢ > I et X € R avec
X; <X < Xi41. Comme ||x]| = X; < X, ona

L, = |Xi . 11| > XY,
En faisant tendre X vers X;, on obtient
L; > Xi_w

pour tout ¢ > I.

On suppose maintenant que 0 < w < w(u). Alors, il existe une suite {y;};>1
d’éléments non nuls de Z" strictement croissante en norme et telle que

ly;ul < ly, |~

pour tout 57 > 1. On note cette solution Quitte a omettre les premiers termes de la
suite {y;};>1, on peut supposer que ||y, > X;. Puisque {X;};> croit vers l'infini, il
existe une suite croissante d’entiers positifs {i,};>1 qui tend vers l'infini et telle que

Xi; < HyJ” < X
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pour tout j > 1. On a donc

Li, <ly; vl < [ly;[| " < X

i
pour tout j > 1. On en déduit que

L; < X

7

pour une infinité de ¢ > 1. |

Les deux derniéres propositions permettent de calculer le rapport w/w a partir
d’une suite de meilleures approximations.

Proposition 3.3.3. On suppose w(u) < +00. Alors, on a

i log Xiy1  w(u)
im su =
Z»_mp log X w(u)’

ot l'on convient que le membre de droite est égal a +oo lorsque w(u) = +00.

Démonstration:  Soient w,,w_ des nombres réels positifs avec
wu) <w; et wo <w(u).

Alors, les propositions et donnent

X r < Li< X,

pour une infinité de ¢ > 1. On obtient donc

. IOg Xi+1 w_
limsup —— > —.
isoo  log X Wy
Si w(u) = +o00, on obtient donc le résultat souhaité en fixant w, et en faisant tendre
w_ vers l'infini.

On suppose donc a partir d’ici que w(u) < +oo. Soient w_,w, des nombres réels
positifs avec
W <w(u) et w(u) <wy.

Dans ce cas, les propositions [3.3.1] et [3.3.2] donnent

X4 < L < X
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pour tout ¢ > 1 suffisamment grand. On obtient donc

log X1 < w_+'

lim sup -
i—00 og X; wW_

Il suffit alors de prendre les paires w_ < @, et w_ < w, de plus en plus prés de w(u)
et w(u) respectivement pour obtenir le résultat. i



Chapitre 4

Approximation par les formes
linéaires dans un cone

Les résultats de ce chapitre sont nouveaux et généralisent un théoréme de Schmidt
sur 'approximation avec contrainte de signes.

4.1 Théoréme de Schmidt sur ’approximation avec
contrainte de signes

Le théoréme de Schmidt s’énonce comme suit, ot v = (1 + 1/5)/2 désigne le nombre

d’or.

Théoréme 4.1.1 (Schmidt, [I1, Théoréme 1|). Soient 1,1, 0 € R linéairement
indépendants sur Q. Alors, pour tout € > 0, il ewviste xg,x1,x9 € Z avec x1,T9 > 0
tels que

|zo + 2100 + o0va| < emax{xy, zo} 7.

Ici, on remarque que pour tout x = (zg, ¥, 22) € Z3 non nul avec
1
|zo + x100 + Ta00a| < 5

on a max{|x|, |z2|} > 1 et donc
|.1'0‘ < |.I’10él ‘|‘$20&2’ + 1/2 < /fmax{\xll, ‘1’2’},
pour k = |ay| + |as| + 1/2. Cela donne

Ix[ly < V&2 +2max{|a. ], ||}

58
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Alors, en notant {e;, es, e3} la base canonique de R3 et en posant u = (1, ay, as),
le théoréme se reformule en disant que, pour tout € > 0, il existe x € Z? tel que

x-€ >0, x-e>0 et |x-ul<e|x],”.

En faisant agir les opérateurs linéaires de R? définis sur Q, on arrive au résultat plus
général suivant.

Lemme 4.1.2. Soitu € R? & coordonnées linéairement indépendantes sur Q et soient
w1, Wy € Q? linéairement indépendants sur R. Alors pour tout € > 0 il existe x € Z3
tel que

x-w; >0, x-wy>0 et [x-ul<elx|,".

Démonstration: D’abord, on note qu’il existe un automorphisme linéaire 7' de
R3 défini sur Q tel que
Twi=e; et Twy=e,.

On observe que son adjointe T* est également un automorphisme linéaire de R3. De
plus, T* est défini sur Q puisque pour tout v € Q3 on a

e -T"v=Te-veQ (i=1,2,3)

et donc T*v € Q3. Comme T*(Z?) est un sous-Z-module de type fini de Q3, il existe
un entier ¢ > 0 tel que

qT*(Z*) C 72,
De plus, par équivalence des normes sur R3, il existe une constante x > 0 telle que

lgT™vl[, < & lvlly,

pour tout v € R3.
On observe maintenant que les coordonnées du vecteur 7T'u sont linéairement indépen-
dantes sur Q. En effet, si y-Tu = 0 avec y € Q3, alors T*y-u = 0 donc T*y =y = 0.
On peut donc écrire

Tu = ru,

pour un nombre réel r # 0 et un vecteur u’ € R? de la forme v’ = (1, ay, az) avec
1, a1, as € R linéairement indépendants sur Q.

Pour ¢ > 0 donné, la remarque qui suit le théoreme garantit 'existence d’un
point x’' € Z3 satisfaisant

x' e >0, x-e>0 et |x’-u’\<<L)Hx’H;7.
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Alors, le point x = ¢T*x’ € Z3 satisfait
X'Wi:qX/‘TWi:qX/'ei>07 (221,2)
et

g _ — —
e ul = gl Tl = alrll ] < (5) K157 < <laT 5" =< Il

On cherche maintenant & éliminer la condition de rationalité sur wy, wo dans le
lemme .1.2] On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 4.1.3. Soit u € R?® & coordonnées linéairement indépendantes sur Q et
soient w1, wy € R3 avec det(u, wy, wy) # 0. Alors pour tout € > 0 il existe x € Z3
tel que

x-w; >0, x-wy>0 et [x-ul<elx|;".

Remarque : Lorsque u € R? a des coordonnées linéairement indépendantes sur
Q, on a nécessairement det(u, wy, ws) # 0 pour toute paire de vecteurs wy, wy € Q?
linéairement indépendants sur R. Cela suit du fait que (w, W)z est une droite définie
sur Q qui contient donc un point rationnel non nul, donc u ¢ (wq, wa)g. Ainsi, le

théoréme généralise le lemme [4.1.2]

Lemme 4.1.4. Soitu € R? a coordonnées linéairement indépendantes sur Q et soient
wi, Wy € R? avec det(u, wi, wo) # 0. Alors, il existe z,,2o € Q® linéairement indé-
pendants sur Q ainsi qu’une constante C' > 0 tels que pour tout v € (u)g satisfaisant

v-z; >0 et v-z,>0 (4.1.1)
on a
v-wy >C|v|, et v-wy>C|v|,.
Démonstration:  Soit T 'automorphisme linéaire de R? défini par

T(al, as, b) = @ 1W1 + agwy + bu.

Comme 7T est un homéomorphisme, T7'Q? est un sous-ensemble dense de R3. 1l
s’ensuit que

E = {(ay1,a12, a1, ass) € R* | pour i = 1,2, il existe b; € R tel que T(a;1, aiz, b;) € Q%}
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est un sous-ensemble dense de R*. Aussi, I’ensemble
4
O = {(a11, a12, @21, ag2) € R* | aq1,a00 >0, a12,a21 <0, et apaz — apag > 0}

est un ouvert non vide de R*. On trouve donc un élément (a1, aja, asy, az) dans ENO
et on pose
Z; = ;1 W1 + A;9Wo + biu - @3 (Z = 1, 2)

pour un choix convenable de by,by € R. L’indépendance linéaire de z; et zy suit

directement du fait que aj1a90 — ajoa0; # 0.

Alors, pour tout v € (u)g on obtient

v-z; =a;n(v-wy)+ap(v-wy) (i=1,2).

Comme A := ajia9 — ajaa9; > 0, ces équations sont équivalentes au systéme

V- _ (122(V-Z1)—6L12(V-Z2) _ |a’22|(V'Z1)+|CL12|(V-Z2)
' A |A| )
(4.1.2)
V- Wo — —(121(V-Z1)—|—(111(V-z2) _ |421’(V'Z1)+|a11\(v-z2)
2 A o

Soient z1,Zs € R3 les vecteurs tels que

/Zvl'u:(), Zl'lel, Zl‘ZQZO,

22'11:07 52-21:0, ZQ'Z2:1

Alors zy,Z; € (u)z sont linéairement indépendants sur R et les formules (4.1.2))
appliquées a v =z; (i = 1,2) livrent

[ 1 ~. . . — -1 1 .
= 12?7;1%2{@ w;}=A 12222\a17]| > 0.

Aussi, comme (u)g = (Z1,Z2)r, on obtient par équivalence des normes sur (u)g qu'il
existe ko > 0 tel que
max{[t1], [t2|} > K2 [[t121 + ta2al|, ,

pour tout 1,2, € R. Donc, si un vecteur v € (u)g satisfait ([4.1.1)), alors on a v =
t1z1 + t9Zo pour des nombres réels t1,t5 > 0 et on obtient

V- -W; = tl(El . Wl) + tz(EQ . Wz) 2 max{tl,tQ} mln{(il . Wi), (EQ . Wz)} Z R1K9 HV||2

pour ¢ = 1,2. Donc z1, z5 satisfont la condition du lemme avec C' = k1Ko > 0. |

Pour déduire le théoréme [£.1.3] & partir du lemme [£.1.2] on utilise le résultat suivant.
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Lemme 4.1.5. Soient u, wi, Ws, 21,29 € R3 comme au lemme 4.1.4] Alors, il existe
une constante eg > 0 telle que pour tout v € R? satisfaisant

1. v-zi;>0etv-29 >0,
2. [v-u[ <eo vy,

on a
v-w; >0 et v-wy>0.

Démonstration: On note que Z := (z1,z2)3 est une droite vectorielle de R?
définie sur Q. Dés lors, Z contient un point non nul de Q® et il s’ensuit que Z ¢ (u)g
puisque les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q. On en conclut
que R3 = (u)g @ Z. Comme Z est une droite vectorielle, on a

V- y| = [[projz(¥)lla IVl
pour tous y € R3, v € Z. On pose

A= [projz(w)ll, > 0, A= |[projz(wi)lly 20 et Ay = [lprojz(ws)[[, > 0.

On fixe pour linstant un nombre g, > 0 arbitraire et on suppose que v € R3
satisfait les conditions [I] et 2 Comme R® = (u)g @ Z, on peut écrire v sous la forme
v=v +Vvavec v € (u)g et v€ Z. On obtient alors

v-u=v-u, v-z =V -z et v-zg=V 7.

En appliquant le lemme au vecteur v, on obtient
view; 2 ClY|ly,
ce qui donne
vew; 2 ClVIly = [vowi| = C([[vlly = [VI5) = A VI, = Clivlly = (€ + A) V],
pour ¢ = 1, 2. En notant que
Il = A7V - ul = A7 v -u] < Ao [Iv ],
on obtient alors

vow; > (C— (CH+ M)A te) v, (i=1,2).
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Comme ¢( est un nombre positif arbitraire, on peut le choisir tel que
(C +max{\;, DA e < C,
et, puisque ||v]|, > 0, on conclut que
v-w; >0 (i=1,2)

tel que désiré. |

Démonstration: (du théoréme [4.1.3)
Comme les hypothéses sur u, w;, wy € R? au théoréme sont les mémes qu’au

lemme [4.1.4] on peut choisir z;,z, € Q3 et £y > 0 comme aux lemmes et |4.1.5]

Soit € > 0. On pose & = min{e, g9 }. Alors, en vertu du lemme [4.1.2] il existe x € Z3
tel que
x-21>0, x-22>0 et |x-ul<e|x|,”.

Comme x est un point entier non nul, on a nécessairement ||x||, > 1 donc
x-u| <& x]ly" < eollxll,-

Alors le lemme [4.1.5 donne
x-w; >0 et X - wq > 0.

On a également
- < & x[ly7 < ellx]ly”

tel que désiré. |

4.2 Théoréme général pour approximation dans un
cOne
Le résultat qui suit généralise le théoréme [4.1.3] en remplagant I’ensemble

(veR}|v-w; >0 et v-wy>0},

par un cone autour d'une droite de (u)z (voir la définition des cones et des domaines

angulaires a la section [2.5)).
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Théoréme 4.2.1. Soit u € R? a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
D une droite vectorielle dans (u)z et soit § € (0,1). Alors, pour tout € > 0, il existe
x € Z*NA(D,0) tel que

x-ul < e x|,

D’abord, on montre que le théoréme implique le théoréme [£.1.3] Pour ce

faire, il suffit de démontrer le lemme suivant (voir la définition du symbole ©, a la

section .

Lemme 4.2.2. Soitu € R? & coordonnées linéairement indépendantes sur Q et soient
w1, Wy € R3 avec det(u, wi, wy) # 0. Alors, il existe § € (0,1) et un vecteur non nul
d € (u)g tels que, pour tout v € R? satisfaisant

v-d>0 et Oy(v,d) <, (4.2.1)
on a
v-w; >0 et v-wy>0. (4.2.2)
Démonstration:  On rappelle qu’il existe un isomorphisme linéaire
¢ N°R® — R
tel que

vy - ¢1(va Avz) = det(vy, va, v3)
pour tout vy, va, vy € R3 (voir le théoréme et la proposition . On pose
d=coi(un(w; —wy)),
ou ¢ € {1} est le signe de A := det(u, wy, wy). Alors, puisque
v-d=cedet(u,w; — wo, V)
pour tout v € R3, on obtient directement

wi-d=wy-d=|A]|>0 et u-d=0.

Tout vecteur v € R3 s’écrit sous la forme v = td + v/ avec t € R et v/ € (d)z.

Alors, par définition de A((d)g, d) (voir proposition[2.5.1)), le vecteur v satisfait (4.2.1)
pour un 6 € (0,1) donné si et seulement si on a
0 oft|[d]]
V|, < ———=|v-d| = —,
Ml < =5V 4= i=x

t>0 et
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ce qui donne
V1=V,
t> ———.
d[[dll,

Pour i = 1, 2, on trouve

vow, = t(d- W)+ wi > A = V]| [will, > (

vi=0%Al w| ) V']
glldf, e 2

Ainsi, il suffit de choisir § € (0, 1) avec

V-0 |||, max{|[wil,, [[wall,}
5= Al

pour obtenir (4.2.2)).

Maintenant, on montre que le théoréme [4.1.3| implique le théoréme [4.2.1]

Lemme 4.2.3. Soit u € R3 & coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
D une droite dans (u)g et soit § € (0,1). Alors, il existe une constante g9 > 0 et
w1, Wy € R3 avec det(u, wi, wo) # 0 tels que, pour tout v € R?® satisfaisant

1. v-wy>0etv-wy >0,
2. |v-uf <eovl,,
on av e AD,9).

Démonstration:  On choisit d,dt € R? unitaires tels que

D={(d)g, d-d"=0 et (u)z=(d,d")z.

On fixe pour 'instant un nombre p € (0, 1) arbitraire et on pose
wi=dt +pd et wy,=-—d' +pd.
On observe que

det(u, wy, ws) = 2pdet(u,d*,d) # 0.

Soit v € R? un vecteur quelconque que l’on écrit sous la forme v = au + bd + cd*
avec a, b, c € R. On peut donc calculer

v-w; =bp+ec,

v-wy=bp—c.
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Dés lors, si v satisfait la condition |1} on doit avoir

b>0 et |c| < pb.

On fixe aussi un nombre 7 € (0, 1) arbitraire et on pose gy = ||u|, p7 > 0. Alors,
si v satisfait la condition [2| on obtient

v-u

[[ull,

laull, = <prvlly-

Donc, si v satisfait les conditions[I] et [2, on a

V5 = llaull; + 0" + & < p*72 |||l + b + 07,

1 — p27—2
b=/ Tr 7 vl - (4.2.3)

Si v satisfait les conditions[I] et [2, on a

ce qui permet d’estimer

Iprojp: (Vlly, = y/laull2 + ¢ < /22 V]2 + g2 < VZpmax{r [v],.b}. (4.2.4)

Comme p, 7 € (0,1) sont des nombres arbitraires, on peut les choisir de sorte que

) 1 — p?72
20 < ———— et < g —
\/_,0 T et <y s

Dés lors, si v satisfait les conditions [I] et [2] on obtient grace a (4.2.3)) et ([£.2.4) que

Iproi: (411, < V2oma(r vl 0 < (s ) o= (2 ) Ioroin(w)l.

En vertu de la proposition [2.5.1} cela signifie que v € A(D, ).

Démonstration: (du théoréme 4.2.1))
Comme le lemme [4.2.3| reprend les hypothéses du théoréme 4.2.1] on peut choisir
w1, Wy € R? et g9 > 0 comme au lemme [4.2.3]
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Soit € > 0. On pose ¢’ = min{e,eg}. Alors, en vertu du théoréme |4.1.3] il existe
x € 73 tel que

x-w; >0, x-wy>0 et |x-ul<e&|x|,”.
Comme x est un point entier non nul, on a nécessairement ||x||, > 1 et donc
) < ¢ 3 < 2o xl
Alors, le lemme donne x € A(D,§) et on trouve

x-u| <eix|l,” <elx],”

On peut étendre le théoréme en dimension supérieure. Pour le reste de cette
section, on fixe un entier n > 3 et on cherche & démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.2.4. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
D une droite vectorielle dans (u)z et soit § € (0,1). Alors, pour tout € > 0, il eziste
x € Z"NA(D,0) tel que

x-ul < e x|,

Pour la démonstration du théoréme [£.2.4] on introduit d’abord la notion de rang
d’un sous-espace de R™.

Définition 4.2.5. Soit E' un sous-espace de R"™. On définit le rang de E, noté rgF,
comme la dimension du plus petit sous-espace F' de R™ défini sur Q tel que E C F.

On remarque que, pour tout sous-espace F de R" on a rgFE > dim FE, avec
I’égalité si et seulement si E est défini sur Q.

Lemme 4.2.6. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit E
un sous-espace non nul de (u)g et soit § € (0,1). Alors, il existe un sous-espace E'
de (Wg et un nombre §' € (0,1) tels que :

1. dim F' = dim F,
2. rgE' =dim E' + 1,
3. A(E',0") C A(E,9).
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Démonstration: On fixe une droite vectorielle Z de R™ définie sur Q. On pose

7' = (Z)*, lequel est également un sous-espace de R™ défini sur @, et on obtient
R" = Z' @ Z. Puisque Z est une droite et que projz(u) # 0, on a

IVl = Alv - ul
pour tout v € Z avec
. -1
A= ||pr0J2(u)|‘2 > 0.
Soit k := dim F et soit {wy, ..., wy} une base de E. Puisque R" = 7' & 7, il existe
Wi, ..., W € Z' et Wy, ..., Wi, € Z tels que

On fixe un nombre p > 0 arbitraire. Puisque Z’ est défini sur Q, I’ensemble
Z'N Q™ est dense dans Z'. De plus, (Z'\ W) N Q" est dense dans Z’ pour tout sous-
espace propre W C Z'. Donc, comme la dimension de Z’ est supérieure ou égale a k,
on peut choisir z}, ...,z; € Z’ N Q" linéairement indépendants sur Q tels que

Wi —zill, <p (1<i<k)
Pour tout ¢ € {1, ..., k}, on choisit maintenant z; € Z tels que
(Z;+Zz) 'u:()v

et on pose
7, =7, +7; € (Wg.

On note que l'espace (2}, ...,z})r + 7 est défini sur Q et qu’il est de dimension
k+ 1 puisque Z ¢ Z' et (2}, ...,z})r C Z'. En posant E' = (z1,...,z;)r C (Wg, on a
ECE+Z=\{Z, . .2d)+Z,

donc dim B’ = k et rg B’ < k+ 1. De plus, comme aucun sous-espace non nul de (u)z

n’est défini sur Q, £ n’est pas défini sur Q, donc rg £/ = k + 1.
Maintenant, comme wy,...,wy € E C () et z;,...,2;, € (W)z, on a

Wi = Zill, = Al(Wi = z;) - uf = A(w; — z}) - u] < Aully [[w; — 2|

et donc

Iwi = zll, = \/Iw! = 22 + 150 = 2l < /14 22 Jul2 W] — 2], < rip.
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pour tout i € {1,...,k}, ot K1 = y/1 4+ A2 |u]|> > 0. On obtient donc que z; tend vers
w; lorsque p tend vers zéro. La proposition [2.4.10| donne alors

@2(W17E,)+"'+@2(Wk,E,) 4
< Ly
B (W1, s Wa) < KOk(W1 ooy Wi) ™! max Os(Wi 2

@2(E7 El) <

Par continuité de ©,, on déduit que ©y(E, E’) tend vers zéro lorsque p tend vers zéro.
En notant que E et £’ sont de méme dimension, on obtient
)

0(E'. E) = 0y(E, E') < §' := .

en choisissant p > 0 suffisamment petit. Alors, pour tout v € A(E’,d’), on a
@2<V, E) < @2(V, E,) -+ @2(El, E) < + y =4.
On en conclut que A(E’,0") C A(E, ). i

Lemme 4.2.7. Soit F' un sous-espace non nul de R" défini sur Q de dimension .
Alors, il existe une application linéaire injective h : R — R™ telle que h(Z') = FNZ".
De plus, Uapplication adjointe h* : R* — R! est telle que, pour tout u € R" a
coordonnées linéairement indépendantes sur Q, les coordonnées de h*(u) € R! sont
linéairement indépendantes sur Q.

Démonstration:  Comme F' est défini sur (Q de dimension [, il existe fq, ..., f, € Z"
linéairement indépendants sur Q tels que F N Z"™ = (fy,...,f;)z. Il suit directement
que F' = (f1,....,f)r. Soit {ey, ...,e;} la base canonique de R!, on choisit h : Rl — F
I’application linéaire satisfaisant

hle) =f;, (L<i<l).
Ainsi, h est injective puisque h(ey), ..., h(e;) sont linéairement indépendants et on a

hMZ') = h({e1,....e))z) = (h(e1),....h(e)))z = (£1, ... f))z = FNZ".

Enfin, soit u € R™ & coordonnées linéairement indépendantes sur Q. Siy - h*(u) =0
pour un certain y € Z', on a h(y)-u = 0 avec h(y) € FNZ" et donc h(y) = 0. Mais,
comme h est injective, cela signifie que y = 0. On en conclut que les coordonnées de
h*(u) sont linéairement indépendantes sur Q. i
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Démonstration: (du théoréme 4.2.4))
En vertu du lemme il existe une droite D’ C (u)g et &’ € (0,1) tels que

rgD'=2 et A(D',d)C A(D,9).

Comme rg D' < 3, il existe un sous-espace F' de R™ défini sur Q de dimension 3 tel
que D' C F. Puisque F satisfait les hypothéses du lemme avec | = 3, il existe
une application linéaire injective h : R?* — R" telle que h(Z3) = F N Z™.

Comme h est injective d’image F' et que D’ est une droite vectorielle dans F),
I'image réciproque de D', D := h™1(D’), est une droite vectorielle dans R?. Comme

les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q, les coordonnées de u :=

h*(u) € R3 sont linéairement indépendantes sur Q. Aussi, puisque D’ C (u)z, on a

h=H(D') C (h*(u))L, donc D C (W)2.
Par équivalence des normes sur R?, il existe une constante x; > 0 telle que

1AVl < s (vl

pour tout v € R3. Aussi, comme h est injective, il suit du corollaire qu’il existe
une constante ko > 0 telle que

@2 (h(V1>, h(V1>) S KQ@Q(Vl, VQ)

pour tous vi, vy € R3 non nuls. On choisit Je (0,1) tel que Fad < O
Soit € > 0. En vertu du théoréme [4.2.1] il existe X € Z3 non nul avec

0:% D) <3 et [R5 < (70 %57
On pose x = h(X) € FFNZ". Comme h est injective, x est non nul. De plus, on a
Oy(x, D') = Oy (h(X), (D)) < kaOs(X, D) < &,
donc x € A(D',¢") C A(D,§). Enfin, x satisfait
x-ul = [A(X) - uf =[x h7(u)] = [x- 0] < (57e) X[, < ellx]ly7

puisque [|x]|, < &1 ||X]|,. Cela termine la preuve. i

4.3 Optimalité du résultat

Dans cette section, on démontre que le théoreme[4.2.4] est optimal en généralisant
la construction de Roy dans [§].
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Théoréme 4.3.1. Soit n > 2 un entier et soit ¢ : (0,+00) — (0,+00) une fonction
croissante qui tend vers linfini. Alors, il existe u € R™ 4 coordonnées linéairement
indépendantes sur Q, une droite vectorielle D C (u)g et un nombre § € (0,1) tels que

1

cul >
e I

pour tout x € Z"" N A(D, §), sauf peut-étre un nombre fini.

Pour le reste de la section, on fixe un entier n > 2. Avant de démontrer le
théoreme [£.3.1], on rappelle d’abord la définition suivante.

Définition 4.3.2. Soit k € {1,...,n+1}. Un k-uplet (xy, ..., xz) dans Z" est primitif
St
dim(xy, ..., xk)r =k et (X1,...,Xg)z = (X1, ..., Xg)r N Z".

En particulier, dans le cas k = 1, x1 est primitif si et seulement si ses coordonnées
n’admettent aucun diviseur commun non-trivial.

On remarque aussi qu’un k-uplet (yq,...,y.) dans Z""' est primitif si et seulement si
il €xiste Yy i1y ooy Ynsr € L™ tels que {yy, ..., ¥ni1} forme une base de Z".

La démonstration du théoréme nécessite également que l'on fixe un nombre
mal approchable a avec 0 < a < 1/2. Lorsque l'on dit de o qu’il est mal approchable,
on entend qu’il existe une constante A > 1 tel que

1
qa —p Z YBRE!
| | Alq

pour tout p,q € Z avec ¢ # 0. On pose également {p,,/qm }m>1 la suite des réduites
de «. Alors, pour tout m > 1, les entiers p,, et ¢, sont premiers entre eux avec
0 < P < gm- Comme |g a0 — pp| < qn_mfrl, le fait que «a soit mal approchable donne

1 —1
A_qm <gm® = P| < Grpa

et donc ¢, < @ma1 < Ag,, pour tout m > 1. On a aussi le résultat suivant.

Proposition 4.3.3. Soient p,q € Z et soit m > 1 avec 1 < |q| < gp,. Alors

m
[Pmq — PG| > Al (4.3.1)
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Démonstration: Puisque ¢,, et p,,, sont premiers entre eux, on a p,,,q — pgm, =0
si et seulement si (p, ¢) est un multiple entier de (p,,, ¢n). Comme 1 < |g| < gy, o1 a
donc p,q — pgm # 0, ce qui donne

|Pmq — Pgm| > 1.

Ainsi, (4.3.1)) est vérifice lorsque ¢, < 2A|q|. Autrement, on a |q| < ¢,/2A et on
obtient

1Pmq — PG| = 1gm (g — P) — ¢(gma — pm)| = gmlga — p| — |a]|gma — Pl

_qm_\q! o Am o Gm o m
Al gmer  Algl  2Agm — 24]|q]

Lemme 4.3.4. On suppose (Xi,...,X,) un n-uplet primitif dans Z"'. Soient un
entier m > 2 et des parameétres X,Y, 7 > 1 satisfaisant

27
max{||xi|ly, .., [Xnlo} <X, 20X <Y <Z et @gn1 < v < Q-
Alors il existe y,z € Z™ ! possédant les propriétés suivantes :
1. {x1, ..., %X, y} forme une base de Z" ;
2. (Xg,...,Xp,2) est un n-uplet primitif et
Z € X1 + (X2, s Xn)zZ + Gy
3. Y <|lyll, <2Y et Z < |z|, <HAZ;
nX 2A
. Oy(x1,2) < + ;
4 ©alx1,2) < 7 [x1 A Axpll, Y
Démonstration:  Comme (Xi, ...,X,) est un n-uplet primitif , il existe y € Z"!

qui satisfait la propriété [Il On fixe un tel point entier et on le note y,. On fixe
également u € R™™! un vecteur unitaire perpendiculaire a (x, ..., X, )g. Dés lors, on
peut écrire y, sous la forme

Yo = 71Xy + SoXo + -+ + 5,X, + tu
avec T, Sg, ..., Sp, t € R. Puisque {x,...,X,,y,} est une base de Z"*!, on obtient

1= |det(x1, ..., Xn, ¥o)| = [[x1 A+ Axn Ayoll,
= [P A Axa A(tu)fly = JEf A Axally
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ce qui donne [t| = [|x; A -+~ Ax,|l, < 1.
Maintenant, on note r’ 'unique élément positif de r 4+ Z satisfaisant

[, a1
2 o 2

vyl

1
5 +

+1<r all, <Y+ xilly +

et, on choisit s, € s; + Z avec |s;| < 1/2 pour tout ¢ € {2,...,n}. On pose ensuite

y =1r'x; + sh%o + - - + 8 X, + tu. (4.3.2)
Cela donne
2| 1% |
Iyl = Irxally=llsoxall, = =llswxall=lltull, = Ir'xall,——== = =52 -1 2 Y,
et

Iyl < Pl + Nshxally + -« 4 llsnxally + [tally <Y 4 lxally + -+ fIxall, +1
<Y +2nX <2Y.

Ainsi, y satisfait la propriété |3| et, comme il s’agit d’un élément de y, + (x1, ..., X, )z,
il satisfait également la propriété [T
On pose enfin

Z = PpX1 + laXo + -+ Xy + gy,

ou [y, ..., 1, sont des entiers tels que
|gms; + Ll < 1/2, (2<i<n).

Ce point satisfait nécessairement la propriété [2| puisque ¢,, et p,, sont premiers entre
eux. Pour estimer la norme de z, on note d’abord que

m+ 1
Ul < lamst] +1/2 < 2272 < g,
d’ou
GmY

12 = gy lly < P [1%ally + ] lix2lly + - -+ [la] [1%ally < g(nX) < ==
Comme Y < |ly||, <2Y, on en tire

GmY 5¢mY

o S am vl =1z = awylly < llzlly < g Iyl + 12 = guyll, < —5—
Puisque

< gy S Ag1 <
Y_q > AQm—1 > %
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on en déduit que z satisfait la propriété[3] our ce qui est de la propriété[d], on commence
d’abord par utiliser la décomposition de y donnée en (4.3.2)) pour obtenir

||X1 N Z||2 = HX1 N ((er, +pm)xl + (QWS/Q + lQ)XQ oot (Qmsgz + ln)xn + thu) H2
< [l [[(gmsy + l2)%X2 + -+ + (Gms, + In)Xn + gmtull,

(n—1)X
< Il (U525 ).

On obtient donc
xiAz, < (n—1X  qnlt| < nX 2A

Oy(x1,2) = < < + )
202 = Tl S 22 T Z S Z A Aml,Y

Lemme 4.3.5. Soit (x1,...,X,) un n-uplet primitif dans Z"' avec
[xilly < - < Ixally
et soient {X;}i>1,{Y:}isn des suites de nombres réels positifs satisfaisant :

X = |Ixill, pour 1 <i<mn,
10AnX;1n < Yign < Xijnna pour 1 > 0.

Alors, il existe une suite {x;}i>1 dans Z™' qui étend {x;}1<i<n et une suite {y,}i>n
dans Z" telles que, pour tout i > 0, on a :

1.
1. {Xi41, oos Xign, Yipn ) forme une base de Z"+ ;

2. (Xis2y .y Xitna1) est un n-uplet primitif et

Xitnt+l € PmXi+1 + <Xi+27 ooy Xi+n>Z T qmYitn:
ot m > 2 est Uentier tel que ¢p—1 < 2X;ini1/Yien < Gm ;
3. Yiyn < HyHnHQ <2V et Xipni1 < [ Xignilly < 5AX np s

54X 24
X’i+n+1 eiXiJrl e X’i+nY;+n

4. O2(Xit1, Xignt1) < , 00 0; = O, (Xit1y ooy Xign)-

Démonstration: On suppose j > 0 tel que l'on ait déja construit des points
X1 s Xjtn, Yy -+ Yjin1 € 7! satisfaisant les propriétés énoncées pour tout indice
1 avec 0 < i < j. On pose

X = 5AX]+n, Y = }/;‘+n et Z .= Xj+n+17
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de sorte que
max{||xX;j41ly s [[Xjgnlly} < 5AX; 1 =X et 2nX =10AnX,, <Y < Z.

On peut alors appliquer le lemme @ pour construire les points y;,, := y et
Xjtn+1 = 2.

En répétant ce processus, on produit ainsi deux suites infinies de points entiers
{Xi}i>1,{y;}imn telles que désiré. La validité des propriétés [1| a 4] suit alors des pro-
priétés correspondantes du lemme 4.3.4] en observant que

HXz‘+1 AERNAN Xi+n”2 = @n(XiHa -'-7Xi+n) ”XiHHz T ”Xi+nH2 >0 Xiy1 o Xign,

pour tout 7 > 0. |

Lemme 4.3.6. On suppose de plus que les suites {X;}i>1,{Y;}isn satisfont

Xitnt1 > Xiv1 o Xign1 X7 Yin, (4.3.3)
Xitnt1Yitns1 = 4Xip1Yigs,
pour tout © > 0, ainsi que la condition initiale
TA 0
<R (4.3.5)

00X, - X,Y, — 3

Alors, on a 0; > 6y/3 pour tout i > 0 et il existe un n-uplet de vecteurs uni-
taires (v1,...,vy), que l'on prolonge en une suite de vecteurs unitaires {v;};>1 qui est
périodique modulo n (c’est-a-dire que vy, = v; pour tout 1 > 1), tel que

< 28An
T 00 Xip1 o XignYign

O2(Xit1, Vi) (4.3.6)

pour tout i > 0. De plus, les vecteurs vy, ..., v, satisfont ©,(vy,...,v,) > 0y/3.

Démonstration:  On remarque que, si 'on pose

1

Bi = )
Xi+1 T Xi+nY:i+n

les conditions (4.3.3) et (4.3.4]) équivalent respectivement a

Xi n
" < B et By < B; /4
Xi+n+1
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pour tout ¢ > 0. Comme 6; < 1, le lemme donne

2AB; AnDB;
@2(Xi+1,xi+n+1) S 5AnBZ + 0. S 7 en y (437)

pour tout ¢ > 0. En notant F; := (X;49, ..., Xi+n)r, la proposition fournit

9i+1 = @n—l(xi+27 ceey Xi—l—n)@Q(Xi—l—n—f—ly Fz)
> @n71<xi+2? ey Xi+n) (62(Xi+1; E) - 62(Xi+17 Xi+n+1)> (4.3.8)

> On(Xit1; - Xign) = O2(Xig1, Xigni1) 2 0; — —-

(2

Pour en déduire 6; > 6y/3, on commence par démontrer que

< bit1 (4.3.9)

pour tout ¢ > 0. Grace a (4.3.8]), la premiére inégalité dans (4.3.9) implique la
deuxiéme. De plus, puisque la condition (4.3.5)) équivaut a

7AHBO < @’
b — 3

on voit que (4.3.9)) est vérifié en i = 0. On procéde ensuite par récurrence en supposant
que (4.3.9) est vérifié pour un certain ¢ > 0. On trouve

Oin  — 02 206
tel que désiré. Cela compléte la preuve de (4.3.9). On déduit de (4.3.9) que
Bi _ (Bi/4) B

Oiy1
2

0;
<<
7S

IN

i1 (0:/2) 20;

pour tout ¢ > 0, et donc que le quotient B;/6; converge géométriquement vers zéro
lorsque i tend vers U'infini. Il suit alors de (4.3.5)) et (4.3.8) que

- TAnB; > 7AnBO 7AnBO 90
0; > 0o — L >0 — . 290—2( )Z—-

I1 suit de (4.3.7) et de la convergence géométrique du quotient B;/6; que, pour
ke {1,..,n}, la suite {X;j,1x} >0 converge géométriquement, au sens projectif, vers
un point de P*(R), que 'on représente par un vecteur unitaire vy € R"1. On obtient



4. APPROXIMATION PAR LES FORMES LINEAIRES DANS UN CONE 77

ainsi un n-uplet (vy,...,v,) que l'on prolonge en une suite périodique modulo n. On
peut alors estimer

o o

O2(Xit1, Vig1) < Z O2(Xitjnt1, Xit (j+1)nt1) < Z ——n
7=0 7=0
21 An & 21AnB; =~ ,_;, _ 28AnB;
< Biiin < . 47 < L
= b Z =, Z = b
j=0 j=0
Le fait que ©,,(v1,...,v,) > /3 découle de la continuité de O,,. |

Pour le reste de la section, on se place sous les hypothéses du lemme [4.3.6| et on note
Ei = <Xi+1, --'7Xi+n>R7 E = <V1, --‘;Vn>R
Fi = <Xi+27 '-'7Xi+n>R7 Gl = <Vi+27 ...’vi+n>R

pour tout ¢ > 0.

Lemme 4.3.7. On a

84 An?
O,(E;, E) < 4.3.10
5 RS o T (4:3.10)

et
84 An?

<
= N2
5 Xiv2 Xitni1Yignt1

0,(F;, G;) (4.3.11)

pour tout 1 > 0.

Démonstration:  Soit ¢« > 0. La proposition fournit
Os(Xit1, E) + - - - + O2(Xjjn, F)

Gn(xi—i-la ceey Xi—i—n)

Oy(E;, E) < < (3n/6y) max O2(Xiks Vitk)

et, de la méme facon, on obtient
O (F;, Gi) < (3n/0) Juax, O2(Xitks Vitk)

puisque
@n_l(Xi+2, ceny Xi+n> Z Gn(xi—l—l; ceey Xi—i—n) Z 00/3
Alors, (4.3.10) et (4.3.11]) découlent directement de (|4.3.6]). i

A partir d’ici, on fixe un vecteur unitaire u € R"*! perpendiculaire & E.
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Lemme 4.3.8. Soit x € Z"*'. Alors, pour tout i >0, on a

‘XU| Z 1 (|det(xi+17"'7xi+nax>’ . 84142712 HXHZ) ]
Xig1 Xign (5A)m 05Yirn
Démonstration:  Soit || ||, la norme d’opérateur sur End(R"*!). On sait grace

au théoréme [2.4.§ et a la proposition [2.4.9] que

|

Par choix de u, on a donc

1]l
op

= 0u(E;, B7) X[, = ©2(E:, E) |1x]l, -

ProjpL (x) = projg. (X)H2 < ‘ ProjpL — Projp.

) = [[projg: (), 2 [[proj ()|, = [|prois, (x) = proje. (x|

2|

projg: (%), = ©2(Ei, E) 1l .

Le résultat découle alors de (4.3.10)) et de I'observation que

|

projp (X)H _ |1%it1 Ao A X AKX _ | det(Xit1, -y Xitn, X)|
' 2 %601 A v Al Oi lI%irlly - - [1Xitnll

| det(Xit1, -y Xitn, X)|
— GA X X

Lemme 4.3.9. On suppose 03X,, > C} := 420A%n?(5A)". Alors, pour touti > 0, on

a
1 140A%n

< X401 -0 < .
(5A)" z‘+2"'Xz‘+nYi+n_| ol OoXivo - XivnYiin

Démonstration: Il suit de (4.3.6) que

X1 - u| = |lprojpe (Xiv1)lly = [Xitally O2(Xiv1, £) < 5AX;1102(Xis1, Vigr)
< 140A%n
T 00 Xito - XignYign

Puisque
Xitntl € PmXit1 + (Xi+2, --~7Xi+n>Z + @nYiin
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ou m > 2 est lentier tel que ¢,,—1 < 2Xi1n11/Yitn < Gm, On obtient

| det(Xit2, o Xitns1, Xi1)| = [ det(Xig1, - Xign, Xignt1)]

= |det(x,~+1, vy Xidns qui+n)| = qm-
De plus, puisque X; 1,11 > X, X;11 (c’est une conséquence faible de (4.3.3))), on a

[1%i+1ll, < 5AXi < 5A
Xi—&—n—&-l}/i—i—n—i—l Xi—l—n—l—lyi-l—n o Xn§/i+n.

En appliquant le lemme [4.3.8) avec i remplacé par i + 1, on obtient donc

Im 84An? X 41,
|Xi+1 : u| 2 YY)
(BA)"Xipo - Xigntr 05 Xiv2 - Xigng1Yignt
S 2 420A%n?
T BA Xio - XignYien  (03X)Xiv2 - XignYign
> ! .
(BA)" X0 XitnYitn

On rappelle que, comme au théoréme 4.2.4} le nombre d’or (14 +/5)/2 est repré-
senté par 7.

Lemme 4.3.10. On suppose que Y; = X, pour touti > n et que les conditions (4.3.3)

et (4.3.4) du lemme sont satisfaites pour tout i > 0. On suppose également que
62X, > 2C,. Soit x € Z™ et soit i > 0 avec

X; X;
Xn Xn
Alors, on a
|X . u| > 1 . minlﬁkfn @2(X7 Gk) st X € <Xi+17 EERE) Xl'+n>Za
T XX X X3 |1 ST X & (Xit1, oy Xin) 2
Démonstration: ~ D’abord, comme {X; (1, ..., Xitn,Yiin} forme une base de Z",

il existe p,q,ro, ..., 7, € Z tels que

X = PXit1 + ToXip2 + -+ MXipn + QY iqp-
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Puisque det(X;41, ..., Xitn,¥i1n) = £1, la valeur absolue d’un déterminant calculé
dans la bases {X;11, ..., Xj4n, ¥iin | €st égale a la valeur absolue du méme déterminant
calculer dans la base canonique de R"*!. On a donc

1 0 --- 0 x
0 .
| det(X41, .., Xitn, X)| = |det | : 0 = |q|
0 0 1 =
0 0 0 g
et
0 0 pm p
1 * ok
| det(x;49, ..., Xitnt1,X)| = |det | o 0 ||l =|pmq— pgml.
: 1 %
0 -+ 0 gn q

Ici, les % désignent des coefficients n’ayant aucun impact sur la valeur du déterminant
et m > 2 est l'entier tel que

dm—1 S 2Xi+n+1/}/i+n < dm-

On pose Cy = 84An?(5A)" et on remarque que C; = 5AC,. En appliquant le lemme

[4.3:8, on trouve

1 Cy ||X||2)
x-u| > — . 4.3.12
| = (5A)" Xip1 - Xign (|q| 05Yisn ( )

En appliquant ce méme lemme avec ¢ remplacé par ¢ 4+ 1, on trouve

1
(A X9 Xitni

Cy ||x
(!pmq—pqm\——QH ”2). (4.3.13)

xX-u| >
’ ‘ - 0(2)}/;+n+1

On sépare le reste de la preuve en quatre cas. Dans les deux premiers cas, on suppose
s s e
q # 0, c’est-a-dire que x & (X;41, ..., Xi1n)z-

1¢* Cas.

D’abord, on suppose que 'on a

20, |Ix[l

q| = :
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Alors, (4.3.12)) donne

Co [Ixll,

xX-u| > .
| 2 02(5A)" X1 XisnYiin

Ainsi, comme X;y, Vi, = X707 < (X, [[x]l,) 7 et Cy > 62(5A)" on obtient

1

X71L+’YXZ‘+1 te Xi+n—1 ||X||,2y ‘

x| >

2éme (Cgag,

Ensuite, on suppose que
20, |||
1< g < 52
QOY;L-i-n
Puisque Qan > (5, on obtient

Yiin C C
ld _ Ykt _ Colxly  C g
m 2Xi+n+1 goXi—l-n—l-l eoXn

ce qui donne 1 < |¢| < ¢,,,. Alors, la proposition permet d’estimer

|p 4 — g |> qm Xifnt1 9(2)Xi+n+1
" T 2Alql T AYilgl T 2AC |Ix|,

Alors, (4.3.13]) donne

x-ul >

1 ( 9(2JXz‘+n+1 B Cy |||, >
(514)” +2 Xi+n+1 QACQ HXH2 98}/1'_;'_”_;'_1

_ 1 ( 05 Colxlly )
C BA) Xig - Xy \ 240 X, B3Xisni1Yisnsr )

Puisqu’on a X 41Yin > X200 > (X, [|x]l,)? et que 65X, > 4AC,, on trouve

0 O, o6 G
24Co 1%l 05 Xitnt1Yipnsr — 2ACy [|x]l,  05X3 (x|,

o (e)an 02)> 1
Xollxlly \24Cy  65Xn ) = Xullxll,

On obtient alors ]

(BA X, Xiyo - Xign [1X]]

x-ul >
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Aussi, il suit de I'hypothése sur |¢| que

20 [Ix[l,

1< —.
eg}/i—&-n

Comme 62 > 20, X!, cela donne
20! 1/v
Xign = }/Z}f'/yj < (%) < (Xn ||X||2)1/7'
0
Puisque X,, > (5A)" et que X;41 > 1, on obtient

1 1

|x-u| > >
GA X XKoo X I X X X |13

en utilisant I'égalité 1+ 1/v = .

3éme Cas.

On suppose maintenant que ¢ = 0 mais p # 0. On a alors

2Xitns1lp|

_ — >
|Pmq — Pdm| = @m|D| Y.,

Comme |[|x||, < X, ' X;ini1 et 63X, > Co, ([£.3.13) donne

x-uf > 1 (1 panl - 2102
~ (A Xiva X 7 " 0Yinn
- ( i) o ) (4.3.14)
(5A)" X0 Xiins Yiin 02X,.Y: i1
> p| |
- (514)an+2 e Xi+nY;+n
On remarque que
On (X, Xit2, ooy Xjgn) = [ A Xiyo Xi+ ||2 _ | [[Xit1 Xt ||2
Il vl evally 1T irally -~ [irnll
pllbxcall, - 5AlpI X
Ixll, = Axly

et donc on a
@n(xv X425 -ens X’H—n)

15A|p| Xt
@n—l(xi+27 ey Xi+n) '

FZL» —
©alx, ) N

<
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Puisque 03X, 1,11 > 03X, ||x]|, > 84An? ||x||,, le lemme donne

15A|p| X1 84 An?
O2(x, G;) < Oa(x, F}) + 02(F;, G;) <
2 ) 2(%, F) 1 Os ) 0o [I1x[l 05 Xiv2 - Xitny1Yitns1
0o ||, 05 Xint1
< +

Oollxlly Il

16A|p| Xt
0o [Ix][,

En notant que 6y > 62 > 16A(5A4)" X!, on obtient

p| > 0o ||x]], ©2(x, G:) > (5A)" ||x[|, O2(x, Gs)
- 16AX; - X Xit1 '

En substituant cette derniére estimation dans (4.3.14) et en utilisant X;,,Y;1, =
X, < (X, ||xl,)'*7, on obtient

x|, ©2(x, Gy) O (x, Gy)
XnXi—l—l e Xi—l—nY;-&-n o X721+’YX1'+1 ce Xi+n71 HX”%

x-ul >

4éme (Cas.

On suppose finalement que p = ¢ = 0. Dans ce cas, on a X € F; et on observe que

X AXipa A Xige Ao A X

7" =
I v A Aol
—
1[5 [[Xitally - [1Xigklly - [Xienll, NIl 3 ||l
N 91’ ”Xz’+2H2 e ”Xz’+nH2 ‘9i ||Xi+k||2 B 90Xz'+k

pour tout k € {2,...,n}. Soit j le plus petit élément parmi {2,...,n} tel que r; # 0.
Pour tout k € {j +1,...,n}, le lemme [4.3.9 donne

140A%n|ry,| 420A%n ||x/|,
Irillie - ul < B X Y, = px X Y,
0Ni+k+1 " " i+k+n—14i+k4+n—1 0<Yi+k """ i+k+n—14i+k4+n—1
420A%n || x|, 420A%n
T RXirj o X Yinjon — (03X0)Xitjr1 - Xivjon—1Yitjino1
1

2n(5A4)" X1+ Xitjan—1Yirjin
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puisque 62X, > 2C; = 840A*n*(5A)". En combinant cette derniére estimation au

lemme [£.3.9] on obtient

x - u| = |rjl[xit; - ul = Z re|[%is - 0
k=it 1
: ( 1 )
> —n
(5A)" Xipjr1 - Xipjin-1Yitjan1 2n(5A4)" X1+ Xigjon—1Yigjrn
1

> .
~ 2(5A)" Xitjr1 - Xigjrn—1Yitjen—1

Puisque x € Fjy;_o, il suit du lemme que

84 An?
[s) Gigio) <O3(Fipi0,Gipi o) <
2(%, Girj2) < O2(Fiyjg, Giyj) 05 Xivj+ Xivjrn—1Yitjin—

e ( I )
05 Xir; \2(5A)" Xitj1 - Xigjrn—1Yigjun-1/

ce qui donne

05 X1 O (%, Gitj—2)
x-u| > 02T2]92(X7 Gitj—2) > X—n]
puisque 03 > 2C Xt et X > 1. |

Corollaire 4.3.11. Les coordonnées du vecteur u sont linéairement indépendantes

sur Q.

Démonstration:  Soit x € Z"*! non-nul tel que x-u = 0. Comme X, , 41 > Yiy, =
X, ., lalongueur de l'intervalle [ X, ' X;1,,, X, ' Xi1,11) tend vers infini lorsque ¢ tend
vers 'infini. On en déduit que, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand, il existe un entier

[ >1 tel que

XiJrn Xi+n+1
<I|x|, < . 4.3.15
o <l < =5 (43.15)
Alors, il suit du lemme4.3.10|que (Ix) € (Xi11, .., Xj+n)z. Mais, comme (X;11, ..., Xjin)
est primitif, cela revient a dire que x € (X;41, ..., Xj1n)z. 1l suit de cette observation
qu’il existe 7 > 0 tel que

o0
X € ﬂ(Xi+j+1, oos Xichjitn) 2
=0
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On rappelle que x;1, ..., X; 111 sont linéairement indépendants sur R. Par récurrence
sur £ > 1, on trouve que

k
ﬂ<X¢+j+17 oo Xi+j+n>R = (Xitht1, - Xign)R-
j=0
On a donc
o] n
X € ﬂ(Xi+j+1, ooy Xigjyn)z © ﬂ(Xz’+j+1, ooy Xigjn)r = 0,
=0 =0
ce qui contredit x # 0. i

Démonstration: (du théoréme [4.3.1))
On fixe un (n — 1)-uplet primitif (xi, ...,x,_1) dans Z"™! avec

xafly < - <l -

Alors, il existe une paire primitive (z;,22) dans Z"™! telle que {x1,...,Xn_1,%1,22}
forme une base de Z"*'. On pose x,, = z; + lzo € Z™! pour un entier [ > 1 &
déterminer. On observe que (xi, ..., X,) est un n-uplet primitif puisque {xy, ..., X,, z2}
est une base de Z"!. On pose

X1 = HX1H2> ey Xn = HXnH27 80 = @n<X1, ...7Xn)
et on observe que

X, —— 400 et Oy —— O,(X1,..., Xy 1,22) >0
=400 l—+o00

par continuité projective de ©,,. Il s’ensuit donc que

62X, — s +oo.
=400

En choisissant [ > 1 suffisamment grand, on peut supposer que
o X, > max{X, 1, (10An)"};
TAn 90

° < —
0o X1 X Xat7 — 3

On construit maintenant les suites { X; };>1 et {Y;}i>n par récurrence. Pour tout ¢ > 0,

on pose Yy, = XZJrn et on choisit X;,,11 > 1 tel que
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2 .
L4 i+n+1 > Xz—l—l Xz—l—n lXi+n§/i+na

1+~
L Xl-i—n-i-l > 4Xz+1Yz+na

[} w ( ;‘;H_l) Z (6%/(90)X3XZ+2 cee X,L'Jrn.

n

Ainsi, on obtient un n-uplet de points entiers (x, ..., X,,) et des suites {X;};>1 et
{Y;}i>n satisfaisant les hypothéses des lemmes a}4.3.10/et on peut donc produire
les vecteurs u, vy, ..., v, € R*™! apparaissant dans ces lemmes.

On pose maintenant D = (vy + -+ + v, )g € E = (u)z. On obtient

HPYOJ'G,CL (Vvit-+va) HPYOJ'Gt (Vit1) )

0:(D,Gy) = 2> _ Salvin, G

Vit 4+ vally n n
_ On(Vis1, o, Vidn) > @
nO,_1(Vita, oy Vign) 31

pour tout k € {1,...,n}. On pose 6 = 6/6n.
Soit x € Z"™ N A(D, ) avec ||x||, > Xp+1/X,. Alors, il existe i > 0 tel que

X; X;
Xn Xn
Puisque

90 . 60
121132192()( Gy) 2 mm {@2(D Gi) — O2(x,D)} > In 0= 6n’

le lemme [4.3.10] donne

1 90) 1 1
— | > >
XpaXiva - Xipn |IX]3 (6n T (X /X0) [Ixl3 — @lxly) (Ix][3

tel que désiré.

x-ul >




Chapitre 5

Approximation par les formes
linéaires dans un domaine angulaire

Dans ce chapitre, on donne une nouvelle démonstration d’'une version simplifiée
du théoréme de Thurnheer (voir théoréme [1.1.4)). Cette démonstration se décompose
en deux principes de transfert que I'on présente séparément. On conclut avec un
résultat général sur I'approximation dans un domaine angulaire.

5.1 Exposant d’approximation restreint & un sous-
ensemble

La plupart des résultats de ce chapitre sont énoncés en termes d’exposants d’ap-

proximation diophantienne. On a défini les exposants w et w au chapitre [3| et, dans

cette section, on définit un exposant semblable a w mais ol les approximations sont

restreintes a un sous-ensemble donné. Pour le reste du chapitre, on fixe un entier
n > 3.

Définition 5.1.1. Soient u € R" et S C R"™ tels que l'inégalité
Ix-u|l <1

posséde une infinité de solutions x € Z™ N S. On définit wg(u) € [0,+00] comme
le suprémum des w € R pour lesquels il existe une infinité de points x € Z" NS
satisfaisant

x| < Ix[l,".

On observe que wg(u) < w(u).

87
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Comme pour les exposants w et w, on peut donner une définition plus flexible
pour Iexposant wg (voir la proposition [3.1.5]).

Proposition 5.1.2. Soient u € R" et S C R" satisfaisant les hypothéses de la
définition |5.1.1. On suppose une norme || || sur R" et des constantes ki, ke > 0.
Alors, ws(u) est égal au suprémum des w € R pour lesquels que le systéme

x| < k1 X et |x-ul < kX

admet une solution x € Z" NS non nulle pour des X > 1 arbitrairement grands.

Aussi, on remarque que la valeur de wg(u) ne dépend que de I'ensemble des
points entiers de S qui sont proches de (u)z. On obtient le résultat suivant.

Proposition 5.1.3. Soient u € R" et S C R" satisfaisant les hypothéses de la
définition |5.1.1] Alors, pour tout 6 € (0,1), on a

ws;(u) = ws(u),

ot S5 == SN A((w)L, ).

Démonstration: ~ On suppose w avec 0 < w < wg(u) si wg(u) > 0 et w =0
autrement. Alors, il existe une suite {x;};>; d’éléments non nuls de Z" N S avec
lim; 4 oo [|%4 | = 400 et

[xi - u| < [xifl,”

pour tout ¢ > 1. Alors
proj (%) X; - u 1 )
Ontxs (upg) = 1P wnClly bl b > 1)

Il [l l[xilly = [l fIxill

On en déduit que x; € A((u)g,d) pour tout indice i suffisamment grand. On a donc
w < wg,(u) et en faisant tendre w vers wg(u) on obtient

ws(u) < ws;(u).

L’inégalité dans l'autre sens suit du fait que S5 C S et le résultat s’ensuit. i

On observe que, pour tout u € R”, on a wg»(u) = w(u), donc wg~(u) > n—1. On
montre que cette minoration peut étre étendue en remplagant R™ par un sous-espace
défini sur Q.
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Proposition 5.1.4. Soit u € R" a coordonnées linéairement indépendantes sur Q,
soit F' un sous-espace non nul de R™ défini sur Q. Alors, on a

wr(u) > dim F — 1.
Démonstration:  Soit [ = dim F', le lemme garantit l'existence d’une appli-

cation linéaire injective h : R' — R™ avec h(Z!) = FNZ". Par équivalence des normes
sur R, il existe une constante x; > 0 telle que

1A(V)ll5 < ma (vl

pour tout v € R’ Par le théoréme de Dirichlet (voir théoréme [3.1.3)), il existe une
infinité de x € Z' tels que

* —(l—1
[x - h*(w)] < R [|x[,

pour une certaine constante ks > 0. Comme h est injective, cela fournit une infinité
de x' = h(x) € Z" tels que

On en conclut que wp(u) > 1 — 1 tel que désiré. i

La proposition permet de donner une borne minimale pour ’exposant d’ap-
proximation dans un domaine angulaire.

Lemme 5.1.5. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit E
un sous-espace non nul de (u)x et soit § € (0,1). Alors, on a

wA(EV(;) (u) Z dlIIl E.

Démonstration:  Le lemme m garantit I’existence d'un sous-espace E' C (u)g

et d'un ¢’ € (0,1) tels que
rg ' =dimFE +1, dmE =dmE et A(E', ) C A(E,)).
Par définition du rang, il existe un sous-espace F' de R™ défini sur Q tel que

E'CF e dmF=dmF +1=dimFE+ 1.
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Puisque (u)z N Q" = 0, on doit avoir F ¢ (u)g et donc E/ = F N (u)g. Alors, la
proposition garantit I'existence de d; € (0,1) tel que

A(F,01) N A((w)z, 61) € A(E',8),

ce qui donne w4(ps,) (1) < wapr,sy(u) en appliquant la proposition [5.1.3] Les inclu-
sions
A(E',0") CA(E,0) et F\{0} CA(F, )
donnent alors
waps) (1) > wa sy (1) > wars) (1) > wr(u)

et il suffit finalement d’appliquer la proposition [5.1.4] pour obtenir

wrp(u) >dimF —1=dimE.

5.2 Premier principe de transfert

Le premier principe de transfert relie 'exposant d’approximation dans un do-
maine angulaire a ’exposant d’approximation uniforme w. Celui-ci apparait implici-
tement dans la démonstration du théoréme donnée par Schmidt dans [T1] et est
mentionné explicitement par Bugeaud et Kristensen dans [2].

Théoréme 5.2.1. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
E un sous-espace de (u)g avec 0 C E C (wx et soit § € (0,1). En notant k la
dimension de E, on obtient

> (n — ]'C — 1)(,0,4(]5’5)(11)

w(u , 5.2.1
(w) 2 waes(u) —k (5:2.1)

en convenant que le membre de droite est égal a 400 lorsque wups)(u) = k.

Démonstration: =~ Comme w(u) > n — 1, I'inégalité (5.2.1)) est satisfaite lorsque
wAgs (1) > n — 1. On peut donc supposer que wags) (1) < n— 1. On suppose un
nombre w € R satisfaisant

WAy () <w <n—1.
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On remarque qu’en vertu du lemme on a wu(g,s)(u) > ket donc w > k. On pose
alors

. (n—k-1w

w=—">w.

w—k
On pose E' = E+ N (u)g de sorte que £ & E' @& (u)r est une décomposition
orthogonale de R". Pour tout ) > 1, on définit Cy comme ’ensemble des v € R" tels
que
Iprojp(v)ll; < m@Q,  [lprojp (v), <Q et [v-ul < Q7

ou k1 > 0 est une constante ne dépendant que de E et de u choisie de telle sorte que
Vol(Cy) = 2™. Alors Cg est un corps convexe de Minkowski dans R avec

Vol(Cq) = Q"'Vol(Cy) = Q*(2")

ou

t:gdimEqLdimE’—d):k(n_k_1>+(n_k_1)(w_k)—(n_k_l)w:0,
w w—k w—Ek w—Ek

On a donc Vol(Cg) = 2" et le théoréme de Minkowski (voir théoréme [3.1.2)) garantit
alors l'existence d'un point xg € Z" N Cqy avec xg # 0 pour chaque ) > 1. Par
définition de Cg, on a

li cul=0

dim [xq - ul
et, comme les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur @, on en déduit
que

I = +00.
dim [lxqll; = +oo

Puisque w/w > 1, la définition de Cg permet d’estimer

. 2 . 2 . 2 olw
Ixqll, = \/HprOJE(XQ)Hz + [[proj e (x@)[l; + [[Projw, (x@)|[; < mQ“* (@ >1),

oll Ky = \/Ii% + 1+ |[ull;* > 0. Puisque Q% = (Q“/)~*, le systéme

HXH2 < "QQQ‘D/W et |x-ul < (Q@/W)—w

admet la solution non nulle x = xg € Z" pour tout @ > 1. Comme w > w4(g,s (W),
on en déduit quil existe Qo > 1 tel que xg ¢ A(E,J) pour tout @ > (. Lorsque
xg ¢ A(E,J), on a par définition

[projs (Xq)

||2 2 5
||XQ||2
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ce qui donne

_ . _ . . 2
Ixqll, < 07" [Iprojp. (xq)ll, =0 1\/HPI"OJE/(XQ)H§ + [|projuy, (x0)|[, < 3@,

ol ki3 = 014 /1+ |Jull;* > 0.
Donc, pour tout Q) > @, le systéme

Il < £3Q et |x-uf <Q™

admet la solution non nulle x = xo € Z". On d01t donc avoir w(u) > w. En faisant
tendre w vers wu(ps) (1) on obtient donc st waps(u) > ket w(u) = 400

autrement. |

On remarque que la conclusion du théoreme équivaut a

kw(u)
ou)—(n—k—1)

waes)(a) >

en convenant que le membre de droite est égal & k lorque w(u) = +o00.

5.3 Deuxiéme principe de transfert

On reprend les hypothéses du théoréme [5.2.1] en prenant £ de dimension maxi-
male k = n — 2. Dans ce cas, on va démontrer un deuxiéme principe de transfert qui
montre que I'exposant d’approximation dans le domaine angulaire est au moins égal
aw—1, ou w est 'exposant d’approximation uniforme. Ce principe de transfert a été
énoncé par Bugeaud et Kristensen dans [2], mais, comme pour le premier principe
de transfert, il apparait d’abord de facon implicite dans la démonstration du théo-
réme [4.1.1]donnée par Schmidt dans [11]. Cependant, la méthode utilisée par Schmidt
ne fonctionne que pour n = 3. Le cas avec n général découle plutot des arguments
de Thurheer dans [14]. Dans cette section, on présente une version simplifiée de la
méthode de Thurnheer.

Théoréme 5.3.1. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
E un sous-espace de codimension 1 dans (u)g et soit 6 € (0,1). Alors, on a

si w(u) = +oo.

WA(E,5)(u) > &)(u) 14 {((J;J(u)/w(U) S1 W(u) < 400,



5. APPROXIMATION PAR LES FORMES LINEAIRES DANS UN
DOMAINE ANGULAIRE 93

Soit D la droite donnée par D = (u)zNE+. Comme DN{u)z = F, la proposition
garantit 'existence de 6; € (0,1) tel que

A(D+,61) N A((u)g, 01) € A(E,0).
De plus, en vertu de la corollaire il existe 2 € (0, 1) tel que
A(D,8,)¢ C A(D*,5y).
Alors, la proposition donne
WAD,5)e (W) S wypt syy(1) = WA(DJ-,El)ﬁA((u>§:,§1)(u) < waes) ().
Ainsi, pour démontrer le théoréme [5.3.1], il suffit de démontrer la proposition suivante.
Proposition 5.3.2. Soient u € R" a4 coordonnées linéairement indépendantes sur Q,

soit D une droite vectorielle dans (u)g et soit 6 € (0,1). Alors, pour toute paire de
nombres réels (@, p) satisfaisant

0<w<w(u) et 0<p<ofu)w) SZ, w(u) < oo (5.3.1)
p=0 si w(u) = 400
on a
wA(D@)c(u) >w—14+0p. (532)

Pour démontrer la proposition [5.3.2] on procéde par contradiction en supposant

qu’il existe une paire de nombres réels (w, p) satisfaisant (5.3.1)) mais pas (5.3.2)).
On fixe la norme || ||, sur R” donnée par

Ivllp = max { lprosp ()l (S5 ) oroi (9L} (v € B

On observe alors que
Ivlip = llprojp(v)ll,

pour tout v € A(D,d). On fixe {x;};>1 une suite de meilleures approximations de u

par rapport a || || (voir la définition [3.2.3). On pose
Xi=lxillp et Li=|xu]

pour tout ¢ > 1. On fixe un vecteur unitaire d € D et, quitte & remplacer x; par
(—x;), on suppose que

[projp(xi)|[, =xi-d >0
pour tout ¢ > 1. Les propositions et permettent alors de calculer w(u) et
@(u) en termes des suites {X;}i>1 et {L;}i>1.
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Lemme 5.3.3. Il existe I; > 1 tel que

L < X4 (5.3.3)
et

Xr, <X (5.3.4)

pour tout 1 > I.

Démonstration: L’inégalité découle directement de la proposition .
Lorsque p = 0, 'inégalité (5.3.4)) est triviale puisque la suite {X;};>1 tend vers l'infini.
Autrement, on a @(u) < w(u) < 400 et 0 < p < &(u)/w(u). La proposition [3.3.3]
donne alors

log Xit1  w(u) .

lim sup <p

ivoo logX;  @(u)
Il s’ensuit que, pour tout indice ¢ > 1 suffisamment grand, on a

log X1 <!
log X;

et donc on obtient (5.3.4)). i

Lemme 5.3.4. Il existe Iy > I tel que pour tout i > Iy on a x; € A(D,d) ainsi que
[projp(ax; + bxip1 + Xipa) |y = [aXi + 0Xip1 + cXiyo

pour tout a,b,c € R.

Démonstration: Il suit du lemme que
xiu =L < X795 < |[xillp°
pour tout ¢ > I,. Puisque par hypothése, on a
wapse(n) <w—14p <o,
on en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini d’indices ¢ > I tels que x; € A(D,0)°.
Ainsi, il existe Iy > I tel que x; € A(D,d) pour tout i > I5. Pour ces valeurs de i,

on a
Xi = |Ixillp = llprojp(xi)lly = x; - d.
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Deés lors, pour tous a,b,c € R on a aussi
|lprojp(ax; + bXiy1 + cXiyo) |l = |(ax; + bxip1 + cXip0) - d

= |(I(Xi : d) + b(xi+1 . d) + C(Xi+2 . d)|
= [aX; + 0Xip1 + cXiypol

Les deux prochains lemmes s’inspirent de la théorie des fractions continues.
Lemme 5.3.5. Pour tout i > Iy, les nombres x;-u et x;,1-u sont de signes opposés.

Démonstration:  On fixe un indice ¢ > I5 et on consideére le point y = x;,1 —x; €
Z". On a 'y # 0 puisque x;,x;,1 sont linéairement indépendants (voir proposition
3.2.0)).

Puisque ¢ > I5 il suit du lemme et de la définition de A(D,d) que, pour j =i
et j=t+1,ona

Ioroi: ()l < (s ) Ioroinll = (s ) X

et donc que

( 145 62) lprojpL (¥)ll, < (14—562> (Hprole (xi1)lly + ”projDL(X"”b)

< X1+ X,
- 4
Le lemme donne également

< Xit1-

[projp(¥)lly = [Xips = Xif < Xia
et donc 0 < ||y||p, < Xi+1. Alors, par définition de la suite {x;};>1, on obtient

L <y -u| = [(Xiy1 - 1) — (% - 1)

L; — L;11 six;-uetx;-usont de mémes signes,
Li+ L;y; six;-uetx; - usont de signes opposés.

Le lemme s’ensuit. [ |



5. APPROXIMATION PAR LES FORMES LINEAIRES DANS UN
DOMAINE ANGULAIRE 96

Lemme 5.3.6. Il existe I3 > I tel que

Xit2 € (X5, Xip1)z (1> I3).

Démonstration: Pour tout ¢ > I, on note 7;, s; > 1 les entiers satisfaisant
4 X
< ——<r+1 et s < er2<8i+1
i+1 i+1

et on pose y, = X; + r;iX;+1 € Z", lequel est non nul. Sachant grace au lemme [5.3.5
que X; - u et x;41 - u sont de signes opposés, on obtient

ly;-u| = |Li = riLiy1| < Ligy

par définition de r;. Par définition de la suite {x;};>1, cela implique que X2 < |ly;|| -

On en déduit

Xiva _ ly:illp < XitriXin
i1 X — 0 Xip

donc s; < r; pour tout ¢ > Is.

Pour ¢ > I, on pose z; = X;12 — $;X;11, lequel est également non nul. On obtient

S <

i

’I“Z‘—i—l,

|lzil| p < Xigo+ 5 Xip1 < 2Xi40
et, en vertu du lemme [5.3.3 on a
Z; - u| < Liyo + siLiv1 < 28iLit1 < 2X; 10X  Livq < QXZ-;(;_H’))-
Puisque par hypothése on a
wa,s)e(n) <w—14p,
on en déduit qu’il existe I3 > I, tel que
z; € A(D,))
pour tout ¢ > I3. Donc, pour tout ¢ > I3, on obtient par définition de s; que
12l p = [[Projp (2, = [Xive — siXina| < Xisa

et donc
Li <|z;-u| < Liys + siLija.

Alors, on a
L; L;
r; S 7 S s; + 1+2
Lina Lina

<s; +1,
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donc r; < s; pour tout ¢ > I3. Puisque I3 > I, on conclut que r; = s; pour tout
1 > 13.

Finalement, on pose w; = X; 19 — $;X;11 — X; € Z" pour tout ¢ > I3. Puisque I3 > I,
il suit du lemme et de la définition de A(D, d) que, pour j > I3, on a

Iorois ()l < (2= ) Iowoin()l, = (- ) %

et donc que

<$) Iprojpe (wi)ll,

VI— P

< (V5% (lbroio (el + 5 [roi: (sl + roi: ()],

< Xigo + 5 Xip1 + X, < 2Xip0 + X,

- 4 - 4
Puisque ;X1 + X; < 2X;19, le lemme [5.3.4 donne

< Xito.

lprojp(wi)ll, = [Xive — 5:Xip1 — Xi| < Xipo

et donc ||w;||, < Xt pour tout i > Is.
Par ailleurs, comme le signe du nombre x; - u est le méme que celui de x;,5 - u mais
I'opposé de celui de x;,1 - u, on a

|Wi - u| = |Liyo + silit1 — Li| = |Liza + riLig1 — Lyl
Puisque 0 < L; — r;L; 11 < L;11, on obtient
\wi-u| = max{L;yo—(Li—7iLit1), Li—riLiy1—Liro} < max{Liio, Liv1—Lijo} < Lij1.
Par définition de la suite {x;};>1, on conclut que w; = 0 et donc que

Xiy2 = X; + 8Xip1 € (X4, Xiq1)z (0 > 13).

Démonstration: (de la proposition [5.3.2))
On rappelle que la proposition donne

dim(x;, X1, Xit2)r = 3

pour une infinité de ¢ > 1. Le lemme |5.3.6| apporte donc la contradiction recherchée,
ce qui termine la preuve. |
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Ici, les lemmes et de méme que leurs preuves reprennent des argu-
ments de Thurnheer, bien que ce soit dans un contexte légérement différent (voir
[14, p. 244] et la preuve de [14, IL.v| respectivement). L’idée de considérer le point
Z; = Xj1o —TriXip1 avec r; &~ X9/ X; 1 comme dans la preuve du lemme est éga-
lement due a Thurnheer (voir la preuve de [I4, ILiv]). Par contre, notre lemme [5.3.6]
n’apparait aucunement dans [I4] et permet ici de grandement simplifier la méthode
de Thurnheer.

5.4 Conclusion

En combinant les principes de transferts des sections précédentes, on obtient
une nouvelle minoration pour I'exposant d’approximation dans un domaine angulaire
qui ne dépend pas de I'exposant w. Cela donne une version faible du théoréme de
Thurnheer.

Théoréme 5.4.1 (Thurnheer, [14, Théoréme 1.b|). Soit u € R™ a coordonnées li-

néairement indépendantes sur Q, soit E un sous-espace de codimension 1 dans (u)x

et soit 6 € (0,1). Alors, on a

(n—2)+\/m.

wags (1) >

2
Démonstration: D’une part, puisque dim £ = n — 2, la remarque suivant le
théoreme [(.2.1] donne )
(11) > (TL B 2)&)(11)
w —_—
A= "0 m) — 1

D’autre part, il suit du théoréme que
wars) (1) =2 w(u) — 1.
Comme on a w(u) > n — 1, il s’ensuit que

(n—2)dz’w_1} _ (n—2)—|—\/n2—4.

w—1 2

waes)(a) > inf max{

w>n—1

Finalement, on montre que la condition sur la dimension de E dans le théoréme
[b.4.1 n’est pas nécessaire. On obtient alors la généralisation suivante.
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Théoréme 5.4.2. Soit u € R™ a coordonnées linéairement indépendantes sur Q, soit
E un sous-espace avec 0 C E C (u)g et soit § € (0,1). Alors, on a

> k+/k(k +4)
2 9

W.A(E,é) u) -~
ot k =dim FE.

Démonstration:  En vertu du lemme il existe un sous-espace E’ C (u)g et
un nombre ¢ € (0,1) tels que

dmE =k, 1gE' =k+1 et A(E ) C A(E,)).

Comme rg ' < k+2, il existe un sous-espace F' de R™ défini sur Q de dimension k+2
tel que E' C F. Puisque F satisfait les hypothéses du lemme avec [ = k+ 2, il
existe une application linéaire injective h : R¥2 — R™ telle que h(Z**?) = F N Z".

Comme h est injective d’image F' et que E’ est un sous-espace de F' de dimension
k, l'image réciproque de E’, E := h™*(E'), est un sous-espace de R¥*? de dimension k.
Comme les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q, les coordonnées
de 1 := h*(u) € R*?2 sont linéairement indépendantes sur Q. Aussi, puisque £’ C
(u), on a h™Y(E') C (h*(u))g, donc E C (W)2.
Par équivalence des normes sur R**2, il existe une constante x; > 0 telle que

1AVl < ma (Ivll

pour tout v € R¥+2_ 1] suit aussi du corollaire qu’il existe une constante ko > 0
telle que
O, (h(V1), h(VQ)) < K9Oso(Vi, vy)

pour tous vy, vo € R¥2 non nuls. On choisit § € (0,1) tel que Kol < 0.
Comme (u)g est de dimension k + 1, E est sous-espace de codimension 1 dans (u1)g.
Soit 0 < w < <k: + \k(k + 4)> /2. En vertu du théoréme [5.4.1} on a

k4 \/k(k+4) ~

w < 5 < wA(Evg)(u)

et donc il existe une suite {X;}i>1 dans Z" N A(E, §) avec limy_, o %], = +00 et
% -] < [I%i[,"

pour tout ¢ > 1. On pose alors {x;};>1 la suite de Z™ donnée par x; = h(x;) (i > 1).
On obtient

Os(xi, E') = 05 (h(X;), M(E)) < £2Os(Xs, E) < Kad < &,
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donc x; € A(E',0") C A(E,0) pour tout ¢ > 1.
Comme h est injective, on a lim;_,; ||x;]|, = +00. Aussi, on a

[xi - u = |h(xi) -u| = [x; - h*(0)| = [%; - 0] < [xill," < A7 Il

puisque ||x;][, < K1 [|Xi]|5- On en déduit que wyps)y > w et, en faisant tendre w vers

(k + \/k(k +4))/2, on obtient
k+ k(k+4)

WAES) = 5 .
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