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1- _Introduction
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. ‘
Soit‘{in; nx1} une suite de variables aldatoires réelles"

1

1 o ’ ; "
indépendantes de méme loi avde E[£,] =0 ct-

) PN z o '
E[;l] = 1. Le théoréme-limite central de¢ Lévy dit que -
S n _ ) '

n _ 1 - = s .
-_— = — L £, converge en loi wvers une neormale

/i /aois=1 Y ‘

réduite. ~Skorohod [10] a géndéralisé ce résultat en

prouvant que si u e¢st, une fonction continue ¢t bornée de T’
. 1' n-1 S. ) :
R dans R dlors —— I u (——) &, converge en
* /-{T i7=1‘. V/H 1+‘1 ‘

loi vers Af{u(W(t))dN(t), oli 1'intégrale est une’
o -

-~
-

- - f ‘
intégrale stochastique de:Ito. En prenant

s -

.

u{x). = 1 nous rdconnaissons le¢ théordmec-limite central. La
- . ‘ .

forme fonctionnelle du thfozéme-limite central a &té donnée.

<

par Donsker [7]. Lo théoréme de Donsker a &€té généralisé 3

une sulte ‘de difflrences de martingales stationnaires et

ergodiques par Billingsley [$]. Une forme fonction-

-

nelle du thioréme de Skorohod déjd mentionné a &té démontrée

par Takahata [12]. _ .

.

hJ/zADans ies pages qui suivent, nous considérerons des champ§
a

altatoires 3 paramétres discrets. Un analoguc du théoréme de

-

Donsker pour de telles variables al€atoires 3 paramé@tres

multiples a.gté prouvé par Wichura [I3]. Un analogue du
-théoréme de Billingsley a2 &té ricemment obtenu par Basu [2].
Al

Ici nous généralisons les travaux sus-mentionnéds de Skorohod

et Takahata.

7
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2- Définitions et &noncé du théorime

‘ -
- A
* . q ' -,
Soit 7 1l'ensemble de tous les g~tuples d'entiers
- Lo
-
(qzl). Nous noterons les points de -4 par [, R, etc,,,ou

If .
"encore par (jl,jz,x..,jq), (kl’ké"“’kq)’ 1{c..¢i§ est

partiellement ordonnd par la relation jsk si egﬁégﬁqui:t

§i jiiki.pour tour i = 1;2,...,q et j<é 51 et seulement si

ji<ki‘pour tout f‘E'TTé,...,q= ﬁ?ué écrirons & 4t 7 pour

(0,0,...,0) cff(l,l,...,l] Tespectivement. Pour

ko= (kI,kz,._..,kq} difi?issons | & | - kl-k_z-...-kq . Sur

29 nous utiliserons la.norme du maximum c'est-3-dire

HEll = max IkiJ. Nous noterons pa; o R {}c;q; jEI; . -
dIsi<q

- - . - -+ - .
Soit {;j; jd;q } un champ aléatoire sur un ¢space de
probabilité (Q,F,P). Nous dirons quec le champ aldatoire e¢st

- . ¢ . . . ) - +
stationnaire si pour tout ensemble fini S inclus dans 29

~q+ . ..
¢t pour tout m ¢ Z% |, la loi conjointe de

{€j+m; j¢St est la mé@me que celte de {Ej‘.jeS} .
Appeclons F!~ ia tribu engendrée par {gj; jifki pour un

A4 ..
ic {1;2,...,a}}. \Nous dirons que le champ aldéatoire est

une différence d% martingale forte si . = -

1) ELij] < ® pour tout  j « %7

] = 0 presque sirement (p.s.) quand k < j .



. . ) .4. '.
Dans ce’ cas nous dirons que {Sk; (A } est une martingale

forte, ot S~ I £. . Quand ce sera nécessaire nous
I P PTE -

€tendrons le domaine de Si Pour inclure des k& dont certai-

nes coordonndes seraient zéro et nous définiroens S, commc étant

k-

o . . . . : . - B . )
tero dans de tellds situations. Nous pourrions définir une

différence de martingale faible de la méme fagon en utili-

L
sant F, la tridu engendrée par {Ej; jsk}, 3 la place de F

+ . . -
et {Sk; E<29"} deviendrait une martingale faible.

Pour définir l'crgodic®té nous prendrons pour acquis,

. M ‘—/ - [ . -
comme d'habitude, que l'cnsemble d'indicés du champ aléda-

L . . - S . .q . . g+
tolre stationnaire {QFJ €3t L7 en entier au licu .de I .

-

Nous pouvons représenter le champ aléatoire comme une

. -4
application de¢ § ‘dans ®R° ¢t dans ce c¢as Ek devient
1dme . . . .
la & projectien., Pour chaque 1= 1,2,...q

définissons I'opérateur de translation des coordonndes

>

-q . e ,

Td’ sur R~ tel que: si x ¢ R~ alors
§.(T.x) = & . L o (T.x) =
R APEREREE SUNTE VI e T

= & . ) . ’ . (x) . Un boré-

K, ..,Li_l,ki+l,ki+l,...,kq
~q 3

lien de R~= » A, est appelé invariant si Ti (A) = A pooetout
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-

] -
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1 i < q. Nous dirons que le champs aléatoire {Eﬁ} est
ergodique si la probabilité de tout-ensemble invariant

cst 6 ou 1. ;

+

"Soit {W(8); 0=$<7} un mouvament brownien I q para-
métres sur.l'cspace de pfobaﬁilité (CQ,F,P). Nous noterons
par AW(S$,87) 7 les accroissements du processus sur la région
déiimitéc par & et S' , c'est-i-dire sur

1 T T

fs,8") = {sl,sl) < [ 2,53) X ,.. X% [sq q

L7}
71

J. Les deux prin-

¥

cipales propriétés du processus, qui .définissent. le mouve-

4

ment brownien, se¢ résument I

1- les accroissements sont indépendants pour des régions

.disjointes

2- AW(S,$') 2a unc¢ lei normale centrée ¢t de
i
variance 07 = A([$,8")), X ¢&tant la mesurc de Lebesgue.
(AN l
Définissons maintenant Sn-ﬁ = 77 b LS. et
' » n/ - T<i<k I .
S ., = 0 si unc des coordonnées de Rk est :zéro. Pour
t = (tl’tE""’tq) dans [0,1]¢ nous pasens
[nf] = [[nTl],[ntij,...,[ntq]) (ol [+] dénotec le plus grand .
entier inférieur ou &gal 3 +), [l ¢l = max lti[
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(c'est-3-dire la norme du maximum sur [0,11%,

N

xn(t) = z u(Sn_F) h;i {(u é€tant une fonction con-
0sks[nit}-1 PR R
| t

tinue et born€e) et X{£) = S u(W(s))dW(s) unec intégrale sto-

chastique 3 g param@tres qui sera'déprite au chapitre sui-
vant,
7/
Intuitivement nous pouvons éirc que D[O,l}q est l'espace’
des fonctions de [0,1]9 vers R "continues 3 droite avec }i—

mites & gayuche'". Plus formellement, si Rp représente la

rclation < ou » pour l=psq o

L

Q () = {(
R ""’Rq" p

N q . : L
s e easS 3 0,I ; s R.t_ pour lsps 1
X 1 o) <.[0,1] SpRyt, P q

-~

pour £ ¢ [0,1]q, nous dirons que la fonction

X: [0,1]q - R ¢ D[O,l]q $i et sculement si

.

(1) xké(t)) = lim x(é)- existef pour chacun des 2% quadrants
‘ éééEzJ ‘ LY
QRl’“_’Rq_(i) - Q) ~

ct

(2)  x(£) = x(Q, ().

Z e e,

L'espace DFO,I]q devient un espace polonais si nous le munissons
de la métrique de Skorohod. Une description de cet espace

est donnfe par Ivanoff [9] . Cependant, au licu de travailler
avee le module de continuitl correspondant § la métrique de

Skorohod, nous utiliserons le module de continuité uniforme plus

fore,
ws(x) = sup{|x(8)-x(2)] ; |l s-2|] < &}



¢t nous montrerons que l'ensemble des lois de probabilité

.~

est €quitendu (reférer au lemme 4) par rapport 3 ce module
_plus puissant. Naturellement cela permettra de conclure
i la convergence dans la topologic de .Skorohod. Nous pour-

rions aussi tirer une conclusion semblable i celle du théo-

réime 13.12 de Breiman [5]. Nous pouvons finalement cons-

tatex qﬁc Xn(t) est une fonetion de D[O;l]q .

M

Nous pouvons maintenant &noncer le théorgme principal

de cette th&se qui sera démontrd plus loin.

Théordme 1 Soit {Ej; §¢2%7) une différence de martingale

-

. r
forte stationnaire et crgodique telle que E[EI] = 1 et
R ' - .. . ' .
E[t,l ] < pour un vy réel positif. Si u(x) est une fonction

continue et bornée alors l'ensemble des lois de

Shel 1
u(S_.,.) ——= converge faiblement dans D[0,1]
n,k nQ/.:. .

= I A

I

1A

k=[nt]-1

t -
muni de la topologie de Skorohod vers J u(W(s8))dwW{s) quand .
0

e

n+® pour £ ¢ [0,l]q.
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3- Intégrake stochastique

Noqé_zpmrouvons‘dansilé dittérature des discussions_
d'intégrales stochastiques par rapport i des processus 3 °
plusieurs param&tres (exemple: Cairoli et Walsh [6]).-
Cependant aucun développement n'est traité.de fagon simpfe

et accessible. Ici nous construirons 1"intégrale dans le

cas q =2 en suivant le m&me cheminement'que\iii/}l].

-

Soit {W(s,t)y asssb, c<t<d} un mouvement brownicn sur
ST ] .
l'espace de probabﬁgltc (©,F,P). Les accroissements de ce

processus sur un ¢carré [sl,sz) X [tl’tz) sont donnés par.

Aw(si”t13523t2) = W(sz,tz)-W{sz,ti]-WTsl,t2)+W(sl,t1). Re-

marquons que ce AW est fonction de w ¢ £ et que

5 2
AW(s, ,t ,5,,t,) ¥ N(0,07) ol ¢~ = [s,-s

RS B L P TE

Nous voulons définir l'intégrale stochastique - -

b g . b d
$(f) = J J f(s,t,w) dW(s,t,w) = J J f(s,t) dW(s,t)
ac o a c¢c ~

pour f ¢ (C, la classe des fonctfons réelles sur
[a,b] x [oﬂd] x @ telles que

(a) £ est mesurable Bla,b] x Bl{c,d] x F ol B[a,b] est

la tribu de Borel sur [a,b] :

-

{b) pour chiﬁue (s,t) ¢ [a,b] x [¢,d], f(s,t) comme fonction

sur Q est mesurable F(s,t) ol F(s,t) est la tribu engen»
% _\,// . '
-~ d¥ée par {W(s',t'); a<s'Zs ou c<t'=<t}

s
(c) pour chaque (s,t) ¢ [a,b] x [¢,d], f(s,t) ¢ L7(Q,F,P) et
b d

S f E{f(s,t)2} dtds < = .
a c T



( Nous appellerons fonctions en escalier les fonctions de

€, f(s,t,w), telles qu'il existe. des partitions

.

3 = 85595 <vv...i<s &b et ¢ o= Tyt <ee.g--St = d et des
l}-‘ .t .
. v@#riables aléatoires assocides
// )
foorforr e
o hY
Frosfypreereees from-1 -
R . sur Q

fn-102fno11r o E0 0 oy s YT S

telles que fij est mesurable F(si,tj}

n-1i m-1

, = ¥
a»ec:f(s,t,w) - z fij(wj I[si,s Ix[t.,t

i=¢ j=0 i+1 17 94l

(Notons que pour faciliter la notation nous considérons

grale stochastigue

n-1 m-1
e(f) = Xk I £, (w)
i=0 j=0

Le premier lemme nous fournira deux propricétés impor-
tantes de l'intégrale stochastique. Remarquons que si f
p et g sont deux fonctiong\en escalicr nous pourrons utiliser la

méme partition pour les feprésenter.
I
r



/ -
\-
( . /(’I;mme 1 Si f et g sont des fonctions en escalier alors
b d ' |
(a) . E{S [ f(st)dW(s,t)} = 0 et
a c
b . . b d :
(b) E{S J  f(s\t)dW(s,t) S [ g(s,t)dW(s,t)}
ac . ac¢c¢ )

b d
= f J E{f(s,t)g(s,t)}dtds .
a1 C ) "

Preuve

(a) par définition de l'intégrale stochastique

-

b d n-1 m-1
o T - ™ = Al -
E{ / J f(s,t)d¥W(s,t)} E{.: I fijjh(si,tj,bi+1,tj+l)}
a ¢ 1=0 j=0
n-1 m-1
= E{ ¢ T OE{f. . AW(s.,t.,s. .,t. J||F(s.,t.)}}
i=0 j=0 I A IR T SR 1
n-1 m-1
= E{ ¢ LOf.. E{aw(s.,t.,s. ,t. )||F(s.,t.)}}
i=0 =0 1] 17 7j771+17 "3+1 177
par Billingsley {AI P.55%7
n-1 m-1
= E{ I L f.,. E{AW(s.,t.,s. -,t. )}}
i=0 j=0 1] 17 37 1+17 "3+l

par jyndépendance des accroissements de W

S
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(b} Nous pouvons considérer que f et g sont représentées

~par la méme partition d'oll o . '

. ) A '
_bd . : b d .
E{'Iﬁf f(s,t)dW(s,t) J fi g(s,t)dW(s,t)}
~abke ¢ a ¢ :

.

n-1 m-1 n-1 m-1

=e{Z I T L £
i=0 j=0 k=0 1=0

AW(si,t.,s JAW (s

158Kz 5051417 541 k{‘z'sk+1’tz+1)}

AW(i,3)aN(k, ) s Vs ’ '
T P38y AWCLL, AWK, I) [IF (s Vs e Ve ) 3]
1,i,k,12 . ¢ -

oi avb = max{a,b} .

Différents’pﬂs doivent &tre considérés pour &évaluer l'espé-

rancce conditionnelle. §i Si<sk ct }j<t1‘alors

/ = S 2t AWS1 7Y e surable TF(s
K tj\tE) F(sp,t.) et 33{1,3) est méburhblc (s, -t

F(siVs ).

L
-

De plus,-comme f et g sont dans C f,.

et ., Sont mesura-
ij gkL

bles F(sk,tzj., D'oll, par Billingsiey [4] p.397, l'esplrfance
conditionnelle devient ' .
. : /

fijgkZ AW(l,J)E{AN(R,Z)IIF(sk{tz)}

= AWCL .3 AWCEk .7
j fijgkz AW(L,J)E{aW(k,I)}

v _ par indépendance des accroissements de W
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De la- m;me'frgon, iY est facile de voir que l‘espcrancc
»
condltzonnelle stannule chaque fois que s, 1 %% ou tJ:t

i

T Ainsi
"b d b d :
E{ /[ f(s t)dh(s t) S g(s,t)dW(s,t)}
a C a2 C .
n-1-m-1 "
= E{ ¢ T OE{f;.g.. AW(i,i) | |F(s.,t)}}
20 10 15%1; (3,37 F( 1’.331
n-1 m-1 "
= E ) b .. . { V(s . .- . -}
E{i:O j:o"fngiJ E‘M(“l’tj’bﬁl’twl) b
n-1 m-1 , -
- T T z - -
" 120 =0 E{fi_jgij}(biu $i(85,7%5)
par définition de W )
b d :
= [ J E{f(s,t)g(s,t)}dtds
.a'c_:

(.

Nous savons que C ¢st un sous-espace fermé de
, ,
L“({a,b] x [c,d] * @), un espace dc Hilbert. -D'ol C est

un espace de Hilbert avec le produit scalaire. -

e b d

<f,g> = I ff f(s,t,w)g(s,t,w)dP(w)dtds
ac¢ @ .

= [ [ E{f(s,t)g(s,t)}dtds
ac



Il est facile\ de voir que ¢, définie sur les fonctions en
escalier, S, est linfaire et préserve le produit scalaire.
Ainsi si f et g sont des fonctions en escalier

Ho(e)y-e(edll = Jlocs-a)|l = || £-2l} . D'od 4 est uniformé-

ment continue sur S, et ¢ possdde une extension unique sur la

. *
-~

fermeture de § dans C. L'extension sera aussi dénotée par ¢ .
Lemme 2 Les fonctions en escalier sont denses dans C.

Preuve Nous montrerons que ia fermeture S de § dans C

contient

n
(a) 1les fonctions f¢(C telles que f est continue e¢n L~

{(b) les fonctions fc¢( borndes

x

-t

{¢) 1lecs fohctigns feC

N

T
(2) Soit fcC telle que £ e¢st continue en L2 ce qui
signific que 1$_fonction de [a,b]x[c,d] - Lz(Q) telle que
(s,t) ~ f(s,t,*) est continue (et donc¢ uniformément conti-
nue puisque [a,b]x[c,d] est compact). Ainsi E|f(s,t)-f'(s‘,t')[2
peut-&trce rendue arbitrairement petitc pourvu quc%%s',t'}

soit suffisamment prés de (s,t) et ce uniformément en (s,t).

Choisissons une partition de [a,b]x[c,d], a = s.<s5.<...<s5_=bh
?

et ¢ = t0<t1<...<tm=d , suffisamment fine pour que



9 '
E|f(s,t)-f(si,tj)|' soit assez pefite quand

$.58<8, et t.<t<t, . Définissons
1 1+1 j j+1
n-l m-1
gis,t,w) = L L fs.,t.,w) I, . (s,1)
i=0 j=0 * ' Lsgosi o xlegatyy) -

: - " g
une fonction en escalier. Nous aurons Elg(s,t)-f(s,t)|” arbi-

trairement petite uniformément en (s,t). Donc

>
Jf Elg(s,t)-f(s,t)|” dtds peut &mre rendue arbitrairement
c ' '

petite ¢t fcS .

(b) Si fcC et f est bornfe alors il existe K<<= tel que

[£(s,t)] < X pour tout (s,t)c[a,b]lx[c,d]. Définissons
@ oo - - - r
£ (s,t,w) = £ [ o %7 f(s-i, t-L, w)dxdy cn considérant
n n n
0 0
f(s,t,u) = 0 si s¢&fa,b] ou téf{c,dd. Il est fdcilo de cons-

- .
tater que fneC. I1 suit aussi que fn ¢st continue en L~ puis-

2
que E]fn(s+As, t+it)-f (s,2) |~

- ® @ . . . . . : -
= E| S S c-mc-)[f(s+As-£,t+&t-L)—f{s—i,t—L)]dxdy|"
) 00 n n n n

[= =T =]
-

< E.S [ e Ye [f(s+&s—%,t+&t-%)—f{s—%,t-%)]zdxdy
00

-

par l1'inégalité de Jensen

oo
2

n“E /[ [f(s+&s-u,t+&t—v}-f(s-u,t-v)]zdudv
00 ’ .

tA
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. i
vee u = X/n et v = v/n en considéranﬁ/é et ¢ "=l

/

Ici une généralisation, facile du lemme A2.3 de Ash

[1] dit que si gé(zj = g(t-3) ct chp(mq) alors la fonction

de RY o Lp(mq} telle que $~g, est uniformément continuc ce

qui signific que % |g(5+&b}-g(b)1pdé -0 quand As -
R .
e 2
Dans notre cas feL“([0,®) ), d'ol

[>.2 2~ )

o r [f(s—u+QE;£;yﬂﬁ?)-f(s-u,t-v]]Zdudv - 0 quand As-0
0 0 .

2
et At-0 ct,E]fn[s+As,t+At)-fn(s,t)]" = 0 quand As~0 et

-

1)

4t>0 par le théoréme de convergence dominfc de Lebesgue

(TCD§.

Ainsi par (a) fnc§ .

Montrons maintenant que fn¢f dans la norme de C.

b d ' ,
I r E|f[s,t]-fn(s,t)|"dtds
a c

1]

2
| £-£_|]

b d o o : ’ ] ’ )
ES S |f(s,t)- f f e'xe"f(s-%,t-%)dxdy[-dtds
a c 00

paTFubini

b d o « _\;/_-v < - 5
ES T 75 e Tef ‘(s,t)-f(s—'ﬁ,t—;]]"dxd}v{dtds
a ¢ 00

1A
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par l'iné€galité de Jensen

© 0 b d
-X =V

o .
L= E LS e N 5 [f(s,t)-f(s->,t-%) ] drdsdxdy
N n-:
00 a ¢

~— (0 quand n - =
par la géndralisation déj3 mentionnde ot le TCD.
Ceci montre que fn - £ dans la normec de { et donc que

£f ¢S

(¢) Si1 f ¢ C définissons

.
~

0 si |£f]|»>n

£ est bornde d'ol £« S . De plus

7 b d o
£l 2 =5 s (f (s,t,0)-£(s,t,0)) dP(w)dtds
. ac @

{w; | £l>n}

= I s £2(s,t,w)dP(w)dtds"
ac N

— & quand n + « par le TCD.

D'oli f_ -~ f dans la norme de ¢ ce qui permet &e conclure
N n q

]|

que f «
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Théoréme 2 L'intégrale stochastique )
b d
o(f) = F J f(s,t)dW(s,t] pour les fonctions en escalier posséde
: ac

P
unc extension unjque sur C et les &noncés (a) et (b) du lemme 1

demcurent valides pour f ¢ C .

LA

Considérons une partition de [a,b]x[c,d],

a = so<sl~...<sn = b oot c = t0<tl<...<tm = d avec
Ld
§ = max{ max (s -5.), max ([t -t.)}
T lgeien-1 2P TE Tpgyemar I3

représentant le diam@tre de la partition. Le théoréme 2 dit
que si £ ¢ € alors

n-1 m-1
<

-

[{I it

- . . . 2a e
. f(bi,tj]uﬂ(bi,tj,bi+1,tj+1] converge cn.L () vers

1=0 j
b d
S5 f(s,t)dw{s,t) quand & -~ 0 .
a ¢

s T
Maintenant définissens X(s,t) =/ [
ac

f(u,v)dw(u,v) pour

ass<tb et c<t<d et montrons lec théordme suivant qui nous

donne deux propriétdés de ce processus I temps continu.
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v

Théordme 3 Le processus {X(s,t); asss<b, cs<tsd} est une

martingale forte continue en L2 au sens on
(1)- ElX(s,t)[ < @ pour tout (s,t}e [a,b]x[c¢,d]
(2) X(s,t).csf mesurable F(s,t)
(3) E{accroissement dc‘X cnt}e {s,t) et (s',t'Jl!F(s;t)} =0 b.s.
pour s'»s ¢t t'>t
c'est-3-dire
E{X{ﬁ',t')TX(S,t'}-X(S',t)+X(s,t]||F(s,t)} = 0 p.s.
"ol les t;ibus F(s,t) ont &té définies pour le mouvement brownien

(page 11).

Preuve 1° montrons que ¢'est une martingale forte.

(1) [E]xCs,0)]1% < BE[x%(s,1)]

bd .
I/ Ef7(s,t)dtds par ic théordme 2
ac

i

< % puisque feC.

(3} Pour s'>s et t'st nous voulons que

E{X(s',t')-X(s,t']—K(s',t)+X(s,t)]]F(s,t)} = 0 p.s.

ou encore E{iX(s,t,s',t") |l F(s,t)} = 0 pP.S.
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D'abord supposons que f est une fonction enescalier, clest-i-dire

AX(s,t,s",

o & = S5.<s.<
- - - ™~ s ®
c "1
Si nous posons”

F(st,t!') de X(s'

E{AX(s,t,s',t!)
n-1 m-1
= I z
1=0 j=0
bf
n-1 m-1
= I g
i=0 j=0
n-1 m-1
= I z
1=0 j=0

Sl t!
t') = [ [ f(x,y)dW(x,»)
s 0t . B
n-1 m-1
= I IOf(s.,t.)aW(s.,t.,5, »T. )
i=0 =0 1’7 177377 1+17 T+l
= gt = < < = '
.S 5 ct T to tl ...tm t .
s = aet t = ¢ nous observons la mesurabilité
,t'"). Enfin

" o1 Tyt NG e HIIFCs, 1)

-
[

T od F(s,t)cF[si, j)

’tj’si+1’tj+l)iiF(Si,tj)}llF(s,t)}

par Billingsley [4] p. 397

1H|| F(s,t)}

I =z - .f,’\-‘ =
ELf(bi,Lj}ELmh(bi,tj,Si+l,tj+l

par indépendance des accroissements de W

par définition dc W.
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Maintendnt si feC, f quelconque, nous pouvons choisir
unc suite de fonctions en escalier, {fn}, convergeéant vers f

dans L2 c¢'est-3-dire telles que

bd ‘ . ‘
fr E;f(s,t)-fn(s,t]l“dtds + 0 gquand n-+®, D&finissons
a ¢ '

l

s t />

X (s,t)y = F [ fn(u,v)dw[u,v] . Nous savons gue -
a ¢ ‘ B

. v .
{xn(s,t); ags<b, c<ts<d} ecst une martingale forte. Notons
que

E{Ax(g,t,s',t')u F(s,t)} = E{X(s',t')-xn(s',t')|]F(s,t)}
+ E{Xn(s,t;)-X(s,t']l|F(S,E)}+E{Xn(s',t}-1(s',t)l|F(s,t)}

o+ E{X(s,t)—xn(s,£)||F{s,t)}*E{AKn{s,t,s‘,t')|lF(s,t)}.
~

N

Le dernier terme est &gal 3§ 0 pudsque {X_} est une martingale

n
7
forte. Les quatre premicers tendent vers 0 dans L (9) quand

n-~e puisque pour s'zs et t':t

ELE(X(sT,t)-X (s', 1) || F(s, 0]

th

E{E{!X(s',t')-xn(s',t')l21|F(s,t)}}

par l1'inégalité de Jensen

- EIX{S',t')-Xn(S',t']IZ (3.1)
st t! . 7
= E| S J [f(u,v)-f_(u,v)1dw(u,v) |~
a C n
L A R
= [ 5 Elf(u,v)-f_(u,v)]| dvdu
a c n (

hY

\\

N



par le théofEme 2
b d )
s I J Elf(u,v)-fn(u,v)l'dvdu

+ 0 quand n+= par choix des fn

(2) Nous savons que les Xn(s',t') dE?inis précédemment
sont mesurables F(s',t'). De plus la relation (3.1) permet
dtaffirmer que Xn(s',t') = X(s',t'") dans LZ(Q} quand n-e

et donc que X(s',t') est mesurable F(s',t').

. . -
2° Montrens la continuité en L-.

Soit s'*s ct tT>t

2
E|X(sT,t")=X(s,t) |~

sttt st ' s tf 5
= E| S F fu,v)dW(u,v)+S S £(u,v)dW(u,v)+f S f(u,v)diW(u,v)|”
] T s C a t

st t7 T

s' T
f(u,v)dN@u,v]i2+4E|f fof(u,v)dW(u,v)|? +
S < .
s t! -
+ JE|S f flu,v)dW(u,v)|~ \
at . -
. 2 2 2 2
puisque (a+b+c) " <d4a”+4b " +dc
st ot 5 st ot - s t! R
= 4f J Ef (u,v)dvdu+dS S Ef"{u,v)dvdu + 4S J Ef~(u,v)idvdu
s t s ¢ at

par lec théoréme 2

—+ 0. quand s'+s et t'»t par lc TCD.



Pour conclure syr l'intégrale stochastique nous citerons

un dernier théoréme. ' o

Théoréme 4 Presque toutes les trajectoires du processu&\sto—
chastique {X(s,t); as<ssb, cstsd} sont comtinuecs.

La preuve est une. généralisation facile de celle du
théoréme &quivalent de Ash [1] qui secra omise ici puisqutelle
nécessite l1'introduction de nouveaux concepts qui ne feraignt

qu'alourdir la présentation.

Il est facile de voir que touté cette théoric pour 1'in-

tégrale stochastique 3 deux param@tres peut Stre généralisé$<;u

i q paramdtres. r’“h“//

*
.

N



4. Quelques lemmes ' -

f‘\__

Cette section a pour but de généraliser deux résultats ..

connus qui seront utiles subséquemment. :

. - . - =N
# + Jomme 2 Si {g”;nzl} cst une différence de martingale forte

alors . o

E{max|S,.}¥) = [=]1%VE{]s RS
Jkhen - y-1 "

-

o # = (nl,nz,...,nq) ety > 1 .

preuve: Si q=1 alors S est une martingale et lSkl est

unc sous-martingale non-négative. L'inégalité, dans ce

-

t& démontrde pay Doob [S8] p.317 .

()}

cas, a

Nous procéderons par induction sur q. Supposons que
le résultat est wrai pour 1,2,...,g-1 paramétres. Soit
= (kl’k°""’kq] et N = (nl,n,,...,nq] que nous divisons

i S X - ' . 1 . .k i
en k kI,P et i nysh avec R (Lz, ,kq) et

n' = (nv,u..,nq). Nous avons

E{maxlsle}'= E{ max max |S, ..}
hen © k,<n ot 17" -
1 1
= E{ max || S 1iY}
k,<n k1
1771
° '
avec Sk = (Sk RY oS T=k'=n') «¢ ml” |

1 1’

TR R e |



-

= max |$S

et |1s,. | _ 1. Ainsi {S_ ;k.21} est une -
ki D prgnr Kpok Kyt
martingale ct {[]Sk I s klal} est une sous-martingale non-
‘ .
B, 1 <[5 s 0
négative d'olt . E{ max ¥®S, } S[ LE{]]| S }  par
kpsn, ) v-l SRR

Doob [8] p.317. De plus E{[ls_ || Y} = E{ max [ s . ,|7}
n k'<n! npe®

avece {Sn s T<k'<n'} une martingale forte I q-1 paramétres.
1"

Ainsi, par hvpothése d'induction,
I ¥p

sl s, 17y = i1 Y edls, a1 e

A

th

E{max15k|y}

]qY Er[S [Yl
ksn

.
[Y“l =gt

3

- : . P \ . P - -
Le lemme suivant est la généralisation du théordéme 3.7.8

de Stout [11] .

Lemme 3 Soit {EP; x1} wunc différence de martingale forte
Y

telle que E

[1a)

EPI C ¥h = 1 pour un y>2 et une constante

-

" .
C<ee ., Alors E[Sa nlY 3 KIHIY/' Yaxl , Yrzl et pour une

T

constante K<e ofi S )
a+lsh=a+n

"

o —— +
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CE] I g

-

re

Preuve ¢ partie: montrons que, si {Eb; kz21} est un champ

aléatoire tel que E{Eb|YFj} = 0 p.s. quand j<k alors

(e er (@70 g g
- hen

Eh|Y o C' est une constante.
k=i 2

Si g=1 ctest l'@quation 3.3.14 de Stout [10]. Supposons

gue c'est vrai pour 1,2,...,q-1 paramdtres et montrons-lc

pour q paramétres. Soit k' = (kl,...,kq_lf et
- . ' - a T . = h ' -
i (nl”*"nq-l) de telle sorte que k7, }q T et n',n_=n.
Nous aveons E| = Sk Yog] oz z ggk. " |Y
h<n © k'sn’ k_sn_ ™ ?7g
@ 9

- ’-—_——ﬁ

r | =Bl T s, |f (4.1)

J R'en' % g
odi {8 '21} est aussi un champ aléatoire (I q-1

Fng -/
paramétres) satisfaisant
F.,

Qhr,qu ]

ol

¥

E{S,, | F.,} = z E{
k ’nq . k =

=0 p.s. puisque j’,0<h’,kq

par hypothése d'induction,

-
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Ici et pour la suite C' représente une constante pas nécessairement

toujours la méme. De plusipourtnl R' fixe, {EF" K ;kqal} est
- »
- q

un champ aléatoire (3 1 paramdtre) tel que E{gk, . Il Fj }=0

a Iq
: . v Y o_ v Y
p.s. .quand j <k_d'ed EIS,, T = E|] = Eor v |
¢ q T ,N Lo ',k
q k =n q
_ “q™"q
. .
N A
q i 'Ok
k =n q
¢ 9

“Finalement en combinant (4.1}, (4.2) et (4.3) nous obtenons

le résultat.

D

partie: Pour montrer le lemme, cbservons que

E gF[ < C ¥hox 1. Ainsi
-
= glg {Y < T C = Cin|
Ren k i
dtoli E| = 9 ¥oe C']nlw/z]_l- Clnl
k‘_:h * .
€ K[n[Y/z ‘ -
< et lc lemme est obtenu en renu-

mérotant les Zk .

Nous pouvons maintenant commencer la démonstration du

théoréme principal qui sera cffectuée en deux parties.

(4.3,
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5- Démonstration du théor&me 1 (premiére partie)
Lemme 4 Sous les conditions du théoréme 1, l'enscmble des

lois de xn(I) est fquitendu.

. . ~ . 3
sBreuve Nous ferons la démonstration dans le cas EE?, le

- -
»

cas géncéral se traitant de la m@me fagon.

Le champ aléatoirce devient {ij - jl,j,c2+} et le
1-2 -

mouvement brownien {W(s,t); s,te[0,1]} . Nous avons

SRk
S . =5S_ =2 T =,
n;k n,klk~ njlzo j:=0 117, /
1[ns]-l [nt]-1
X (s,t) = = z z u(s . J)E .
n M=o §,=0 LR R CE R SRR

n;4 n;i1i~ n
»oet i, £ nt < i,+]
= nkn(s,t)
11-1 i2~1
= 7 T u(s VE
. n; 3, +1 +1
j =0 j,=0 Tl 1T I
= z u(s JE .
O0<i<i-1 LEER AL
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Le module de continuité devient

we(x) = sug lx{sl,sz)-x(tl,tz)] .
S1°%2°%10 %
,[51-t1|<6 .
ot |s,-t,]<8
Comme Xn(0,0j = 0 pour tout n, l'ensemble des distri-

bigions de {Xn(0,0);nzl} est Squitendu et le lemme 4 scra -
démogtrd si pour tout ¢>0 Iim lim sup P{wd(x-)>c} =0 .
§=+0 n-re n
Mais
ws(kn)s ‘Sup [Ikntsl’szjukn(sl,tz)L+lln(511t2)-kn(tl,t2)[]
,b:’),‘tl,t:2 ' , ‘
1ty 18
Isz-t2|<6
< sup |Kn{sl,sz)-xn(sl,t2)[
S12875%,
;[52't2]<6
+ ‘ iupt IXn(Sl,tz}-Xn(tl,tz)]
17710 %2
Jlsl_t1!<0
= sup IXn(é)-Xn(i)|
4,% avec méme
lre coordonnée
et || 5-%]|] <8
+ su X (8)=-X (2
P [X_(8)-X ()]

4,L avec méme
2me coordonnée
et || s-%]] <8



ol

cltest-d-dire wd(xn) < wd(l)(xn)+w6 2)(Xn) d'ou

P[wé(xn)>e] < P[ws(l)(Xn)>e/2]+P[w6(2)(Xn)>c/2]

N -
ct il suffi;/ie Montrer quc pour tout >0

lim lim sup P[JG(I)[Xn)bc] = 0 (5.1)
§-+0 n--o -
et lim lim sup P[wG(‘J(xn)u] =0 (5.2)

Gag n=+oo

Comme (5.2) sc montrerait de la m@me fagon que (5.1)

nous ne prouverons ici gque cette dernidre assertion (5.1). Fixons

<>0 nous devons montrer que ’
lim lim sup PJ sup [Kn{sl,sq)-xn(sl,tq)1>e] =0 .
[t n-reo L) 10855 T, - -

;[52-t71<6

Comme ici une scule coordonnée varie, nous pouvons utiliser
les m@mes arguments que Billingsley [3] page 56 et il suffit

de montrer que

: : o1, ' ,
sup & ! x X (s,,5,)-X_ (s, sc] = 0.
{ig 11m+;up 3 [ _ max . IXn(bl,bz) \n[bl t2)I ]
0 n b1252’2
;tvisjft2+6

En utilisant 3 nouveau la méme argumentation que Billingsley [3]
page 59, il suffira de montrer quc

YooY
lim lim sup % P[ max I n;i k+J _ n;l kl

§--0 n-re ° O<i<n n
1£j<né

.l

PPRFERY PP



pour k = 0,1,2,...,n-1 , c'est-d-dire que
F 4
. . 1
lim 1lim sup + P [ max [y ... .-Y_ .. ] > en] =0 (5.3)
§-+0 neo . O Osisn milk+j nidk
15j<né
’ pour' k =0,1,2,...,n=-1 .

Maintenant fixons k ¢t notons que

i-1 k+j-1
Y ... .=Y_ . = I ) u(S_ .- . )&,
N;1 k+j n;lk 5.0 =X nig4d, Jl+1 1:+l
1 2 .
1 k+j -
= I ) u(S_ . . YE.
. . n;Jj,-1 -1
ip=1 j,=kel 1170 12 11l 2
Appeclens 3 . = u(Ss_ . 3 L. . ¢t obscrvons que
PP igia ( n;j,-1 J:'l) 313, S oaue
E{3 . } o= u(S_ . . E{Z. . F. . }
31}7|| Jl—l J2_1 ( n;Jl-l Jz'l) 53132|[ Jl_l Jz-l

puisque u(Sn;. lJ est mesurable F.

Jl—l jz* 31"1 jz"l
=0 p.s.
Ainsi si k1<j1 et k2<j2
E{3, F t = E{E{% F. F } =0 s
3132H kyky 3137[| Jymt Jz'l}H.k k2 ’



et de plus

2+y - 2+y
El3. . = Elu(s . ...
I 3132‘ |u( nij -1 J2_11»,3132|
e o]
< K=Y EIE;j : [*Y puisque u_est bornée par K
1-2 .
<t C une constante.

D'od lc lemme 3 peut &tre appliqud, ce qui donne

a,+ny d,*n, 2+y
- 2+y 2
E| T g 2. ; | s C{ny*n,)
Jl=al+l 32=a?+1 -1-2

pour tout a.,a, >0, n.,n, > 1 avec C unec constante,

1 172

En particulicr prenons al=0 sy 3,=K, n1=i et nqij. Nous avons

. . 2+

i K+j 24y 7Y ‘
E|] = Ta. =77 <« c(ij) ° pour tout i,jx1

R B S e B }

ctest-d-dire

- 2y L. l+y /2

.- . < .4

EIY ixei ™ Yooiw C(ij) (5.4)

pour tout i,jzl.



= P{ max. ly . .= 12+y 24y 24y
0<i<n n;l k+j n;1lk > ]
1<j<nd
- f dp
) : T 2+ V2w 2y
o288y Masiney ™ Tagadd T 7T '
l1<jsné
) 1 . 24y
T TIey 2y d 1\11'1;1 k+] n;i u I
< n \
max . . 24y cHy 2y
0sisn l‘n;ik+j ‘n;ikl T n
1<3i<né
) ~
1 : : 2+Y
£ —— E{ max l\ . .= Y -
5 3 Si L Y
C_+y n_+y 0<i<n nyik+} n;ik
1<j<néd
‘ 1 24y 202+7) gy 2+Y
TOLEEY 2 (7331 E|Xn;nk+n6 Yn;nkl
©
par lec lemme 2
Ty 2 (2 2
. ! (2022 ¢ pans) Y7 par (5.4

2+y n2+y 1+y :

crg2(1+Y/2) 1+ /2

24y 2+
[a Y n Y

-

ol C!' est une constante



1
)

[ 1% g
1

<> LN
] ‘ . . 1
hd Dong 1lim 1im sup = P [ max by ... .-Y ..] > en]
§+0 - pee O 0O<isn nilk+j o ngiK
1<jsnd
) e
- L : cr Y/
s lim lim sup T
§+0 n-o e Y
= 0 )
¢e pour tout k = 0,1,2,...,n=-1 ¢t pour ¢ positif arbitraire ce

qui compléte

la dfémonstration du lemme 4.
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6. Démonstration du théoréme 1 (deuxiéme partie)
‘\-
Lemme 5 Sous les conditions du théoréme 1 1l'ensemble des

lois fini-dimensionnelles de Xn(t) converge faihle-

F

ment vers celles de [ u(W($)) dW(3$) quand n=w=.
0

Preuve Ici aussi la preuve sera faite dans le cas od
q = 2, le cas généralyse traitant de fagon similaire. Les

mémes définitions et notations qu'au lemme 4 scront utilisces.

o
- | ; [ns1 o [nt]
De plus W_(s,t) = S = = z L - &L
‘ N n n; [ns] [nt] n j1=0 5,20 i{ds
s t , .
et X(s,t) = [ [ u¥(x,¥))dW¥(x,y).

¢ 0
ére . : ) . ~
1 £tape: Montrdons que kn(l,l) > X(1,1) quand\p*m

(=> signifie converge faiblement vers).

Divisons l'intervalle [0,1f en m intervalles tels que

0 = t <t <....<t =1 et posons & = max (t. .-t.)
0 1 m = . i+l i
N 0fism-1

Ceci nous donne une partitionde [0,1]x{0,1] de diamétre §. Soit

m-1 m-1

- 2
A . = E{x_(1,1) - I z u(W (t.,t.)) AW _(t.,t. )}~
no n i=0 j=0 n-o1" ] n- 1’3
-~ t‘ = v _ ) _ H " ' i
ou A«n(ti,tj) Wn(ti+1,tj+l) hn(ti,tj+1) Bn(ti+1,tj]+hn(tlﬂﬁ]
clest-i-dire
n-1 n-1 E m-1 m-1 9
A .=E{Z I .. i j - T I ; .
03 { u(Sn;ljj i+l j+1 T I u(wn;ti,tj)) Ahn(ti,tj)}

i=0 j=0 n i=0 j=0



[nt.

1 1+1] [nt
= = z
Awn(ti,tj) -

+1]

-

Notons que

[ RS ]

nt -
m-1 [ 7.3.4-1-] ! n-1
et L L = I @, puisque t
i=0 k,=[nt,] Ky j.p 1
1 1
D'ou
mel _ [nti+l]'1 [ntJ+1]-1
a 5 E{Z I. I T
n =0 j=0  k;=[nt.] ky=[nt,]
Ek +1 k_+1
fu(s o) 1~ "2 " - u(s
u,klkz - n; [nt
m-1 m-1 [nt +1]-l [ntjwl]'l
== ¢ I T T
n:/) i=0 j=0 k1=[nt ] k2=[ntj]
E{[u(S_ ., 1 ) u(s_, .
n,lez n,[nti] [ntj

par la proprié&té de différences de martingale

Maintenant définissons

g{;a=% ;{ si Ei | £ o
!
~ .
0 si non
Tiia T S T E{;L,G “Fi-l}
et 8. =& - g
; - I
Notgns que lﬂi;a| | Ei,a[ + | E Ei;a' <

. = . = 51 1
kl—[nti]+l k —[ntj]+1 k. k

1 "2
0=0 et tm=1
2
Skp+l Kptly”
]{nt.]
] n
el

A g -
])]“ “k1+1 k2+1}

forte des EF'
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W
H
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puisque F, est la tribu triviale

= B{gy- &y, 1. [Elg,- S1.a01° .

< E{;?- Qr;a}
. = . P - 2 = = 2
. - _'I‘? Eh,f L_,I;GJ dP + I,} - (*)] - BI;G) dp

{E}> a”} {t‘,} ca”}
-2
= £ ap
L2 I
;7>a*}
=~E {&° }
a- 1
Aussi Eh = 5h;a + ”h; c'est-d-dire
2 2 2
2 6 2w R =~
gk1+1 k2+1 k1+l k2+1;a nk1+1 k2+1;a d'ot
A g 2 L E{[ucs ) - u(s )] .
5§ ° ) R - u . A . .
ne gt 1,3,k .k, nikikyt nilnt,Tne 177 Pyl koelsa
I E{[u(S ) 2, X
+ z u . -u(S_ T8

{ n2 i,5,k,,k n,klk2 n,[nti][ntj]” k1+1 k2+1;o;} )



A

Nous savons que u(x) est bornde c'est-d-dire que |u(x)} < K
q : q

pour tout x d'ok Ju( )-u( )| € 2K. Fixons e > 0 ef

9 2
choisissons o assez grand pour que E{5k1+1 k7+l;a} < Euz{gll} <g
Alors

”
A s 2 % 4 o E{u(s ) - u(s )}
- 2 = R P = N
ng e 1»j’k1’ka _ n,klkz - n,[nti][ntj]
2 - 2
. = z 3 K¢
n- 1,J,k1,k2
5 g M=l m-1 [nti.1]-1 [ntj+1]—1
£ 8kTe + — z z L z
n i=0 3j=0 L1=[nti] L2=[ntj]
2
E{u(S_., . ) - u(s 1} . (6.1)
Rk, n,[ﬂti][ﬁtj]
Note 1: Basu et Dorea [2] ont montr? que
Sn;[ns][nt} =r==e> W{s,t) quand. n-e
. 2
Si f: D[O0,1] > R
f(x) = sup |x(s,t)] alors f e¢st comntinue
O0<s,t=s1
d'oli sup l's | €onverge faiblement, c'est-3-dire

0s . cel R (nslint]S

o

max IS . . | converge faiblemecfit,donc l'ensemble
0si ,i <n "ilita
1, 2_ -

des 1lois de max {Sn_ . | est &gquitendu.

%



Ainsi pour >0 et o donnés, il existe ¢ tel gue
£ « .

P{ max IS .5 | > ¢} < —— pour tout n, c'est-i-dire

0511,125n *T1T2 . Q

c 2 . . C
P(A") < ¢/a” pour tout =0 ol A = { max s . . I>cl. (6.2)

n n 0<i i< n;i i,

£i,,1,%n 172

Note 2: u ¢st unc fonction continue de R vers R donc )
—_— :

u est uniformément continue sur [-c,¢] et pour €>0, «

et ¢ fix?s, 11 existe Yy > 0 tel que |x!|, |v] £ ¢ et
[x-yl <y > Ju(x) - u(y)| < e/a.
Note 3: Basu et Dorea [2] ont montré que W (s,t)= 8

Note 5S¢ 2] n n; [ns] [nt]

converge faiblement, donc que l'ensemble des 1lois de

wn(s,t) est Cquitendu. Ailnsi pour vy donnéd

im Iim sup Pla . (W_¥y >y ] =0
§=+0 n--e °on :

c'est-d-dire que pour €, ¢ et &% donnés il cxiste 60 et Ny

tels que P[ué (Wn) >y ] < g/a pour nznO ct nous
0

pouvons nous arranger pour avoir no < 3/60

en prenant §  asse: petit d'ofl il existe SO-tel que

2

. 2 o ak -
P[Bn,YCOO)] < efa pour n 3/00 (6.3)
ol Bn,Y(oo) = {mao(wn) > vy }.
Maintenant remarquons que
Q= A AS n 3 5 AL n (¢.)]
Q= n /
a VAL n,Y(OO)] vo[ By



‘.-l. A
. )

et que les trois parties sont disjointes d'od

2
E[u(sn;klkzj u(Sn;[nti][n'cj])]
2
= ic[u(sn;klkz} - u(sn;[nti][ntj])] dp I
n
2
* —L [U(Sn;k R,J u(Sn;[nt.][nt‘]” P TI
ASaB_ (8 ) 12 o i ]
n R,Y O

« [u(s_ .\ ) )1 dP III

’ . ~ 2
Pour I et II remarquons que {(u( )-u())”~ £ 4K7, d'ot

o
s [ akT dp = 4KTP(AS) s IR par (6.2)
¢ n a”
A
. n
t 1T < | akZap = 4x%p A B (S AKZP (B (8 )
< = ; n =
¢ _ ) ( n n,YC O)) ( n,v % )
Anan,YCOOJ
4&2
€ -
< > par (6.3)
&
pour &  suffisamment petit et n grand.

0

Pour 'III remarquons que sur An n Bn Y{00) nous avons



=

y

clest-3d-dire

IS s s I < ¢ ¥ 0 < i »i, n et w. (W) = v.
112 172 ° m

A

Considérons (ti,tj) fixe dans une partition de [0,1]x[0,1] .

de diamétre § kl pecut &8tre [nti] X {nti] + 1,

0 -
ou [nti+l] -1 et 32 peut &tre [ntj] , [ntj] + 1,.
ou [ntj+l] - 1. En choisissant n suffisamment grand nous
aurons que kl = [n rl] et k2 = [n rZ] avee Ty S T <ot

-Z Ll LI .."_ 3 a)
et tj €T, tj+1 c'est-d-dire de teclle fagon que

! ~
- - < .

[rl t.| < §, et lr2 T | 8,
Ainsi W - W |
insi an’klkv n;[nti][nt-]' i n(rl,rz) (tl,t )

< su W (s.,s - W (s', s")i

sup, [W_ (s hs)) (s15 s
:”“5"'5,“<60
= w,; (W.) /
S m ‘}
<Y
! . f |«

Comme de plus 'Sn;klk,’ S ) o lsn,[nti][nt ]| £ ¢ Ia
note 2 permet d'affirmer que

| - < £ t ai i

‘u(sn;klk7) U(Sn;[nti][ntj])J /e et ainsi

£S]

—_— 2
2 2 =
e /a” 4P = = P[Agfn B_ Y(%;)l s =

AT.aB_ (3. « o
n
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pour 50 suffisamment petit et n grand. En remplacant

dans (6.4} nous obtenons

2 2 2

2 4K e 4K ¢ e”

E‘[U(S__ ‘)—U(S_ )]’S —_z + -
n,klk2 n:[nti}[ntj] N NE 0l

et en remplagant de nouveau dans {6.1) nous obtcnons pour

GO suffisamment petit et n grand
| 2 $a° 2 sx? 2
2 2 £ e
A= SKTe. o+ 22 . qp7 g + I
noé 2 2 2
0 n o o
2
< 72X7¢ + 8¢~
N\ -

Donc Ané pcut €tre rendu arbitrairement petit en choisissant

¢ petit et =n grand ce qui signifie que si n-+= et §+0 alors

. - T : ) . I . - 0 ‘6.5
X_ (1,1} : u(hn(tl,tj)] Ahn(tl,tj) ( )

n
dans L7 (Q) et donc aussi en probabilité.

Tel que mentionné 4 la note 1, nous savens que
Wo(s,t)==->W(s,t) quand nawe d'on le théordme de

représentation de Skorohod dit.qu'il existe des processus

v A" .
wn(s,t) et W(s,t) tels que

(1} les lois fini-dimensionnelles de %n

nu e
(respectivement W) cofncident avec celles de W,

(respectivement W)
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(2) pour chaque (s,t), Wn(s,t] converge vers N(s,t)

en probabilité quand n-+e.

A ce moment (6.5) devient

- m-1 m-1 - -
X (1,1 - T T ! Lt ' . .
0t } ol u(hn(tl,tj)] Ahn(tl,tj) -2 0 (6.6)
. 30

en probabilité ol In(l’l] est définl de la mé&me fagon
que Xn(l,l) avee le nouveau champ 2aldatoire {E{,LEI}

~ —~

qui provient des SP qui sont Ccquivalents 3 Wn(s,t) avece

kl = [ns] et k, = [nt].

Comme ﬁn{s,tj > ﬁ(s,t) en probabilité pour chaque

n-—+o

(s,t), mous avons quc \

m-1 m-1 - -
z Tou(W_(t.,t.)) AW _(t.,t.) —>
i=0 j=0 ntodd nooanoynmee
m=1 m-1
L z u(W(ti,t.))AW(ti,t.) en probabilité , (6.7).
i=0 j=0 ! /

Finalement, par définition de 1'intégrale stochastique,

nous avaoens que

m-1 m-1 11

ID u(W (t.,t.)) AW (..t )e—=> [ [ u(W(s,t))dWN(s,t) (6.8)
i=0 j=0 . 113 g g

en probabiiité, ce gul donne, en regroupant (6.6), (6.7)

et (6.8) que

~ 11

X (1,1) —> é u(W(s,t)) dV(s,t) en probabilité

&0
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11
d'olt :\ngl,l] —= [ [ u(¥(s,t))dW(s,t) en probabilitt
00
§-0
par construction des ﬁn ¢t W. Ceci permet de conclure

que Xn(l,l) ==> X(1,1) quand n-»e ct §+o soit la fin de la

premidre Ctape.

iGéme - .
2 gtapc : Montrons que \n(s,t) i X (s,t) quand

n+» ¢t &0,
Pour ceci nous utilisons lec méme raisonnement {ue pour

la premidre &tape avec

: metmi-1o . 2
Ané = E{kn(s,t] - i;o jEO'U(““(Si’tj)) Awn(si:tj)}
¢t une partition 0 = s5,< 5,< . ... < s = s
o = o< CER R Xty S t de [0,s]x[0,t]
de diamdtre § = max ézzim-gsi+l_si]’05?:;'_1(tj+1- tj)}
Siémeétapc: Montrons la convergence des 1lois fini-

dimensionneclles.

Fixons &, ,5,,-.+ % ‘ETO,l]X[O,l] (ék = (s ’SRZ)'

I1 faut montrer que

L(Xn(bl}, Xn(ézl,---, Xn(ézW] = L(K(éli,x(bz},—--.x(éZWJ

TRy |



by

quand n+e ol [{ ) signifie "la loi de". Le thiorcme

de Cramér-Wold nous dit qu'il est €quivalent de montrer

-

LY

que L( £ a
k=1

tout choix de nombres réels al,aﬁ,...,aT . Fixons’

X (801> L

K a X(ék]) guand n-~< pour

k

[

k=1

AysRyseec, A des constantes réelles. Nous savons qu'il

suffit de montrer 1la convergence des fonctions caractéristi-

ques,¢c'est-i-dire que

a, X(s )l L (6.9)

It o

= iU B : .
E{ i : Sk?\n(Sk)} —n:;—> E{ i

1 , ¢ k=1

Seit 0 = t, < t;< ....< t =1 unc partition de [0,1]

] sont dans la partition pour k= 1,2,...¢,
-ti) le diamétre de la partition.

La deuxiéme &tape nous a montré que

m-1 m-1 -
T Y 3 T T : J = >
E{X_(5,1,8,,) L z u(hn(ti,ti)) Ahn{ti,tj)} 0
{0y 330 ]
< o3
%%k R

quand n-e et &+0 . Ailnsi 1l suit facilement que
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£ Z
[E{ i T a X (s, ., s,)}-E{ iT a I T u®(z,,t.))4W (t.,t )}
¢ Lo k'n "kl, k2 ¢ 1. B i3 n- i) n- 10 ]
—— 0 quand n=+» ¢t $&~0. D'ou
{ 1% X (s 8 Voo gl 18, IZ W ., 1. 'E t.,t.)1
E\cl_ak\n(bkl’\kz) E{ 1 . N u{\\n{ i J)}-\ n( i J) l
k k i
> 0 quand n»e et $~0 par construction des Wé . (6.10)

Dec plus comme ﬁ {s,t) —— ﬁ{s,t) en probabilité pour
. n n-re

~

chaque (s,t) ¢ [0,1]17, neus savons guc

TODou(K (Tt AR (3,1) » LT u(w(ti,ti))iﬁ(ti,tj]
1] - ‘ -

n—l-o:!
J

cn probabilité, ol le domaince de 1 et j servant aux sSOommes

est le m@me que précédemment. D'od
) Iz W . ) AW (t.,t.)-we=> T a, © T ¥ t.,t. AW(T.,t.
. *x - ul n(t1’tj)] n( i’ J)n+w> . Kk : u i JH ( i’ J}

et les fonctions caractéristiques convergent, c'est-d-dire

-~

e{ 1 £ a, L I u(Ww ) . N 1
=1, A N N TR AL NI

k k i
~ 7 T v . A T h)
— E{Cl i a, €.] u(h(ti,tj)]uh(ti,tj), . (6.11)

Finalement pnar définition de l'intégrale stochastique,
I g q

quand §-0

. ~ k1 k2 L .
LI u(W(ti,c.))Aw{ti,tj) cex S ou(W(s,t))dW(s,t)
i J 0 0

d'ol . .

e |

[P

e



B{_ifa I u(WFt :j))aﬁ(t £}

. . 356
) Sk1 tx2 L - :
E{ i % ay S Sy u(W(s,t))dw(s,t)} |
-k 0 0

(6.12)

En combinant (6.10), (6.11) ¢t (6.12) nous obtenons que

& s .
- "kl Tk2 - -

. ~ - 1 -~ ! 1 v ¥ S . 5 t :

E{CIE ak'\n[bkl’bk2)1 me Elcl fak J i) u(W(s,t))dW(s,t)}
k 3 0 0
§-+0
ou encore gue
£ £

3 T z ~ Y v
Bl Toaa i)t g Bl T X (smg)!

ce qui compléte la prcuve du lemme 5.

Pour résumer disons que le lemme 4 nous montre que l'en-
semble des distributions de Xn(t) est CGquitendu en utilisant
la topologie uniforme sur D[O,l]q ce quil entrainc que lec méme
ensemble est équitendu par rapport 3 la topologie dec Skorohed.
De plus le lemme 5 nous dit que les lois fini-dimcnsionnéllcs

convergent faiblement ¢e¢ qui complcéte la preuve du

théoréme 1.
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