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INTRODUCTION

-

Ce travall a pour objet la systématisation des connaissances accumu-
=~

lées au sujet des moyennes mobiles et la présentation d"une version modifige

de la méthode d'ajustement saisonnier "Census- Method II, version X-11".

La connalssance spectrale des moyennes mobiles est relativemént avancée.
Par contre la connalssance temporelle, sur laquelle’s'était d'aboxrd €laborée
la thédrie des moyennes mobiles, a &té abandonnée pour finalement demeurer
peu struecturée. Il sTagira ici de réhabiliter la connaisgance tgmporelle dés
moyennes moblles, car elle Procure souvent une interprétation moins complexe
et p}us facilement intelligible des effets des moyennes mobiles sur les séries
chronologiques et leurs composantes, Evidemment 1'approche fréquentielle s'a-
vére trés utile dans l'analyse des effets des mo;ennes, qui n'ont pas &té con-~
gues en fonction d'une intelligence temporelle, ou dont 1'interprétation tempo-
relle est complexe. C'est 3@ celd qu'elle servira dans ce travail, oll on ana-

lyse les effets des moyennes mobiles saisonniéres de la méthode €tudiée d'ajus-

tement des séries chronologiques pour variations saisonniéres.

Ceci nous améne 3 l'autre but de ce travail. La "Census Method 1II, ver-

sion X-11" estime mal la saisonnalité mobile aux extrémités des séries chrono-
logiques, soit les trois premigres et dernigres années. La salsonnalité mobi-
le se rencontre souvent dans notre monde en évolution, pour les sériles:cana-

dlemmes 2 tout le moins. Dans ces cas le preneur de décision doit parfois



. éttéﬁa}e quatfe années pour connaitrg évec le maximum de précision les esti-
més de la saisonnalité et de la tendance-cycle qui lui font gesoin aujourd’
hui. I1 s'agisgsait donc pour nous de généraliser la métho&e X-11 d;qs le sens
"d'une capacité d'estdimer également éux extrémités la saisonnalité mobile,

I1 existe des tirconstances oii la méthode ainsi modifiée diminue trés consi-
"dérablement 1'erreur d'estimation-et le bilais dans les estimés des coefficients

-

saisonniers et de la tendance-cycle.

Nous commencerons par définir une série chronologique comme la réalisa-
tion d'échantillonnage d'un pro:essus stochastique et.é en examiner la repré-
sentation speétrale._,Le deuxiéme chapitre définira tempo;ellement les compo-
santes des séries, en donnera 1'interprétation Economique et présentera @rié~
vément les différentes approches possibles pour les est;mer; Le trolsiéme
examine la théorie des moyennes mobiles du point de vue temporel; puils, spec-

tral, lorsque les moyennes mobiles sont envisagées comme des filtres linéaires.

On trouve dans le quatriéme chapitre un bref historique de 1'ajustement sai-

sonnier, une description littéréire et algébrique détaillde de la "éensus Method
II, version X-11", pour terminer-avec uniicritique ou diagnostic de ceile—ci,-
surtout en ce qul a trait 3 ses moyennes mobiles saisonnidres. Enfin.le cin-
quigme chapitre présente des moyennes mobiles saisonnizres nouvelles incArpo—
rées & X-11 et iéur ﬁise d 1"epreuve sur des séries artificielles et sur cent

séries réelles, N
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CHAPITRE UN: SERIES CﬁR@NOLOGIQUES, PROCESSUS STOCHASTIQUES ET REPRESENTATION
SPECTRALE

1.1 DEFINITION D'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE

Une série chronoclogique ou chronique est une suite d'observations ordon-

nées dans le temps. Ces observations mesurent un caractére donné d'un méme
phénoméne & travers le temps. En ce qui nous concerne, ces mesures-ont lieu
3 des dates réguligres dans le témps-ou bien p;ur des prélodes consécutives
de durée Z-peu-prés égales, telles mois, seﬁaines etc. Par exemple les mesu-
res mensuelles du produit national brut et les mesures trimestrielles ou annu-
elles du nombre d‘hébitants dans un'pays_donné sont séries chronologiques,
A - | !

Les séries statistiq?es peuvent se diviser en deux grandes catégories:
les séries en coupes instantandes .ou spatiales et les sérles temporelles.
Les preﬁiéres ont comme attribut des variable; autres que le temps et forment

la base empirique du développement des modéles de distribution de probabilita;

Les dernidres ont comme attribut la variable temps et font 1l'objet de cette

étude. ! ' : .

=

Dans ce travail, une s@rie se compose de J moils et de I années; c'est—3-
dire, de T=1J observations. Ses ohservations se repérent des deux fagons sui-

vantes:

(1.1.a) 0ij ou bien Ot’

L
ol 1 désigne 1'année et varie de 1 3 I; {, le mois et varie de ! & J; et t,
1'ordre temporel des‘observations de 1 & T. Le premier indice peut &tre quali- -

fié de chronolexicographique; et lelsecond, de chronologique. La relation en-

tre eux s'€crit t = (i~1)J+j.



1.2 ~SEREES CHRONOLOGIQUES ET PROCESSUS'STOCHASTIQUES

’

Une fagon'trés générale de représenter une sérle chronologique consiste

4 '

a la conggvoi; comme une réalisation d'un processus stochastique ou fonction

.

éléatbife: I1 fadt d'abord définir une variable aléatoire. Une variﬁple aléa-

. ' . ’ o
toire'dépend des résultats d'une expérience (ou bien d'un phénomeéne) al&atoire.

On nomme ensemble fondamental, noté Q, 1l'ensemble de tous les résultats possi-
) p

bles, w, de 1'expérience aléatoire. On nomme résultats &lémentaires les &lé-

-
-~

ments de cét ensemble.. Par exemple 1'expérience aldatoire consiste i jefer deux -

.dés et A observer la configuration des points apparaissant i leur surface supé-

rieure. Autre exemple i'expérié;;;’:léatoire consiste & brasser un jeu de cérte,
3 en tirer une et & 1'observer. Dans ce derniler cas 1'ensemble fondamental com-
prend cinquante deux résultats élémentaires possibles:
(1.2.2) Q'= { as de pique, deux de pilque, troiénde plque, . . .,‘roi de pique,
. as de coeur, deux de coeur, . . ., rol de coedr, as de carreau,
deux de Earreau, . .'., rol de carreau; etd}}.
) . . i

Noter que l'expériencg auralt pu consister a &iretjheux, ou trois cartes,
avec ou sans remplacement, avec ou sans rebrassage, etc. .Ceci n'a pour effet
d'accroltre le nombre de résultats élément?ires de l'ensemble fondamental.

Sur cet ensemble fondamental se définissent des &vénements, Ci' Dans

1'exemple (1.2.a) une catégorie d'événements peut &8tre "carreau", "pique" et

k-1

"ni carreau ni pique". e

(1.2.b) &y = { w est carreau }, . .
‘CZ = { w est pique 1}, .
Ly = { w est ni carreau ni pique }.

»



A

.Une catégorie d'&vénements comprend des événements mutuellement exclu-

v

sifs ~ & savoir que l'occurence de 1'un exclut 1'occurence de l'autre -

‘et collectivement @§yaustifs — c'est-d-dire que queldue solt le ré&sultat, un
TN

des &vénements de la catégérie s'est produit. Par exemple dans (1.2.a et b)

quelle que soit la carte tirBe elle ne peut a la foils &tre "carreau'" et '"pique";

par contre elle doit &tre ou bien "carreau’ ou bien "'pique" ou bien 'non

carreau et non pique’. Cependant on peut définir plus d'une catégorie d'évé-

nements sur l'ensemble fondamental (1.2.a): une seconde catégdrie ayant trait

a la couleur de la carte tir&e, une troisiéme selon qu'il s'agisse d'une

~

figure ou pas, etc. On a alors: . o . . N

(1.2.¢) ¢ = { & est carreau },

11 g

§2 1 = { w est pique 1}, ’ . ‘

- - ¢

O { w est nd carreau ni piquel,

= { w est rouge 1},

= { w est noire },

- ' C1f3 = { w est une figure },

Ty 4 = { w n'est pas une figure }.

‘Chaque catégorie-d'événements constitue une partition de 1'ensemble fonda- o
) .
mental Q: 1les événements a 1l'intérieur de chacune &tant mutuellement exclusifs

et collectivement exhaustifs de Q. Ceﬁendant deux ou plusieurs -&vénements de

différentes catégories ou partitions peuvent ne pas joulr de cette propriété. :

Dans l'exemple illustré les.&vénements Ly, 5 et &, 1 peuvent se produire_ensemblé:

la carte tirée peut 8tre "noire'-ef "pique’.
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La variable aléagoire E se définie sur ces événehents: elle fait cor-
respondre au moins un nombre réel pour chaque événemeét résultant de 1'expé-'
rience ou phé&noméne aléatoire. Cette corresp&ndance se nomme fonction de
résultat:

(1.2.4) € = [€), &,...1 = [6,(z), £ =1,...,m] = [£,(w), 1= 1,...,n],

ol n est le nombre de catégories d'événements da&finis sur 1'ensembie fondamentai
2. La fonction aléa;oi?e a autant de dimensions, n, qu'il y a de catdgories,
“ou partitions, d'@vénements sur Q. Dans notre exemple la fonction de résultat °
assigne & la premiére dimension un, si Cll se produit; deux, si §21; trois, si
c31. ‘Quant_a la deuxiéme dimension elle prend les valeurs moins un, si w est
rouge (clz); et plus un, si w est noir (sz); la troisiéme, les valeurs zéro,

si g et un si g

237

Alors pour avoir une variable al@atoire 11 faut 1) une expérience au phé-

13’

noméne aléatoire produisant un -ensemble fondamental de r&sultats possibles,
2) une fonctlon de résultat associant la variable al@atoire numérique aux ré-

sultats obtenus.

-

Selon Yaglom (1962) une variable aléatoire est.totalement décrite si on
connalt la correspondance entre 1'ensemble fondamental et la ;ariable aleéatoire,
(1.2.e) £ = E(uw), weR, (1)
ainsi que sa fonction de distribution déflnie comme suit: ‘

(1.2.6) F&) = (€ < x), ) pour tout x.
La fonctibn'de distribution donne’'la probabilité que la variable £ pregne une
valeur inférieure ou égale & une valeur choigie de x. Il est bien &vident que

F (<) vaut un et que F(-») vaut zéro.

(1) £ et x ont généralement plus d'une dimenéion: trois dans 1'exemple re-
présenté par (1.2.a) et (l.2.c).



Si on ne comnait ni 1'expérience al&atoire ni la fohction de résultats,
1la variable al@atoire est sgpécifiée bar sa fonction de distributiom:
(1.2.g) F(xl, xz,...,xn) =P (gl(w) ﬁ;l, Ez(w) he SPRREY En(m) fxn),
qui implique l'existence - quglle qu'en soit la forme — de la relation,
(1.2.8) €)= {5, @), E,@,.res £ W
assoclant la variable aléatoire multidimensionnellé i 1'ensemble Q inconnu des
résuitats possible de l'expérience au phénoméne aléatoiif,\\
D'une facon générale soit T un ensemble d'éléments qu;lconques, ou plu-
tdt 1'ensemble des._valeurs prises par le temps, {1, 2,... } (puisque notre
intérét porte sur les séries chronologiques). On peut envisager 0(w) = {Ol(w),

Oz(w),...} comme une variable aléatoire multidimensionnelie; ou bien

Ot(m), teT, comme une famille de variables aléatoirea\igdividuelles possible-

~ment interreliées. Selon Stutsky (Yéglom, 1962, p. 9) les variables aléatoires

~ i -
OE&_) sont spécifiées, si pour chaque &lément t € T on comnalt leur

fondtion de distribution
{
(1.2.1) Ft(O) = P(0, (w) <o},
et si pour tout sous-ensemble d'éléments de T, {tl,..., tn}, on connait le

fonction de distribution

(1.2.3) F t(01, Opsees on) = P(O1 {w) fpl, 02.(m) 592""’ 0 <o ).

t, ty..., n—n

1 2¢ “n

Cette dernigre fonction doit satisfaire les conditions de symétrie,
(1.2.k) Ft.’ ERREY t,(oj’ oj,..., oj ) = Ft’ pr g (01, Ops=evs on),
i 3, g 1 -2 n 1 72 n

el . N



ol jl’ j2""’ jn représentént n'importe quelle permutation des indices 1,
2,..., n; et de compatibiliteé,

(1-2-1) F £y 3+ ey H) ?
£ % ®n Tmil

bR | (01) 02,__"0’“),__.’&):

t m
It

tl,tz,..., . (01, 0pscres om),

pour t;ut m<n.- La condition de symétrie (1.2.k) sigﬁifie que la probabilité
d'un nombge donné d'&vénements donnés est la méme quelque soit 1'ordre dans
lequel on les considére. * Pour comprendre la condition de compatibilité (1.2.1)
il suffit de se rappeler que:

(1.2.m) P(O_(0) <=, O () <=,..., O () <®) = L.
tm+l mt+2 . n

C'est-d-dire que si les variables aléatoires, Ot(w), t=m+l,..., n, peuvent
prendre n'importe quelle_valeur, ce qui se produit avec certitude, elles
n'influent en aucune fagon sur la probabilité que les autres variables alé-
atoires Ot’ t=1,..., m prennent des valeurs données (ou plus exactement, des
valeurs inférieures ou égales i des valeurs donndes). Kolmogorov (1933) a
~ démontré que les &quations (1.2.i & 1) définissent de fagon unique la dis-

tribution probabiliste du processus stochastique.

On conclut de cet exposé stochastique que pour chaque oméga donné wOEQ, on
a une réalisation de la sé&rie entiére, c'est-d-dire une série temporelle Ot(mo)
indexée sur.t; et que pour quelque moment donné du temps to’ on a une variable
aléatoire ou' stochastique Ot (w) ayant une distribution de probabilité.

Pour alléger la notatign une réalisation de la wvariable aléatoire Ot(m)
s'écrira le.plus souvent Ot; et 1'ensemble des T réalisations, O sans indice

au lieu de {Ot(mo), t=1,..., T} (T redevient ici le nombre d'observations

de la série).

.-

N
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1.3 QUELQUES CLASSES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES : s
On.divise souvent en quelques classes les processus stochastiques selon
- les propridtés de leur fonction de distribution, notamment en processus sta-
tionnaires et non-stationnaires. Il existe plusieurs critéres de classifica-
tion des processus stochastiques. Celle retenue ici a simplement l'avantége
d'8tre pertinente au déroulement de 1'exposé.
Les propriétés de la fonction de distribution peuvent etre dépendantes
ou indépendantes de l'origine temporelle. Considérongila fonction de distribu-
tion pour n (nf_T)-variables successives Ot(w), Ot(m),...,ot(w). On dit que

1 2 n
le processus stochastique est stationmaire au sens "strict" %1 la fonction

de distribution correspondante est identique & celle des variables

Ot(m), 0 (w),...,0 (w), c'ést—ﬁfdire si la relation suivante est satiéfaite
1+h 2+h n+h

pour h, 1< h< T-h:

(1.3.a) F_, ... f{o. ,0_ s3+.-50_} =F s saves
tl t2 tn tl t2 tn tl+h t2+h tn+h

(o » 0 yeer,0 )
t l+h t 2+h. tn+h

Une conséquence de cette relation est que l'espérance des T variables aléatoires
Ot(w) ainsi que leur variance et covariance sont indépendantes de la valeur ab-

solue de t.

On dit que le processus est stationmaire au sens "large", ou bien sta-

tionnaire au second ordre (ou encore lato sensu) si 1l'é&quation (1.3.a) se véri-

fie seulement pour les deux premiers moments de la distribution. C'est-d-dire
si la moyenne, ou moment du premier ordre, u(t), est une constante

(1.3.b) u(r) = E(O) = m,

' -
et.sl la fonetilon d'autocovariance, ou moment du second ordre
¥ 3

(1.3.0) Goo(tl,tz) = E[Otl-u(tl)][O(tz)—u(t?_)],'
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est finie et dépend d'une seule variable, qui est la différence entre les deux

points du temps t, et tl. Ce qui s'exprime:

(1.3.4) coo(tl,tz) = coo(tl+h,t2+h) . - .

L+

1

et devient en posant h=—t1

(1.3.e) coo(tl,t2)=doo(0,t2-tl)= 000(1). ,

La distance temporelle entre les deux variables aléatoires est T=t2—t1. Pour

r=0'1'équation (1.3.e) donne la variance du processus 000(0): En divisant

l'équation_(l.B.c) par la variance on obtient la fonction d'autocorrélation:

(l-3f)p('r) = UOO(T)/OOO(O)‘(Z) p/'\)

Cette fonction d'autocorrélation s'avére tres utile pour comparer les fonctions
P

d'autocovariances de deux processus stochastiques différents, car elle élimine

1'influence des unités de mesure de chacun.

I1 faut constater qu'un processus stationnaire au sens large coincide
avec un processus stationnaire au sens strict, si 1'on fait 1'hypothé&se supplé-
mentaire que la fonction de distribution du processus suit une lol de Gauss

K .
avec des moments du second ordre finis.

Tout processus stochastique qui ne satisfait pas les équations {1.3.b)

et (1l.3.e) est un processus non-stationnaire. Parmi les processus non-station-

naires Kelmogorov {1941) et Yaglom (1955) ont &tudié les processus dits non-

stationnaires homogénes ou processus i accroissements stationnaires. Ces pro-

cessus sont ceux qui redeviennent stationnaires aprés un nombre fini de diffé-
rences. Les processus non—sﬁationnaires homogénes généralisent la théorie des
fonctions aléatoires stationnaires.

?57_?55?-ﬁésigner la variance d'une variable V on &crira indifféremment OVV(O)

2
ou bien Uv.



Un sous-ensemble trés Important des processus stochastiques stationnaires
est constitué par les processus linéaires. Le processus O est dit statlonnaire
linéaire 8'1il existe un processus purement aléatolre €, et une suite de coef-

ficlents a, tel que

K 0, t#s,
(1.3.8) 0t = I a € o a0=1, E(Et)=0, E(EtES)= 02,t=s, ,
s=0 £
k .
avec I a_ convergente, O<k<wm,

s=0
On peut démontrer que les processus linéaires stationnaires joulssent
. /

de la propriété d'ergodicité. Cette propriété est essentielle avant de procéder

'3 l'estimation des moments d'un processus stochastique. En effet une série

est envisagée icl comme une réalisation d'un processué stochastique comprenant

T variables aléatoires différentes. Pour esti@er.les moments de l'une d'entre
elles, 1l faudré t observer plusleurs de ses réalisations. Or les séries socio-
économiques qui nou™ lntéressent n'ont qu'une seule r@alisation historique. Il
en va autrement des séries décrivant des phénoménes reproductibles en labora-
toire pour lesquelles on peut accumuler plusieurs réalisations. La propriété
d'ergodicité est donec cruciale pour les séries soclo-économiques & réalisation
unique. Car élle assure la substitutivité de la moyenne temporélle du proces-
sus A réalisation unique & la moyenne dite "spatiale" ou "d'ensemble' du pro-

cessus a réalisations multiples.

Les conditions d'ergodicité d'un processus existent et sont définies par
Slutsky (1938), Birkhoff (1931) et Khinchin (1934). La proprié&té d'ergodicité

est en quelque sorte une généralisation, pour les processus stochastiques, de
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la propriété des estimateurs mieux connue sous le nom de convergence assympto-

tique (en moyenne quadratique) de la moyenmne et de 1'autocovariance & savoir:

(1.3.h) 1im E(@ —u)2=0,

T-roo

1im E(ai(r)—dz(r))2=0.

T L e

N -
~

Tous les processué lindaires sont ergodiques, mais tous les processus
stationnaires ne sont pas ergodiques. C'est pourquoi il sera avantageux de
ramener les processus stochastiques stationnaires d des processus 1inéaires.
stationnaires. Et en fait plus bas nous apparaltra la généralité de la lin&a-
rité des processus stochastiques. Car plusieurs types de processus d'utilité

empirique éprouvée équivalent a4 des processus lin&aires.

1.4 REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Dans la représentation spectrale un processus stationnaire est considéré
comme une combinaison linéaire de composantes oscillant de fagon aléatoire.
Pulsque toute foncFion analytique, périodique ou non, peut s'approximer a

(3)

n'importe quel degré d'exactitude par des fonctions périodiques , la repré-
sentation spectrale d'un processus stochastique stationnaire peut s'effectuer
avec des séries de Fourier ou l'intégrale de Fourier, selon que le paramétre
temporel est discret ou continu. Dans 1'analyse de Fourier, les fonctions
périodiques sont des sinus et des cosinus. Elles possédent les propriétés
importantes suivantes: 1'approximation d'un nombre AOnné de termes donne
1'erreur quadratique moyenne minimale entre la fonction et son approximation,
elles sont orthogonales de sorte que les coefficilents pulssent se déterminer
indépendamment les uns des autres.

———

Q}) Une fonction du temps a une représentation de Fourler si elle a un nombre
fini de points de discontinuité& dans tout intervalle fini du temps.
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L'utilisation Aea séries de Fourler pour décrire des phénoménes &voluant
dans le temps a &té proposée dans plusieurs études par Lagrange (1772-78),
Buys-Ballot (1848) et Schuster (1898). Da;slle domaine &conomique Moore (1914)
et Beveridge (1922) utilisérent le périodigramme. Mails 1'analyse échoua, car
le périodigramme supposait fixes les amplitudes, les.phases et les fréquences
des composantes de Fourier. 'L'analyse spectrale moderne utilise les séries de

Fourier en supposant aléatoires leurs amplitudes et leurs phases.

-

=

Tn
On a démontré (Yaglom, 1962) la possibilité d'approximer tout processus
stochastique stationnaire 0t par une combinaison lingaire d'oscillations har-

moniques de la forme
i(lkt +.¢k)
(l.4.a) xk(w)h(t) = X (wRe s

oll Xk(w) est une variable aléatoire indépendante du temps; h(t), une fonction

périodique de t; ¢k, un déphasage aléatolre; et Ak’ une fréquence. Le scalaire
‘ 14
Rk peut s'agréger au produit des variables alatoires Xk(m) et e k qu'on dé-
. La relation (l.4.a) devient alors
k
ilkt
{l1.4.b}) Xk(w)h(t) = Zke .

note simplement par Z

ol Zk est une variable aléatoire complexe de moyenne nulle.

Chaque élément de la forme (l.4.b) décrit une oscillation périodique de

(4)

fréquence angulaire Ak , d'amplitude et de phase aléatoires. Zk comprend ces
iA, t

éléments aléatoires; et e , 1'8lément déterministe. La représentation spec-

trale d'un processus gtochastique stationnailre 0t a paramétre temporel discret

s'@crit alors comme la limite de la suite de*processus discrets:

(4) La fréquence angulaire A =2%f =211/T, mesure le nombre de cycles autour du
cercle unité par unitéd de temps. La fréquence f, est simplement 1l'inverse

de la période T, ,la durée nécessalre 3 une oscilkation compléte de la fonc-
tion périodique.

7



)
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N ilkt .
(Ldie) 0 = lim & z, e , t=1,...,T.-
Y Moo k=] . —
La représentation spectrale de ce processus s'Gerit alors ///r—- \\\\‘~—~r
T At p

(1.4.4d) O, = J e dz(d), t=1,...,T,

—1T - M -
ot Z(A) est une fonction complexe indexée sur A. La représentation spectrale

"décompose" donc un processus stationnaire en couples distincts d'oscillations

péricdiques non-corrélées.

- 7 LA
Puisque tout processus stationnaire peut avoir une représentation spec- >,
[ - - .
trale, sa fonction d'autocovariance peut 2galement prendré une forme spectrale.

Ainsi pour 1l'équation (l.4.¢) la fonction d'au%ocovariance peut s'écrire:

=, ir T © 1A T
(1.4.e) o(1) = E[Zklze koo I bke k , bki 0.(5)
k=1 k=1
La fonction d'autocovariancq"existe seulement si la série converge,
c'est-d-dire si I bk<w. En posant t1=0, 1'expression (l.4.e) devient la
k=1
variance 2

(L.4.£) o(0) = I b
: k=1

-

ce qui montre que la variance totale du processus égale la somme des variances

k’

des différentes composantes périodiques non-correllées. Notons que ces
derniéres variances sont les moyennes des carrés des amplitudes Zk des com-

posantes harmoniques de (l.4.e).

Khinchin (1934) a généralisé la relation (1.4.e) et démontré que la
fonction d'autocovariance de tout processus stationnaire peut prendre la
forme

(1.4.8) o(r) = [T Tac),

(5) Nous allégeons la notation en &crivant parfois o(1) au lieu de ooo(r).



- 16 =

oli G{A) est le spectre cummulatif ou fonction de distribution gpectrale. Cette
- - -

. ( : . .

dernigre est la transformée de Fourier-Stieltjes de la fonction d'a;:§torrélatiow_

o(r). La fonction de distribution spectrale G()) est monotonique non-décrois-

v
-~

sante, symétrique par rapport & 1l'origine et bornée avec G(-=)=0 et G(»)=0(0).
Puisque la fonction de densité spectrale dG{\) est une fonction paire, pour

tout proceqﬁﬁs.réel l'expression, (1.4.g) se réduit 3
e " - i b8

(1.4.h) a(1) = ;:cos(xrjéc(x) = Speos (AT)dG, (),

oil Gl(k)=2G(A). S'il s'agit d'un processus réel et discret,l'expression (1.4.h)
!
" change ses limites d'intégration et devient )

(1.4.1) 0(7) = {1cos(AT)AG(N) = S cos(AT)dG, (A). - SN

ié dérivée g()) de G(A) est Jda fonction de densité spectrale ou spectre.
1

i~

Le spectre d'un processus discret s'écrit alors

(1.4.9) g)=

I o~ 8

U(T)e_iAT, —M<ALT;

a1
=]

.

T

et, celui d'un processus discret réel,

=]

(1.4.k) g(\)= %; I o(t)cos(it), -mw<A<m.

T =00

S'il s'agit de processus continu, A varie de moins i plus 1'infigi et les som-

mations deviennent des intégrales dans les équations (1.4.3) et (N.4.k).

h

S

La section suivante traite plus en détail du spectre cummulatif et des

spectres associés aux processus stochastiques stationnaires linBaires pertinents

-
-

3 notre &tude.
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/- i
1.5 PROCESSUS DE MOYENNES MOBILES ET PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

k)

Le processus stationnaire lin&aire O défini par 1l'Equation (1.3.g)-peut
s'interpréter comme 1'extrant obtenu & partir d'un intrant e (purement aléatoi-
re) au moyven d'un "filtre'", ou opérateur_}inéaire, qui transforme €, en.Ot.

En effet 1'expression (1.3.g) peut — en utilisant 1'opérateur de déphasage L,

- - s . : . .
ol L' =1 et L €T=ET_S — g'écrire sous la forme suivante:
a

k » . )
a L% = a(L)e,, ag=l, E lo_[< M, M fini, Ockss,

03 t 0 s=0 \\
K

oi I aSLS=a(L) est le filtre linéaire. On-nomme également ce dernier fonction
k=0 -1X '
de transfert du systéme linZalre quand on substitue e id L. Pour que le

(1.5.a) Ot = I a € =
s=0 5

processus (1.5.a) soit stationnaire au sens large, la fonction de transfert o(L)

doit converger pour tout L)< 1. .

Le processus (1.5.a) S'appellé aussi processus de moyenne mobile infinie,

si k=w, bien que 1a‘somme des coefficients as ne soit ﬁas posée par hypothése
|

commerégale a un. Si le nombre de coefficients ag €gale un nombre h finié

cas le plus intéressant pour notre étude, l'expression (1.5.a) définii~//J

un processus de moyenne mobile finie d'ordre h s'écrivant /fw///ffﬂ\

/

g = a(L)et, ao—l. '

OS t

[
R
|

(1.5.b) 0t =
]

La fonction d'autocovariance du processus (l.5.a) et s vﬁriance sont respeifi-

vement, pour k=w:

2
£

-

o 8

(1.5.c) Uop(T) = E(Ot0t+T) = ? sa5+r’ —

I &1 8

s=0
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(1.5.d) 0. (0) = o° L o, ’ —
00 €s=0 s

Dans le cas dq processus de moyenne mobile finie (1.5.b) la fonection d'autoco-

variance se‘résaét a - i . .
ST T ,
_ |9 F oo » T< h,
(1.5.e) coo(f? = | €gog § ST ) .
0, > h -

On peut plus facilement calculer la fonction d'autoPovariance au moyen

de la fonction génératrice d'autocovariance, qui sert également 3 exprimer le

-

spectre de O en fonction de celui de e. On définit ainsi la fonction généra-

trice d'autocovariance:
- "

L+2]

- T
(1.5.f) GOO(L) = TE_WUOO(T)L .
Etant donné que pour un processus réel UOO(T) est une fonction paire,

LY et L”F ont des coefficients égaux: GOO(T)=000(-T). Alors la fonction géné-

ratrice d'autocovariance du processus (1.5.a) peut se résécrire:

Sy 2 -1
(}.S.g) GOO(L) = cea(L)a(L ).

Si on pose L=e_ik, 1'expreasion (1.5.f) prend la forme
- < . \\/\
_ -1z ' .
(1.5.h) UOO(L) = Ti_mUOO(F)e s | _ i _

qul est précisément le spectre d'un processus discret, &tabli en (1.4.3), mul-

tiplié par 2#. Limitant A 3 des valeurs non-négatives alors on a OOO(L)=ﬂg(X).

Le spectre du processus linéaire (1.5.a) est alors . : ) L‘“*vmw_ﬁ _,k
2 2 . g .
(1.5.1) goo(l) = Eg‘a(e_il)a(eil) = Sg|a(e—il)[2,01 A< w,
- T .
=
- A
5
~
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A9

l PN )
ol |a(g:§x)|2 est le.gain du filtre €gal au carré& de la partie réelle de la

fonction de t fert du filtre.
/Pnc on de tramsfert du re.

L'équation (1.5.1) montre que le spectre de 1l'extrant O du processus 1i-
- - 2
- néalre (1.5.a) peut g'obtenir 3 partir du spectre uniforme UE/H ﬁ?un processus

purement aléatoire (bruilt blanc), multiplié é:?*ﬁﬁ facteur, le gain du filtre,

. ) -
qui ne dépend que des seules caractéristiques du filtre. Les fréquences, pour

ix

. - 2 . - -
lesquelles |u(e )| est supérieur @ un, sont amplifies dans.l'extrant; celles,

pourllesquelles le gain du filtre est inférieur 3 un, sont amorties.

-

La variance de 0t est

(Mdr = fg‘fglu(edix)|2dl. , o E
T :

. 2
(1.5.3) 9y = IOSOO

En divisant -(1.5.1) par (1.5.j) on obtient le qggctre normalisé YOO(A), qui

est la transformée de Fourier de la foncﬁion d'autocorrélation pOO(T): _ R
~iAy |2 SiA, 2, -
(1.5.k) voo(M= [ae™ N |[* /7 rplate™ | an. N | . .

Pour le processus de moyenne mobile finie d'ordre h.(1.5.b) le spectre et

le spectre normalisés s'écrivent respectivement:

: 2 . 2 h
(3.5.1) g..(A) = f_g|a(e -ﬂ)|2 = ig_l I a e'“_slz;a =1,0< X< m,
~00 - T s=0 s 0
. ,.w 2 . .
YOO(?\) —'goo(k)/co- _ oom

Avant de clore cette section on s'occupera bridvement d'upe autre sous-

ensemble des processus linéaires, les processus autorégressifs introduits par

V. Yule (1921). Un processus est dif adtor%iiiﬂéif d'ordre p si*il peut se

i
T



mettre sous forme de combinalson linéaire de p valeurs précéllentes du processus fii;

plus un élément purement al&atoire €t

| P -
B O =g = EBLO, B.=1. . ' .
ot , :

(1.5.m) O, +.8,0, 48,0 ,..B 0 = e I 0

-1t

81 le processus est statiomnaire, 1'expression (1.5.m) peut s'&crire sous forme
de moyenne moblle infinie:

-]

(1.5.0) 0 =-—=—¢ =gYm)e = zn1fe, 18 LFs0.
t P t t T t r
5B Lr r=0 r=0 '

r \
r=0 .

N
Les fonctions d'autocovariance et d'autocorrélation & processus autos
P

JEE v By =

régressif (1.5.m) répondent i la méme forme d'équation aux différences finies

: y
correspondant & la partie déterminable. En effet multipliant (1.5.m) par

Ot—I et prenant l'ésp@rance mathématiqﬂe dans les deux membres, on obtient

la fonction d'autocovariance
. ‘ .
(1.5.0) o(1) = —Bld(r-l)—BZU(r—Z)...ech(r—p); >0;

et la fonction d'autocorrélation p(t), en divisant (1.5.0) par 000(0).

Le spectre gOO(A) pour le processus (l1.5.m) est:

2
o}
£

| e-iA

(1.5.p) g, ,(3) =
00 1| B( )

|2,'0§_Ai T

N '

On obtient le' gpectre normalisé YOO(A) en divisant goo(k) par dg.

L 3
Les processus de moyennes mobiles et les processus autorégressifs )tels

Es

qu'esqqissgé ici, ainsi que les processus i la

_ \
torégressifg\g}t une-grande utilité empirique.

/- T :

If \{ ' > ;‘f 5
! . wt T
N
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les suivirent, ont procédé 3 1'estimation de tels modéles. Ils ont pu ailnsi

simuler et prévoir avec succds le comportement d'un grand nombre de séries éco-.
P

nomiques. Il faut s'en réjouir car ce fait corrobore 1la vraisemblance des
modéles de processus linaires. La lindarité des processus demeurera une

hypothése fondamentale pour les prochains chapitres. -



3

CHAPITRE 2: COMPOSANTES DES SERIES CHRONOLOGIQUES ET LEURS MODES D'ESTIMATION

2.1 DECOMPOSITION EN PARTIES DETE%?&NISTE ET STOCﬁAéTIQUE

Dans ce chapitre-cl 1l s'agit-de décoﬁposer-une sérile chronol&gique en com-
posantes qui ont une interprétation socio-&conomique utile. C'est H. Wold (1938)
gui a démontré_que tout processus'Stgtionnaire 0 possédanﬁ.un corrélogramme peut
étre décomposé en deux processus D et €. Ces deux processus sont non-corrélés

entre eux. D est déterminable; et e, purement-aléatoire:

(2.1.a) 0, = D+ e, E{(Dt-— E(Dp) (et_H— E(et_H)} = 0,
® 0, t#0,
(2.1.b)' e, = ‘E bj“t—j’ E(vt) = 0, E(utvt+T) =
j=0 : 2 __
- CNE T=0.

A strictement parler D est de nature stochastique et non pas déterministe,parce
qﬁ'elle cénsiste en une combinaison linéaire de sinusoides d'amplitude et de
phase aléatoires. Cependant une fols D réaiisée jusqu'au moment t, les'phases
et amplitudes deviennent connues et permettent ainsi une prédiction sans erreur
(Yaglom, 1962, p. 184), d'ol l'épithétg "déterminable" pour cette composante.

Les deux composantes de la série ne sont pas observables - seule leur aggréga-

tion 1'est — et constituent donc des quantités théoriques.

Pour les fins du présent travail, nous posons comme déterministe la partie

déterminable en supposant fixes et non-aléatoires les amplitudes et phases; et,

comme indépendante la partie aléatdire (Et= vt). Nous obtenons ainsi le modéle

"Elassique"'ou "d'erreurs", qui fut utiligé avec les moindres carrés par G;uss
et d'autres en astronomie et en physique. Ainsi, par exemple si la série O me-
sure les taux mensuels d'ensoleillement pour un lieu donné, la~partie déterminis-
te ou systématique D peut Iintuitivement s'interpréter comme le téuk d'ensoleil-

- &5
lement normal observé en moyenne sur un assez grand nombre d'années pour cette

*
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pérfode de 1'année. La partie alBatoire refléte alors les fluctuations dues
au h&éard et les écarts du climat par rapport élcette norme ainsi que les er-
reurs digbsurvation. La spécification exacte retenue pour la partie détermi-
niste ne dépéhd pas seulement des observations, mais aussi de l'idée que s'en

fait 1l'analyste & mesure qu'il accumule les données et qu'il augmente son savoir

des mécanismes climatiques.

H(H\Comment s'interpPréte le temps dans la décomposition originale de Wold (2.1)?
Une interprétation possible ést que celui—ci_seﬁmeuﬁ progressivement dans une
seule direction: ce qui s'est produit hier peése de fagon irréversible sur ce qui
se passera aujourd'hul et demain. Une autre interprétation qﬁi n'exclut pas la
premiére veut que les &vénements se produisant 4 des moments rapproché&s du temps
soient fortement corpéléé, donnant ainsi une certaine inertie % la sérile, et que.
ceux se produisant & des moments$ 8loignés le soient d'autant moins.

ff'

]
2.2 COMPOSANTES DE LA PARTIE DETERMINISTE
(e : ,
L'analyse temporelle des phénoménes &conomiques a distingué depuis longtemps,
. £

divers types de composantes dans les séries, soit la tendancé~cycle ou mouvement
extra-saisonnier et le mouvement- saisonniler, qui sont inclus dams la partie dé-

terministe, et les fluctuations irréguliBres, assimilées 3 la partie aléatoire

ou stochastique.

~
2.2.1 COMPOSANTE EXTRA~SAISONNIERE OU CYCLO-TENDANCIELLE

Classiquement on congolt la cdﬁﬁosante extra-saisonniére comme un mouvement
lisse a oscillatilons supra-annuelles, qu'on peut entre autres fagons approximer

34 1'aide de polyndmes temporels
- “,
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k
: ¢ c k
(2.2.1.a) Ci‘j = Ct = C(t) = g a t, t=1,...,T,
~ k=0

ol ai sont les coefficients affectés & la k-idme puissance du temps, et kc est le
degré du polyndme. Cette représentation ne sert ici qu'a fixer les idées, car

en pratique les séries ne suivent pas des comportements polynSmiaux parcimo-

nieux sauf sur de cours segments de série.

Cette composante représente 1'évolution fondamentale de période supérieure
& un an du caractére du Phénoméne mesuré par la série. En théorie éeonomique,
on divise”cette évolution fondamentale en deux: 1a‘tenéance a ldﬁg terme et les
fluctuations & moyen terme. La tendance & long terme renseigne sur le comportement"
a long terme, voire séculaire, du phénoméne. Les fluctuations & moyen terme ont
trait aux cycles de l'activité 2conomique. Pour le ﬁreneur de décision (par ex-
.emple le gouvernement, l'entreprise ou tout agent de la éociété) la connaissan-
ce de tendance-cycle est c?uciale. Car il ne veut. pas prendre de décisions de:
portée & long terme sur la base de données réflétant des mouvement accidentels
et saisonniers ou cycliques 3 court ou moyen terme. Il risquerait fort ainsi

de prendre de mauvaises décisions."

2.4?:\\Q9MPOSANTE SATSONNIERE

La composante sailsonnidre comprend un ensemble de fluctuations qui se re-
produisent chaque année et caractérisent ainsi chaque mois de 1'année. Ces
fluctuations peuvent ou bien se répéter d'année en année ou bien changer gra-

duellement dlune fagon systématique d'année en année. Dans le premier cas

on dit avolr une salsonnalitd stable} et dans le second, une saisonnalité

mobile. On convient souvént que dans chaque année compléte la somme des

e e— . . /"
valeurs de cette composante s'annule. Comme la tendance-cycle, la composante
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salsonnigre peut s'approximer - encore une foils pour fixer les idées - comme un en-

semble de polyndmes qui décrivent pour chaque mois le coefficient saisonnier

k .
(2.2.a) Sij = Esaijik, i=1,...,I, j=l,..?%J, avec les contraintes
k=0
J 'S .
jilakj=0, k=l,...,ks, ‘ -

qui assurent que la sailscnnalité s'annule sur toute année entidre 1. kS est
) s

le degré (peu &levé) du polynOme relatif au-mois j et akj sont les coefficients

affectés 3 la k-idme ﬁ&{ssance du temps pour le mois j.

Le mouvement saisonnier représente les fluctuations, causées par le climat
et les habitudes saisonnigres des agents de la société, qui affectent le
phéno “ne.mesuré par la série. L'estimé du mouvement saisonnier renseigne
l'chservateur sur l'fppleur des fluctuations sailsonni®res relatives 3 chaque mois
et sur 1'&volution de-ces fluctuations au cours des années. L'adaptation de la
technologie aux salsons, l'&volution structurelle de 1'économie, les changements
d'habitudes sociales relatives 3 chaque mois ainsi queé les politiques saisonniéres
des agents de la société peuvent provoquer cette évolution graduelle et systéma-
tique de la saisonnalité, souvent vers l'amenuisement, observée pour un grand nombre
de séries économiques canadiennes. Dans de nombreuses sphres d'activité la saison-
nalité n'est pas nécessaire ou inhBrente et ;'évére un phénoméne indésirable pour ce
qu'elle implique d'inventaires saisonniers, de goulots d'étranglement et de capacité

(1)

non—utilisée . Pour le preneur de décision la connaissance des fluctuations
saisonni@res revét .une tr&s grande importance, car elle luil permet de régler son
activité pour faire face d ces mouvements. Par exemple le vendeur de parapluies

y lira d'avance le niveau d'inventaires approprié i chaque mois de 1'année.

(1) Pour des descriptions et explications des causes et des effets des mouvements
saisonniers consulter Judek, S. (1975).
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2.2.3° COMPOSANTE DE ROTATION DES JOURS

Certailnes s&ries réagissent au nombre de jours ouvrables dans chaque mois
et 3 1'incidence relative des uns par rapport aux autres. Ce mouvement tient au
fait qu'une ann@e ne contient pas un nombre entier de semaines. Par exemple le
mois de mars d'ung anmée peut contenir quatre samedis, dimanches, lundis, mardis,
mais cinqg mecredis, jeudis et vendredis; et une autre année, mars peut compter
cing samedis, dimanches et lundis mais. quatre des autres jours; c'est—é;dire deux
jours ouvrables de moins. Sachant aussi que les jours ont des taux d'activita
différents — par exemple au Canada on achite le jeudi de 1'essence 3 moteur dans
une proportion supérieure de 56% a'la moyenne hebdomadaire — on comprend 1'impor-
tance de ce genre de fluctuations pour certaines séries. Cependant il ne sera
plus fait mention de cette éomposante dans cette €tude, n'ayant rien de neuf 3

apporter aux méthodes utilisées pour l'estimer(z). I1 s'agissait simplement

ici d'en rappeler 1'existence au lecteur.

2.3 PARTIE STOCHASTIQUE OU COMPOSANTE ACCIDENTELLE
La composante accidentelle comprend les fluctuations inexpliquées par les

autres composantes déterministes de la série. Une distribution purement aléa-

. .
toire et une espé@rance nulle a &té& retenue pour elle dans 1'équation (2.1.b);

N
de méme qu'un comportement homoscédastique’

(2.3.a) E(e,,) = E(Et) =0,

13

' _ (o0, <#0,
(2.3.b) E(Et Et_T) = 5
a_, 1=0,
€ v ~

(2) Au sujet de 1'estimation de 1a composante de rotation des jours, voir
Young, A.H. (1965).
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ou g est la variance de la composanfe accidentelle; et T, un décalage. On

‘nomme également irrégulier la composante accidentelle.

La composante accidentelle est souvent imprévisible et perturbe, par sa
composition avec la partie déterministe, l'&volution systématiqﬁe de la série.
Elle représente 1'effet de facteurs perturbateurs passagers, non—permaﬁentg,
ainsi que les erreurs de mesure du phénoméne &tudié par la série. Son estimé
renseigne par exemple sur l'effet des gréves inhabituelles, des saisons excep-

tionnellement chaudes ou froides, ou sur 1l'effet de tout autre &vénement passa-

ger pertinent faisant déroger la série de son comportement systématique.

2.4 SCHEMAS DE RELATION MUTUELLE DES COMPOSANTES D'UNE SERIE

L

Dans l'histoire de l'analyse des séries chronclogiques on a retenu trois
schémas de relatio{/;;zﬁblle des composantes: le schéma additif, le schéma multi-

plicatif et le schéma mixte.

2.4.1 LE SCHEMA ADDITIF
Le schéma le plus simple est 1'additif. Ce schéma .suppose que les compo-
santes s'additionnent entre elles pour-donner la série originale ou brute:

(2.4.a) 0t = Ct + St + €r t=1,...,T.

Dans le modele additif les effets des composantes saisonniires et acciden-
telles sur la série 0 sont indépendants entre eux et indépendants aussi du
niveau de la composante extra-saisonniére. La figure II.1 illustre cela

en supposant quatre mois par année, une saisonnalité stable (ks=0), un mouvement
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extra-saisonnier lingaire et un mouvement
accidentel inexistant. On volt que
l'effet saisonnier de S sur la série O est
indépendant du niveau de C et donc indé-

G

pendant du temps. La“composante saison-
nigre stable engendre des fluctuations
W

d'amplitude constante (contenues entre
L]

“les lignes pointillées) autour du mouve-

ment extra-saisonnier. Il en est de
méme des autres composantes: le schéma , St
‘additif engendre des fluctuatilons propres 0 ' //\\

. 1 A3/ sa1h t
ad chaque composante et indépendantes des

fluctuations des autres.

Figure II.1 Composition gdditive
d'une saisonnalité st avec une
2.4,2 SCHEMA MULTIPLICATIF " tendance-cycle linéaire
I1 en va autrement du schéma multiplicatif. Celui-ci aghume que les
comppsantes se multiplient entre elles pour générer la série O:
(2.4.b) 0t = Ct St €p-

Pour ce schéma la composante saigonniére a moyenne annuelle un au lieu

de zéro; de méme, 1l'espérance de la partie accidentelle.

1
Dans le modele multiplicatif les effets des composantes salsonniére et
accidentelle sur la série O sont dépendants du niveau de la composante extra-

saisonnieére. Dans la figure I1I.2, -on considére quatre mois par année, une



- 29 -

composante saisonnisre stable, un mouve-
ment extra-saisonnier linéaire et un mou-
vement accidentel inexistant. L'effer
de St sur 0t dépend du niveau Ct du mou-
vement extra-sailsonnier et donec du
temps: la composante saisonniére.stable
engendre des fluctuations d'amplitude
variable (grandissante dans ce cas-ci)
autour de ia tendance-cycle. C'est 13
la principale~distinction entré ies
schémas multiplicatif et additif: le
schéma multiplicatif de relation mutu—'
elle deslgo posantes engendre des flyc-
tuations des \composantes qui dépendent
aussi des flucfuations desg ;utres con—
pesantes, tandis que ces fluctuations
sont indépendantes_dans le schéma ad-
ditif. Pour simuler les séries chro-

nologiques on emploie le schéma multi-

4000

3000 |

2000 |

1000

|

1.5 }
1.0l

0.5 | / S¢

0.0 NP s k
12345678

Figure ITI.2: Coméosition multiplica-
tive d'une saisonnalita stable avec
une tendance-cycle lindaire

plicatif si on croit que les perturbations apportées 3 la tendance-cycle par

les autres composantes sont Proportionnelles au niveau de la tendance-cycle;
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et, le schéma additif, si on croit qu'elles sont indépendantes. Pour les séries

€conomiques le schéma multiplicatif s'emploie — & tort ou & raison — plus souvent

que le schéma additif.

Enfin une dernigre réflexion inspirée par la figure II.2. Celle-ci montre
également que méme si la composante saisonnidre stable a moyenne un pour chaque

année, il en va autrement de l'effet saisonnier, c'est-d-dire de la surface

entre les courbes 0 = CS et C. On dit que 1l'effet saisonnier s'annule si la
portion de surface au-dessus de C égale l'autre portion au-dessous de C, g'est—
é—dire si la somme des effets saisonniers &gale zéro. Alors il aﬁparait évident
que pour une année donnée l'effet saisonnier s'annule seulement dans les deux
situations suivantes: ou bien la tendance-cycle est constante, ce qui est ia—
vraisemblable, ou bien la tendance~cycle prend une alluré,qui anmule tout-id-fait )
par hasard les effets salsonniers pour année quelconque isolée, ce qui est trés peu

-

problable. C'est pourquol i1 faut dans les schémas multiplicatifs bilen spécifier
ce qu'on entend par saisonnalité s'annulant annuellemenéj sl c'est la composante
qui s'annuie annuellement, 1'effet séisonnier ne sera généralement pas nul; et vice
versa. A noter que ce sont les. effets saisonniers qui doivent s‘annuler pour que
les totaux annuels des séries non-ajust@es pour la saisonnalité Egalement ceux des

-

séries ajustées pour variations salsonniéres.
!

Cette contradiction se trouve accentude si 1'on entend par annulation
annuelle de la saisonnalité que.la somme annuelle du logarithme de la composante
égale zéro. En effet une telle.hypothése suppose que le prodult annuel de li |
composante &gale un. Une telle composante prendrait par exemple les valeurs-
[1/2,1,2,1,1/2,1,2,1] dans l'exemple de la figure II.Z2. Oﬁ peut alors graphique—
ment démontrer que l'annulation des effets saisonniers se réaliserait encore plus

difficilement: elle n'aurait pas lieu méme pour une tendance-cycle constante.
P

Al
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De cetgp discussion ressorq:}e caractére.arbitraire de 1'hypothése d'annu-
lation annuelle de la salsonnalité. Aux -yeux des spécialistes de l'gjustement
salsonnier elle a probablement servi de garde~fou & la tendance~cycle, enl'
assurant que celle-ci passe au "mi;ieu" (arbitrairement définl) des données
brutes. Elle a auss] facilité le processus d'estimation des éomposantes:
1'addition d'une contrainte 3 un systdme d'dquations fait gagner un degfé de

liberté en lui ajoutant une "observation'" ou bien en lui "retranchant" une
J

varilable.

2.4.3 SCHEMA MIXTE

N

Dans le schéma mixte on consid2re qu'il y a deux sortes de composantes

perturbatrices du.mouvement extra-saisonnier: une composante saisonnidre addi-

tive ayant les propriétés de la saisonnalité additive définies plus haut, et une

.HV//F\\;//ﬁq

L
composante saisonniére multiplicative ayant les propriétés correspondantes

définies plus haut. De méme le modile mixte peut coﬁprendre deux parties sto-—
chastiques 1'une additive, l'autre mulfiplicative. La série s'éerit alors:

M M A A
{(2.4.0) 0t = Ct St e + St'+ € t=1,...,T,
ol M et A indiquent qu'il s'agit respectivement des composantes multiplicatives
et additives. Le schéma mixte ré&unit les propriétés des schémas multiplica-

tif et additif et réfléte d'autant plus fid2lement la série. Mais en pratique

on ne l'emploie gudre, car il pose des difficultés supplémentaires.d'estimation.

—
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2.5 DIFFERENf

~Dans gétte section il s'agit de comparer d'une facon générale -différentes
approches pour estimer les composantes des séries chronologiques. L'exposition
fA1t a strpction de la composante saisonnidre et se concentre sur le moddle
additif.. Les conclusions ne perdront pas de leur généralité et le raisonnement
s'en trouvera allégé. La série observée 0 se constitue donc d'un mouvement
extra-saisonnier C, qui prend la forme d'un, polyndme du temps, et d'un mouvement
acéidentel €. |

[y

(2.5.a) 0, =C_+e,, E(e )=0, E(e e__ )= Uﬁ,r=0,

t t? t * t -t
K 0, 140,
¢ c k
{2.5.b) Ct= z at.
k=0

2.3.1 MOINDRES CARRES ORDINAIRES ET SPECIFICATION TEMPORELLE POLYNOMIALE
A . ay

La premiére méthode qui vient 3 1l'esprit pour estimer un tel modile est
celle des moindres carrés traditionnels, avec laquelle on estime directement
et explicitsment les coefficients du polynSme C. Mais en dépit de toutes les
proprigtés théoriques d'optimalitd reconnues des moindres carrés, 1ls ne donnent
pas dans le contexte des chroniques économiques des résultants pratiques satis-
faisants. En d'autres mots, le mod&le (2.5) ne convient aux chroniques. Kendall

(1973, p. 26) en résume succinctement quelques désavantages:

"If the function contains several parameters the
estimates of those .parameters may be rather unreliable;

for example, fitting a polynomial of order p depends on
moments of order 2p."

"If the fitted form is updated, the whole course
of the series of fitted values may be affected, and it
1s undesirable that new observations at further poilnts
of time should require a reassessment of the past es~
pecially the distent past."

- [
APPROCHES POUR ESTIMER LES COMPOSANTES DES SERIES \\\\\\\\
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Cette réestimation des valeurs passées peut parfols Btre radicalé quand
1'addition de nouvellesg observations entraine une hausse ﬁu degré du polyndme,
dutre exemple de 1'inadéquacité du modale (2.5). Si le degré du polynime est
passablement Elevé, les estimés du déb;t et de la fin de la période d'observa~
tions auront vite tendance 3 s'échapper vers les infinis i mesure qu'on s'éloi-
gne du centre de cette période. Ceci rend la prévision trés volatile. L'es-
timation d'un polyndme sur toute la période couverte par la série manque égale—
ment'de flexibilité locale, de sorte que les mouvements cycliques de plus courte

durée sont souvent escamotés.
7

Bref, la spécification (2.5.b) est en quelque sorte trop rigide, En
effet, 11 se produit rarement que la tendance-cycle prenne une forme algébri-
que-donnée sur toute l'&tendue d'une série. out lorsque la tendance-cycle

\

n'a pas une forme tras évidente, iT vaut mibux utiliser des méthodes d'estima-—

tion plus simples: telles 1;§\moypnnes mobiles.

——

2.5.2 MOYENNES MOBILES -

Nous jettons ici un coup d'oeil superficiel gyr les moyennes mobiles,
réservant leur analyse en profondeur au chaéitre trois. Pour contourner les
‘difficultés de 1'estimation d'un polyndme pour toute la série, Spencer (1904),
Hardy (1909), Sheppard (1914), Henderson (1916 et 1924) et d'autres
songérent 3 lisser ou 3 "graduer" la série 0 de (2.5.a), ayec des moyennes
mobiles, pour la purger de son irrégularité, et 3 ccﬁsidéref la série lisség O*‘
comme un bon estimé& du mouvement extra-saisonnier C. La valeur lissée 0: est une

somme pondérée des valeurs originales Dt+s voisinant t:

. +h .-
(2.5.¢) 0t = I a

0
=—h 8 t+s.

L'obtention et 1la signification de ces poids o feront 1l'objet du chapitre trois.

nl
V]
o
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Ces méthodes dites de ‘moyennes mobiles offrent plusieurs avantages sur
les moindres carrés appliqués 3 la spéc&fication (2.5.b). Le probléme de
choisir un polyndme de degfé valable pour toute l'étenﬁpe de L!’série est con-

tourné grice a une estimation plus empirique. On &vite' &galement des révisions

-

des estimés passés par suite de 1'addition de nouvelles obﬁervations a4 la série.

- .

Au contraire  les estim@s passés ont tendance & &re définitifs, car les fiotvel-
A

Pl

les observations n'entrent plus dans le calcui/ﬂg;‘;gtimés passés d partir d'un

* o
" certain point. Autre Sgantage, la valeur 1issée'0t gtant' fonction des valeurs .

T

voisines de Ot’ on évite la rigidité loéalg d'un polyndme én vigueur pour toute

la série. Enfin les extrapolations n'ont pas tendance a s'&chapper vers les

infinis; >

A .

2.5.3 MOINDRES CARRES ET SPECIFICATION FREQUENTIELLE DES COMPOS%NTES\\-

11 existe enfin une trolsi&me approche & 1'estimation des composantes

——

- . \
d'une série. En quelques mots 11 s'agit de concevolr la série comme une somme

\,

{ ’ . .
de fonctions périodiques comme dans 1'équati (1 3, d'esthmer cette spécifi <
. — - .

cation par les moindres carrés, et de distrijuer les différentes composantes

“fréquentielles aux différentes composantes de la série: les composantes A . : 2
- - -~ " s .

basse fréquence, 4 la tendance-cycle; telles d fréquénce saisonniére, 3 la

saisonnalité; et celles 3@ haute fréquente, é-l'irrégulier. Une' telle approche
est sujette 3 la pluparg des reproches faits aux moindres carrés appliqués d la:

spécification polynﬁmiayg. Cependant au lieu de s'envoler, les prévisions

nous raméiijihfxactement au début de la série.



CHAPITRE, 3: THEORIE DES MOYENNES MOBILES

7

3.1 LES MOYENNES TEMPORELLES ®
Avant de passer aux moyennes mobiles proprement-dites, 1l est pédagogique-

ment avantageux de parler de moyennes temporelles. Les moyennes mobiles appa-

raftront comme une application particuliére des moyennes temporelles.

toe

3.1.1 DEFINIEION D'UNE MOYENNE TEMPORELLE

Une moyenne temporelle est une opération arithmétique définie sur un en-

semble d'obsgrvations successives d'une série chronologique, appelé intervalle.
‘Cette opération consiste & appliquer une somme pondérée Eices observations de
1'intervalle. Le résultat de cette somme est identique i celul qu'aurait généré,
our uné observation donnée, 1'interpolation ou 1'extrapolation au moyen d'un

pollyndme temporel d'ajustement, possiblement sujet a contraintest estimé par les

(1)

"moindres carrés sur les observations de 1'intervalle. Ce polyndme d'ajuste—

v

(:Eént implicite assoclé & la moyenne temporelle;; comme variables indépendantes

”

différentes puissances du temps et peut tre de quelque degré (inférieur au nom-

bre d'observations de l'intervalle). La variable dépendante est évidemment 1'en-

semble des valeurs priées par la série sur 1l'intervalle.

Sur un intervalle donné de la série, 1'ajustement d'un polyndme repose sur
1'hypothése de continuité du phénoméne & représenter et le théoréme de Weiersstrass:

"Si'Ja .fonction ${(x) est continue sur le-segment [a,b], alors
pour tout E<0 [arbitrairement petit] 1l existe un polyndme

P(x) tel qu'en chaqdé point de ce segment 1l'inégalité

I¢(x) - P(x)| < g est satisfaite." (Piskounov, 1966, p. 278) <23

L' hypothese de continuité des composantes déterminstes est fort Jhceptable pour

-

(1) Puisqu'il est conceptuellement posgible de definir des moyennes temporelles
autrement que par référence d un polyndme, 11 s'agit ici d' un sous- ensemble
de l'ensemble des moyennes temporelles possibles.

Za
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‘les séries chronologiques et le theoréme mentioné constitue donc la‘justi;‘;2 '

cation 4 1l'emploi des moyennes temporelles, pulsque celles—qi reviennent par .

définition & estimer-un polyndme sur un segment de Serie.

-~

Dans les discussions qui suivent 1'intervalle désigne 1'ensemble des ob-
servations .Successives considérées de la série; 1'étendue de la moyenne, le

nombre d'observations dans cet intervalle; son degré; le degré du polyndme

-y . .
implicite; et la moyenne centrée, la génération par la moyenne temporelle ap-

propriée de 1l'estimé correspondant # la moyenne algébrique du temps sur l'intervalle,

3.1.2 CALCUL DES POIDS D'UNE MOYENNE TEMPORELLE | N
Soit n 1'étendue de la moyenne temporelle; k, son degré; Y,'le vecteur '//)

des observations de l'intervalle considéré de l; série. On a alors pour

l'intervalle le modéle

(3.1.2.2a) Y = TB + e, E(e) =0, E(eg") = o I,

dont l'estimation dommne

(3.1.26) Y = 18 = 1 (1'7)7} 1Y,

-~ . -

oli B et B sont respectivement les vrais coefficlents et leurs estimés; Y sont :
les estimés du polynSme implicite. T est la matrice des puissances du temps

dévié par rapport 3 sa moyenne t de 1'intervalle

=3 L2 ) ]
(3.1.2.¢) T = |(&7 B i:?s---sk,] - [((Zi-n—l)/Z) ,
I'lx(k:*‘l) Slyesae,n

oli la derniére &galité fait l'objet de 1'Equation (III.A.d) de 1l'appendice A

-

de ce chapitre.

L'équation (3.1:2.b) peut se récrire:

(3.1.2.d) ¥ = PY, ot P = (z{z'7) o).

nxn
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On appelle 1la matfice P la matrice des poids:de la moyenné temporelle de degré

k et d'étendue n. La i-éme rangée de P (1< i< n) constitue 1'ensemble des
gee = 4>

poids de la moyenne temporelle générant (par somme pondérée sur les Y) 1l'es-

timé de la i-éme.observation dé l'intervalle. .La matrice des poids P donne

1 N

ainsi tous les poids nécessaires au calcul de tous les estimés‘iirrespondant

a chaque observation de 1'intervalle. L'expression moyenne de degré o

d'étendue n, i-ieme_pbservation, désignera les poids de la i-i&me rangée de
. i} . )

la matrice des poids de cette moyenne .

S

Pour une moyenne du premier degré et d'étendue n, l'appendice III.A

(IIT.A.1) donne P: _ N : . N
N . -
_ .
(3.1.2.e) P = [1/nJ + 12 (-n-1421) (-n-1#23) |.. | >
3 e
nxn (@7-n)4 i=1,...n; j=1,...,n

Ay

N ) . Iw,/ . \‘\'7
Pour une moyenne temporzlle de degré zéro ces poids deviennent, selon le’ méme

%
appendice (III.A.c):

{3.1.2.f) P = [lan. —
__ nxn

On retrouve ces polds dans le premier terme &e droite de (3.1.2.e) de.la

moyenne de degré un, c'est-i-dire que les poids de cette derniére sont ceux

de-la moyenne de degré zéro plus d'autrgs poids. On remarque également que

quelque soit n ou k.les polds sont indépendants des valeurs Yi des obser-

vations ainsi que des valeurs absolues du temps sur 1l'intervalle.

LY
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3.1.5 CALCUL DES POIDS DES MOYENNES TEMPORELLES CENTREES
La moyemne centrée géndre l'obse;vation située au milie; de 1'intervalle.
Ses poids se trouvent donc dans 1a‘ranééq miiieu de la matrice des pdids dé
(3.1.2.d). Cette rangée.milieu existe si 1'étendue n de la moyenne, la’
N

dimension de P, est impaire; mais non, si elle est paire. Il faut donc géné-

raliser la notion de moyenne centrée pour les cas d"étendue paire.

En appendice III.B la deuxi®me propriété de la matrice T dit que les | -
;o%onnes de la matrice-T de (3.1.2.¢) ont moyenné Flgébrique zéro pour j ﬁlu{\ju/d//
grand que zéro; et umn, pour j &gal I zéro. Alérs.le vecteur d'interpolation
t*=[1’0"§'0J mesurant un par (k+l) estfi; milieu 'de T quelque soit l'étendué
n de la ﬁqyenne:- La multiplication de ce vecteur pér celuil des coefficients

§=[T'T]—1T'Y donnera l'estimé de 1'observation située au milieu de l'intervalle,

Les poids de la moyenne centrée, pour n pair ou impair, sont donc:

M . * =1 o
(3.1.3.a) t [T'T] "T'.
Ixn ) &

L'ensemble de ces poids se retrouvent dans la premidre rangée de [T'T]_lT',

. * :
puisque la pré-multiplication par t , tel que constrult, répete la premidre

rangéé de cette matrice. Une fagon Equivalente de trouver les poids de la

- e L A A ~ k
Y(n+l)/2’ egalg BO+B10+"'BkO R

ce qui vaut EO' EO €tant le premier coefficient du vecteur de coefficignts

moyenne centrée découle du fait que sa valeur,

§=[T'T]_1T'Y, les poids @ appliquer 3 Y pour 1l'obtenir se trouvent dans la

premiére rangée de [T'T]—lT" On nomme "poids’centraux" les poids de la

moyenne temporelle centrée et "poids terminaux" les autres poids.




3.1.4 UNE PROPRIETE FONDAMENTALE DES MOYENNES TEMPORELLES CENTREES

Une propriété fondamentale des moyennes centrées s'énonce ainsi. Une
moyenne centrée de degré k pair donne identiquement le méme estiméd et a exacte-

ment les mémes polds que la moyenne centrée de degré imﬁair (k+1) immédiatement

supérieur (a &tendues égales).

Cecl se prouve en examinant les &quations normales des moindres carrés:

(3.1.4.a) [T'TIB = T'Y.

'
De 1lappendice III.C équation (III1.C.d) on connait les &léments de la matrice

[T'T].' Choisissant (k+1) égal & trois 1'expression (3.1.4.a) prend la forme

-

extensive suivante:

n B, + 0 B, + It By + 0 By = I ¥,
) 4
£ + =
0 BO +< ‘t-;:L Bl + 0 B2 It B3 it Yi
(3.1.4.b) - ,
l 12 v 1 2
Lt,” By #+ O B) + It B, + 0 B, = It,"y,
o B + t'%B. + 0 B e zt'® B’ = '3y
0 1 2 i 73 1

~ LI -
ou £, egale (ti-t)- (Voir Whittaker et Robinson, 1924, p. 291-296.)

Cherchant la valeur Y(n+l)/2= BO on dolt résoudre ce systéme pour B0

seulement. A 1'examen de (3.1.4.b) il apparalt que BO et B2 sont absents des

deuxigme et quatridme équations ol B3 et B1 se trouvent; et, que BO et B2 se

trouvent seulement dans les premiére et troisidéme &quations o B3 et Bl sont

absents. On peut donc résoudre pour B, ainsi que pour B2 avec un systéme

0

d'équations se réduisant aux premigre et troisiéme équatlions. Ce sous-systéme

d'équations peut s'écrire:
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' o~ - 1
(3.1.4.¢) TTE =T,

oij ﬁr comprend [ﬁo,ﬁz]. La clef de-la démonstration réside dans le ﬁait que le
sous-systéme (3.1.4.c) serait identiquement le méme si la quatrieme &quation

de (3.1.4.b) n'existalt pas, c'est-i-dire si le polyndme &tait du deuxigme degré.
En effet et pour un polynSme de degré deux et pour un polyndme de degré trois,

B3 se trouve exclu du sous-systéme d'&quations servant 3 estimer B. et B.. Dans

0 2

les deux cas on a le méme estimé central

~ _ﬁz*t -1
(3.1.4.d)//yEil =B, = e (ir 17'1'y,
2

1

et les mémes poids, qui sont dans la premi&re rangée de [T;Tr]_ T;. De 13 on

généralise facilement: on trouve des estimés centraux et des poilds identiques

‘ o o
pour un polyndme de degré quatre ou cing; pour un polyndme de degré six ou 4

sépt; et pour un polyndme de quelque degég\gfir k ou de degré impair (E+l).
On note aussi qu% dans ces circonstances non seulement les estimés de BO
seraient indengique§, mais aussi ceux de BZ’ B&’ etc. A noter que d'aprés

1'équation (3?1}2Lf) une moyenne de degré z&ro aura tous ses poids ideﬁtiques

aux polds centraux d'une ‘moyenne du premier degré de méme &tendue, puisque

les poids de celle de degré zéro sont tous identiques entre eux.
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3.1.5 TEST DE STUDENT SUR LA SPECIFICATION DU POLYNOME IMPLICITE ASSOCIE

Dans les sections précédentes nous avons pris pour acquis le degré du
polyndme implicite associé 3@ la moyenne temporelle. Mais il est ggalement
possible de tester le degré du polyndme sur 1'intervalle considéré de la série,
de fagon & employer les poids réflétant le mieux la vrale spécification du w
comportement des données et 3 réduire les erreurs de spécification. Soit k
le degré assumé pour le polynOme implicite; et Ek’ le coefficient de signi-
fication statistique douteuse qu'on retrouve dans 1'expression

ok i -
(3.1.5.a) Yt = L B, (t-t)-.
=0 ¥
)
Ajoutant la normalit@ aux hypothéses représentées par (3.1.2.a), la valeur
Fl .

calculée de Student (par rapport a zéro) concernant le coefficient ﬁk

s'obtient par

-

~(3.1.5.b) B

k ’
t =
< ﬁi//[’r'"f] 1
k+1, k+l
ol ['1"T]_1 dééigne 1'élément des dernigres rangée et colonne de [T'T]_l;.

k+1, k+l

et Gﬁ, la variance de la régression. Celle-ci se calcule ainsi

Y [I—T[T'T]—IT' 1¥ /(n=(k+1}), 2)

1)

(3.1.5.¢) 82
AL

[

Y'[TI - P]Y /(n-(k+1)),

oli se retrouve la matrice des poids P. Si la valeur du t de Student calculée
en (3.1.5.b) dépasse la valeur, t,» Pour un niveau Qe signification

o et n-k-1 degrés de liberté&, on accepte que les données se comportent

(2) En effet: e = Y-¥ = Y-TB = y-r[T'1] 'Y = [I-PlY,

ai - S'5/(n-(k+1)) = Y'[I-P]1¥/(n—(k+l)), puisque [I-P]

est idempotente.
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sur l'intervalle comme un polyndme de degré k avec une certitude (l1-a). Sinon

on applique les poids-d'une moyenne de degré (k-1}.

En ce qui concerne cet exposé les tests de Student serviront 3 déterminer
s'i1l s'agit de polyndme du premier degré ou de degré zéro, ce qui simplifie

énormément les calculs (3.1.5.b) et (3.1.5.c). Dans ce cas k 8gale un et ﬁl

vaut

n
(3.1.5.d) B. = 12 Z ((-n~1+23)/2)Y.,
1 ——3——— i=1 j
] s
(n"-n)

grace 3 la deuxidme rangée de la matrice de 1l'expression (III.Bfg) de l'éﬁpen—
dice III.B. L'élément des deuxipmes rangée et colonne de [T"I‘]"1 est, selon

1'équation (IIL.B.f), 12/(n3—n). La variance'ag de (3.1.5.c¢) s'écrit

~2 n n
(3-1.5.e) 07 = & I M YY./ (a-(kt)) -
€ =g 4=y ML

ol Mij sont les €léments de la matrice M = [I—P](B), P prenant ses valeurs de
nxn
1'expression (III.B.i). La valeur calculée de Student se rédult done 3

’

n
(12/(n>-n)) 1

((-n-1+23)/2)Y.
i=1 J

(3.1.5.?) "

2 2 3
YOI ITM YY) /Y(12/(n -n))
=1 j=1 1 13

(3) L'écriture extensive des Mij est simple mais tr&s encombrante:

[
_ o e o 3 -{0,1#3,
Mij = (6ij~ 1/n (-n-1+21) (-n-1+23) (3/(n n)), 6ij—
' 1,1i=j.
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3.2 LES MOYENNES MOBILES SIMPLES
Les moyennes mobiles simples apparaitrohgwgomme une application parti-

culiére des moyennes temporelles. ) -

3.2.1 DEFINITION D'UNE ﬁOYENNE MOBILE SIMPLE

hne moyenne mobile simple de degré k et d’'&tendue impaire(h).n est
une opération arithﬁétique qui consiste i appliquer 1e§ poids d'une moyenne
ﬁemporelle de degré k et d'étendue n % des intervalles successifs d'une série
chronclogique de la fagon suivante. On applique aux observations 1 & n de la
série les poids centraux pour trouver l'estimé correspondant a la ((n+l)/2)-iéme
observation de la série; puis aux observations 2 34 (n+l) pour l'estimé de la

((n+l)/2+1)-1iéme observation; ‘et ainsi de suite, et enfin aux observations

(T-n+l) 3 T pour 1l'estimé de la (T-(n-1)/2)-ieme observation de la série. On

nomme estimés centraux de la moyenne moblle ces estim@s, qui proviennent ae
1'application des poids centraux de la moyenné.temporelle. Au début etlé la.
fin de la série les poids centraux de la moyenne temporelle ne peuvent s'ap-~
pliquer parce que l“irervalle déborderdit la série. Alors pour générer les
estimés correspondants aux ((n+l)/2-1) premiéres et dernikres obser#ations de
la série, on applique les poids terminaux correspondant respectivement aux
((n+1)/2-1) premidres et dernigres ohservations de la moyenne temporelle. On

nomme ces estimés estimés terminaux de la moyenne mobile.

Désignant Pij les &léments de la matrice P des poids de la moyenne tem—

. N
porelle, on construit ainsi la matrice P des poids de la moyenne mobile, qui

(4) On verra plus bas pourquoi il faut limiter les moyemnnes mobiles simples

a4 des étendues impaires.
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s'aplique directementla la série 0 pour produire

r
Pll PlZ - P1n 0 0 0
P21 P22 ve P2n 0 0 0
P P P 0 0
nll n12 nln
0 P P 0
nll an nln
0 0 P P
nll n12 nln
0 0 0 nll Pnlz
(3.2.1.a) P =
0 0 0 P
nll
0 ¥ 0 0
0 0 ¥ 0
0 0 0 0
- TxT

ofl n, ggale ((a+i)/2). On a alors

(3.2.1.b) 06 =P O
Tx1  TXT Tx1

nl

1'estimé O:

n2

nn
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A

En haut 3 gauche de la matrice P se trouvent les poids terminaux du haut de
la matrice des poids de la moyenne temporelle; en bas d droite, ceux du bas;
et au centre, ceux du centre. Nous nommons ces derniers poids poids cen-

traux de la moyenne mobile; et les autres poids, poids'terminaux de la

'moyenné mobile. Grd3ce 3 la propriété des moyennes temporelles centrées Aé—
montrée a& la section 3.1.4, les poids centraux d'une moyenne mobile de degré

'pair k seront identiques & ceux de la moyenne de degré impair (k+l) immédia-
tement supérieur; et tous les polds d'une moyenne mobile de degré zéro seront

identiques aux poids centraux de la moyenne mobile de degré un.

3.2.2 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA MOYENNE MOBILE SIMPLE ET PROPRIETES
STATISTIQUES DE SES ESTIMES

Les différentes moyennes te?porelles de degré k et d'é&tendue n "for-
ment" en quelque sorte la moyenne mobile correspondante. Elles donnent les
estimés locaux d'un polyndme local (c'est-i-dire dont 1'estimation a lieu sur
1l'intervalle considéré de la série) de degré k et d'étendue n. La moyenne
mobile adopte les estimés centraux de la moyenne temporelle locale, quandl
1'intervalle de cette~derniére ne déborde pas la série; et ses estimés termi-

naux, autrement. La moyenne mobile est donc 1'ensemble des estimés centraux

» L A 2 '] 1 L 1 ) A A

' »- +

1l 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 lé 26

1 .
Figure IIT1.1 Interprétation géométrique d'une moyenne mobile

d'étentue cinq de degré un
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de polyndmes locaux au centre de la série; et des estimés terminaux de deux
polyndmes locaux A chaque extrémité de la série. Cholsissant dans la

figdre III.1 une moyenne mobile de degré un et d'étendue cing on estime O griace

-

i la formule-{BTZ{&;p). Les observations Ot sont repérées par ''.'; les estimés

centraux 6t (t=3,...,18), par "+'; et les estimés terminaux 6t’ (p=1,2,19,20)

par 'x'.

I1 faut ajouter a la lumigre du théordme démontré i la section 3.1.4,

que si on retient pour la série 0 de la figure III.1 une moyenne mobile de-

-

degré zéro, au lieu de un, et d'étendue cinq, les estimés centraukﬁﬁgﬁont
. N

1
identiques & ceux de la moyenne du premier degré. Les seules différences dans
0 résideront aux extrémités de la série dans les estimés terminaux. Ceux-ci

répéteront les estimés centraux les plus rapprochés, car les poids d'une moyenne
. ~,

temporelle de degré zE€ro sont tous &gaux entre eux (voir (3.1.2.f)) et égaux

aux poids centraux de la moyenne temporelle de‘degré un.

s

Les moyennes moblles et ainsi les moyennes temporelles étant des appli-

cations particuliéres des moindres carrés, on peut mettre & profit toute -

-
1

1'inférence statistique cLassique développée pour les moindres carrés. Loca-
lement ona Y = TB + e, E(e)=0, E(EE‘)=G§I. Une interpolation ou une prévision
quelconque peut s'é&crire

3.2.2.a Y =tB+¢

( )p p p’

ol tp est un vecteur d'interpolation ou de prévision et Ep est une erreur

2 y -
de varilance GE. La variance de cette prévision s'écrit
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. 1y Y 2 =1 7 -~
(3.2.2.1) E([th—Yp][th—Yp] ) = O'.E[tp[T T] tp+I].

On peut‘donc ainsi calculer la va;iance de chacun des estimés de 1'intervalle
de la gyenne—temporelle en donnant i tp la valeur correspondant & la rangée
appropriée de la matrice T; et &ventuellement aussi, la variance d}estimés
entre les observations de 1'intervalle ou en dehors de l'interv;lle. La va-
riance des estimés aura son minimum quand'tp aura le sien (en supposant que
1'erreur d'appro;imation implicite & l'application du théoréme de Weierstrass
solt négligeable)}, pulsque la matrice [T'T)—l est positive semi-définie. Le
minimum de tp se trouve au milieu de T, c'est-&-dire pour £, égal 3 t* =
[1,0,...,0] qui est le vecteur d'interpolation de la valeur de la moyenne
centrée utilisé dans (3.1.3.a). On coﬁlcut que moyenne temporelle centrée

produit une erreur plus petite que tout autre moyenne temporelle de 1'inter-

valle.

Puisque le régime d'homoschédasticité reste en vigueur pour toute la
longueur de la série, deﬁx conséquences découlent de la variance minimum de
la moyenne centrée. _Premiérement, les moyennes moblles uniformisent en quel-
que sorte les intervalles de confiance des estimés centraux, si '‘on les compa-
re 3 ceux qui résulteraient‘de l'estimgtion par les moindres carrés d'un seul
polyndme pour toute la série. Deuximement, les moyennes mobiles minimisent
en -quelque sorte les intervalles de confiance des estimds centraux, puisque

ceux-ci sont minimums au centre de¢ chaque moyenne temporelle,
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On rencontre souvent \ans la littérature. des moyennes mobiles composées

dont la dé&finition suit.

3.3.1 DEFINITION DES MOYENNES MOBILES COMPOSEES : " . >

On appelle moyenne mobile composée 1'opération arithmétique équivalant

une seconde moyenne mobile sur ces résultats interm&diaires. Pour des raisons

& 8Flaircir bientdt 1'étendue de chaque moyenne res our le moment impaire. .-
J p .
N

Les deux moyennes mobiles-simples sont les moy 1S composantes de la moyenne
composée, Nommant 21 la matrice des poids de 1a Premiére moyenne mobile com-"

posante appliquée aux observations 0 selon la formule (3.2.1.a)k e

2, la
matrice des poids de la deuxidme moyenne mobile composante applg} €e aux
résultats intermédiaires, on a a{g%& ' \

- v,
(3.3.1.a) 0= B, P, 0 = Po, :
T*T TxT P

bl

oli le produit matriciel 22 21 j’EQ donne la matrice des poids & appliquer directe-

- .
ment aux observations afin de générer les estimés de la moyenne composée,

»

Soient %1 et k2 n; et N, respectivement les degrés et les Etendues des

premi&re et deuxieme moyennes -mobiles composantes, on d%t qug la moyenne

composée résultante esq une moyenne mohile n2 de degré k2 d'une nl de degrg\/

51. On ajoute i-ikme observation & cette expression pour désigner les poids
cerrespondant 3 la {i-igme observation de 1' intervalle d'application de 1a
moyenne. Cegiintervalle comprend (nl + n, — 1) observations. Ce nombre

mesure l'@tendue totale de 1a moyenne composée. Lorsque le degrd de chaque

moyenne composante est zéro on dit simplement une moyenne mobile n, d'une” s

"Par exemple une "deux de douze". .
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3.3.2 CALCUL DES POIDS DES MOYENNES MOBILES COMPOSEES A COMPOSANTES D'ETEN-

DUE PAIRE » .

. ™.

Quand une moyenne temporelle a une &tendue paire, 1'observation centrale
\A'

de 1' intqrvalle n'existe pas. Cependant.la section 3.1.3 donne le moyen de
générer les poids centraux prodgisant par interpolation cette observation
"manquante". On peut de fagon analogue interpoler entre toutes les observations
de 1'intervalle. Mais les estimés situés entre deux données observées, ob-
@enus de moyennes mobiles centrées simples d'étendue paire appliquées aux séries
chronologiques, n'ont souvent aucune utilité empirique. C'est pourquoi on a -
jusqu;ici retenu des étendues impaigeé pour les moyennes mobiles. Mais dans

le cas des moyennes composées, on peut avoir une Eomposante d'étendue ﬁaire

a condition que l'autre composénée soit également d'étendue paire. Les es-
timés de la premidre moyenne mobile d'é&tendue paire se:trouvent entre les

dates d'observations; et ceux de la seconde, entre les estimés de la premidre.

“Ainsi les estimés finaux Eoincident avec les dates d'observations.

Soit [T'T 1 T 1Y 1’ ensemble des coefficients estimés du polynome associé

3 la premiére moyenne temporelle d'étendue pairg nl, appliquée aux observations

- .

. - / '
Y de l'intervalle. Les estimés intermédiaires Yl sefsituant entre les observations
s'obtiennent ainsi

o + 1 -1 1
(3.3.2.a) Yl = Tl [TlTl] T.Y

/J"

(nl+1) X (kl+1) (kl.+1) xnl e

ol Tl est la matrice temporelle des variables indépendantes de la premidre

+
moyenne temporelle, et Tl est la matrice d'interpolation des valeurs entre
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-
- . LN

. ) .
les observations, de rangée milieu t =[1,0,...,0], construite de la fagon sui-

1x (k +1)
vante:
(3.3.2.b) TI = | ((21-(a#1)-1)/2)7, §=0,...k ]
i=l,---,(ﬂl+l)
Cette matrice contient (nl+l) longueur paire de 1'intervalle: + n,

position des n, observaticns

rangées au lieu de nl, parce Y de 1'intervalle:

.
qu'élle doit produire, des position des n,+1 estimés
Y intermédiaires” ¥.:

b 1-
ement entr
EStimﬁf‘non seul entte longueur impaire de l'intervalle

des estimés résultants:

¥ X ses X X

\ (nl+1)
les n, observations mais aus-

)

) :
si de chaque cdté de celles-

cli comme dans la figure sui-
Figure II11.2 Encadrement par la premigre moy-
vante. La matrice des poids enne temporelle des observations de 1'inter-
valle
intermédiaires est donc:

._ +. 1 -1 1
K(3.3-2.C) Pl = Tl[TlTl] T.,
{

AN

(nl+1)><n1 (nl+l)xnl

at les poids 21 de la premiére moyenne mobile simple se construisent 3. partir

pour toute la

de Pl selon la formule (3.2.1.a). Les estimés intermédiaires 0

1

série s'obtiennent grice au produit

(3.3.2.d) 8, = p 0.

(T+1)xT Tx1

La deuxiéme moyenne temporelle doit produire les estimés entre ceux de
. t . )
la premidre- moyenne. Les poids de cette deuxiZme moyenne s'obtiennent par le

produilt

-

K X X =ese X X



e

-

. N - '
€3.3.2.¢) P = T [T2

2 T 2

(n,-1)%n, (n2~l)*(k2+1) (k,+1)xn,

ST
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Tzl"lT' 1

.
2’ . *

ot T2 est la matrice temporelle des variables indépendantes de la deuxidme moyenne

témporelle; et T2, la matrice. d'interpolation entre n, estimés successifs, inclus

dans 01:

(3.3.2.0) T, = [(Q21~(n,-1)-1)/2)3,

2

i=l,...,(n2—1)
Cette derniére matrice comprend
(nz—l) rangées de sorte i pro-

duire des estimés entre n,

es-

timés intermédaires successifs ¢

de la premiére moyenne mobile,
comme illustré dans la figure
III.3. La matrice des poids de

la deuxigme moyenne mobile est

donc P, et se construit comme 21.

=0, ...k,

position des observations:  x x +++ x x

position des n, estimés

- K X X ess ¥ %
intermédiairest

position des (n
finauxs

2—1) estimés X X eee x x

Figure IIT1.3 Position des estimés finaux-par
rapport aux estimés intermédiaires

La matrice P des polds de la moyenne mobile

comﬁosée s'appliquant directement aux observations de la série résulte du pro-

duit b

(3.3.2.¢) k= P, B

TXT Tx(T+L) (T+1)XT

Les estimés O de la moyenne composée s'obtiennent par

(3.3.2.n) 0 =p, P,0=Po.
TXT
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-

I

) — N .
‘Ces estimés finaux coincident avec les dates d'observation et ceci s'illustre

par la figure III.3 en y lisant T au lieu de (nz—l) et (T+1) au lieu de n,.

" 3.3.3 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES MOYENNES COMPOSEES
L; -
Dans la figure III.4, on a une série de cing observations disposées

paraboliquement. Sur cet intervalle on produit les estimés d'une moyenne mobile

(5) ' '

- 1

simple de degré un et d'&tendue cinq, représentés sur la droite par des 'x'.

— Son estimé central est au point
Y, ¢ . .
A. L'estimé central de la moyenne
composée de degré un d'é&tendue

trois d'une de depgré un d'é&tendue

trois (étendue totale cing) se

trouve au point B. L'erreur d'es-

‘ timation de ia moyenne simple
i-.LA'.t

1 2 3 4 5

mesure AC; celle de la moyenne

composée, BC. L'erreur de 1la
Figure I11.4: Estimés des moyennes simples (x) : ‘
et des moyennes composées(*) moyenne composée est beaucoup plus

petite. On pourrait en dire autant des estimés terminaux en comparant 1'é&loignement

T

~

des données observées (notées '.') des estimés de la moyenne simple (notés 'x') &
1'éloignement des données observées des estimés de la moyenne composée (notés '*').
. — .

On conclut qu'ad &tendue et degré &gaux les moyennes composées sont beaucoup moins

3

-~

sensibles que les moyennes simples aux erreurs de spécification ayant trait au compor-
tement réel des observations. Dans le cas illustré la moyenne composée de degrés un

s o
est un compromis, en quelque sorte entre la moyenne simple de degré un et la moyenne

simple de degré deux (qui reproduirait dans la figure III.4 exactement les

(5) Lorsque la série ne contient qu'un seul intervalle, la moyenne temporelle
et la moyenne mobile correspondante sont identiques 1'une i 1'autre.
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observations). La moyenne composée ajusterait exactement une ligne droite,
Mais si les observations sont disposées”ﬁutrement, elle les reproduira plus

fidélement que la moyenne simple. Par contre pour les mémes raisons, si les

vrales observations se meuvent linéairement mE}§/se trouvent masquées aussi

d'irrégularité, 1l'estimateur coméosé s'avérera moins efficace et plus sensible

d cette irrégularité.

3.3.4 MOYENNES MOBILES SIMPLES A POIDS CENTRAUX IDENTIQUES A CEUX DES MOYENNES
MOBILES COMPOSEES

-

1= k2= 1 et n1= n2= 3. 11

s'agit de trouver les polds centraux de la moyenne composée correspondante.

Pour simplifier 1'exposition qui suit, on pose k

Pulsque les moyennes moblles composé&es equivalent par définition 3 des applica-

tions successives de moyennes mobiles simples, on a2 respectivement les estimés

v

intermédiaires centraux et finaux centraux suivant:

(3.3.4.a) o0, = (0 _,+0 +0 .)/3, :

(3.3.4.p) o = (0, ,+ 01Q01t+1) /3

Substituant (3.3.4.a) dans (3.3.4.b) on trouve:

(3.3.4.¢) 0 = (0, _,+20, , +30 +2 Ois1 F Opyp) / 9.

H

Donc les poids centraux de la moyenne composée d'étendue trols de degré un d'une

1 2 3 2 1

trois de degré un sont {— —l; Pour n,= 5, n,= 3 et k1= k2= 1, on dé-

3 3 3 2 1
15 15° 15’ 15° 15

gon générale, on obtient pour k1= k2= 1 (k1= k2= ) et n; et n, quelconques

Ga.z_nz) les polds centraux suivant
9 n, n, n, nz—l n2—2 1 ]

9’ 9° 9° g9 9)- 1 7

montre faclilement que ces poids deviennent E%g,-%g,

i
*(3.3.4.4) [ﬁ'}zxa?;z;::rwn—*

1xp*

1nz;'et n¥*, n, - n2+ 1. Ceci suggeére d'envisager les polds centraux

/

de la moyenne non plus comme ceux d'une moyenne composée avec k.= k.= 1,

oji n* vaut n
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mais comme ceux d'une moyenne mobile simple d'&tendue n=n.+ n, -1 de degré un,
P 1 M

dont le polyndme est estimé par les moindres carrés pordérés de pondération

donnée par (3.3.4.d). . .

On a alors le modéle suivant sur l'intervalle de longueur impaire n de

la série:

(3.3.4.e) Y =TB + ¢, E(e) = 0, E{ce") = civ

?
L]

ol V est une matrice diagonale dont les éléments (diagonaux) sont donnés par
(3.3.4.d). L'estimation donne

(3.3.4.f) ¢ =18 = T[T'VT]th'VY.

\' &
La matrice des poids correspondante est donc

i

(3.3.4.g) P = T[T'VT] tT'V.

L

Cétte matrice des poids reproduira une ligne droite estimée sur (nl+ nz-l)
observations par les molndres carrés pondérés. Cependant 1'estimé central sera
identique i celui d'une n, de degré un (ou 2z&ro) d'une ny de &egré un {(ou zéro),
estimé par 1eF moindres carrés simples. Oun pourra alors considérer une moyenne
composée centrée comme une moyenne simple centrée, estimée bat les moindres

carrés pondérés.
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3.4 MOYENNES MOBILES ET FILTRES LINEAIRES

Cette sectioﬂ.approfondit et applique aux moyennes mobiles la notion de
filtré linéaire &bauchée 3 la section 1.5. On peut en effet concevoir les poids
d'uqe moyenne comme un filtre linéaire. Contrairement. aux hypothéses de la
section 1.5 1'intrant du syst2me linéaire ne se limite plus a étre purement alda-
tolre. Soit n l'étendue impai?e de la moyenne (&gale 3 n = (2m+l) = ml+ m2+ 1)
Prg les &léments de la grande matrice des poids_g‘de (3.2.1.a) ou bien de
(3.3.%.h)'selon qu'il s'agisse de moyennes mob{;es simples ou composées; et "

-

T, la longueur de la série. Le filtrage de 0 s'exprime

. ~T ' |
(3.4.a) Ot =z ptsot+s—l’ t=1,...,T,
s=1
od au plus n des poids Peg sont différents de z&8ro par construction de P.
Pour faciliter 1l'exposition qui suit, seulement ces n poids sont retenus pour i
une rangée donnée de P avec la notation du chapitre un: ag, s=~ml,...,m2. On

.

écrit indifféremment

- m

~ 2

£3.4.b) 0t = I usot+sﬁ ou bien 0t = a(L)Ot,

s=-m, /// . |

ot L est l'opérateur de retard; et a(L), un polynSme en L de degré (1+m1+m2)

avec coefficients s s=—ml,...,m2; représentant le filtre du systdme lindaire.

Selon Koopmans (1974, p. 81), les filtres linaires possédent trois proprigé-

tés fondamentales: la préservation de'1'échelle, la superposition et 1'invarian-

Lal
-

ce temporelle. La premiére propriété de préservation de 1'échelle §ignifie que

1'amplification de 1l'input par un facteur ¢, provoque la m@me amplification de

1'output: .

f

(3.4.¢) a(L),{co Ot) = c u(L)Ot.

a4
. R



La deuxiéme propri&té de superposition en est une d'aéébq}ptivité. S5i on a
deux séries Ol(t) et Oz(t), le filtrage de la somme des deux égale la somme des
deux séries filtrées: - |

(3.4.d)  a(L) (61(t) +0,(8)) = a(L)o; () + a(L)0,(t).

Enfin sélon la propriété d'invariance témpogelle 1'effet du filtré ne change

pas par suite d'un déplacement temporel des input et output:

(3.4.e) of;= a(1)0, + O . = «(L)o_

t+h +h*

Autrement-dit le filtre modifie 1'input de fagon homogéne dans Ie temps. Les

deux premiéres propriétés se combinent pour constituer la lindarité du filtre.

De maniére générale on a:

(3.4.£) a(L) (E ok Ok(t)) = E ok a(L)Ok(t),

ol Cok et Ok(t) représentent respectivement différentes constantes et différen-

tes séries.

Selon Chatfield (1975, p. 193), 1l'effet d'un filtre peut étre décrit par

sa fonction de transfert définie par:

M

(3.4.8) AN = I «
s=-m,

Celle-ci se peut elle-méme décomposer en deux parties: soit la fonction de gain

e_iks.(o <A< W )

|A(A)I du filtre et la fonction de déphasage 6(})

G.an) a0 = am] P2 Jam)] (coser) + 1 stn(a()),
qui valent respectivement:
2 2 My 2 1/2
(3.4.1)  |aM)| = {(: ag cos(s)) + (I «_ sin(As)) } ,
s$=~m 5=-m ‘
1 1
. m, m, ﬂ///f
(3.6.3) 800 = tan (I «_ sin(s)) / (I « cos(re))}.
s=-m, ° s=-m, °

I~ 1 b

.
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Cette(fé;résentation r%pose sur deux théorémes démontrés par le méme
auteur (p. 194 et 204).

"THEOREM 9.1 A sinusidal input to a linear system gives rise,

In the steady-state, to a sinusoidal output at the same frequency.
The amplitude of the sinusoid may change and there may also be

a phase shift,”

"THEOREM 9.2 Consider a stable linear system with gain function,
[A(l) - Suppose that the input 0(t) is a stationary process
with continuous power spectrum go(i)- Then the output 0(t) is

also a statiomary process, whose power spectrum, ga(l); 1s given

P g0 = Jam|? g 0m,
ol ia notation‘aﬁoptée jusqu'ici a prévalu. Le premier théorame asshre la pré-
sence dans l'output du filtre de toute fluctuation sinusoidale présente dans
1'input - mais possiblement avec amplitude nulle. Le deuxisme statﬁe que le
spectre de 1l'output vaut, par chaque fréquence, celui de l'igggé‘multiplié paf

le carré du gain du filtre. En d'autres mots, la fonction de transfert décrit

1'effet inhérent du filtre sur up input guelcongue.

AN
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APPENDICE III.A: STRUCTURE ET PROPRIETES DE LA MATRICE DES DEVIATIONS
DU TEMPS PAR RAPPORT A SA MOYENNE

Soit la matrice du temps dévié par rapport 3 sa moyenne de l'intervalle:

(II1.A.a) T = (ti—E)J, §=0,...,k|,

nx (k+1) i=1,...,n

ol ty désipgnent les n valeurs successive du temps sur l'intervalle considéré de
la série; E, la moyenne de ces ti; i/ﬁf j' repérent respectivement les rangées
et les colonnes de T; k est le degré du polyndme associé 3§ la moyenne tem-

porelle. La premiére colonne de T contient des un, car elle a la pulssance
. N .
zéro. La deuxi&me colonne contient (ti-E), i=1,...,n. Cette sulte peut s'écrire:

. 1 ‘ g N |
(IIL.A.b) t,-t ="t Lty =(ti-(t1+tn)/2 = 5

Zti-t1~(§1tn—1) = Zti—Ztl-n+l, 1=1, .
2 2

= .

Pour 1 égal 3 un cette derniere expression vaut (-n+1)/2; pour i égal 3 deux,

elle vaut (rn+3)/2;_;Ehr i ¥gal 3 n, (n—l)/Z. D'une fagon générale la suite
(III:A.b) s'éerit

(iII.A.c) (t,-t) = (-n-1421)/2, i=1,...,n.

Et la matrice T vaut: ’

(II1.A.d) T = ((—n—1+21)/2)j, J=0, ..., k]|

i=1,...,n

Si 1'étendue vaut n=2m+l (étendue impaire) T se simplifie &:
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(IIT.A.e} T = (—ﬁ+i~l)j, 3=0,...,k|;

i=l,...,n

et la suite (IIL.A.c), & : -m,-(m-1),-(m-2},...,0,1,2,...m. De 1'expression

(III.A.d) on peut &noncer la propriété suivante. -~

Propriété 1 de la matrice T: - N

Les éléments de la matrice des déviations du temps prennent des valeurs
indépendantes des valeurs absolues ti, prises par le temps sur 1l'intervalle.
Ces €léments prennent des valeurs qui sont uniquement fonction de 1'étendue n

et du degré k du polyndme associé 3 la moyenne temporelle.’ .

Les éléments de la suite (ti—E) sont symétriques par rapport A zéro.
En effet le 1-8me &l&ment (ti—E) du début de cette suite est opposé par le signe
‘au i-éme &lément (tn+1—i_E) de la fin de la suite. Selon (IIT.A.c) ces &léments

valent respectivement

(III.A:E) (ti-E) = (—ﬁ—1+21)/2

e

(III.A.g) (t £) = (-n-142(n+1-1))/2 = (n+1-21)/2 = ~(-n-1421) /2,

ntl-i

et sont.bien de signes opposés: ainsi s'@nonce une autre propriété de la matri-

ce T.

Propriété 2 de la matrice T:

Les colonnes de T & pulssance impaire sont symétriques par rapport a
zéro et ont donc moyenne z&ro; et celles 3 puissance paire le sont par rapport

3 l'ordonnée et ont donc moyenne supérieure 3 zéro. La "rangée milieu" de T
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a valeur [1,0,...,0]. (81 1'dtendue n est paire.cette rangée mifieu ne failt pas
Ix(k+1)

partie de.T, telle due construite., Elle se situerait entre deux observatioég.)
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APPENDICE III.B: ETABLf%SEMENT DE LA MATRICE DES POIDS D'UNE MOYENNE
‘ TEMPORELLE D'ETENDUE n ET DE DEGRES ZERO, UN ET DEUX

.
La matrice des polds cherchée esﬁ P = T[T'T]_lT', pour une.moyenne
d'étendue n et de aegré k quelconques. §i ié degré k du polyndme ass;cié i la
moyenne temporelle est zéro, T, T'T et [T'T]_l}valent'respectivemént: .

1 -

L ’
(III'B.a) T = | 1 |, T'7=[n], [T'T]T = [1/n]. :
1x1 1x1 N
1
nx1’

LY

De 13 se calculent facilement [T'T]_lT' et P = T[T'T]—lT':
(II1.B.b) [T'T] 7' = [1/n 1/n ... 1/n], .

1x1 1xn 1xn

' )
(III.B.c) P ='T[T'T]_1T' - [1/n 1/n ...1/n

1/n 1/n ...1/n

l}n 1l/n ...l}nJ

.

. - IMXn
&P -

-

1

Si le polyndme associé est du premier degré, on a d'aprés (IiI.A.d):

(1 (-n-1+2)/2 )
(I11.B.d) T =

I (-n-1+4)/2-
N R
1 (-n~1+2n) /2] '

5
1‘(
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Puis d'aprés (IIL.C.c) T'T vaut:
(1II.B.e) T'T = |" 0
0 z((-n-1+2i)/2)2 -7 ' <
. :
) -
<& - fr
= |n 0
s .
L0 (n"-n)/12

ol la sommation s'est simplifie de la sorte griace i (III.D.1l). L'inversion

de cette matrice diagomale donne

(II1.B.£) [T'T] % = [1/u 0

. 0 12/ -m) "

Effectuant le produit [T'T] 2T on trouve:
9
(I11.8.g) [T'T] it = | 1/® 1/n ... 1l/n \ )

(-n-1+2)/2 §&n-1+4)/2 (-n-1+2n)/2

(m3-n)/12  (a>-n)/12

p——

(n3~n)/12

A noter que la prémultiplipation de cette matrice par le vecteur des observations
zf . _
dE 1'intervalle donne le wecteur des coefficients du polyndme, implicite associé.’

Donc les poids & appliquer & Y pour obtenir EO sont dansxii:ij§;fz:;£?ngée de -
cette matrice; et ceux pour El’ dans la deuxizme. Enfin P s obtient en post-

multipliant T par la derniére expression:

»

w
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| [
« (III.B.h) P =rT[7'T] iy = (/0 1/n ... 1/n

1/n 1/n ... 1/n

~hAxn

“

l}n 1l/n ... l/nJ

. ~ .
! 3 ((ﬂ'+2 J@'+2 ) (n'+2 Y(n'+4 Yoou(n'+27 ) (n'+20).

o
L Tw

@'+ )(@'+2 )" (n'+4 )(n';4 Yoo (n'+4 ) (n'+2n)

3

(n'+2n) (n'+2 ) (n'+2n) (n'+4 )...(n'+2n)(n'+2n)J
%

nxn
ofi n' éga§£ (-n-1) afin d'alléger la notation. Cette derniére expression s'éecrit

aussi:

r 1
(III.B.i) P = 1/n//_l/n ... 1/n

8 1/n ... 1/n ( :
Ve _ + 3 | (m-1421) (-n-1423),4=1,...,n].

;3 . i=l,...,n

l}ﬁ 1/n - l/nJ nxn

-

nxn

Les deux derfigres représentations montrent que les poids de la moyen;zwtemporelle
ot du premier degré sont ceux de la moyenne de degré zero plus d'autres poids, dont

" 1'expression générale se trouve dans le dernier terme de (III.B.i).

-

5
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Si le polyndme implicite associéd est du deuxiBme degré on a:

. (.2
(111.8.5) T = |} 1 %Y
: 2
1 T
. 1oty ot}
' 4
b
S
N\
‘a‘
2 \
1 ¥
.1 S L
\. J \__./""h—-\
™
of ti = (ti-E)‘ = (-n-1421)/2 d'aprés (III.A.d), ;
r 3 /
(III.B.k) T'T=|n 0O th
l|2 1 i -
0 Eti 0 |, d’aprés (IIZ.C.c).
2 4
L} t
Eti 0 Eti J

Le d8terminant de cette matrice et son invefrse sont:

(III.B.1) & = n(;tiz)(zt£4)'— (Et;?')B,

. R S | [ ,2 ,4 - ,2.2)
(}A/I.B.n) (r'11™ = 3 [y eyt 0 -y
\_o nceth-cehH? o L
1 1 2
—(Et'))2 0 ¥ n@Ee'd
1 i
]

On trouve [T'T]_lT' et P = T[T'T]_IT':
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( ”
(I1I.B.o) [T'T] 7' = ((zt )(Et' by - (ze} )tj' 2y/8; §=1,...
: { 1 )
, )
((n(zt ) - (Zti ) )tj')/A; i=1,..
{1 i -
¥a '2 2 '
(—(Zti YT 4+ n(Et )tj )/A, j=ly ... yn
i i
/j
] P g
(TII.B.p) TLr'T] i7" - _((ztf)(zti") _ (ztf)t'.z)/a; j=1,...,n
17 g i J +
. rangée répétée n foils
nxn -
e OO 4y _ ey 2y )t /85 3=1,....n| + tl'cz(—(itiz)z +n(Et] )t 2yra; 3=1,..
1 1 1 i
k=1,...,n - k=1,...,n
-
nxn nxn
1 2 ; 2 2
A ) t'(c , Dt! t'“(E , Ft!
= E AJ y j=l,...,n -.'-' k(K'i-E'J); j=l,...,n| + k(“A-+KJ ); j=1,...,n|,
(n fois) k"l,...ﬁ; k=1,...,n
nxn nxn nxn

oll ti = (-n-1+21)/2. Cette derni&re équation montre que les poids de la moyenne
temporelle de degré deux sont indépendants des valeurs absolues du temps; mais

surtout qu'on peut les calculer i partir de quelques constantes A, B, C, D, E

et F. Ces constantes se simplifient certainement davantage si on leur substitue

Les polds centraux de la moyenme
i

es identités Zt ?e l'appendice III.D.

~F
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temporelle de degré deux se trouvent dans le premier terme du membre de droite
2
¥

puilsqu'alors ty = tﬂ- = 0. Ces poids sont symétriques par rapport d 1'ordonnée

L

parce que t52 1'est & cause de la propriété deux de 1'appendice III.A.

'

LR
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APPENDICE III.C: STRUCTURE DE LA MATRICE T'T

H

51 on envisage T comme n'importe quelle matrice de variables indépendantes
dans le contexte de 1l'estimation d'une courbe par les moindres carres, le pro-
duit matriciel [T' T] est une matrice positive semi-definie. Mais [T T] a

8
également une structure spéciale. On a

- -

(II1.C.a) T = |(¢,-©)F, j=1,...,k

d'oli on tire

(III.C.b) T'T = z(:i-E)(j+i), 3=0,...,k|.
\ k] e

De la proprié&té deux de 1'appendice II1.A, on déduit que

(IIT.C.c) I(t —E)(j+i) =0 pour (j+i) impair,
o i

>0 pour (j+i) pair.

La matrice T'T a donc 1'allure suivante:

!
r ) k T
(IIT.C.d) T'T = |q 0 Ie) ce Ity
12 y (k+1)
0 It} 0 £t} .
Ztiz 0 Et:'L4  (k42)
4 (k+3) _
0 bty 0 .. P ol £ = (£,-t) = (-n-1+21)/2.
. |
'k y (kH1) y (k+2) ¢ (ktk)
Eti Eti Ei P Eti J

(k+1) x (k+1)
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n
APPENDICE II1.D: QUELQUES IDENTITES CONCERNANT I i
) i=1

k et I (ti-E)k

1)

Des tables mathématiqués on tire les identités (III.D.a).a (III.D.h)

gui suivent:

!

(ITII.D.a) 1+2+3+...4n = n{(nt+l) = lng + 1n,
2 2 2
(III.D.b) lz-i-l22+32+...+r12 = n(o+l) (2n+l) = 1n + inz +.ln3,
6 - 6 2 3
-]
(II1.D.c) ]_3-}-23+33+...+1'13 = 32 (n-i-l)2 = lnl' + _II_.n3 + _]_.'nz,
: 4 : 4 2 4 .
(rrz.p.a) 1%2%3%. . % = 6n® + 152 + 100% O 1n,
30 30 30 . 30
5.5.5 &% 6.5 4 2 :
(I11.D.e) 1742°+37+...403 = nl + 0’ + 50" — n°,
6 2 172 12
(II1.D.£f) l6+26-+-36+...+1:16 = 57'4- 26 + 25 - _113 + n
7 2 2 6 42
D'une fagon générale on .a:
n
— - &
(1r.p.g) £ 15 =2 4 iR 4 gD 5 k-1 (k-2)n K7, 4
T 5 1 2 ‘
i=1 k+1 2 ¥ i
A ' (k-5)
Bk (k-1) (k=2) (k-3) (k—4)n cees
6! :
T
(1) Dwight H.B., (1966), pp. 7-11. g-,—

\

T af.
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.

N ' ‘ 0
ou on laisse tomber les termes comprenant no et les termes qui suivent n ; et

od les Bj sont les nombres de Bernouilli, dont voici quelques-uns:

(I11.D.h) Bj=1, By=l, By=1 , B,=1 , B,=5 , B.=691 , B.=7, B,=3,617, B,=43,867 .

6 30 4 3 6 2,730 6 510 798

1

;
Des ldentités (IIL.D.a) & (III.D.g) on tire de nouvelles identités conéer:n/)
n
nant les sommes des déviations du temps I (ti—z)k. De 1l'appendice IIT.A on
: i=1
salt que (ti—E) = ti = (-n-1+2i)/2. On a

n -k 2 k
(II1.D.1) I (£,-E)" = ‘I ((-n-1+20)/2)° = 0, k=1,3,5...,
i=1 i=1

-

de par la deuxiémé propriété de 1l'appendice III.A (somme de nombres symétriques
par rapport 3 zéro). Pour k égal &2 2,4,6..., on doit résoudre

n k
(III.D.j) I ((-n-1+21)/2)%,
i=1

quil devient en posant k égal i deux:

2:

((n°+2n-tni+hi2—41+1) /2) 2.

(I1I.D.k) . :
. N _ o

t'
1 1 i

[ I e B
neg

i

Avec un peu de persévérance on trouve,‘en substituant les identités (III.D.a & f):

(III.D.1) Etiz = (a3-n)/12.

De méme on obtient

(3n° — 100> + 7n)/240,

(III.D.m) Ztié

6 n7 - Ei + 7n3 — 31n

448 64 192 1,344

(I1I.D.n) Eti




CHAPITRE 4: DIAGNOSTIC DES METHODES D'AJUSTEMENT .
SAISONNIER DU TYPE RAPPORT A LA MOYENNE MOBILE

ﬁ.l BREF HISTORIQUE DE L'AJUSTEMENT SAISONNIER
Les premiéres institutions 3 produire des données sur ume grande échelle
A .
furent les bourses de valeurs, les banques ainsi que les companies d'assurance.

La production de données &tait un sous-produit de leur activité-méme. FEn effet

la plus grande partie de la premidre littérature sur le traitement des séries

se retrouve dans les publication se 1'Actuarial Society of America et de

1'Institute of Actuaries(l).

A ses débuts, cette littdrature s'attaque aux probliémes du lissage - des
séries, c{est—é—dire a l'éliminatiqn des irr&gularités. Puis 3 mesure que
Plus de données trimestrielles, mensuelles, voire hebdomadaires apparaiseent,
elle s'intéresse - ou du moins tient compte - des problémes de saisonnalits.
C'est la naissance de 1l'ajustement saisonnier. On imagine bien 1'intérét que
les actuaires, c'est-d-dire leg compagnies d'assurance, pouvaient porter au
lissage des données: 11 leur fallait &tudier les séries de mortalité et au-
tres purgées de leur irrégularité, de sorte 3 charger & leurs clients des
primes suffisantes mais aussl concurrentielles., C('est d'ailleugs ‘1'impression
que donnent des titreé_comme "The Theory of the Construction of Tables of Mort—‘
-ality" (Hardy, 1909), "On- the Construction of Tables of Sickness and Mortality"
(Spencer,1904) et plusieurs‘autrés titres ;emblables;

(1) Ainsi en témoignent les références de Macaulay (1931) et de Whittaker et
Robinson (1924) qui remontent parfois Jusqu'i 1870.
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Voici ce que Macauly (1931, p. 17) écrit dans son introduction. Son
livre a pour objet 1'étude et la comparaison historique de taux d'intérét et
de prix d'obligations au moyen de séries remontant 3 janvier 1857. La com-
paraison de différentes séries nécessite souvent 1'élimination des variations
saisonniéres. Les séries ainsi "graduées" n'ont pés pour but de remplacer
les séries brutes, mails de les complémenter ("supplement the datg"). Se ré-
férant plus tard 3 cet ouvrage Shiskin (1968, ;. 82) écfira que les méthodes
d'ajustement saisonnier du type "rapport 3 la moyenne mobile" ("ratio-to-

moving-average") originent de cette &tude de Macauly, du National Bureau of

Economic Research, faite i la demande du Federal Research Board; tandis que

la méthode "1link relative" provient de Persons (1919, 1923) de 1'Universita

Harvard. Shiskin préfére la méthode du rapport 3 la moyenne mobile, parce
qu'elie permet une mesure plus exacte des composantes des séries tout en
proéhrant une plus grande flexibilité. C'est pour ces raisons que presque
toutes les institutions impliquées dans 1'ajustement saisonnier sur une grande
échelle 1'adoptirent malgré qu'elle fiit relativement laborieuse.

En 1954 - c'est toujours Shiskin quil parle - le U. S. Bureau of the Census

mit sur le marché une version de cette qéthode (une version mére de la version
actuelle "X-11") programmée pour ordinateur. Elle fut rapidement adoptée pour
1'ajustement de la plupart des séries publiBes aux Etats-Unis, au Canada, au
Japon et d'autres pays, ainsi que par 1'Organisation de Coopération ét de

\ ..

Développement Economique et par plusieurs organismes privés. L'usage des
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ordinateurs permit par la suilte des rafinements auparavant impensables de cette
méthode, tels des moyennes mobiles pondérées, des statistiques pour juger de la
qualité des ajustements effectués, des optiohs de traiteﬁent déclenchées auto-
matiquement pour s'adapter aux différentes séries, des options d'ajustement
pour rotation des jours ouvrables (Young, A.H., 1965), etc. En 1960 le U.S.

Bureau of Labor Statistics adopta &galement une version semblable de cette

méthode (U.S. Bureau of Ebbor Statistics, 1964), mais elle devint vite caduque

devant les versions sans cesse améliorées du U.S. Bureau of the Census.

~

Selon Shiskin les différentes variantes de la méthode de rapport i la
moyenne mcbile donnent toutes sensiblement les qﬁmes résultats. 11 apparait
manifestement que cette méthode peut ajuster une grande proportion de toutes
les séries, sauf celles qui sont trop irréguliZres et celles dont la saisonnalité

change trop vite. De 1'aveu méme de 1'auteur le principal probléme 3 réscudre

maintenant semble @tre d'amé@liorer les facteurs saisonniers pour 1'année en

cours et l'année 3 venir (c'est-d-dire pour la derni®re année d'observation de

hl

la série et l'année de prévision qui la suit), car ces années sont tras

b ]

importantes dans 1l'analyse des tendances en cours et & venir {Shiskin, J

-~

1968 p. 84-85).- Les italiques sont de nous, car c'est précisément 3 ce probléme,

reconnu par Shiskin, auquel ce travail s'aftaque.

;

Enfin Shiskin (1968, p. 85) glisse un mot des méthodes d'ajustement par
(3) '

régression L'ére de l'informatique a également vu apparaitre de telles

méthodes. Mais jusqu'ici on s'en est servi pour un petit nombre de séries et

(3) Jorgenson, D.W. (1964), Burman, J.P. (1973), Duvall, R.M, {1966),
Henshaw, R.C. (1966), Jones, H.L. (1943), etc.

- . -

=
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p telles l'ajustement multiplicatif ou additif, mensuel ou trimestriel, 1'a}us—_
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1

on-n'a pas suffisamment testé& leur pouvolr de prévision. Meme si la mé&thode de

rapport 3 la moyenne mobile ne procure pas certains avantages statistiques

des méthodes régressives, elles ont donné en pratique de bons résultats, ne
L : .

différant pas sensiblement des résultats obtenus par des méthodes régressives

* f
pour la partie historique. Quant aux prévisions les méthodes régressives onts

produit des facteurs saisonniers et une tendance-cycle moins précis.

4.2 BREVE DESCRIPTION DES METHODES D'AJUSTEMENT SATSONNIER AU MOYEN DU RAPPOﬁT
A LA MOYENNE MOBILE N

"Comme mentionné plus haut, il y a différentes versions de la méthode

f - a
d'ajustement saisonnier par "rapport 3 1la moyenne mobile", toutes ces versions

donnent sensiblement les mémes résultats(a). Ainsi une brave description de

la version la plus récente du U.S. Bureau of the Census, dite "X-11", sera

valable pour toutes les versions relevant de cefrte méme méthodologie.

On retient le modéle mensuel et multiplicatif. On lira les mots "deux
de quatre" au lieu de "deux de douze" pour se représenter le modéle trimestriel

correspondaht; et, "additionner et soustraire, au lieu de "multiplier et

#
diviser"” pour le modéle additif correspondant; et, "différences'" au lieu de

"rapports'; etc. On a la série originale: - o ¢
. .

(4£.a) 0=C_5S 1 \’)t=l T v
) t t Tt .t TeTTa

(4) L'avantage décisif de la version du U.S. Bureau of the Census sur les autres

réside moins dans la mé&thodologie que dans sa flexibilité informatique 3
accepter les données sous a-peu-prés n'importe quelle forme mécanisable,
ainsi que dans les options qui furent ajoutées a la méthodblogie de base,

tement pour rotation de jours ouvrables, etc. Une bonne mise en marché ex-
plique également sa diffusion généralisée.

-~
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I

oi T est le nombre d'observations dans la série, constitude de 12 mois et I
années, La méthode consiste d'abord & prendre une moyenne mobile deux de douze

(3)

centrée de la sérile originale, dans le but d'&liminer la saisonnalité (stable
dans ses effets) et 1'irrégularité de la série. Ceci prodult un premiler esti-

mé de la tendance-cycle:

(4.2.b) Et = [2x12]c O t=7,...,T-6,
L ]

oli la notation [2><l?.]c indique qu'il s'agit de la deux de douze centrde.
Puis la division par C de 1la série originale donne les 'rapports saisonniers-

irréguliers”, d'ou le nom."rapport i la moyenne mobile" ("ratio-to-moving-

average') de la méthode:
-

b d
(4.2.¢) S 1 = 0./ C., t=7,...,T-6. N

tt t .
’ TN /
- o . T- v

T—

Le lissage de ces rapports, pris sé&parément mois par mois, éu'moyen d'une

moyenne mobile d'&tendue trois de degré zéro d'une d'dtendue trois de degré

(6)

zéro , donne un premier estimé des coefficients saisonniers: -
(4.2.4d) Sg5 = ([3x3] Siinj i=2,...,1), j=1,...,6,
= ([3x3] Sij 1j? i=1,...,I-1), j=7,...,12.

-

Six valeurs manquent d chaque extrémit@ de la série 3 cause de 1'emploi de
la deux de douze centrée dans (4.2.b). Ces coefffcients saisonniers sont

ensulte "centrés" sur un (zéro dans le modéle additif) pour chaque année au
L)
moyen d'une division par leur moyenne mobile deux de douze centrée:
*

(5) Lorsque n'apparaltra pas le mot "centrée", il s'agira d'une moyenne
compléte avec ses poids terminaux.

(6) Les polds centraux de la trois de trois de X~11 ont comme polyndme implicite
associé une droite ou une constante (grice & la propriédté des moyénnes
centrées décrite au chapitre III, section 1.4). Mais les poids terminaux

sont tout-a-fait empiriques et correspondent davantage a4 ceux d'un polyndm o
associe de degré zéro, comme nous le verrons.

3
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(4.2.e) § =35 /[2x12] §, e=13,..., 1-12, X
S .3 18 " (7)
S, = S, / [ZXl2]CSl3, F—Y,...,lz,
5, = / [2x12] Soqp toT-11,...,T-6,

IS L]
. im

ol les deux derniéres équations signifient que les six facteurs saisonniers de
chaque extrémité de la série §' des facteurs saisonniers préléminpifés;sont’

divisés par la premiBre valeur disponible (la plus rapprochée) de la deux de

. s wn o ) . K8
douze centrée appliquée & S. Le§ facteurs saisonniers préliminaires "centres”( )
] ¢

_s'étendent donc de 7 & T-6. Les six.valeurs manquantes 3 chaque extrémité sont

L

restituées(g) 4 la série par répétition du coefficienﬁwgatif?nier le plus rap-

proché& pour un mols denné:

-

(4.2.6) 5, . =5, ., 3=1,...,6, : _ : .

wvan
|
]
:
.
K)
ll_.l
]
»

I,j 7I-1,3’

]-‘1“—"—'“ - . 5 .

(D f2x12] X =1 X _+1 L X +1 X ..

©t % T ks ek 26 ES |

(8) Comme expliqué plus bas, ce centrage n'est qu'approximatif. L.

7

(9) Afin de rendre moins indigeste la présentation, nous ignorons feci 1! iden-
tification et le remplacement des valeurs dites "extrmes". Cette opéra-
tion se base 'sur 1'analyse de la dispersion des irréguliers intermédiaires
obtenus, 3 ce stade-cl, par division des § I

« = L ' E )
par St’ t=7,..., T-6 (Shiskin 1967, pp. 9 et 10). Nous y reviendrons ‘au %ﬂ\\%—’_‘ﬂ\\\;

‘chapitre cing.



par ces facteurs sadsonniers préliminaires centrés;

-

Des facteurs salsonniers préliminaires centrés §t existent donc mainterant

pour toute l'étendue de la série. Un estimd préliminaire de la série ajustée

poufhles variations saiﬁonniéres slobtient par division de la série originale

Y

(4.2.g) €I =0 /5§, e=1,...,1. !

;

-,

. \ N
On. applique & cette série ajust&e préliminaire un filtre un peu pplus recherché

dit "moyenne de Henderson" pour en extraire 1'irrégularité. On peut dire que,
cette moyenne a comme polynﬁme\implicite assoclé une cubique pour les poids

’ - 10 :
centraux; et, une parabole pour’ les poids terminaux ( 2 Cecl proquit un

sedond estimé; améliorg, de la tendafice-cycle:

L

o o _
(4.2.h) ct(ll)é [H](CtIt), t=1,...,T. 'y . _ [

-La division dé la-série originale par cette dernigre tendance-cycle donne les

rapports saisonniers-irréguliers finaux

-

(4.2.4) 8T =o /&, t=1,...,T.

tt t t

-

(10) Macaulay, F. (1931),“p. 90, note (1). Fontenay (de) et Prieuret (1972),

(11) *I1 va de sol que le € de 1'équation (4.2.h) et le § T de (4.2.1) ne sont
pas les mémes que ceux des €quations (4.2.b) et (4.2.c). Il s'agit de ne
pas trop encombrer la notation en adoptant dorénavant cette convention.
Autre remarque: l1'dtendue de la moyenne Henderson est cing-dans la version
trimestrielle mais varie dans la version mensuelle. L'étendue peut &tre 23,

20). L | o _ -

= - 1

13 ou 9 selon la grandeur de l'irrégulier (voir Shiskin, 1967, pp. 4, 10 et .

Iz
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28
, | N

I

Le lissage de ces rapports S-I ay moyen d'une trois de degré zéro d'une cinq

(12) :

de degré zéro » Produit les facteurs saisonniers finaux non-centrés:

!
t

(4.2.j) Sii = ([3x5] Siinj,_i=l,%), j=l,...,12;.

‘Ces colfficients saisonniers sont centrées sur un {zéro dans le modgle

additif) ﬁoqr obtenir les coefficients finaux:

-~

(4.2.k) 5 =8 / [2x12] §_, t=7,...,7-s,

[£20 3]
Il

e =8,/ [2x12lcs7, t=1,...,5

- ©
S,= 8./ [2x12] s, ., £=1~5, .., T.

'La série ajustée pour la saisonnalité finale s'obtient en divisant la série

originale par les facteurs saisonniers finaux; la tendance-cycle finale, en
1Y

passant une moyenne Henderson sur la série ajustée finale; et 1'irrégulier,

en divisant la série ajustée finale par 1a tendance-cycle finale:

’ &7 = ’ -8 = '\' I ‘ .' -
4.2.1) €1 <o/ 5, tal, 3,1, .

A} -

(4.2.n) EC, [H](Cgft), t=1,...,T,

1l

-~ ~ o~ _\* _ .
(.2.m) I = @1) 7/ C.» t=1,...,T.

1

R -

"

-pour la trois de cing. De méme la note 9 au ‘sujet du fémpladqment'des
extrémes doit 8tre faite ici, o '

(12} 1La remarque faité au sujef de la trois de trois (note 6) tient ééalemeht
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Toute cette série de calculs constitue la premiére itdration de la version -

(13)

X-11 qui en contient trois . Les deux autres itérations ont pour but d'amé-
liorer 1'identification et le remplacement des valeurs extrémesf La dernigre
produilt, en plus, des facteurs saisonnilers de prévision au moyen de la trois

de cing. Cette prévision Equivaut i extrapoler les facteurs saisqqniers de la

»

LIS

fagen sulvante:
-~ L]

~

w1

= o 1 2
(4.2.0) St = § + 5 (s -

t-12 t-12

t_za}, t=T+1,T..,T+12.

4.3 MODELE D'iNTERPRETATION:DES FONCTIONS DE GAIN ET DE DEPHASAGE DES FILTRES
Comme d&ja expliqué au chapitre trois section cing, 1es/§oncﬁ&eﬁ/ de géin
et de déphasage d'un filtre expriment son effet sur 1°' amplitude et la phase '
d'une sinusoide de fréquence do?née. Pour fins illustratives, on suppose ici
que le éigﬁal présent dans l'intervalle d'application du filtre se peut approx-
imer & 1'aide d'un segment d'une ' seule sinusoide de période (mé€me beaucoup
plus lopgue que 1'intervalle), d'amplitude et de pﬁase données. En d'autres
mots, 11 s'agit d'isoler une sinusoide et d'analysg; sur elle l'effet inhérent
de'la.moyenne étudi€e. A noter que localement une seule sinusoide prend 1'al-
Jdure d'une droite dans le volsinage du point d'inflexion et d'une constante au-

e s
tour du point de retournemens, pourvu qu'on choisisse une période suffisamment

longue. Cette seule courbe peut aussi localement ressembler _5 : certaines
paraboles et méme certaines cubiques en retenant une périoqE plus courts:

L'intérat portera ici sur les mouvement localefment linéaires, 10:5@&111 s'agira‘

d'étudier 1'effet des filtres saisonnlers;et les mouvements paraboliques, pour

(13) Dans les deux itérations suivantes, 1'identification et le remplacgment des .
extrémes se font A partir des irréguliers fipaux de 1'itération prétédente
~au lieu de ¢ calculés localement comme dans la premidre itération. Le
premier estimé la tendance-cyclé résulte de 1°' application de la deux de
douze & une série originale avec valeurs ‘extrfmes remplacées. Ce “ont 1a

*» les ,deux seules.différences.

N
- .
Ty R * . ’

q
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les filtres cyclo-tendanciels. Si le filtre s'appliqug d deg données mensuelles
comme la deux de douze, les fréquences 1/360, 2/360, 3/360, etc. q% 1l'abscisse
-des graphiques de 1'appendice IV.A s'interprégg:!Zginsi: la siﬁusoide corres-
pondante se reproduit 3 tous les 360 mois; & tous les 180 moils (360/2); 3 tous
les 120 mois; et ainsi de suite. 81 le filtre s'applique & des observations
annuelles, commes les filtres saisonniers du X~11, on 1lit daﬁs la phrase précé-
dente le mot "années" au lieu de "mois". Plus la fréquence considérée est basse
plus lalpériode de la fonctlon correspondante se trouvé longue; et plus lente,

son oscillation.

Jfff\
B sin(2m(i-1)+¢)

11
36 H

a sin{2m(i-1)y+27m(-3.6))
36 36

36

. ' ' J : f_ /fJ
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- Dans 1'exemple de la figure IV.1, on considére un filtre saisonnier et la
fréquenge 10/360, c'est~i-dire une sinusoide donnée de période de 36 années.
La courbe qrigihale est o sin(2m(i-1)). S1i la fonction de gain du filtre a
36 :

cette fréquence, A=10/360, vaut 1507 et la fonction de déphasage, zéro,‘la si-

nusoide devient 1.5c sin(2n(i~-1)). i la fonction de déphasage vaut 107 et 1le

36 '
gain, 100%Z (aucun changement d'amplitude), }a,sinusoide devient a sin(2n((i-1)-3.6).
36

Elle devient 1.5 o sin (2m((i~1)-3.6) avec 1 déphasage et amplification mention-
36 : ‘
nés. Le changement de phase regoit un autre &clairage, si on considgre un seg-

ment domné quelconque de la courbe égal a 1'étendue.de la moyenneiou filtre 1i-
néaire &tudiés. Considéroms par exemple le segment AE contenant'éﬁﬁt observa-’
tions. Le changement de phase de 107 par fapport 2 1'étendue d'une osc%llation
compléte de la courbe en impliﬁue un de 51.4% (BB'/AF = 3.6/7.0) par rapport 3
1'étendue de la période d'application du filtre. Par exemﬁle si les données se
comportent localement comme le segment AL et qu'on prétend en estimer le point
B (par une moyenne appliqude 3 AE), on trouve B"'.avec le changement d'amplitu-
de de 150% et pas de changement de phase; et.C, avec les deux & 1la fois. De
toute évidence de telles erreurs d'estimatio? sont davantage intolérables qus

. ~
1'optique de la période d'observation AE., . : o

.2 1'étendue du filtre. Solent A et Aul la fféquence et la période aseocide 3
\ ;
‘cette fréquence;, et n, 1'étemdue #e la moyenne. La Fonction de déphasagel "loca-
lis&" g'écrit . -
o . . \

(4.3.a) ¢L(J\,n) = o)A “/n = ¢(A)/in,
te qui dans 1'illustration valait: S1. 47 =107 [ (10 X75 A remarquer que la

360
multiplﬁtation du déphasage localisé par 1' etendue de la période 4' applicatida

du filtre (divisé par IOOZ) donne le déphasage absolu: % ~
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(4.3.5)  9,(A) = ¢ (A,n)m = (/A

Cette fonttion indique le nombre effectif de périodes de retard {ou d'avancéb
dgs estimés sur la réalité. Mdlgre son.interprétation plus directe et facile,
nous retenons cependant la valeur absolue du. déphasage localisé pour.des ral-
sons graphiques. En effet celle-ci .se trouve représentée dans lés graphiques
de 1'appendice IV.A avec le déphasage global et le gain. A noter que quand

la fonction de déphasage global est de -107 par exemple, sa valeur apparalt
commé 907 ; de méme. -20% apparalt comme 807; et ainsi de suite. ‘Ceci minimisg>
1'amplitude de l'ensemble. des variables mises sur un mE@e graghique: toutes
résidenF ainsi au dessus de 0.0. Il résulte de cette convention que les dépha-
sages' locaux associés i-déé déphasages globaux de plus de 507 s'interprétent
‘négativement et que les déphasages giovaux les plus eonsidérables se produisent

ddns le voisinage de 50Z. .

-

Enfin une derniére remarque sur la valeur du biais. -Dans 1l'exemple de la
’figuré IV.l, le bilais introduilt par le déphasage dans 1'estimatign de B mesure
BB"'. Il mesurerait HH' dans l'estimation du poilnt H; et, z&ro pour le point
D. Manifestemeqt 1a valeur du bilais causé par le déphasage varie selgp le
segment chosi de la courbe a.sinigg(i—l)) pour 1'appli€ation du filtre. On
peﬁt en dire autant du‘biaia causgqpar le changément d'amplitude: 11 passe de

BB" poﬁr le point B; & HH", pour le point H; et, & zéro pour le peint K. Enfin
. p .

le biais causé par les’'deux sources & la fois peut &tre plus grand ou bien plus

v
3

“*wpetit que celui introduit par 1l'une ou l'autre des sources d iais: paf exem-—

- v . .
ple pouf le point L, le blais total est nul et mesure molns gﬁe les biais LL'
. “ '
ou LL". ‘ . oL . ,
‘ . . . ] L : T
: / - A .
[ ' j/\-
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4.4 CRITIQUE DE LA METHODE DE RAPPORT A LA MOYENNE MOBILE X-11 .

4.4,1 CRITIQUE DES FILTRES RELATIFS A LA TENDANCE-CYCLE . T

La premiére étape de X-11 consiste i prendre une-deux de dogze centrée sur
la série originale dans le but d'en €liminer la saisonmalité. L'gxamen de la
fonction de gain d; ce filtre 3 1'appendice IV.A conclut & l'aniﬁilation des
fréquences\?aisoqniéres et quasi saisonniéres(la)qui reflétent la mouvance sai-
sonniére d'une année 3 !.'utre. Dans le modéle multiplicatif la stabilité de
la saisonnalité se definit par rapport aux facteurs salsonniers. Comme expli-
qué & la section 2.4.2, ceci’ implique géqéraiement des effets saisonnlers mobi-
les (2 moins que la tendance-cycle ne se comporte comme unered%stante sur 1'in-

tervalle d'application du filtre). Ceux—-ci seront donc aus annulés dans la

mémé mesure que les fréquences quasi 'saisonnigres. Quant aux fréquences systé-
N 1 ~
matiques relatives 3 la tendance—cycle( 5), les fonctions de gain et de dépha-

sage de la deux de douze indiquent qu'elles '"passent" dans une proportian va-

»

riant entre 99.87 et 82.5% sagi déphasage. ' -

Théoriquement 1l'irr&gulier devrait se manifester 3 toutes les fréquences,

_puisque le spectre d'une variable purement alatoire est uniforme. Clest-d-dire

que si on attribue & l'irrégulier 5% de la variation dans une série donnBe, 5%

-~

en moyenne des fluctuations i toutes les fréquences, longues:et.cqurtes, -teléve

de cette composante. Alors un filtre comme’ la deux de douze appliqué & une
1 . " ‘

série purement aléatoire n"y lailsserait que des fluctuations de durée relati-

’
L]

(14) Selon 1'échelle retenue\;es fréquences saisonnires sont 30/360 (trente
, cycles en 360 mois equivalant i un cycle par douzg mois), un cx\ e par an-—
née; 60/360, deux cyeles par année; 907360, trois% etc. jusqi'a 180/360

" 8ix ‘cycles. Les fréuences quasi saisonnidres les voisinent immediatement

‘(15) On considére que ces frfquences s 'étendent de 1/360 jusqu™a 10/360, dix _
-+ cycles pour 30 ans, ,ce qul peut representer un c¢ycle complet des affaires B,
.'assez court, de périodicitéd .trois ans.




vement longue, puisque celles de courte durée sont presqu'éliminées et celles
de longue durde, conservées. On retrouve 1i l'effet dit "de Slutsky" (1937Y % (::;-

En pratique, nous ne serons pas aussi rigoureux: on attribue & 1'irrégulier les
e
fréquences autres que salsonnigres, plus &levées que - disons - 70/360, qui

-

-

correspondent 3 des fluctgations trop rapides pour avoir une interprétation

~

économique. Quant aux fféquences SEMprises éﬂtre_10/360 et 70/360, autres que
saigsonniéres, elles correspondént a des fluc@Z;tions solt trop rapldes pour ex-
ﬁliﬂuer le cycle des affaires, soit comprises‘entre les fréquences saisonniéresﬂ
On suppose alors qu'elles sont absentes de la série & filtrer. C'ésﬁ i ces

fréquences "absentes" que la deux de douze a un déphasage de SOZz @

. -~ T
Mais 1'epproche temporelle (par opposition & 1l'approche fréquentiellg)

s
projette un €clairage plus direct. Les poids de la deux de douze dondgnt

aux mois  homologues méme somme de poids(IG). Ainsi des effets saisonniers

stables s'annulent dans 1%_22948 pondérée. La deux de douze centrée €limine

donc les effets salsonniers stables. Quant & 1l'effet sur la tendance-cycle,
. . . . : i
il suffit de se rendre compte .que la moyenme coﬁposée deux de douze centrée

I3
-

gquivaut 3 une moyenne simple centrée, grice & (3.3.4.p et d), qul a comme po- o

1. i
lynSme implicite associ& une constante ou une droite, grice 3 (3.1.4.d). Elle

-

.est ainsi apte & reproduire pour 1l'observation centrale une tendance-cycle cons-
tante ou droite sur un intervalle d'application donné. 81 la tendance-cycle se

comporte paraboliquement sur 1'intervalie, 1'estimé tombera i l'intérieur de

la parabole. On tipe alors facilement 1l'hypothése implicite a 1'emploi d'une

/

deux de douze centrée: la tendance~cycle se comporte'localement sur l'inteér-

LY

valle considéré comme une constante ou une droite. Mails dansfune.cartaine me-

L] Y
+

-

(16) Ses poids étant 1/24, puis onze fois 1/12 et enfin'1/24, les moils homolo-
gues recoivent méme somme de poids. : ’

C o S g -




- phasage de l'appendice IV.A, les filtres -associ&s & chacune des observations

.l.‘ 1!!! | | _ o B

sure 1elmodéle a dé&ja exclu 13 droite, pQIE?hé des effets saisonniers & somme
annuelle nully y impliquent une tendance-cycle constante. Alors 6n’peut dire
que 1'emploil ds la deux de douze coentrée repose suf une hypothése simpliste
surtout dans le modgle multiplicatif; d savolr que la tendance-cycle ne se
comporte généralement pas comme une dfoite sur quelqu'intervalle considéré

d'une série._ . '

Abordons tout de ‘suite le cas de la Henderson & treize termes pour nous
consacrer ensuite & la critique des filtres saisonniers, sur lesquels porte

principalement 1'intérét de ce travail. Selon les fonctions de gain et de de-

(17)

de la Henderson passent complétement et sans déphasage les fréquences systé-

matiques relatives & la tendance-cycle (1/360 & 10/360). Les fréquences ir-

4

réguligres (plus grandes que 70/360), sont presque annéaﬂgies pour l'obs&hyation

. |
centrale (saptiéme); et un peu moins, & mesure qu'on s'@loigne de cette obser-

vation centrale vers la onzi®me crant de pluys en plus d'instabilité dan; les
estimés. Cependant pour la treiziéme observation le filtre conserve les fré-

quencegiisréguliéres dans des proportions trop considérables variant de 37.87
1

¥

d 17.0%Z. Ces proportions voisinent les mémes quantités pour la douziZme obsers

.
-~

vation, & savoir 21.47 & 15.0%Z. Il n'en Qemeuﬁa»pas molns que, sauf pour les
deux derniéres observations, les performances de la moyemne de Henderson a trei-
ze termes_ sont remgrquables.\ En effet il ne faut pas pgrdre de wvue qﬁe‘ ge

moyenne s'applique & l_a série ajustée ﬁrélimin_aire_ et. n'est pas contrainﬁ -

éiiminer‘la_saisonnalité'éomme la deux de douze, mais 3 lisser la série,
, . . ]
i ‘ ‘ p
(17) Apparailssent en appendice seulement les filtres associés aux septidme,
, huitigme, jusqu'd la trelzidme observations. Les autres filtres associés:

aux sixiéme, cinquiBme Jjusqu'd-la premiére observations ont des fonctions
de gain identiques et de déphasage‘dg signe opposé.

N,
h

+
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4.4.2 CRITIQUE DES FILTRES RELATIFS A LA SAISONNALITE ¥
La déuxiéme étape de X-11 consiste 3 générer les rapporté S-I et i leur
appliquer, chaque mois pris séparément, des filtres afin de dégager les facteurs

saisonniers de l'irrégulier. Les poids centraux de ces filtres sont ceux d'une

moyenne composée: une moyenne d'étendue trois de degré zéro d'une d'étendue trois

[y

de degré zéro, dite "trois de trois". Grdce i (3.3.4.g et d) les poids centraux

de cette moyenne composée peuvent s'envisager comme ceux d'une moyenne sépple

!
L

&tablis par les moindres carrés pondérds. Ces poids centraux passent indifférem-

ment unt constante ou une droite a cause de la propriété des moyennes. centrées )

(3.1.4.d). Quant :aux poids ‘terminaux on ne peut leur agsocler un polyndme impli-

- cite, quoiqu'on sache empiriquement qu'ils reproduisent plutdt une constante méme

en cas de comportement parfaibemegt lingaire des données. Faute de’ pouvoir ana-

A

lyser ces poids dans le domaine "temporel", (par référence 3 un polyndme associé),
. . . v - * .

on recourera 3@ l'analyse spectrale (au moyen des fonctions de gain et de déphasage).
_ ' g 4

Comme le'soulignait plus hayt Shiskin lui-méme, sa méthode estime mal les

colfficients saisonniers de 1'année en cours si la saisonnalité se mﬁgt "rapide-

‘ment". En effet les poids terminaux du X—lf&bassent mal les mouvements de . ..

longue période comparativement aux poids centraux. Les fréquences aptes 3
refléter ces mouvements systématiques (pour un mois donné) s'étendent de 1/360
a 18/360. Ces fquuences systématiques relat{ves 4 la saisonnalité corres-
pondent & des fluctuations se reproduisant 3 tous les 360 aﬁs jusquygd tous les
vingt ans. Un cycle A& tous les vingt ans (une parabole en dix ans) est le maxi-~
mum acceptable pour un mois donné. Car de par sa nature la saisonnalita n'évo-

. r
lue pas;%rés rapidement. La qualit@ des flltres du X-11 se mesurera donc & leur

I
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habilité 3 passer les fré&quences systématiques mentionnées sans changement
de phase et & &liminer les fréquences irrégulieres (supérieures 3 70/360).
Quant aux autres fréquences on les suppose absentes des rapports s-I.

Selon la fonction de gain dé¢ la trois de trois centrée, ce filtre passe

]

les fréquences 1/560 i 18/360 dans une prdpor}ion allant de 99.9 7 3 93.5 7.
La fonction de déphasage en indique aucun. Quant auﬁ fréquences irrégulieéres
{plus grande que 70/360) ce filtre_les réduit de 68.5 Z & 100 Z (en passe de.
31.5 % 3 zéro %). La trois de trois centrée a dbncrles aptitudes 2 filtrer la
saisonnalité; On ne‘peut en dire autant du filtre conétitué par les polds
finaux de la trois de trois (cinquiéme observation). Quoique la fonction de

gain indique-un passage acceptable (99.9 Z d 97.2 %) des fréquences pertinentes

”

a la saisonnélité (1/360 & 18/360), la fonction de déphasage lbcqlisé, -15.5 %

~.
—

ces fréquences, equivaut presqu’a une des cing années de’la période d'obser-

D

vation. Ce déphasage s'illus- -~ . M
phasag S.,S. C./,D'

' - J 3
tre par la figure IV.2, ol on _ %///,'////;Dn

~ suppose que le vrai facteur sai-

Y

sonnier se comporte localement

comme la droite Sj(la). Son es-

timé se représente par la droite

1 1 1 L 1 1 'Y ]

v 1 2 3 4.5 6 1 8

\\d'un an. S5i on applique le filtre /5 Figﬁre IV.2 Déphasage d"un an

. 4 - -
g, ’ d'un facteur saisonnier &voluant linéalrement
- . [ [A
| en question aux observations 1 a

- ! "
AR ‘ -

.5 pour estimer A, on trouve A'; si

§j’ qui est la droite Sj déphasée

|+

e 3 ) -y L. -r
(18) Un segment d'une sinusoide de trés grande période peut localement apparalitre
comme une droite ou une constante selon le segment choisi.
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on 1'applique de 2 3 6 pour estimer B, on trouve B'; et, C' au lieu de C; et,
ainsi de suite. Quant aux fréquences irrégulitres une réduction plus consi-

dérable se tradulrait par un amenuisemeqp souhaitable de 1la variance des

estimés.

Pour la quatriéme observation de la trois de trois les fonctions de gain
et de déphasage s'acceptept,. Les fréquences 1/360 a4 18/360 passent A plus de
95.5 Z avec un déphasage local de moins de 4.4 7, donc de meins 22.0 % A'une
année. Icil encore pourrait-on souhalter une réﬁuction plu_ considérable de
1l'irrégularité. :Donc le probléme de la trois deé trois yéside surtout dans la
derniére observation. Mais la répétition des mois homologues les plus rappro-
chés (4.2.f) pour les estimés manquants & chaque extrémité de la série fait éga—
lemént probléme. Pour ceux-ci, le déphasage local devient presque deux ans comme
illustrée, dans la figure IV.2. En effet la‘répétzqué gquivaut & répéter A' en
B'' comme estimé de B: Bt en C'', comme estimé de C; C' en D'' comme estimé de D.

La droite B'' D'' est déphasée de prés de deux ans par rapport 3 la vrale drbite

«

Sj' On peut voir que plus grande la pente de S,, plus grand est le biais AA',

]
BB', CC', pour la &inquiéme observation; ainsi que le biais BB'', CC'', DD'', pour

la répétition,

Considérant simultagément les poids centraux et les poids terminaux de
(‘ - L - L
droite (ou du bas de la matrice des poids) de 1a trois de trois(lg) ainsi que
. ) . 7 IS
la répétition, on trouve que si les rapports SI se*comportent localement comme

»

une droite a4 pente positive, on sous-estimera la quatridme obsérvation d'une

quantité Eorrespondant 4 22.0 Z d'un an; la éinquiéme, 2 prés d'un an; et %ik/

(19) L'analyse des poids de gauche (du haut de la matrice des poids) donne

-:/’\ exactement les mémes résultats (sauf que les déphasages sont positifs au

/ lieu de négatifs) 3 cause de la symétrie des poids.. Par exemple les poids

de la premidre observation répitent les polds de la cinquidme dans 1'ordre

inverse.
n, S ]
. oY
o
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S (par division ou soustraction des facteurs
salsonniers de la série originale), on esti-

3 mera C au lieu de @7 tlest-i-dire une tendan-

3 ’ ce—-cycle li;éaire au lieu\de constante. Ainsi

le biails, produit dans 1'estimation des fac—

© . 15}' teurs salsonniers par X-11, risque de conta-
miner ‘également la tendace-cycle. Plus géné-
ralement les biais d'estimation dans les fac-
teurs saisonniers se transmettent comme des

“fluctuations systématiques de périodicité

annuelle d la série ajustée pour la saisonna-

1ité (préliminaire ou finale). La tendance-

't cycle estimée au moyen de la Henderson (sur-

r‘\\\\\\\\ Ct tout celles 3 neuf et 3 treize termes) sur la
|
‘\‘5J\\\\J série ajustée incorpore ces fluctuations Sys-—
- C )
t

tématiques. ' Car la Henserson est assez flexi-

t
@) ble pour passer une cubique sur son intervalle
e) .
Figure IV.5 : d'applfcation. Ainsi i1 reske de la saisonna-
Transmission du biais
saisonnier a la lité résiduelle dans la tendance-cycle aux

tendance-cycle
extrémités de la série , qui peut faussement

laisser croire 3 un revirement de la conjoncture &conomique, c'est-3-dire 3 un

changement du cycle des affaires.

Enfin le centrage des coefficients salsonniers sur un (z8ro dans le modi—

le additif) pour chaque année par une deux de douze centrae ((4.2.e) et (4.2.%))

22)

v

n'est'qu'"approximatif" en régime d'effets saisonniers mobiles( . Pour &tre

(22) Voir note (8) de la section 4.2.



-9 - . o

exact il aurait fallu diviser chaque année donnée de facteurs saiggﬁ%iers par
la méme moyenne de douze centrée sur le centre de cette année. Alors cecl

est une raison de plus d'obtenir des facteuré salsonniers finaux ne se sommant
pas a aouze (ou zéro).‘ Les chances que 1'8galité des totaux annuels des sé-..
ries brute &t ajustée se produise s'en trouvent d'autant réduitgs. Mais i1

s'agit 13 d'uf point mineur,car comme expliqué au chapitre deux 1'imposition

de 1'annulation annuelle deg effets saisonniers est arbitraire.

On peut donc relever dans la méthode X~11 deux points faibles. Premizre-
ment, 1'emploi %9 la deux de douze repose sur une hypothése plutdt limitative:
tendance-cycle iocalement de degré un, c'est-i-dire lindaire. Deuxiémement,
les'poids salsbnniers terminaux ne permettent pas le méme degré de mouvance-

saisonniére que les poids centraux, ce qui ~ comme expliqué - peut facilement

introduire de faux revirement cycliques dans les estimés terminagx de la tendan- /
ce~cycle. Aimsi pourraitfon améliorerla méthode en permettant aux trois de

trois et trois de cing de passer la saisonnalité mobile pour les estimés ter- ™
minaux, comme elles le font déji pour les estimés centraux; et cela d'autant ;\\\\

plus qu'on se dit satisfait des estimésg par X-11 de la partie historique des

séries et qu'on souhaite une amdlioration des performances aux extrémités,
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APPENDICE 1IV.A

ANALYSE SPECTRALE

DES MOYENNES MOBILES

DE LA METHODE X-11
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CHAPITRE 5: CHANGEMENTS APPORTES A LA METHODE X-11

Ce chapitre a pour objet la présentation de nouveaux filtres saisonniers
pour la méthode X-11 et le test de performance de cette version avec ces nou-

vaux filtres incorporés.

5.1 TINCORPORATION DE NOUVEAUX FILTRES SAISONNIERS A LA METHODE X-11
Contrairement & celles du X-11 qu'elles remplacent, les moyennes mobiles
saisonni®res proposées ont des polyndmes implicites associ&s bien définis. 1I1
n'en sera donc pas fait d'analyse spectrale qui multiplierait inutilement les
appendices et ne viendrait que‘corroborer 1'information déja fournie par le
polyndme implicite. D'une facon générale les-nouveaux filtres saisonniers
4

passent mieux et plus complétement les fréquences systématiques, mais laissent

€galement passer davantage les fréquences irréguliéres.

Pour le remplacement de la trois de trols nous proposons une moyenne mo-
bile simple d'étendue cing de degré un, établie 'par les moindres carrés pondé—
rés, d poids cenﬁraux identiques a ceux de la troiYf{de trois présentement dans
le X-11. Quand la valeur du test de Student (par rapport 3 2zéro) relatif a la
pente du polynSme implicite n'afteint pas le seuil d'acceptation (au niveau
de signification de 2%Z) pour un mois donné 3 une extrémitd considérée de la
série, les "vieux" poids du X-11 y sont appliqués. Pour la troils de cing nous
proposons deux alternatives: 1'une, commeﬁﬁour la trois de trois, une moyenne
mobile simple d'étendue sept de degfé un, estimée par les moindres carrés pon-
dérés, & poids centraux identiques i ceux de la présente trois de cing; l'au-~
tre, une moyenne mobile composée, une trois de degré un d'une cinqh de degré un.

Encore dans ces deux cas le test de Student sur la pente de la droite implicite
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(droite associée i 1a composante, s'il s'agit de la moyenne composée) déter-
mine quels poids sont utilisés pour le mois et 1l'extrémité de série considérés:
les anciens polds, s'il ne pPasse pas le seuil; et les nouveaux, si ouil. Ces

nouveaux polds sont domnég par les tableaux V.l.a, V.1.b et V.l.c.

Tableau V.1.2 Nouveaux polds suggérés pour la trois de trois(l):
moyenne simple d'8tenduye cinqg de degré un, moindres carrés pondérés

observation distance

gdnérée du centre observation de 1'intervalle d'application

1 3 3 4 5
0 -~ .11111 .22222 .33333 7 .22222° 11111
~.05556 .05556 .33333 . 38889 .27778
2 =-.22222  —,11111 33333 .55556 L4444

Tableau V.1.h Nouveaux polds suggérés pour la trois de cinq(l):
moyenne simple d'étendue sept de dégré un, moindres carrés pondérésg

observation distance

t 1
générée du centre observation de 1'intervalle d applicatioq
1 2 3 4 © 5 6 7
4 0 .06667 ,13333 20000 . 20000 <20000 .13333 06667
5 1 -.00833 .03333 .12500 .20000 -27500 .23333 .14167
6 2 -.08333 ~.06667 .05000 .20000 .35000 .33333 .21667
7 3 --15833 -,16667 -.02500 .20000 42500  .43337% 20167
8 4 -.23333 ~.26667 -.10000 .20000 .50000 -33333  .36667
(prévision)

-

(1) Il s"agit 13 des polds du "bas" de la matrice des poids (3.3.4.g). Ceux
du haut les rép&tent dans l'ordre inverse.

e
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. 2
Tableau V.l.c Nouveaux poids supgérés pour la trois de cinq( ):
moyenne composée d'étendue trois de degré un d'une d'étendue cing de degré un

observation distance observation de l'intervalle d'application

générée du centre 1 2 3 4 s 6 7

4 0 .06667 .13333 .20000 .20000 .20000 .13333 .06667

5 1 .00000 .06667 .13333 .16667 .20000 .23333 .20000

6 2 .00000 .00000 .00000 .10000 .20000 .30000 .40000

7 3 .00000 .G0000 .20000 .00000 .20000 .40000 .60000

8 4 .00000 .00000 -.40000 -.10000 .20000 .50000 .80000
(prévision

C'est a desseiln que les poids centréux de ces nouvelles moyennes prennent
des valeurs identiques 3 celles des vieilles moyennes correspondantes: puisque
les estimés historiques de X-11 ont
j d'excellentes propriétés statistiques
. ot
il n'y a pas de raison de changer les
polds centraux produisant ces estimés.(3)

‘Les polynOmes implicite associés de ces

nouvelles moyennes sont des droites.

Si on se place dans 1'optique de la

figure V.1l.a ci~c§htre, on veut 'viser"

avec le plus de précisilon possible les
Figure V.l.a Intervalle de confiance vrals facteurs saisonniers évoluant
des estimés localement de fagon linéaire (courbe

S,). Cependant il faut bien se rendre

]

(2) I1 s'agit des poilds du bas de la matrice (3.3.1.a).
(3) Voir discussion des propridtés des moyennes saisonniéres_centrées de X-11 au
chapitre quatre, section 4.4.2, ainsi que la note (5) de la conclusion.
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.
compte que l'erreur ne sera plus systématiquement du méme signe par rapport &

la droite comme avec les poids du X-11 (surface A). Avec les nmouveaux poids

-

1'erreur perd son bials mais agrandit sa dispersion (surface A et B)(A). C'est
pourquoi le test de Student a &té retenu pour déterminer la quantité d'ir-

régulier par rapport i la pente sur 1'intervalle couvert par le polyndme

. /
Implicite. /

Pour répérer les différentes versions de X-11 on trouvera une lettre
Zdjuvante:
X~11-A désigne la version non-modifide de X-11,
X-11-B désigne la version modifiée avec la trols de trols simple et la trois
de cinq simple, décrite en plus amples détaills 3 1'appendice V.D;

X-11-C désigne la version modifige avec la trois de trols simple et la trois

de cinq composée.

5.2 AUTRES MODIFICATIONS INCORPORES A X-11

Ces autres changements sont relativement mineurs. 1Ils ont pour but
d'homogénéfser 3 travers le temps le remplacement des valeurs "suspectes" ou
bien "extr@mes" dans la premiZre itération de la méthode X-11. Voici une
bréve description de ce procédé tel qu'il existe déja. Le calcul de la variance
des irréguliers a lieu sur des intervalles Succesgifs de cing ans. Ces inter-—
valles se déplacent d'un an 3 l1a fois. L'année centrale (la troisigme) de
chaque intervalle regoit le résultat. Pour les deux années de chaque extrémité
il y a répétition de la premidre et de la derniére variance "centrale" calculde.

(4) C'est d'ailleurs pourquoi les fonctions de gain de ces filtres indiquent
un plus grand passage des fréquences irrégulidres.
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29

2 2
(5.2.a) 8., = 1 L (I, .. - E(I))S i=3,...,1-2,
Ii 55, C,g 121-6+k “
2 2
914 = 613’ 1=1,2,
2" 2 _
87, = 87y, 1=1-1,1,

ot E(I) vaut zro ou un, selon qu'il s'agisse du modélé hdditif ou multiplicatif,
Ces variances annuelles se calculent une seconde fois, mais en excluant les ir-

réguliers &loignés de leur espérance par plus de 2.58 ot 8_, &égale 1la

Ii’ Ii
~ 2 (5)
racine carrée de aIi du premier calcul.

A partir de 13 se calculent les coefficients de pondération des observa-

tions devant refléter la crédibilité relative des observations:

(5.2.b) Y12 (im1y4 " 0.0 si ]It— E(I)| > 2.5 8.

M2(i-1)4y T 108t [T - B <158,

W = 2.5 - |1 - E(T)
126-D4 73575 a5 o 1.5)8.,°

si 1.58, < |It-E(I)|< 2.56_,,1=1,...,I, j=1,...,12.

Ii’

(5) Evidemment  cette deuxiZme reprise des calculs (5.2.a) a comme dénominateur

non plus nécessairrement 59, mais le nombre d'irrégulier en dega de
2.5, restant dans 1'intervalle.
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Ce procédeé s'illustre plus facilement & 1'aide de la figure V.2.a, oli les
o

coefficients de pondération w, Te-

W fa . goivent les valeurs représentées par

la ligne brisée ABCD. La génération
‘de ces coefficlents constitue une

. 1

étape préiiﬁinaire au remplacement
proprement-dit des valeurs suspectes 4
ou extrémes. Dans les versions mo-

difiées nous avons remplacé les

valeurs 2.5 et 1.5, dites "bornes

0.0 .

D .
I'SGIi_ 2.50Ii

" ’
I-E(L)|o.. sigmas", par les valeurs 2.5 et 2.0
t t I
‘ pour deux raisons, l'une théorique,
1'autre émpirique. En effet suppo-
Figure V.2.a: Génération des coeffi- sant une distribution normale pour
clents 'de pondération (I-E(I)), la loi de Gauss nous
rappelle que 95 7 des observations

tomberont & 1l'intérieur de 11.9601; et 86.64 %, a 1'intérieur de 11.5001. Dans
ce dernier cas prés de 14 Z des irréguliers seront affectés et identifids
comme suspects (entre }.5 et 2.5 BI) ou extrémes (p¥us de 2.581), ce qui est
selon nous une perte d'information trop considérable. La raison empirique:
les estimations de Séries'artificiélles (dont on comnalt alors les composantes)

ont &té souvent plus fideles avec les bornes sigmas élargies; et cela, mdme sans

changer quoi que ce soit d'autre & la méthode.
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La deuxiZme étape du processus de remplacement des valeurs suspectes ef

extré&mes (& pondératigg/i;férieure & un) constitue une sorte d'interpolation par
une moyenne simple ée‘quatres valeurs voisines (deux de chaque cBté) i pleine
ﬁﬁndération ou de trois valeurs volsines & pleine pondération d'un séul cdte
aux extrémités de la série. Lorsque les valeurs voisine§\§ plgine pondération
se trouvent symétriquement distribuées par rapport 3 la ;éléﬁr‘a remplacer, la
moyenne simple interpole 3 la fagon dfune droite comme 1llustré dans la

figure V.2.b. Les valeurs A, B, F et G ont plein poids‘(l.O); et les valeurs

, «F C, D, E et H, pdids zéro. Le

!

remplacement de D par D' est
ralsonnable, car D' se

situe sur le prolongement de la
ligne ABFG. Tel n'egk pas le cas
pour C et [ qul sont remplacées
par C' et E' 3 cause de la posi~
tion temporelle asymé%rique des

valeurs voisines i plein poids. La

~

‘situation se gite davantage 3 1'ex~

trémité avec H remplacé par B' (mo-

. . . R . t
yenne des trois valeurs i plein
gﬁgﬁre V.2.b: Remplacement des valeurs poids B, F et G) qul s'avdre encore
suspectes et extrémes par moyenne simple plus extréme que H. L'amélioratignm

apportée par nous a donc ici co

sisté d extrapoler au moyen d'une droite &tablie par lgs-moindres carrés ordi-

: \
Lo
naires, ce qul tient compte de la position temporelle des 6b3g5335394g, et

énére les valeurs de remplacement C'', E'' et H'' toutes sur la ligne passant
g - -

J

-

par A, B,-F et G.
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w. Le processus total de remplacement est une combinaison des deux étapes

décrites:

o b
r . . (6) T, ) .
2. = +w ox
(5.2.¢) =x/ [x,] ¢ Xpo .
3ouéd +y
t /}
-0l XE et x, sont les valeurs remplacées d remplacer, et [xt] désigne la .

; g
somme des trois ou quatres valeurs vgifines 3 pPlein poids. On voit que (5 2. c)
s ‘~
s'approche d'urig moyenne simple a mesure que le coefficient de pondération v, -
-tends vers un ou zéro (cas. illustre damns_1a figure V. 2b),‘et devient de plus

en plus une moyenne ponderee quand wt s'éloigne de un ou zEro. Avec la modi-

fication apportée par nous au procédé d'interpolation, le signe [x ] désigne

la valeur interpolée au moyen de la droite passant par les valeurs voisines a

plein poids, multiplide Par quatre. (ou _.trois s'il s 'agit 4! une extremite),
i1 faut lire dans la phrase precedente "moindres carrés ordinaires" au lieu de

"moyenne simple" et ”moindres carrés pondérés" au lieu de "moyenne pondérae".

Dans les deuxidme et troisizme itérations, les irréguliers (I ) et coeffi-

cients de pondération (w ) sont donnés et proviennent de\iwfgeration antérieure.

Le remplacement des valeurs Sugpectes et extr@mes se résume ceci:

r_ - 3 o
(5.2.4d) DtIt = DtIt(liO + wt(It 1.0))/ I (modgle multipl}catif),

r _ - ) - ’ .
_Dt+It = (Dt+It) It(l.O—wt) (modéle additif), ) .
. ' . ! ‘

o@_D designe la partie déterministe de ja série 0 Dans les deux cas 11 ap-

,0 .

paralt que. les valeurs remplacées (avec indice r) tendent vers D(7) de 1'iré- -

ration anterieure a mesure que W, approche de zéro.

(6) Le denominateur vaut (34w ), si 11 s'agit d'une vaIEﬁf‘aughggtrémités; et
(4t fmugfemen L 2

(7 Par exhau ité des composantes on a DI /I = D.
3
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5.3 MESURE DES PERFORMANCES DES VERSIONS MODIFIEES DE "¥-11 AVEC SERIES
ARTIFIELLES . _ ~.

T Ii s‘agit ici de mesurer les.perfofmances'relati@es de cha%%f ve;sio&!
%;;Eé klil. ‘Pour cela on leur soumet ﬁluéieurs réalisations. d'une méme.série
T 1Y . - -

ar£}§¢CiElii;J La caﬁhaissance des vrais composantes permet la mesure de

~ ' )
de 1'erdeur— Les formules_ algébriques suivantes décrivent e%Lctement

les composantgs de cette série.

(5.3.2a) Ct = 200 + 2t + 0.00197t2 + 150 sin(éﬂt),t=121,...,276 (1963 3 1975),

48
(5.3.b) 8, = = 2.00(1), 1=1,...,13 (1963 a 1975y,
18y, = 143.18 - 2.00(1), i=1,...,13,
Sy3 = 141.20 ~ 1,00(1), i=1,...,13,
. ’
Sy = 124.08 - 1.50(4), 1=1,...,13,
S;5 = 91.22 + 0.50(1), i=1,...,13,
< ' : :
N, Sy = 78.62 + 1.00(1), i=1,...,13,
S,y = 77.82 + 1.00(1), i=1,...,13,
S;g = 73.97 + 1.50(i), i=1,...,13,
S;9 = 68.53 + 2.00(1), 1=1,...,13,
"800 = 73-% + 2.00{1), i=1,...,13,
;71 = 86.51 - 0.50(1), i=1,...,13,
Sq1p = 102.50 - 1.00(1), i=1,...,13, .
(5.3.¢) I _=N(u=1.00, '0=0.03), .

' - (8)
(5.3.4) o0 =c s I.

(8) Sij s'exprime en pourcentage dans (5.3.b), mais non dans (5.3.4).
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Les trois préﬁiers termes du membre de droite de (5.3.a) décrivent une

x

' tendance semblable i celles observées pour un grand nombre de "séries &conomi- k\\\\\\\\

- ques. Le dernier terme de cette éqﬁation représente le cycle des-affaires

d'amplitude 150 et_de pééiodicité 48 mois. Certains cyches d'affaires
observés voisinent zﬁttéfglrée(g).' Lesnfac;eurs salsonniers de (5.3.b)
vafient.avec 1l'année, Leurs ordonnées & 1l'origine (partie stable) sont un
echantillon d'une annde de facteurs saisonniers calculés ﬁér la méthode X;ll
rpour la série du sous—emﬁloi canadien, 'L'or&re de grandeur des penteé
(cépprises entre -2.00 et 2.00) peut également s'observer empiriquemenp dans
la partie historique d'un grand nombre de séries & salsonnalité mobile.
L'équation (5.3.c) décrit un ir;égulier‘nofmalement distribué de moyenne 1.0

' (10)

et d'écart type 0.03 . Cet Ecart type implique (sous 1'hypoth&se de normalité)

" que 95 7 des valeurs prises par i'irrégulier tomberont dans un intervalle de
0.06 (=£1.96%0.03) autour de leur espérance 1.0, ce qui se vérifie dans un grand
nombre.de cas empiriques.' La série (5.3.d.) constitue donc une série "réaliste'",
Cent réalisations différentes de 1la série, ou proceQSus stochastique, ong eté

obtenues par la composition (5.3.d) de cent réalisations de 1l'irrégulier avec la

méme partie déterministe.

Pour une réalisation donnée de la série (5.3.4) seuff;atgﬁt en
appendice V.A les facteurs saisonniers estimés au moyen des trois versions de

X~11 (X-11-A, -B et -C) ainsi que les erreurs d'estimation par Tapport aux

facteurs salsonniers connus (5.3.b). Les variances et les moyennes absolues

(9) C'est-a-dire qu'il se Produit sur un segment donnée de certaines séries
que le cycle des affaires dure environ 48 mois. .
(10) La dispersion de 1'irrégulier calculd sur cette série sera réduite d'un
© tlers environ 3 cause de l'effet de Slutsky (voir section 4.4). X-11 sous-
estime 1'irr@gulier en passant ses fluctuations de longue période aux
composantes systématiques de la série.
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des erreurs ("Ecarts absolus moyens") y apparalssent au bas de chaque colonne

i
d'erreurs. Puisqu'il s'agit d'améliorer les performances des poilds terminaux
. 4 . T - : . -
ces mémes statistiques se repetent pour les 48 derniBres observations (idcluant

les douze de prévision) et les 36‘premiéres.(ll) , (

: L'exameq de 1l'appendice V.A indique que la mé&thode X-11-B (de méme que
X-11~-C) prodult pour la série en question des erreurs d'estimation rlus petités
que X-11-A (méthode non-modifiée). Pour toute la longueur de 1la sérig 1l'&cart
abgolu ﬁoyen (grandgur:moyenne des erreurs) produit par la premidre mesure {

l.QO contre 1.68 pour la secondé. L'amélioration devient encore plus substan-
| tielle aux extrémités de la série. On 1it 1.59 pour X-11-B contre 2.35 pour
X-11-A aux 48 Lerniéres observations, soit une amélioration de 33 7; ef,.i.67
~contre’ 2.00 aux 36 premidres, amélioration de 17 2(12). Pduf'chacune des cent
‘T alisations-différentes de cette sérié, 1'appendice V.B(A) compile les &carts
gbgolus moyené p{Oduits par‘les Eroisuméthodes,.ainsi que leurs Qifférences
avec ceux prodﬁigs péf X~-11-A. Y-apparaissent également les moyennes algé-

briques des &carts absolus moyens et de ‘leurs différences, les &carts types

‘de ces moyennes algé

ainsl que les valeurs calculées de Student, qui

testent le niveau fe signifi tion des moyennes algébriques des écarts par

rapport a ZE;O' "comparaisdn des &carts absolus moyens relatifs 3 toute la

série" de 1'appendice montre qué X~11-A produit, en moyenne sur cent réalisations
&5

de la série, une moyenne des &carts de 1.68; X~-11-B, une de 1.51 (amélioration de-

10 7); et X-11-C, une de 1.55. La différence moyenne (-0.17) observée entre les

(11) Les poids terminaux des moyennes mobiles salsonniéres s'appliguent aux 36
premiéres et derni@res observations de la série (exgluant la prévision).

(12) Nous ne commentons pas toujours les résultats relatifs i X-11-C parce qu'in-
férieurs a ceux de X-11-B, quoique supérieurs 3 ceux de X-11-A.
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écarts absolus moyens de X-11-B et X-11-A différe de zéro avec une proba-

i

bilité &quivalant en pratique

-~

a4 la certitude (Student &gal 3 -16.30). Il en
va de méme avec X-11-C. Pour les 48 dernidres observations les améliorations
sont encore plus considérables., Ecart moyen de X-11-A sur les cent réali-
sations, 2.48; de X-11-B, 2.17 (amélioration de 12 %); de X-11-C, 2.25. Dif-
férence moyenne entre les &carts de X~11-B et X~1l-A de -0.31, différente de
zéro avec certitude (Student de -10.53); entre X%ll-C et X-11-4, -0.23 (Student
de -10.78). Pour les 36 premi®res observations palmérés semblable, dont une

amélioration de 17 % dans 1'erreur apportée par X~11-B.

La supériorité &es performances de X-11-B sur X~11-A s'accroit davantage
sl on rétrécit 1'écart type de 1'irrégulier. La m@me expérience avec la méme
série mais incorporant cen; réalisations d'un irrégulier d'&cart 0.02 au liep
de 0.03 est &galement résumée A& 1'appendice V.B(B). Pour toutes les observations
i'écart moyen (sur les cents réalisations) de X-11-A devient 1.49 contre 1.15
pour X-11-B, soit une amélioggtion de 23 2, et 1.27 pour X;ll—C. Tests sur'la
différence mo;enne des &carts, treés significatifs: Student ~36.02 pour X-11-B
et ~-28.09 pour X-11-C. Pou; les 48 derniéres observationsAon calcule des &carts
moyens (sur ies cent:réalisations) de 2.36, 1.66 et 1.98 respectivement pour
X-11-A, -B et -C, amélioration de 30 % apportée par X-11-B. Tests sur les

différences tres significatifs avec des Student de -26.12 et —25.65. Résultats

tout aussi encourageants pour les 36 premi&res observations: réduction de 42 Z
?’
de l'erreur grdce a X-11-B.
Par contre si on &largilt la variance deq:frréguligrs les méthodes X-11-A,

-B et -C convergent, comme 1'illustre &galement 1'appendice V.B(C) avec cent

nouvelles réalisations de la série incorporant cette fois un irrégulier d'écart
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type 0.05. Les moyennes des différences ogservées ne sont plus toujours
significativement différentes de zéro selon les Student calculées: -1.17,
-2.43, 0.08, -1.27, -1.77, -2.81, (le seuil d'acceptation au niveau ae signi-~
fication 5 7 etant #21.96). En effe; les mo}ennes des &carts absolus moyens
1§ur ce;t reéalisations de la série se voisinent: 2.16, 2.14, 2.13, 2.81, 2.82,
5.77, 2.42, 2}37 et 2,35, On se souviendra que cette convergence faisait

1'objet du test de Student incorporé aux nouvelles moyennes mobilles 3 la

section 5.1.

De ces expérimentations avec trois cent séries & trols niveaux de -
- . .
variance ressort la supériorité de la méthode X-11-B sur la méthode X-11-A.

En effet la premiére estime mieux la saisonnalité mobile que la seconde.

5.4 MESURES DES PERFORMANCES DES VERSIONS DE X-11 AVEC DES SERIES REELLES
Cependant des essais conduits sur des séries réelles n'ont pas toujours
confirmé ces résultats, du moins statistiquement parlant. Ne connaissant pas
pour les séries réelles les "vrais" facteurs salsonniers, on'a supposé que les
facteurs saisonniers "finaux" en constituaient une bonne approximation. Par
facteurs saisonniers "finaux" on entend que'trois années de données brutes se
sont ajoutés 3 la série.brute(la), de sorte 3 ce que les poilds centraux de
moyennes mobiles saisonniéres aient servi 3 estimer les facteurs saisonniers
initialement~gonsidéfés faire partie de la dernidre annde de ia série. Par
exemple on co&pare les facteurs saisonniers de la "dernizre" année 1962
(Sgé’?, J=1,...,12) — les indices 62 et A du haut indiquant que les données se
?Igj_ﬁagifiquqment on observe que les facteurs saisonniers "vieux" de quatre

ans sont stables, c'est-i-dire varient de fagon treés négligeable suite 3
1'addition de nouvelles années d'observations 3 la"série brute
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termine en 1962 dans 1'ajustement saisonnier produisant ce facteur par la

(14)

méthode A — avec ceux de la mBme annde 1962 mais provenant d'un ajustement

ol trois années de données brutes se sont incorporées: (SE§+§ ? i=l,...,12).
3

De méme on compare les facteurs de 1963 provenant de 1'ajustement incorporant

des données jusqu'en 1963 (Sgg ?, j=1,...,12) avec ceux de cette méme
b ]

année provenant d'un ajustement incorporant des données jusqu'en 1966:

(32§+? ? i=1,...,12); et ainsi de suite. Cés comparaisons, en fait les

différences
0,3 A 404 143 A e L a1 an (15)
(5.4.a) Eij (sij sij Y, i={ -0,...,I-3, j=1,...,12,

mesurent les erreurs des poids finaux superposés de la méthode A. Pour Ja .

‘méthode B on calcule les erreurs de 12 méme fagon:
i+0 B _ Si+3 B

0,3 B
'y p¥ =
(5.4.a ). Elj (SiJ i

Yo 4=1 -0,...,1-3, j=1,...,12.

Les moyennes abosulues mensuelles de CesS erreurs mesurent la grandeur moyenne
e

de 1l'erreur des poids finaux superposés de chaque méthode pour chaque mois:

' 0,3, A 0,3 A )
(5.4.8) [E”7| T =171 |ED [, 3=1,...,12,
IR &
(54" 823 Banr g3 B g :

Pour tous les mois les erreurs moyennes s'écrivent

(5.4cy JED3 Ao p g%

123 -J

0,3] B = _l___ L IEO,BI

t 2
(5-4.ct) |7 7450

(14) On désignera parfois simplement "A" la méthode X-11-4 et "B" la méthode
X-11-B.
(15) Si par exemple la série commence en 1953, 1 est érbitrairement posé 3

1962, de sorte 3 ce qu'il y ait au moins sept années dans le "premier”
ajustement. ’

P
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Afin de connaltre la signification statistique des différences entre les

erreurs mensuelles moyennes prises collectivement et issues des deux m&thodes,
\

On recourt au test non-paramétrique rang-signe de Wilcoxon(16), qui produit

deux statistiques .
(5.4.a) Th(|g%3 A |E°'3|B si=1,...,12
.j .3 ).
- 1-0:3 A 0,3, B .
’ P E 3 =ls"'!12
T (|E I.J | |_JJ ).

Les moyennes algébriques mensuelles des erreurs nga (A et B) mesurent les

blals associés 3 chaque mois, produits par les méthode A et B:

(s..e) 2315 ES3A o
-3 ni U

s.4.e) 238 15 %3 B 4o 10,
= i
. oY

Les moyennes absolues de ces moyennes algébrique mesurent la grandeur moyenne

du biais (des poids finaux superposés) produit par la méthode considérée {quand

elle est appliquée 3 la série considérée):

5.4.5) |9 34 =1 z Jg0:3 Al
. . 17 e

5.6.£") [£%31B =1 5 |g%3 B
o 12y

(16) Voir Hollander, M. et Wolfenden, A.D. (1973, p. 27-33, 269-270). Brigve-
ment le test de Wilcoxon consiste & ordonner les différences par ordre de
grandeur absolue et 3 assigner un rang aux différences ainsi ordonnées.
Le signe de la valeur de rapgement est le méme que celul de la différence
originale correspondante. T est la somme des rangs positifs; et T7, celle
des rangs négatifs. Les valeurs nulles ont été exclues et n'ont regu
aucun- rang. On accepte 1'hypothgse que les différefces sont positives,
c'est-a-dire favorables 3 1a méthode” B, si Tt dépasse la valeur tabulde
sous le nombre de degrés’'de libertd approprié et le niveau de signification

choisi. On accepte que les différences sont statistiquement négatives si
T~ dépasse la méme Valeur tabulde.
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La signification statistique des.différences entre les biais mensuels homologues
considérés collectivement et issues des deux différentes méthodes se teste au

, _
moyen des statistiques de Wilcoxon:

+,.0,3 A 0,3 B

(5.4.g) T (EJ_ _Ej »d=1,...,12).
T_(E033 A E033 B,j=l,...,12).

Pour mesurer et compérer les biais et erreurs produits par les poids de prévi-
sion superposés des deux méthodes, les statistiques (5.4.a i g) Se TEpétent en

substituant -1 3 0.

L'appendice V.C montre quelques—uﬁes des mesures et statistiques obtenues
pour les différentes séries testées, notamment les erreurs absolues moyennes
(5.4.c et ¢'), les Wilcoxon (5.4.d) comparant 1'ensemble des erreurs absolues
moyennes mensu;lles (5.4.b et b') issu des deux méthodes, de méme que les biais

moyens (5.4.f et f') et les statistiques de Wilcoxon (5.4.g) ayant trait 3 1a

comparalson des biais mensuels (5.4.e et e').

Les séries sont class@es en trois groupeé selon la réduction ou 1laug-
mentation du biails et de 1'erreur assoclés aux polds finaux, mesurés en
comparant les performances des méthodes X-11-A et B. Le groupe un comprend les

séries pour lesquelles le biais moyen se trouvent réduit, de mme que 1'erreur
1

moyenne, avec la méthode X-11-R:

A

Y
0.31B ; 50,34 - 1.0) < 0.0.

(5.4.h) ({E_

- 1.0y, < 0.0, (|23 B, g3

Le groupe deux inclut les séries pour lesquelles le biais se trouve réduit mais

l'erreur augmentée:

s.4.4)  (JE23B 7 169312 D1 0) < .0, A3 B/ 1593 A2 1.0y > 0.0,
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Et enfin le groupe trois comprend les autres séries dont le biais augmente
4 .

avec la méthode B:

s.4.3) (£ 7 [ - 1.0) > 0.0.

L'appendice V.C. révele que 28 des cent 'séries testées (groupe un) ont
vu leur biails saisonnier ainsi que leur erreur moyenne d'estimation réduits
avec la méthode X-11~B. Selon les statistiques T+ de Wilcoxon les réductions
de biais sont significatives a des niveaux compris entre 0.10 et 0.05 pour
3 séries; et, 3 des niveaux inférieurs ou égaux a4 0.05 pour 19 séries. Pour
les 6 autres du groupe on ne peut statistiquement rien conclure. "Quant i la
réductioﬁ de 1'erreur ces chiffres deviennent respectivement 2, 4 et 22. Il
apparalt donc déjid que X-11-B ré&duit plus facilement et de fagon‘plus signi-

ficative le biais que 1'erreur.

Enfin avant de conélure avec les sgriles du groﬁée un, 1l convient de
relever quelques séries dont le biails et 1'erreur furent améliorées de fagon
spectaculaire par la méthode X-11-B. On remarque la série "Salaires et
traitements” (2.) dont le bilais baisse 4e 33 7 et l'erreur de 14 7; la série
"Chémage, 14-24 ans" (5.), ajustée additivement, ol les réductions se chif-
frent respectivemnt 3 5% 7 et 5 Z; la série "Main d'oeuvre mascpline” (7.),
49 Z et 17 7; la série "Chomage" (24.) ajustée additivement, 58 7 et 17 %; la
série ”CﬁFmage, 14-24 ans" (27.) ajustée multiplicativement, 66 7% et 10 Z;
"Chﬁmaged (23.) (multiplicatif), 58 7 et 17 7; "Commerce de détail™ (14.), 38 Z
et 20 7Z; et "Production &lectrique" (21.), 41 7 et 31 Z. A remarquer qu'il
s'agit surtout 13 de s&ries A saisonnalité mobile, ce qui indique que la

méthode modifiée fonctionne dans le sens ol nous 1l'espérions.
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Les séries du groupe deux au nombre de 53 ont leur biais réduit par la
méthode X-11-B maié non leur erreur. Pour 5 d'entre elles la réduction du
biais est significative (selon les T+) é-des niveaux de signification compris
entre 0.10 et 0.05; pour 18 d'entre Llles le niveau de siginificatioﬁ est
inférieur ou &gal 3 0.05; et pour 30 lé‘test ne s'avére pas concluant. Quant
a l'augmentation de 1'erreur (statistiques T ) les chiffres deviennent 5, 24 et
24 pour les mdmes seuils de signification. , Cependant i 1'examen de 1'appendice
V.C. pour le grouge deux, le lecteur se rendra compte que méme si 1'augmentation
de l'erreur est souvent minime en valeur ahsolue, elle se traduit parfois
Par une augmentation podrcentuelle considérable etqpar un T slgnificacif.
C'est le cas des séries "Emploi féminin, Prairies" (11.), "Emploi, Atlantique"
(21.), "Emploi, Québec" (23.), "Emploi, Colombie—Britanniqué" (34.), Prix des
aliments" (44.), "Loyers" (41:), et d'autres. 11 semble s'agir 13 de séries

déja trés bien ajustées par la méthode X-11-A (non-modifiée) du point de vue

de la taille de l'erreur, et donc, de séries difficilement "amé€liorables".

Il est également A noter que plusieurs séries du groupe deux ont leur -H\\ﬁ\\\u/

biais tellement‘réduit en comparaison de l'augmentation de l'errgur, qu'il

_ se;ait préférable de-les ajuster selom la méthode X~11-B (modifide). C'est le
cas des séries "Emploi, Etats-Unis" (37.), ajustée multiplicativement, "Emploi,
Etats-Unis" (39.), ajustée additivement, "Emploi masculin, Canada" (15.);
"Emploi, Ontario" (26.), "Vente d'assurance-vie" (48.), et d'autres. 1I1 ap-
partliendrait alors aux responsables de 1'ajustment des différentes séries de
décider de la méthode & employer. Dans la figure V.4.a dont 1la présentation‘
suivra, on a par exemple trac§ une ligne qui départage les sdries dont la

correction du biais vaut au moins le double de 1la détérioration de 1'erreur.
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Les séries pour lesquelles la métﬁode X~11-B n'améliore pas le bilais se
retrouvent dans le groupe'troisilu némbre de i9. Remarquer que les détériora-
tions survenues sont petites sinon en pourcentage (tel que présentg) Au moins
en valeur absolues. Il s'sgit pour 13 plupart de séries dé&ja 'tres biens
traltées (blals et erreurs petits) par“Ig/;éEhode X~11-A, comme les séries
"Actifs de la banque du Canada” (1.), "Dépdts et ﬁonnaig dans les banques 3
charte" (2.), "Ep;§ﬁpes personnelles dans les banques a charte" (3.), "Nais-
sances" (8.) et d'augres. Ceci indique qué les deux méthodes donnent des

résultats 3 peu preés ldentiques pour les séries & sailsonnalité stable, comme

nous 1'espérions. @ _J

La figure V.4.a résume bilen les résultats obgenus avec les cent séries
réeiles de 1'appendice V.C. Les 28 séries du groupe un, améliorées du point
de vue du biais et de 1'erreur par la méthode X-11-B, se trouvent représentées
dans le quadrant 1II de la figugé V.4.a. Les 53 séries du groupe deux,
améliorées du paint de vue du bials mais non de 1l'erreur se retrouvent-dans le
quadrant II. Et les 19 séries du groupe trois, qui subissent une détérioration
du blais sont dans les quadrants I et IV. De ces 19 séries quatre subissént une

1égere amélioration de l'erreur (quadrant IV) et pourtant une détérioration du

blais.

e
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APPENDICE V.D: EXACTES MdeFICATIONS RELATIVES AUX FILTRES SATISONNIERS
- APPORTEES A X-11 (X-11-B) h

Les modificaﬁions aﬁportées ad X-11 concernent les moyennes mobiles » '
. ;

saisonniéres; plus exactement, les trois de trois et trois de cing.” En algeébre

lingéaire les nouveaux poids incorporés s'écrivent

(V.D.a) P = T(T'VT)qlT'V (Bquation (3.3.4.g)),
ol T est la matrice du temps-dévié de sa moyenne de 1'intervalle; et V, la .
matrice de pondé;ation retenue pbﬁr l'application'des moindres carrés

généralisés,

L
((~n-1421) /2. 0)7
i=1,...,n (rangées),
j=0,1 (colonnes).

{(V.D.b) T = (Bquation (3.1.2.c)),

¥,
oli-n est le nombre total d'observations dans 1'intervalle (5 ou 7). V est une

matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par

wpe) 12 0Py My o mpmpl 1 n>n, (Squation (3.3.4.d)),
nln2 nln2 nln2 nlnz nlnz nln2 nln2 oy
+ n2-n1+l .

ol n, vaut 5 ou 3, n, égale 3. n égale n,+n,-1. A remarquer qu'i cause de
—_— 1 2 172

la pondération (V.D.c) retenue, les poids centraux dans (V.D.a) demeurent iden-—

tiques a ceux qu'il remplacent danga&a version non-modifiée de X—ll(;).

Les poilds de 1'&quation (V.D.a) ont la forme algébrique suivante

(v.D.d) Pij = ij (1.0 + (-n-1421) (-n-1423)) / (4.0 Sv)’

ol ij représentent les é€léments diagonaux de V dans 1'équation (V.D.c); et

. Sv’ une constante valant

n

(V.D.e) S5 = I V. (((-n-1423)/2.0)%).
v _7 Ji

j=1 ,

(1) En fait les poids centraux des trois de trois et trois de cing de X-11

sont donnés par (V.D.c) si on pose nl=3 ou 5 et n2=3.
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La stafistique de Student relative & la pente B de la droite estimée sur

1'intervalle par les moindres carrés pondérés se calcule E "
. -~

(V.D.£) t, =3B /L (de 1'équation (3.1.5.b),

L]

*

ou EB, 1'écart type de B, Eggle la variance de la régression multiplide par le

" dernier &lément, S;l, de (T'VT)_l, le tout & la puissance i/2. La pente vaut

(V.D.g) B =

1

e

-n-1+2 2.‘ .
j (((-n-1+23)/ 0)/Sv) ?j ij

Dans cette équation Yj représentent les observations de 1l'intervalle, notam-
ment les rapports (ou différences) S-I annuels bruts ("non-modifiés") de

[

1'étape appropriée des calculs de X-11, et E_ prend la valeur

B /
nsan 1/2 g
PR 3% v = L ! . - )
(V.D.h) E ((ii1 o Mji ij Yj_Yi) / ((n ?) sv)) .
A = ( P, ), 8, =0 13,7 d
i3 = Vi 1377 "ii T 1, i=j.
v

Quand la valeur calculée (V.D.f) de Student dépaséé (en valeur absolué)

la valeur tabulée t(a,n—Z)(z) (test # une queue), les nouveaux poids Pij sont

utilisés pour le mois considéré en les appliquant aux rapports (ou différences)

-

. ~
S5-I "moddfi&s"”. Sinon on retient les "vieux" poids. - - 4

(2) Dans 1'expérimentation reiﬁtée d 1'appendice V.C Ie seull de signification |
a s'@tablissatt 3 0.02. Mais différents seulls sont optionnels dans le {
programine modifié X-11-B, notamment les seuyils a=0.01, 0.02,*0.05, 0.10 et !
0.50. L'expérience des nouveaux polds avec les différents seuils recom— ’
mande des seuils moins séveres si la série contient peu d'irrégularite
{par exemple 0=0.10); et, des seuils plus sévéres, si la série contient
beaucoup d'irrégularité (par exgmple a=0.01).



RESUME ET CONCLUSION

Les séries chronologiques ont d'abord &té présentées comme des réalisa~
tions de proéessus stochastiques, afin de les insérire dans un cadre'd'ana;
lyse moderne et surtout général. Le chapitrézﬂeux a défind les,coﬁposantes

. .
des séries chronologiques avec leur interprétation &conomique et donné un
apérgu des approches*disponibles pour les estimer. Le troisiéme chapitre a
examinég une de ces approches d'estimation, soit les méﬁiles, en insistant plus
sur leur aspect temporel - plutdt sous-développé croyions-nous ~ que sur leur
aspect fréQuentiel. Au quatrigéme chapitre on décrit, critiqde et diagnostique
‘une méthode d'estimapibn connue des composantes des séries chronologiques, qui

utilise des moyennes mobiles, i la lumidre faite sur celles-ci au chapitre

anEérieur. I1 s'agit de 1a "Census Method II" variante X-11. Enfin nous

avong dans le dernier chapitre Proposé et testé des nouvelles moyennes mobi-

les saisonniBres incorporées & cette méthode et conclu i la supériorité de la

-

méthode ainsi'podifiée.en régime\de.saisonnaligg mobile, pourvu que la série

. -
ne contierine pas trop d'irrégularité, . . !

.

Par\souci d'empirisme, nous avons évité de trop chambarder la méthode X~11:

les poids centraux des nouve¥i£s moyennes mobiles saisonnidres demeurentiin—

¢hangés, de méme que les poilds terminaux,' lorsque lefﬁois considéré ne dé-

montre pas.significativement de saisonﬂaiité}mobile. 'Dans le cas contraire,

les nouveaux poids ferminaux ééfséfinissent de fagon consistente avec les mé-
-

mes poids ceﬁE:i?x, en ce sens que, pdhr'un intervalle d'application donne,

les estimds central et teiminaux résident sur la méme droite. C'est alnsi que

les moyennes composées trois:ée cing et trois de trois sont devenues des moy-

ennes simples 3 polynme associé 1inaire, &tabli par les moindres carrés

~
y

e — e
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pondérés i pondération donnée par les poids centraux des moyennes connues

antérileurement.

Ainsl pour les séries relativement irréguligres comme pour celles 3 sai-

+

sonnalité stable, les deux méthodes donnent des estimés & peu prés identiques
“des composantes. Pour les séries 3 salsonnalité mobile, les estimés histori-

ques sont les mEmes avec les deux méthodes, car les estimés historiques de 1a
F 4

I . . -
méthode non-modifide reproduisaient déja bien la saisonnalité lin€airement

mobile; tandis que les estimés terminaux - solt ceux des trois dernidres et

.

premiéres années - se situent plus prés des estimés historiques qui se mani-
festeront avec 1'addition éventuelle de trois autres années de données brutes

o i la série. C'est-a-dire que les estimés terminaux de facteurs saisonniers mo—
1

b4

~biles calculés selon la méthode modifiée se rapprochent davantage des estimés K
qui deviendront historiques et "finaux" dans le futur. Les révisions de tels

estimés deviennent donc minimales et les estimés historiques passés d&jid ob-

tenus sous la méthode originale restent inchangés sous la méthode modifide,

»
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