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RESUME

On décrit la construction d'interpolants d'Enright et al.
pour les formules de Runge-Kutta et on construit des
interpolants d'ordre 5 et 6 pour trois paires de formules
de Runge-Kutta d'ordre 4 et 5 présentées par Dormand et
Prince en 1980. Sur l'intervalle [0,1], les interpolants pour
ces trois paires admettent des bornes d'erreur d'ordre 6
trés inférieures a la borne obtenue par Enright et al. pour
la méthode de Fehlberg.

ABSTRACT

A procedure developed by Enright et al. is described and
used to construct interpolants of order 5 and 6 for three
Runge-Kutta formula-pairs of order 4 and 5, presented by
Dormand and Prince in 1980. A typical result is that the
error bounds obtained for the interpolants of order 6 on
the interval [0,1] for the three pairs considered are all

much smaller than the ones obtained by Enright et al. for
the method of Fehlberg.
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INTRODUCTION

Les méthodes explicites de Runge-Kutta forment une
classe intéressante d'algorithmes numériques pour ré-
soudre les problémes aux valeurs initiales d'un systeme
non raide d'équations différentielles:

(1) y'(x) = fxy),  y(xn) = yn.

La valeur de yn = y(xp) étant donnée, de telles méthodes
utilisent un pas de longueur h = h, pour produire une ap-
proximation yni+1 de y(Xn+1).

Les méthodes actuelles de Runge-Kutta produisent une
approximation discréete {x,,yn} aux points Xg<X1<...<Xp.
L'usager détermine une norme et un seuil de tolérance r.
A chaque pas, l'algorithme tente de choisir hn pour que
I'erreur locale Yy(Xn.+1)-Yn+1 Satisfasse

ly(Xn+1) - Ynetll 7.

Si linégalité n'est pas satisfaite, on diminue hp; si elle
est satisfaite, yn+1 €st acceptée et une valeur appropriée
de h est choisie pour le prochain pas. La majorité des
algorithmes actuels basés sur les formules de Runge-
Kutta utilisent des paires de formules emboitées, c'est-
a-dire une formule d'ordre p et une d'ordre p+1. La
technique des méthodes de Runge-Kutta emboitées est
généralement acceptée et reconnue comme étant une
méthode efficace pour la résolution numérique d'équa-
tions différentielles aux valeurs initiales. Lorsque la
formule d'ordre p+1 est utilisée pour avancer la solution



numérique de pas en pas, nous parlons de technique
d'extrapolation locale.

Un algorithme de Runge-Kutta peut s'avérer trés ineffi-
cace lorsque la solution est requise a un ou plusieurs
points spécifiques, lorsque la solution doit étre portée
sur graphique, ou que I'on doit trouver un x pour lequel
y(x) posséde une certaine propriété. Une des réponses a
ces problémes consiste 4 déterminer la solution locale
y(x) entre les points d'intégration, soit pour Xp < X < Xp41.

Les nouvelles méthodes (de Runge-Kutta) dites conti-
nues, de la derniére décennie, interpolent par morceaux
la solution discréte produite par une méthode de Runge-
Kutta. Alors, une méthode numérique peut nous donner
une approximation continue de la solution de (1).

Récemment, plusieurs auteurs ont montré qu'il Atait
possible de trouver une fonction p(x), polyndme par
morceaux, qui approxime la solution locale a n'importe
quel point sur lintervalle [xh,xp+hn] et ceci & un codt trés
raisonnable. Horn [5], Shampine [7,8] et Enright et al. [4]
ont construit chacun & leur fagon des interpolants de la
solution numérique {yn} sur lintervalle [xn,xp+hn]. Une
fagon d'atteindre ce but est d'ajouter a la paire de Runge-
Kutta embofitée une troisieme formule, dite "dense™:

(2) Ynit = Yn + T hn®(Xp,Yn,thn).

Dormand et Prince [3] considérent deux fagons de mettre
en ceuvre les solutions denses:

1) si la formule dense satisfait les équations de condi-
tions pour tout T €(0,1), les coefficients de l'erreur peu-



vent étre calculés & n'importe quel point et alors la mise
en ceuvre de la formule (2) se fait directement;

2) sinon on construit le polynéme d'interpolation au
moyen des valeurs aux extrémités de I'intervalle
[Xn,Xpn+hn] et certaines valeurs intermédiaires (incluant

possiblement des dériv3es) obtenues a partir de
I'équation (2).

Ces deux modes nous permettent de trouver la solution

numérique de (1) a n'importe quel point a l'intérieur de
l'intervalle [Xn,Xp+hn].

Horn [5] a proposé des algorithmes de Runge-Kutta qui
appliquent directement une formule dense du type men-
tionné ci-haut, au colt de seulement quelques évaluations
de dérivées additionnelles par pas. Elle a appliqué sa
méthode a la paire de formules de Runge-Kutta-Fehlberg
d'ordre 4 et 5. Un des problémes avec la mise en ceuvre
de Horn est la discontinuité de la solution dense aux
nosuds du fait qu'au point t=1, l'erreur locale de la formule
dense differe de celle de la formule réguliére.

Shampine [7,8] et Enright et al. [4] se sont surtout
intéressés a la deuxiéme fagon de mettre en ceuvre la
formule dense. Shampine a proposé une procédure d'in-
terpolation locale qui utilise les polynémes d'Hermite
p(x) qui satisfont les conditions suivantes:

P(Xk) = Yks k=1,.,m,
ol m est le nombre de points choisis sur l'intervalle, et

p|(xk) = y'k’ k = 1"'! r'



ou r est le nombre d'évaluations de la dérivée sur l'inter-
valle.

L'interpolation est accomplie seulement aprés un pas
réussi; alors, les approximations de la solution et de la
dérivée sont disponibles aux deux extrémités de
'intervalle. La solution est donc continue aux extrémités.
Shampine a appliqué sa méthode a la formule de Runge-
Kutta d'ordre 4 et 5 proposée par England et a une paire
de formules d'ordre 4 et 5 propcsées par Dormand et
Prince. La méthode de Shampine requiert moins d'évalua-
tions de dérivées additionnelles que la méthode de Horn
pour Fehlberg.

Enright et al. [4] ont proposé une procédure trés intéres-
sante pour construire des interpolants pour des paires de
formules de Runge-Kutta emboitées. lis ont appliqué leur
procédure a trois méthodes explicites: la paire d'ordre 3
et 4 de Norsett, l1a paire d'ordre 4 et 5 de Fehlberg et la
paire d'ordre 5 et 6 de Verner. Ces auteurs se sont
surtout intéressés aux questions suivantes. Peut-on
construire des interpolants pour les méthodes de Runge-
Kutta en utilisant seulement les valeurs locales de f dis-
ponibles? Si non, combien de valeurs de f additionnelles
sont requises? Selon eux, tout dépend de l'ordre requis
pour les interpolants et de leurs applications. Leur proceé-
dure comprend trois phases: la premiere initialise la
procédure, la deuxieme et la troisieme constituent un
processus appellé "boot-strapping” qui augmente l'ordre
de l'interpolant d'une unité chaque fois que le processus
est appliqué et ce jusqu'a ce que l'ordre maximum soit
atteint. Les résultats obtenus sont intéressants: les
interpolants qui admettent une erreur locale du méme
ordre que l'erreur globale de la paire de formules asso-
ciées, fournissent une bonne approximation globale de la
solution du probléme alors que les interpolants qui ad-
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mettent une erreur locale supérieure d'une unité fournis-
sent une approximation globale plus précise quoique ces
interpolants soient plus colteux en termes du nombre
d'évaluations de dérivées additionnelles.

Pendant longtemps, la paire de formules de Runge-Kutta-
Fehlberg emboitées d'ordre 4 et 5 a été considérée "le
standard” pour juger des nouvelles paires de formules du
méme ordre. Selon Shampine [8), cette méthode n'est
plus nécessairement la meilleure méthode. Ceci est di en
partie aux récents progrés dans le domaine de l'interpo-
lation pour les méthodes de Runge-Kutta. En 1980,
Dormand et Prince [2] ont proposé une famille de paires
de formules de Runge-Kutta emboitées d'ordre 4 et 5
ayant chacune une petite erreur principale dans la formu-
le d'ordre 5 et une région étendue de stabilité absolue. Ce
sont des méthodes explicites & 6 et 7 stages, notées
DP(4,5)6M, DP(4,5)7M et DP(4,5)7S

Dans le présent travail, je me suis intéresseée a la cons-
truction d'interpolants pour la famille de paires de for-
mules de Runge-Kutta emboitées d'ordre 4 et 5 proposée
par Dormand et Prince. Pour accomplir cette tache, j'ai
utilisé la procédure présentée par Enright et al. [4].

Traditionnellement, on comparait les différentes métho-
des entre elles sur une série de problémes test; ceci
impliquait la résolution d'un tres grand nombre de
problémes. D'aprés Shampine [8], une autre fagon de
comparer des formules du méme ordre est d'examiner les
coefficients des erreurs locales. Pour cela, l'usager doit
définir une mesure de la grandeur des coefficients, c'est-
a-dire une certaine norme. Une comparaison minutieuse
des coefficients de I'erreur fournit plus de détails et de
conclusions que l'étude d'une série de tests numeriques.
En comparant les mesures des erreurs, Shampine [8] a
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montré qu'une des paires de formules emboitées de
Runge-Kutta d'ordre 4 et 5 proposée par Dormand et
Prince [2] était nettemment supérieure a celle de
Fehlberg.

Mon principal intérét est de comparer les coefficients
des erreurs des interpolants construits pour les paires
de formules de Dormand et Prince avec les coefficients
des erreurs des interpolants construits par Enright et al.
pour la paire de formules de Fehiberg.

Dans le premier chapitre, on analysera les coefficients de
l'erreur locale pour les méthodes d'ordre 4 et 5 ainsi que
ceux des interpolants. On présentera également la meé-
thode de construction des interpolants proposée par
Enright et al.

Dans le deuxiéme chapitre, on construira les interpolants
d'ordre 5 et 6 pour les trois paires de formules de Runge-
Kutta emboitées d'ordre 4 et 5 développées par Dormand
et Prince. On verra que les interpolants obtenus sont trés
satisfaisants et confirment la pensée de Shampine au
sujet de la méthode de Fehlberg, c'est-a-dire la méthode
de Fehlberg n'est plus nécessairement la méthode d'ordre
4 et 5 de premier choix. On conclura sur une discussion
des résultats obtenus.

On ne discutera pas des applications pratiques des
interpolants et des résultats numériques obtenus & partir
des interpolants construits puisqu'on ne considére que
I'analyse asymptotique, c'est-a-dire quand h tend vers 0.

Tous les calculs ont été effectués avec le logiciel MAPLE,



CHAPITRE PREMIER

Une paire de formules emboitées de Runge-Kutta a s-
stages se définit par les deux récurrences:

S
3)  Ynsi=Yn+hp _21bifi, d'ordre p
=

L
@) Ynet =¥n +hn 21 Bfi,  dordre p-1
1=

ou
S

f| = f(Xn + Cihn, Yn + hn 2 a;]fj)
=1

et

aj (=18, bi (i=1,..8), B (i=1,..8),¢ (i=1,..5),
sont les coefficients de la paire de formules; hp est la

grandeur du pas et yn, Yn+t €t ')\rn“ sont les
approximations de la solution y de (1) aux points x, et
Xn+1-

Le tableau 1 ci-dessous représente les coefficients de la
paire de formules de Runge-Kutta emboitées.



Tableau1: Coefficients d'une paire de formules de Runge-
Kutta & s-stages.

C1 0 0 . 0
c2 a2z i 0
0 0
Cs as,1 .o . as,s-1 0
61 62 . . 68
b1 b2 : : bs

Puisqu'il s'agit de méthodes explicites, les aj=0, j=Ii.
Donc les éléments de la partie triangulaire supérieure
sont nuls.

L'erreur locale de la formule (3) est

(5) Thet =VYn+1 - Yn(Xnet) = hpP+1 ¥(Xn,¥n) + O(hpP+2).

L'erreur locale de la formule (4) est

A
(6) Tnst = Yne1 - Yn(Xne1) = haP $(Xn,yn) + O(hpP+1).

Afin de mieux comprendre et de mieux apprécier |'analy-
se des coefficients de l'erreur que l'on verra dans ce



travail, il est important d'expliquer les détails du terme
¥(Xn,Yn) pour une méthode d'ordre p. On a

Thns1 = Yn+1 - Y(Xn+1) = ¥n + hp ®(Xn,Yn,hn) - Y(Xn+1)
ou
s
®(Xn,Yn,hn) = 21 bifi.

On développe les valeurs numériques, ®(Xn,¥n.hn), €t les
valeurs exactes, Y(Xn+1), €n série de Taylor:

hy2f(2) hn3f(3)+

®(Xn,Yn,hn) = f + hnf(1) + oT t 3|

hnPf®)  hpp+1flp+1)
p! + (p+1)! + ey

v F

et

hn2ya(2)  hpdy,a(3)
Y(Xn41) = ¥n + hnYn“) + L g,n + L g'n +...

hnPYa(P) hpP+lya(p+1)
i T (el T

on remplace les dérivées yp(i) par



y() = f
y(2) = f(1)

y(P) = (p-1)
y(P+1) = (p);

on obtient donc, pour les valeurs exactes
suivante:

hn2f(1})  hp3f(2)
Y(xn+1) =Yn + hnf + n2| + n3' + ...

hnPf(P-1)  haP+1§(P)
p! + (p+1)! e s

+

On peut récrire Ty,1 de la fagon suivante

hn2f(2)  hnPf®)
Tnet = Yn + hn [f + hoft) + =T5— "p,

hnf(1)  hp2§(2) hnPH{(P)

- Yn-hnlf+ o1+ 3 +"'+(p+1)!+']

10
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et on obtient
Tn+1 = bn [®(Xn,Yn.hp) - A(Xn,Y(Xn),hn) 1.

L.a méthode est ditc d'ordre p si le terme entre crochet
est d'ordre p en hp:

®(Xn,Yn,Nn) - A(Xn,y(Xn),hn) = O(hnP).
Alors, on a
Tn+t1 = hnP+1 ¥(Xp,yn) + O(hnP+2)
ol ¥(xn,yYn) est le terme principal de l'erreur.

Pour une méthode d'ordre p, on a

Np+1
W¥p(Xn,Yn) = i aj(P+1)F;(p+1)

i=1
ol les Fi(P+1), i=1...np,¢, forment I'ensemble des différen-
tielles élémentaires d'ordre p+1 de f et np,1 est le nom-
bre de différentielles élémentaires d'ordre p+1.
Si la formule est d'ordre p, alors
\Pr(Xn,Yn) = 0, r= 1,..., p"1
Ceci implique que

(7) ai(r+1) = 0, i=1,.,0pq, r=1,.., p-1.

Selon Lambert [6], pour la consistance, I'équation qui suit
doit étre satisfaite:

11



S
(8)  ay(M= bj-1 = 0.
=1

Les équations (7) et (8) sont appelées équations de
conditions des méthodes de Runge-Kutta d'ordre p.

Butcher [1] a donné les détails des termes du développe-
ment de Taylor pour les valeurs numériques, yn.1, €t pour
les valeurs exactes, y(Xp41):

oo

hnfBi(rei(r)Fi(r) _
Yn+1 =¥n + (r“1 )| ' | = 1,...,nr,
r=1
hnro(NF(n _
Y(Xns1) = Yn + 2 . 'r! I a i=1,..,0,
r=1

ou

Fi(r) représente l'ensemble des différentielles élémen-
taires d'ordre r;

Bi{r) sont les coefficients numériques avec lesquels I'en-
semble des différentielles élémentaires des valeurs nu-
mériques Fj(r) correspondent & l'ensemble des différen-
tielles élémentaires des valeurs exactes Fi(r);

¢i(r) sont les poids élémentaires formés de la somme et
du produit des constantes ¢;, b; et a;; du tableau 1;

12



() sont les coefficients numériques des différentielles
élémentaires Fi(D, i=1,..., n;, pour les valeurs exactes.

Pour une méthode d'ordre p, on a donc

(9) Tns1 = Yn+1 - Y(Xn41)

Np+1
p+1)p;(p+1) (p+1
= hp+1 [2 Bilp+ (p‘ - 20&) 1)|] Filp+1)

+0 (hnp+2) s

ou
(10) a(P+1) = %Bi(pﬂ)(pi(m"l) -F:;)—,ai(pn),

i = 1,.-., np+1-

On voit que les a;(P+1) sont les coefficients des Fi(p+1)
dans ¥p(Xn,Yn)-

Le tableau 2 [2] décrit les équations de conditions pour
les formules d'ordre 1 a 6.

Le terme principal de I'erreur de la méthode d'ordre p-1
est

n
(11) Y(xn,¥n) = i ai(P)F;(p).

i=1

13



Tableau 2: equatlons de conditions pour les formules

d'ordre 1 a 6.

Table 1. Equations of condition for orders 1 to 6

17 @

Ordet r 1 2 3 4 5 & 7

5 ’-Jx biay Ak sm e, * T35

18

Noofele-fn, 11 2 4 9 20 4 120 §
g .
entials 19 ay -_6— i,j: bicfnucj.-ﬁ .
Rotes 20 d®alzy L
() ‘l"jfl']j- i#1,2,.0.08 whero s1s number of 32k if“’]‘i""‘k 48
6) 01 2...2.1
siagel. 2 alall 3 pielay el L.
(i) ag- 0, j > I for an explicht RK, ¢ 4 ﬁ.‘i 1% 732
{iii) All subseripts run from 1 to g, 22 °§',6] - _%,. i?kb 1 cjz Ak S - ._,_1_2_
¢ -
1 ﬂ&u-?bi"l, 23 n&}n.’_ % .blci‘ljc}" l:“ .
. 2 (6), 1. 4_1_ .
: a(‘,-?b‘q"%' 2% opl= g ﬁ"l'ij‘]- 720
6, 1 2
3 dtls)-_%.?blciz-%. 25 aa 2 l?hblcl .u-.jkck -ﬁ-
. s’-' l
4 3(23).3: bl.ﬂcj'%’ 26 ds ;ﬁmbl.u.lkck.]mcm'?z-
= 270(6)!85:. S Az Ey = b
sa(l‘u 2.)6'---— () ijk 1555 % k%" g a3
28 '-—}:blll [ ITR --l...
‘“‘z"?"m'u‘]“ 9'” ijk 1 ek idp L
2 --—- z beajia e s -
. 12 i Ij k% *jinm = 345
7 of¥ "_':jbi'ij‘j“" o 2 ijkm ;
30 I—- s b Crlisa CE e
(. ) 913 epyoyet i
- l?kbl.ij.jkck ﬁ 31 alble L. L th {
T T | Ly
. 9-0‘(5).--25‘: -l_. 14 j l'jj.”‘k 180
20 {6)
2a -— E b.a e .
: 15 ikl - 535
10 a(z}=-?i2lalc|aucj-i’no-l " ) j
i 3 ofPe 2 bieusnen - i
.l £b 1 16" i 1k km m = 4
Rl Tl o AL LA © )
(a et d 3 o7 S R ki 5
12 64 --—z—-l? b"i‘lj‘j -._. (
" (5) . - b 35 l ' { biluljheklkmcm-iaa.
et F byl g
(s) - . % eig=3 2 ifim Bk tkm i - 55
" .iﬁbic'.“’jkcrﬁ 37 olfle £

15 ol

(5)a L % biayeay ol wend
18 % "7 ""'J"".E 120

n ijzhbi.ijcjaik‘k - i%

R TR

%20 ;kanbi'ij Hk%km>mnCn "-T;‘_;b"
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Le terme principal de l'erreur pour la méthode d'ordre p
est

Np+1
(12) ¥(Xn,Yn) = i a;(p+1)F(p+1).
i=1

Le but principal de la procédure développée par Enright
et al. {4] est de construire des interpolants pnP et phP+1
qui interpolent yn a xp €t ynid @ Xpe1 €t qui approximent
yn(x) & l'ordre p et a l'ordre p+1 uniformément sur

l'intervalle [xn,Xn4+1]. Ces interpolants sont continus aux
noeuds.

Au départ, on dispose des valeurs de f, soit fy,...,f5, et des
valeurs yn et yn4.1. Puisque linterpolant est construit
aprés un pas réussi, on a une valeur additionnelle de f,
soit f1"+1 = f(xn4+1,¥n+1); cette valeur est gratuite

puisqu'elle doit nécessairement étre calculée au début du
prochain pas.

Voici les différentes étapes de la procédure d'Enright et
al.:

1) Initialisation de la procédure

On construit un polyndme ug qui interpole yn a X et ynsq @
Xn+1 uniformément sur lintervalle [xp,Xn+1] @ l'ordre q le

plus élevé possible. Pour trouver ce polynéme, on utilise
les valeurs suivantes:

- les valeurs yn, Yn+1;
- les valeurs fy,..., fg, f{n+1;
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- possiblement, des valeurs additionnelles de y construi-
tes & l'aide de combinaisons linéaires des valeurs
mentionnées précédemment;

- possiblement, de nouvelles valeurs de f obtenues a
l'aide de nouvelles valeurs de vy.

Notons que g = min(4, p+1) puisque 4 est l'ordre du poly-
néme d'Hermite v qui satisfait les conditions suivantes:

(13) v(Xp) = Yn V(Xn+1) = Yn+1
V'(Xn) = f4 Vi(Xpet) = 1041

Si q = p+1, la procédure se termine puisqu'oh a atteint
l'ordre maximum p+1; alors on prend pnP = ug et ppP+l =

ug.

Si q = p, alors ppP = up et on va a l'étape (3).

Si q < p, on revient & ['étape (2).

"Boot-strapping”

2) Pour i = 1,...,p-q, on choisit des points ;e (0,1) pour
j = 1,...,q+i-4, et on construit un polyndme u; de degré

g+i-1 qui satisfait les conditions d'interpolation
d'Hermite-Birkhoff:

(14)  ui(Xp) = yn Ui(Xn+1) = Yn+1
U'i(xn) = f1 WiXny1) = f4n+1

Wi(Xn + Tijhn) = fij = f(Xq + i jhn, Ui-1{Xn + Tijhn)) .
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On voit que u; appproxime y(x,) & l'ordre g+i = p uni-
formément sur lintervalle [xp,xn+1]. On prend donc
PnP = Up-q et on va & I'étape (3).

3) On choisit des points ;e (0,1) pour j=1,.,p-3, eton
fait une étape additionnelle telle que décrite dans (2). On
obtient un polynéme up.q.q1 de degré p qui approxime
y(xn) a lordre p+1 uniformément sur l'intervalle [xn,Xpn4+1] .
On prend donc ppP+! = Up.q41,

Comme on peut le constater, ['étape (2) constitue un
processus d'itération appellé "boot-strapping” alors que

I'étape (3) constitue I'étape finale de la construction de
l'interpolant d'ordre p+1.

Les interpolants u; ont la forme qui suit:

(15} uj(xn+thp) = do(t)yn +d1(t)hnfy + d2(T)yn+1
qQ+i-4
+dg@hgh™! + 3, dguj(t)hafj
j=1
ou les d,{t) sont des polyndbmes en 1 de degré <p etles
fisont les stages additionnels requis.

Pour évaluer l'erreur des interpolants, on exprime ces
derniers comme une méthode de Runge-Kutta explicite
avec les stages originaux et les stages additionnels
requis par I'équation (14). En remplagant yn.q par le

second membre de I'équation (3) dans I'équation (15), on
obtient:
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S
Ui(Xn+thn) = do(t)yn + d1(t)hnfy + d2()lyn + hn X, bifil
i=1

G+i-4
+d3(@hnly™! + D, da4j(t)hnf;
j=1
que I'on peut récrire de la fagon suivante:
~ Uj(xn+thp) = [do(1) + d2(1)lyn + hn [da(T)f1N+1
+ (d1(t)+d2(t)b4)fy + d2(t)b2f2 +
q+i-4
.t Op(Dbsfs] + D da4j(t)hnf;.
j=1
On voit que
do(t) + da(t) =1;
alors u; peut s'écrire de la fagon suivante:
S q+i-4
(168)  Uj(xn+thn) =¥n +hy 2, (1) + hn 2, dayj(n)f;
j=0 j=1
ou plus explicitement comme ce qui suit:
S+Q+i-4
(16b)  uj(xp+thp) =yn + hy bj(t)fj
j=0

ou fg=fin+1 etles bj sont des polynémes en 1. On peut
donc appliquer la théorie usuelle des méthodes de Runge-
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Kutta explicites pour trouver les coefficients de l'erreur;
on obtiendra des coefficients qui seront des polynémes
en .

L'erreur de l'interpolant p,P est

(17)  PaP(Xn+Thn) - Y(Xn+thn) = hpP ¥ (Xp,¥nit) + O(hpP+1)

ou

3

(18)  ¥(xn.yn:t) = i, ai(P)(1)F;(P)
=1
et

1 1
(19)  ailP)(r) = T Bi(P)gi(P}(x) - atpai(P).

L'erreur de l'interpolant p,P+1 est
(20) pnP+1(xn+thp) - Y(Xn+thp) = hpP+1¥(xp,¥n;1) + O(hnP+2)
ou
Np+1
(21)  ¥(Xn,yni7) = i ai(P+1)(7)Fi(p+1)

i=1
et

(22)  ajP+N(x) = F:T Bi(P+1)g;(P+1)(1) - p+1gg(p+1).

;
(p+1)1°

Notons que ¥ (Xp,¥n;1) = ¥(Xn,¥Yn) puisque l'interpolant
pnP+1 est continu sur chaque intervalle et qu'il interpole

Yn & Xpn et Yn+1 @ Xn41. Par contre, ‘?’(xn,yn;l) ;e‘?’(xn,yn)
puisqu'on utilise I'extrapolation locale pour avancer d'un
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pas et \f'(xn,yn) est associé a la formule auxiliaire d'ordre
p-1.

Pour comparer les coefficients des erreurs des interpo-
lants construits pour les paires de formules de Dormand-
Prince [2] avec les coefficients des erreurs des interpo-
lants construits par Enright et al. [4] pour la paire de for-
mules de Fehlberg, on a choisi les mémes bornes d'erreur.
En examinant les équations de conditions telles que don-
nees par (22), on peut récrire chaque équation de condi-
tion, pour un interpolant d'ordre p+1, comme ce qui suit:

(23)  aye+1) =(-5;2W pBi(P+i(P+1)(1)

- (_p.:_1)T 1 P+1g;(p+1)

_ (p:1 7 @i+ [oie+1)(e) - 7P+ ]

i = 1,-.-,np+1-
Les bornes d'erreur pour un interpolant d'ordre p+1 sont;

m o<t
(24) | ¥(xn,Yn;D) Il < Mpa41

N2 0st<2
ou
1 n + 1
Mo+t = 5e)1 i ailP+1) || Fi(p+1) ||

i=1
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et

nj = max | gi(P+t)(7) - TP+ |, j=1,2

Les bornes d'erreur pour un interpolant d'ordre p sont:

A
My Qgesd
25) 1| ¥xnynit) | < Mp{ A
No 0<1<2
ou
1 n
Mp-_:aiai(P) | Fi(P) 4
|=
et

ﬁj = max | oiPX(z) -2P|, j=1.2.
1<isnp

Ici n4, np_,ﬁ1 et 1'1‘ o sont des constantes réelles pour un t

donné.

On remarque que la grandeur des coefficients de l'erreur
pour les interpolants dépend du choix des t;;. On choisit
ces points afin d'obtenir de petites constantes réelles n1,

n2,M1 et 2. Pour chaque i, les t;; doivent étre bien dis-
tribués et pas trop prés des extrémités. Comme on verra
au chapitre deux, le choix d'un ensemble de tj; ne minimi-
se pas nécessairement ['erreur sur les deux intervalles

[0,1] et [0,2].
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Afin de comparer la grandeur des coefficients de l'erreur
des interpolants avec l'erreur locale de la méthode, on
utilise les mémes bornes d'erreur, soit:

(27) || ¥(Xn,Yn) Il € 1 Mpyy,
ou

1 Np41
Mp.+1 =P+l Z ai(P+1) |} Fi(p+1) ||

et

n= max |ojP+1)-1]|,

pour une méthode d'ordre p et
(28) || ¥(xn,yn) Il < AMp,
ou

;1 0
p='5' iai(P) I FiP) ]

i=1

et

A= max |oiP)-1]|,
1<i<n,

pour une méthode d'ordre p-1; m et ﬁsont des constantes
reelles.

Pour chaque paire de formules emboitées que [I'on
étudiera dans le prochain chapitre, on donnera les bornes
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de l'erreur en termes de My et My, 4 pour les interpolants
ainsi que pour la méthode.
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CHAPITRE Il

Dans ce second chapitre, on construira des interpolants
pour les paires de formules de Runge-Kutta emboitées que
Dormand et Prince ont présentées en 1980 [2], soit les
paires de formules explicites d'ordre 4 et 5, a 6 stages,
DP(4,5)6M, et & 7 stages, DP(4,5)7S et DP(4,5)7M (7 stages
modifiés). Pour la paire DP(4,5)6M, on donnera tous les
détails de la construction des interpolants ainsi que ceux
des calculs des bornes d'erreur; pour DP(4,5)7S et
DP(4,5)7M, on donnera les résultats essentiels.

Premiérement, on calculera les bornes d'erreur locales de
la premiére paire de formules, soit DP(4,5)6M. On utilisera
ensuite la procédure d'Enright et al. telle que décrite dans
le chapitre précédent pour construire des interpolants
d'ordre 5 et 6. Finalement, on calculera les bornes des
termes principaux de l'erreur pour chacun des interpo-
lants. Ceci nous permettra de comparer nos résultats avec
ceux qu'Enright et al. [4] ont obtenus pour la méthode de
Fehlberg.

Il est important de noter que la paire de formules

DP(4,5)6M posséde le méme nombre de stages, soit 6, que
la paire de formules de Fehlberg.

DP(4,5)6M

Le tableau 3 ci-dessous donne les coefficients de la pre-
miére paire de formules, DP(4,5)6M.
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Tableau 3: Coefficients de la paire de formules DP(4,5)6M.

o | o

T

5 |5 O

3|3 o

10 |20 40

3 la 0 8

5 |70 10 5

2 |226 -25 880 55 )

5 |720 27 720 729

|8 s 2es o1 189
570 2 297 27 55
31 190  -145 351 1

——

540 © 297 108 220 20

19 1000 -125 81 5

516 0 2079 216 88 56

L'erreur locale de la méthode d'ordre 4 est:

Joet1 - yXne1) = haB F(xn.yn) + O(h6),

ou

Q9
$(xn,yn) = T aildIFi(5)
=1
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et
1 1
ai5) = 77 Bi(5)P((8) - T (5)

-2 (5 [0}6) - 1]

En utilisant les coefficients du tableau 3 et les équations
de conditions aj(r}, r=1,...,5, du tableau 2 du chapitre
précédent, on obtient Ies équatlons de conditions suivan-
tes:

aiiN =0, r=1,.4, i=1,..,n

a16) = 31" 1 apss - 577 1= 37 1* (550)
a2(5)-1—_*12*6508090-1—.*6=lg*e*(;sog)
29(9) =37 12 * 735005 - 51" %= 51 "3 * (570
RTRTAOY | I BN BRI
2505 = 37" 4 So05 * 51" 1= 51 1" (350
269 =37 24 * 5005 - 51 4= 57 "4 (300
az(5) = 1*24*13230-'1‘,*3=l|"3'(é50)



1 239 1 1 11

2800 =21" 12" 15000 " 51" 1= & "1 " (250

a

—17_ .1_* l_* * 11
1875 51 1=757 17 (725"

1
ag(d) = 4—!* 24 *

Le terme principal de l'erreur d'ordre 5 est borné par:

| ¥(Xnyn) | < 0 Ms,

ol

M= max |oi6)-1|
1<i<9

et

9
Ms =g 2 ()] F(S) |
=1

On constate d'aprés les équations de conditions ci-haut que
le terme principal de l'erreur locale satisfait l'inégalité

(29) 1 ¥xnyn) Il < G35 - 0.088) Ms.

L'erreur locale de la méthode d'ordre 5 est:

Yn+1 - Y(Xn+1) = hn® ¥(xn,yn) + O(h7),
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ou

¥ (Xn,Yn)

et

ai(6) =

- 6!

Comme précedemment,
tableau 3 et les équations de conditions aj(", r=1

tableau 2 pour obtenir les équations de conditions
suivantes:
ai(r) = Fr= 1, ..,5, i = 1,. ,nr
1 I R DU
1.1 1. LI
as(6) = 5] 20 12 ~ Bl 10 = Y 10 * (0)
opne 1, LR
as(6) = 51 60 54 " B 15 = 61 10 * (0)
* » -...1_ 1_ * ..1_. * *
1 1 1 1
B) o =¥ ¥ o L e ¥ — — *
as( )-5! 60 36 " Bl 10_6 10 * (0)

é Bi(6)p;(6) -

20
= Y, ai(é)Fj(6)
i=1

61 “i®)

a;(6) [ 5;(6) - 1].

on utilise

28
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1 * * 1 1 * 1 * *
a7(6) =51"5"30 - 511 =57 170
1 * *—9.7_ .1_* l* * i
28() =517 60 " 3600 ~ &1 10=51 " 19 g
1 - t_g?_ 1—i 1_t * ,—_3_
29(®) = 57° 120 * 7555 - 51 10 =51" 10 * (705
1 * *i 1_11 .]_* * ...1_
a10®) =57 120 * 505 - 57" 15 =57 16 * (55)
1 - * 1 1 * 1 ) *
a11(6)=§'!' 60 80 61 B6=31 6" (0
(6) = =— * *_1.... 1_* 1_* "
412 =57 60 "o - 5178 =57"3 " (0)

1 * *_1_ 1 * 1 * *
a14(6)=-5—| 60 90 " &l 4=§|' 4 * (0)
1, on. 3 1. ...
a150) =57 20" 755 - & 1=51" 1" G
17 1 1 1
6 — P ———— —  ma B e
a16(8) = 57" 120 * 5755 - 51" 5 = 5] (59
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a17(8) =57 120 " 3550 “ &1 4 =81 4 20
(6) 1_* * 3 _1_t _1_*3* ;_1_
1% = 577120 " g5 - 51 3 =%l 10
1* * 1 ,_,1_* _1__1- * i
a19(0) =577 60" 755 - 51 1= 1G9
(6) -:l—*120* 1 1_*1_1_«&1 * '_,1_
a20®) = 5 goo "8 =&l ' G0

Le terme principal de l'erreur d'ordre 6 admet la borne su-
périeure suivante:

|| ¥(Xn,yn) [| < n Mes,
ou

n = max |oi(6).1|
1<i<20

et

1

20
Me =75 2, %i(6)]| Fi®) ||
i=1

(o))

On voit que d'aprés les équations de conditions ci-haut, le
terme principal de l'erreur locale satisfait l'inégalité

3
(30) |'¥lxnyn) I| < (55 = 0.15) Mg
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Enright et al. ont obtenu 0.1538 Mg et 0.6538 Mg comme
bornes pour les termes principaux de l'erreur pour la paire
de Fehlberg d'ordre 4 et 5. Les bornes (29) et (30) obte-
nues pour DP(4,5)6M sont donc beaucoup plus petites.

Pour construire un interpolant d'ordre 5, on a besoin d'une
valeur de y additionnelle. Horn [5] a développé un algorith-
me pour déterminer la solution d'un systeme d'équations
différentielles a n'importe quel point a l'intérieur de [l'in-
tervalle d'intégration. Cette solution peut étre cétermi-
née a l'aide de l'évaluation de seulement quelques dérivées
additionnelles (stages additionnelles). Selon Horn, pour
produire un algorithme Runge-Kutta d'ordre 4 (d'ordre
local 5), on doit satisfaire les équations suivantes:

r ) o-i
(31) Y bjcji = 7. 1=0123 et c1=0,
j=1
;
(32) Z b*jcjlajk =0, =0, k=1,

j=k+2

ou r est le nombre de stages, soit 6, o est le point a
l'intérieur de lintervalle d'intégration et b‘2 est égal a 0.
La substitution des valeurs des c¢; et des aj du tableau 3
dans (31) et (32) donne le systéme suivant:

(33) Ax

b,

qu'on écrit explicitement:
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o

0

\ 0

La matrice A est singuliére de rang 3. On a une infinite de
solutions si ¢ est un zéro du polyndéme o (o - 3/5) (6 - 1),
comme on peut voir par I'élimination gaussienne du
systéme (33). |l est donc possible, sous I'hypothése que
b*s = 0, d'obtenir une approximation de y(xn+0.6hn),
d'ordre local 5, "gratuitement", c'est-a-dire sans ajouter
de stages b’jsupplémentaires. On aura

1 1 1
3/10 3/5 2/3

(3/10)2 (3/5)2 (2/3)2
(2/3)3
-9/10 -25/27 5/2 }

(3/10)3 (3/5)3
9/40

(b*1°)
b*3
b*4
b*5

\b*6_/

(1)
c/2
c2/3 |.
c3/4

0 J

(34) Yn+0.6=Yn + 0.6hn (b*1f1+b"3f3+b"afa+b’sf5+b 6te).

Pour déterminer les b"j, on résout le systéme (33) avec

c=3/5 et on obtient les valeurs suivantes:

(35)

b1 =gbe+g
b2 =0

b3 =-4—9%gb*6+§
b*4=%5"b'6+%
b's = - ‘Q:I'g‘b'e
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b*e¢ = b's (parametre libre)

On obtient donc une famille d'approximations a un para-
meétre, soit b's, d'ordre local 5 pour y(xn+0.6hp). La valeur
de b's qui donne l'approximation yni.0.6 ayant la plus pe-
tite erreur locale est -383/12500; la substitution de cette
valeur dans (35) donne le résultat suivant:

16069
(36) Yn+0.6 = Yn + hn [ mh

0782 1931 = 217161 1149
+20625 3~ 7500 4 * 587500 5" 62500 '© ]

On a multiplié tous les b*j par 3/5. L'erreur locale est cal-
culée de la fagon suivante:

Yn+0.6 - ¥(Xn+0.6) = hnS ¥(Xn,yn) + O(hnb),

ou
9
¥(xn,yn) = X ai(5)IFi(3)
i=1
et

a5 = % B;(5)¢;(5) - (%)5 ';T 0.;(5)

1
=37 % [o5 - (5],
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Comme précédemment, on utilise les coefficients du
tableau 3 et les équations de conditions ai(r), r=1,...,5, du

tableau 2 (en n'oubliant pas les modifications mentionnées

ci-dessus) pour calculer la borne de l'erreur. On obtient
ain=0 r=1,..4,i=1,.n,

et

| Yn+0.6 - Y(Xn+0.6) | < hn5nMs + O(hn6).

ou
3
n = max |ai®-@°.

1<i<9

Alors, on obtient l'inégalité suivante:

14289
+ O(hns).

lci, la borne d'erreur pour la valeur de yn+0.6 est
légérement plus élevée que celle qu'Enright et al. ont
obtenu pour Fehlberg, soit 0.0319 Ms.

On utilise yn+0.6 pour construire un interpolant ug d'ordre 5
et de degré 4 sans évaluation de dérivées additionnelles.
Cet interpolant est le polynéme d'Hermite déterminé par
les équations suivantes:
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(38) uo(Xn) = ¥n uo(Xn+1) = Yn+1
u'o(xn) = f1 U'o(Xn41) = f1n+1
uo(Xn+0.6) = ¥Yn+0.6.

Le polyndme interpole yn, Yn+0.6, ¥Yn+1 @ Xn, Xn+0.6, Xn+1 €t
Y'n: ¥'n+1 & Xn, Xn+1 uniformément sur l'intervalle [xn,Xn+1].

On exprime l'interpolant sous la forme suivante:
(39) ug(Xn+thn)= do(t)yn + d1(t)hnf1 + d2(T)yn+1

+ d3(t)hnf1n+1 + da(t)yn+0.6.

ou les di(tr) sont des polynémes d'Hermite du quatrieme
degré:
di(z) = ap + a1t + a212 + azt3+ ag4.

Les dij(t) doivent satisfaire les conditions (38), c'est-a-dire
uo(0) = do(0)yo+d1(0)hnf1+d2(0)y1+d3(0)hnf17+1+d4(0)yo.6

= Y0
u'o(0) = d'o(0)yo+d'1(0)f1+d'2(0)y1+d'3(0)f1n+1+d'4(0)yo.6

= f4
uo(1) = do(1)yo+d1(1)hnf1+d2(1)y1+d3(1)hnf1"+1+d4(1)yo.6

=y1
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u'o(1) = d'o(1)yo+d"1(1)f1+d'2(1)y1+d'3(1)f1n+1+d'4(1)yo.6
= fqn+1
up(0.6) = do(0.6)yo+d1(0.6)hnf1+d2(0.6)y1+d3(0.6)hnfn+1
+d4(0.6)yo.6

= Y0.6-

Ona
di(t) = ap + a1t + a212 + agwd+ agtéd
d'i(z) = ai+ 2azt+ 3a312+ 4a413

Les coefficients des di(t), i=1,..,4, doivent satisfaire le
systéme

(40) Ax = b,

c'est-a-dire

di(0) (1 0 0 0 0 Y/a\ (10000)

a0y fo 1 0 0 0 | a 01000

di(1) | 1 1 1 1 1 a2 |={00100

di1) [0 1 2 3 4 |[la3 00010

di(0.6) \ (1 0.6 0.62 0.63 0.64 J\aa/ \0 000 1)
L il
do d1 d2 d3 ds4

On obtient donc:
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do(s) = (c-1)2 (1-37) (5re+1)

di{(t) =1 (t-1)2 (1 -'g”c)

5

3
da(t) =2 (7- 3

) (97 -11)

ds(t) =12 {t- 1) ('Z'T'%)

da4(z) = %12 (t-1)2

Puisque q = p = 5, on choisit up comme interpolant initial.
Afin de calculer l'erreur de ug, on représente ce dernier
sous la forme d'une méthode de Runge-Kutta explicite.
Dans (39) on remplace yn4+1 par

6

yn + hn 2, bifj
i=1

et yn+0.6 par

6
¥n +hn 2, b'ifi:

j=1
on remarque que f1N+1 = f(xn+hn,yn+1).

On obtient donc
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6
(41) uo(xn+thn)= do(t)yn + d1(t)hntt + d2(7) [ yn + hn}l1 bifi ]
I=

6
+ d3(t)hnf1M+1 + d4(z) [ yn + hn _21 b*ifi ]
|=

= [ do(t) + d2(z) + da(t) ] yn
+ hn { d1(0)f1 + d2() [ b1f1 + b2f2 +...+ befe ]
+ da(r)f1n+1 + da(t)[b"1f4 +...+ b'sfe ] }.
On voit que
do(t) + d2(t) + d4(z) = 1.

On a un stage additionnel, soit f1n+1 (= f(xn+hn,Yn+1)), que
'on notera fo et dont les aj sont les bj de yn+1 (ordre 5).
On peut maintenant écrire ug sous la forme suivante:

6
(42) uo(Xn+thn) = ¥n + hn Z bi(t)fi,
i=0

ou bo(z) = d3(1)
Ri(7) = di(1) + d2(t)b1+ da(t)b*1
bao(t) = d2(t)ba+ da(t)b*2

b3a(t) = d2(t)b3+ da(t)b*3
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D4(t) = d2(t)bs+ da(T)b*4
bs(t) = d2(t)bs+ d4(t)b*s5
bs(t) = d2(t)be+ da(t)b*s

On représente les coefficients de up dans le tableau 4 ci-
dessous,

Tableau 4: Coefficients de l'interpolant ug pour DP(4,5)6M.

o |o

1|1

5 | 5 0

3 |3 &

10 |20 20

s |s = 8

5 (70 70 &

2 [226 -25 880 55 )

3 |728 27 729 729

, |81 5 266 o1 189
570 2 297 27 55
19 1000 -125 81 5

1 —_—

516 0 2079 216 88 56 O

bo(r) bi(r) bo(r) bal(r) ka(r) Dbs(t) bs(r)
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On calcule maintenant l'errreur de uo; puisque ce dernier
est exprimé comme une méthode de Runge-Kutta, on
utilise la procédure usuelle, c'est-a-dire

uo(Xn+thn) - Y(Xn+thn) = hnS ¥ (X, ¥nit) + O(hnB),
ou
9
$(xnymt) = 2 aild)(x)Fi(5)
i=1

et

1
i) = = BEOEx) - 5715 4O

1
=57 %® [0 (z)-15].

On utilise les coefficients du tableau 4 et les équations de
conditions, aj(n, r=1,...,5, du tableau 2 (en n'oubliant pas les
modifications mentionnées ci-dessus) pour calculer l'er-
reur d'interpolation de up, On remarque que les équations

de conditions sont des polyndémes en t puisque les bjsont
des polyndmes en 1. On obtient

aiN(r)=0, r=1,.4, i=1..n,
ai®t)#0, i=1,.9.

Le terme principal de l'erreur d'interpolation uo d'ordre 5
est borné par
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Ny ogrst
| $xn.ynit) 1| < M5{ ,
N2 0<1L2

ou

ﬁj: max |oid(t)-t5|,j=1.2
1<i<9

et
1 9
5=57 & %9 Il Fi® |
5! i=1

A A
et N1, N2 sont des constantes réelles.

Le terme principal de l'erreur de ug satisfait l'inégalité:

0.0484 Q<<

43 7 Yn; <M
(43) | ¥(Xn,Yni%) || 5 { 8.1403 0<1<2
Les bornes de l'erreur de l'interpolant up sont plus élevées
que celles qu'Enright et al. [4] ont calculé pour ['interpolant
ugp associé a la méthode de Fehlberg. Ces derniers ont
obtenu les résultats suivants:

0.0436 Q<<

' <
(44) 1 ¥HxaynD Il < Ms{ 77145 geeed
On construit maintenant un interpolant uy d'ordre 6 a l'aide
de I'étape (3) de la méthode proposée par Enright et al. [4].
Cette étape fait partie du processus appellé "boot-
strapping”; il permet d'augmenter d'une unite l'ordre de
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linterpolant au moyen de I|'étape (2) jusqu'a ce que l'ordre
maximum de 6 soit atteint.

On doit choisir deux points:
11:=11,1 € (0,1) et 12:=712¢€ (0,1)

et déterminer un polyndme d'interpolation d'Hermite-
Birkhoff de degré 5 qui approxime yn(x) d'ordre 6 unifor-
mément sur l'intervalle [xn,Xn+1]. Cet interpolant doit
satisfaire les conditions qui suivent:
(45) U1(Xn) = ¥n U1(Xn+1) = Yn+1

u'1(xn) = fq U1 (Xne1) = fN+1

u'1(xn+t1hn) = 7 = f(Xn+t1hn,ug(Xn+t1hn))

u'1(xn+t2hn) = fg = f(xn+t2hn,uo(Xn+12hn))

Ce dernier stage requiert deux évaluations de f addition-
nelles, f7 et fg. On écrit l'interpolant sous la forme suivan-
te:

(46) u1{Xn+thn) = do(t)yn + d1{(z)hnf1 + d2(T)yn+1
+ d3(t)hnf17+1 + da(t)hnf7 + ds(t)hnfs,

ol les dij(t) sont des polynébmes d'Hermite du cinquiéme
degré:

di(t) = ap + 21T + @212 + agt3+ a414 + aso.

On construit les polynémes di(t) de fagon a satisfaire les
conditions mentionnées ci-haut. On a
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TR My i ot i BRI

u1(0) = do(0)yo+d1(0)hnf1+d2(0)y1+d3(0)hnfyn+1
+d4(0)hnf7 + ds(0)hnfs

=Yo
u'1(0) = d'o(0)yo+d'1(0)f1+d'2(0)y1+d'3(0)f1n+1
+d'4(0)hnf7 + d'5(0)hnfs
= f4
uq(1) = do(1)yo+d1(1)hnf1+dz(1)y1+d3(1)hnfin+1
+d4(1)hnf7 + ds(1)hnfs
= y1
u'1(1) = d'o(1)yo+d'1(1)f1+d"2(1)y1+d'3(1)fyn+1
+d'4(1)hnf7 + d's(1)hnfs
= f4n+1
u'1(t1) = d'o(t1)yo+d"1(z1)f1+d'2(t1)y1+d'3(71 )f4 N+
+d'4(t1)hnf7 + d's(t1)hnfs
= {7
u'1(t2) = d'o(t2)yo-+d'1(12)f1+d"2(t2)y1+d'3(12)f1"+1
+d'4(t2)hnf7 + d's(t2)hnfs
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Ona

di(t) = ap + a11 + a212 + azt3+ a414 + asTd

d'i(t) = a1+ 2azt+ 3a3t2+ 4a413 + Sasté
Les coefficients des di(t), i = 1,..,5, satisfont le systéme
suivant:

(47) Ax = b,

c'est-a-dire
di(0) (10 0 0 0 0 Ya\ (10000 0)
difé) o1 0 0 0 O aq 010000
di(1) {11 1 1 1 1 ao 001000
dif(1) {01 2 3 4 5 as{ | 000100
d'i(t1) | 0 1 211 3112 4113 5114 || a4 000010
d'i(t2) \ 0 1 212 3722 4123 5124)\a5) \0 00001 )
Il 1l

do d41 d2 d3 d4 d5

On doit choisir deux points distincts:
t1:=11,1€(0,1) et 12:=112 €(0,1),

de fagon que la matrice A ci-dessus soit réguliere. Pour
que le déterminant soit non nul, c'est-a-dire

-211712 (-1+12)(-1+ 71){107172 - 571-5 12 + 3)(71 - ©2) = O,
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11 et 12 ne doivent pas satisfaire I'équation suivante:
10 1172-511-512+3=0.
Puisque p+1 = 6, on choisit u1 comme interpolant final.
Afin de calculer l'erreur de ui, on représente ce dernier
sous la forme d'une méthode de Runge-Kutta explicite.
Dans (46), on remplace yn+1 par
6
yn +hn 2 bifi
i=1
et ug(xn+thn) par
6
yn + hn 2 Di(0fi.
i=0

Ona
f7 = f(xn+t1hn, uo(Xn+z1hp))
6
=H(xn+Tihn, yn + hn 2, Di(71)fi),

i=0

fg = f(xn+12hn, up(xn+t2hn))

6
=f(xn+t2hn, Yn + hn Z bi(t2)ti),
i=0
et

f4n+1= f(xn+hn, Yn+1).

On obtient donc
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u1{xn+thp) = do(t)yn + d1(t)hnf1
6
+da(t) [yn +bn D, bifi ]
i=1

+ da(t)hnf1"+1 + da(t)hnf7 + ds(t)hnfs

= [ do(t) + d2(7) ] yn
+ hn { d3(t)f1n+1 + [d1(7) + d2(T)b1]f4
+ d2() [bof2 +...+ befg] } + da(t)hnf7

+ d5(t)hnfg .

On voit que
do(z) + d2(1) = 1;

on a trois stages additionnels, f7, fg et fo (= f1P+1). Mais fo
est gratuit puisqu'il doit étre calculé au deébut du prochain
pas. Les ajj de fo sont les bj de yn4+1 dordre 5. On peut
maintenant écrire uq sous la forme suivante:

6 8

(48)  ui(Xn+thn) = yn+ hn 2, D) + hn 2, bi(¥)fi,
=0 i=7

ou

bo(1) = d3(7)
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b1(t) = d1{7) + d2(t)b4
bo(7) = d2(1)b2

b3(t) = d2(t)b3

ba(r) = d2(t)bs

bs(t) = d2(t)bs

be(t) = d2(t)be

b7(t) = da(r)

bs(t) = ds(1).

Puisque nous ajoutons trois stages, nous ajoutons trois
lignes de ajj au tableau 3. On a

6
fqn+1= f(Xn+hn, ¥Yn + hn Z bifi)
i=1

ou les ajj sontles bj de yn;1 d'ordre 5;

6
f7 =f(xn+t1hn, Yn + hn Z Di(t1)fi)
i=0

ou les ajj sontles bi(t1) de up(xn+t1hn) d'ordre 5;

6
ig =f(xn+t2hn, yn + hn 2, bi(t2)fi)
i=0

417



ou les aj sontles bi(t1) de up(xn+t2hn) d'ordre 5.

On représente les coefficients de uy dans le tableau 5 ci-
dessous.

Tableau 5: Coefficients de l'interpolant u1 pour DP(4,5)6M.

o] o

1] 4

5| 5 0

38 9

10| 20 20

s|s 9 8

5|10 710 5

2 | 226 -25 880 55

3 | 720 27 728 729

|81 5 268 o1 180
270 2 297 27 55

| xe , 1000 -125 81 s
16 2070 216 88 56

T

12

Ri(t1) bolt1) Ds(t1)
Di(t2) bo(t2) bka(t2)

0

Da(t1) DRs(t1) De(t1) Bol(z1) O
b4(z2) bs(t2) bg(t2) Do(v2) O O

Bi(9) ba() B

ba(t)  bs()
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On calcule maintenant I'errreur de U1; puisque ce dernier
est exprimé comme une methode de Runge-Kutta, on
utilise la procédure usuelle, c'est-a-dire

Uq(Xn+thn) - Y(xn+thn) = hn8 ¥(xn,yn;t) + O(hn’),
ol
20
W(Xnyn:t) = D, ail6)(t)Fi(6)
i=1

et

1 1

=2 %(6) [5{8) (1)- 16 .

On utilise les coefficients du tableau 5 et les équations de
conditions, (", r=1,...,6, du tableau 2 (en n'oubliant pas les
modifications mentionnées ci-dessus) pour calculer l'er-
reur d'interpolation de ui, On remarque que les équations

de conditions sont des polynémes en T puisque les bi sont
des polyndmes enzt. On obtient

af{M(z)=0, r=1,.5 i=1..n,

ai®)(t)# 0, i=1,.,20.

Le terme principal de l'erreur du polynéme d'interpolation
u1 d'ordre 6 est borné par
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M n o<t
- <
¥yl < Meg
ou
nj= max |oci6}1)-16) |, j=12
1<i<20
et
1 20
Me=-é-' a;(6) || Fi(6) ||
T

[
-

et n4, n2 sont des constantes rélles.

Pour plusieurs valeurs de t1 et T2 admissibles, on obtient le
meilleur résultat avec 11 = 0.05 et 12 = 0.95. Le terme
principal de l'erreur de u1 satisfait donc l'inégalité

0.15 o<t

4 yn: <M
(49) | ¥ (Xn,yn;7) || 6 { 11.2393 0<1<2

On a remarqué que pour certaines valeurs de tq et 12, le
résultat est le méme pour lintervalle [0,1] mais varie sen-
siblement pour l'intervalle [0,2]. On obtient

pour t11=0.1 et 12= 0.9,

(50) | ¥(xnyn:7) || < 11.3083 Mg, 0 < 1 < 2,
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pour 11 =0.86 et 12 = 0.93,

(51) | ¥(Xn,yn;) || < 11.5367 Mg, 0 st <2

etpour t1=0.90 et 12 = 0.95,
(52) | ¥(Xn,yn:T) || < 11.5165 Mg, 0<1 <2

Pour la paire de formules de Fehlberg, Enright et al. [4] ont
obtenu les bornes suivantes:

0.6574 o<1t

Yol < M
(83) I ¥(xn,yn;) | 6 { 9.9553 (Q<1<2

ol 71 = 0.86 et 12 = 0.93.

On remarque donc que le résultat obtenu avec Dormand et
Prince, pour l'intervalle [0,1], est meilleur que celui de

Fehlberg. Par contre, pour I'intervalle [0,2], la méthode de
Fehlberg est meilleure.

Il est intéressant de constater le résultat suivant pour
l'interpolant u1 pour la méthode de Dormand et Prince:
pour tout te[0,1), la borne de I'erreur est plus petite qu'au
point t=1. Dans le cas de Fehlberg, la tarne de I'erreur pour
1€[0,1) est plus élevée qu'au point =1: la borne est 0.6538
Me au point t=1 alors qu'elle est 0.6574 Mg pour t€[0,1).

Les valeurs t1= 0.05 et 12 = 0.95 donnent donc les dj(t)
suivants:

1
do(t) = - 57 (48013 - 24012 - 1227 - 61) (r-1)2
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1
d1(t) = 7759 ° (1144072 - 11820t + 1159) (r -1)2

1
dz2(1) = g3 —— 12 (48013 - 120012 + 8387 - 57)

ds(t) = 11159 12 (1144072 - 11060t + 779) (t -1)

1000
d4(1) = - 79231 ——12 (1447 -133) (t-1)2
1000
10431

ds(t) = - 12 (1447 -11) (1 -1)2

Comme on a mentionné au début du présent chapitre, on
donnera seulement les résultats essentiels pour les paires
de formules DP(4,5)7M et DP(4,5)7S. On remarquesa que
ces deux méthodes posédent un stage de plus que
DP(4,5)6M; la dérivée additionnelle, f7, correspond a fqn+1
= f(xn+hn,¥n+1), c'est-a-dire a la premiére dérivée f du pas
suivant. Les méthodes utilisées pour construire les
interpolants up et u1 ainsi que la valeur additionnelle de y
(pour la construction de ug) sont exactement les mémes
que pour DP(4,5)6M.

DP(4,5)7M

Le tableau 6 ci-dessous nous donne les coefficients de la
paire de formules DP(4,5)7M.
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Tableau 6: Coefficients de la paire de formules DP(4,5)7M.

0 0

1 1

5| 5 0

3l 3 8

10| 20 40

4| 44 8 22

5| 25 15 9 0

8 | 19372 -25360 64448 -212 0

9 6561 2187 6561 729

’ 9017 -355 46732 49 -5103 0
3168 33 5247 176 18656

] 35 0 500 125 -2187 11 0
384 | 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 -92097 11 1
57600 16695 640 339200 84 40
35 0 500 125 -2187 11 0
384 1113 192 6784 84

Le terme principal de l'erreur locale d'ordre 5 satisfait
I'inégalité

97
(54)  I¥xnyn) Il < (750 = 0-997) Ms .
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Le terme principal de l'erreur locale d'ordre 6 satisfait
I'inégalité

;
(55) I'¥(xnyn) Il < (5=0.2) Mg.

Pour construire un interpolant d'ordre 5, on a besoin
d'une valeur de y additionnelle. On utilise la méthode de
Horn [5]; on doit donc satisfaire les équations (31) et (32)
avec r = 7. La substitution des valeurs des c; et des ajj
du tableau 6 dans (31) et (32) donne un systéme matriciel
Ax=b ou la matrice A est régulidre. On peut donc obtenir
une approximation de y(xn+g), d'ordre local 5, sans ajouter

de derivée supplémentaire. On a choisi le point o = 1/2
comme point d'intégration additionnel. On a |

(56) Yn+0.5 = ¥n + 0.5hp ( b"1f1+ b*3f3 + b*4fq + b'sfs
+ befg+b"7f7 ).

Pour o = 1/2, on obtient les b'j suivants en fonction du
parametre t:

. 9337 71
(57) b1 =35760 " 2880 !
b'2=0
oo, 5179 284
3 =73356 *3339 |
b, 1771
4=3072" 96

54



. 5589 17253
5 = 542720 T 16960 '

11 88
5240 105 |

b'6 = -

1—1
2

b*7 =
On a multiplié toutes les valeurs des b’j par 1/2. La valeur
de t qui donne l'approximation yni0.5 ayant la plus petite

erreur locale est 366/10000; la substitution de cette
valeur dans (57) donne le résuitat suivant:

5783653 466123

(58) yn+0.5 = ¥n + hn [ 57500000 1 + 7192500 13
41347 16122321 _ 7117 183

- 1920000 * * 339200000 '® ~ 200000 © * 70000 7

L'erreur locale d'ordre 5 de yn+0.5 satisfait l'inégalité
(59) Il Yn+0.5 - Y(Xn+.05) || < hn50.0123 Ms + O(hnS).

L'erreur obtenue pour yn.0.5 est beaucoup plus petite que
celle obtenue pour yn+0.6 dans les cas de Fehlberg, soit
0.0319 Ms, et DP(4,5)6M, soit 0.0366 Ms .

On utilise yn+0.5 pour construire, comme précedemment,
un interpolant up d'ordre 5 et de degré 4 sans évaluation de
dérivées additionnelles. On écrit l'interpolant sous Ia
forme suivante:
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(60) ug(Xn-+thn) = do(t)yn + d1{r)hnf1 + d2(t)yn+1
+ d3(t)hnf1"+1 + da(T)yn+0.5.
ou les di(tr) sont des polyndmes d'Hermite du quatrieme
degré:
di(t) = ag + a1t + a212 + azw3+ a414.

Les conditions (38) sont satisfaites (avec up(Xn+0.5) =
¥Yn+0.5) parles di(t) suivants:

do(t) = (z-1)2 (1 -2 1) (4 7 +1)
di(r) =t (t-1)2 (1-271)
da2(t)=12(1-21) (47 -5)
da(t) =12 (27 -1)(c-1)
da(t) = 16 12 (z-1)2.
On a p = 5; on choisit don¢c up comme interpolant initial.

On représente up sous la forme d'une méthode de Runge-
Kutta explicite; dans (60) on remplace yn+1 par

7
yn +hn X bifj

ie=1

56



et yn+0.5 par

7
yn + hn _Z1b*ifi,

|
et on remarque que
f1n+1 = f(xn+hn,yn+1) = f7.

On obtient donc
7
ug(xn+thn)= do(t)yn + di(t)hnf1 + d2(t) [yn + hn 23 bifi ]
=

7
+ d3(t)hnf7 + da(z) [ yn + hn Z b*ifi ]
i=1

= [ do(t) + d2(t) + da(z) ] yn
+ hn { d1(t)f1 + da(x) [ b1f4 + baof2 +...+ bsfs
+ b7f + d3(t)f7
+ da(t)[ b"1f1 +...+ b'sfe+ b'7f7 ]},
qu'on récrit ainsi:

7

(61)  uo{Xn+thn) = yn + hn 2, Bi(%)fi,
i=1

ou

bi(z) = di{z) + d2(z)b1 + da(t)b*1
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ba(t) = d2(t)bz + da(t)b*2
ba(t) = d2(7)b3 + da(t)b*3
ba(t) = d2(t)b4 + d4(t)b*a
bs(z) = d2(t)bs + da(t)b’s
be(t) = d2(t)be + d4(t)b*s
b7(7) = d3(z) + d2(t)be + d4(1)b"s.

L'erreur locale de uo est d'ordre 5 et le terme principal de
I'erreur de ug sastisfait l'inégalité

0.0179 o<t

: <
62) 1 ¥xnynin) |l < M5{ 6.4089 0<1<2

On obtient donc des bornes d'erreur meilleures que pour
DP(4,5)6M, soit

0.0484 (p<r<i
(63) I ¥xnYnit) | < Ms

8.1403 Q<=2
et pour Fehlberg, soit

0.0435 (<<t
(64) [ ¥XnYniD) || < Ms

7.7115 Q<=2
On construit maintenant un interpolant uq d'ordre 6. Cet

interpolant requiert deux évaluations de f additionnelles,
fg et fg; on choisit donc deux points, soit 11 (=11,1) € (0,1)
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et 12 (=11,2) € (0,1) et on détermine un polynéme d'inter-
polation d'Hermite-Birkhoff de degré 5 qui satisfait (45).

Cet interpolant s'écrit sous la forme suivante:
(65) ui(Xn+thn) = do(t)yn + d1{z)hnf1 + d2(1)yn+1
+ da(t)hnf1"+1 + da(t)hnfs + ds(t)hnfo,

ou les dij(t) sont des polyndmes d'Hermite du cinquiéme
degré:

di(t) = ag + a1t + a212 + a3t3+ aat4 + asts

et ceux-ci sont déterminés de la méme fagon que ceux de
DP(4,56)6M, c'est-a-dire en résolvant le systéme (47).

On représente u1 sous la forme d'une méthode de Runge-
Kutta explicite. Dans (65) on remplace yn+1 par

7

yn + hn X bifi
i=1

et ug(xn+thn) par

7
Yn + hn Z bi()fi.
i=1

Ona

f8 = f(Xn+‘€1hn, UO(Xn+1.'1hn))
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7
= f(xn+11hn, ¥Yn + hn Z bi(t1)fi),
=1

fg = f(xn+12hn, up(Xn+t2hn))
.
= f(Xn+72hn, Yn + hn 21 bi(t2)fi),
et )
fin+1= f(xn+hn, yns1) = 7.

On obtient donc

7
u1{Xn+thn) = do(t)yn + d1(t)hnfn + d2(t) [yn + hn 21 bifi ]
=

+ d3(t)hnf7 + d4(t)bnfs + ds(t)hpfg

= [ do(7) + d2(t) ] yn
+ hn {[d1(T) + d2(7)b1]f4

+ d2(1) [baof2 +...+ bgfel

+ [d3(t) + d2(t)b7]f7 + da(t)fs + ds(t)fg } .

Alors, on a
7 9

(66) U1(Xn+thn) = yn +hn 2, bi(D)fi + hn 2, bi(n)f;,
i=1 i=8

ou
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b1(t} = di(7) + d2(t)b1

(1) = d2(t)b2

T

(1) = d2(t)b3

b4(t) = d2(1)b4

bs(t) = d2(1)bs

be(t) = d2(t)be

b7(t) = d3(t) +d2(1)b7
bg(t) = da(1)

bg(t} = ds(1).

Pour les deux stages additionnels, soit fg et fg, les ajj
sont calculés de la fagon suivante:

7
fg =f(xn+11hn, yn + hn Z Di(t1)H)

i=1

ou les ajj sontles bi(t1) de up(xn+t1hn) d'ordre 5;
7
fo =f(xp+t2hn, yn + hn 2 bi(t2)fi)
i=1

ou les ajj sont les bj(t1) de uop(xn+t2hn) d'ordre 5.
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Pour plusieurs valeurs de t1 et 12 admissibles, le meilleur
résultat est obtenu avec t1= 0.05 et 12 = 0.95. Le terme
principal de l'erreur de uq sastisfait donc l'inégalité

0.20 0<t<d

) <M
(67)  1i¥(nyn |l 6{ 10.0135 Qst<2

Le résultat obtenu se situe entre ceux obtenus pour
DP(4,5)6M, soit

0.15 o<t<
(68) | ¥(Xn,yn;T} || < Ms

11.2393 (<12
et pour Fehlberg, soit

0.6574 <1<l
(69) | ¥(xn,yn;t) || < Ms

9.9533 Q=12

Pour les points t1= 0.90 et 172 = 0.95, on obtient une plus
petite erreur sur l'intervalle [0,2] mais une plus grande sur
[0,1], soit

0.2015 Q<rst

70 Y¥(Xn,Yn: <M
(70) || ¥(Xn,Yn;T) || 6{ 8.9227 (Q<1<2

on a réduit I'erreur sur [0,2] mais on I'a augmentée sur [0,1].

Pour les valeurs t1= 0.05 et 12 = 095, les dij(t) sont les
mémes que pour DP(4,5)6M, c'est-a-dire
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1
do(t) = - 57 (48013 - 24012 - 1221 - 61) (v -1)2

1
d1(x) = 775 © (1144012 - 11820t + 1159) (v -1)2

1
da(1) = -6712 (48073 - 120012 + 8381 - 57)

1
da(t) = T7gg ™2 (1144012 - 110601 + 779) (v -1)

1000
da(1) = - Tg237 12 (1441 - 133) (x-1)2

1000
ds(t) = - 79431 12 (1447 -11) (t-1)2.

DP(4,5)7S

Le tableau 7 ci-dessous nous donne les coefficients de la
paire de formules DP(4,5)7S.

Le terme principal de l'erreur locale d'ordre 5 satisfait
I'inégalité

59
(71)  II'¥xnyn) Il S Gygg = 0.0187 ) Ms.

Le terme principal de l'erreur locale d'ordre 6 satisfait
I'inégalité

©|H

(72) I ¥(xnyn) Il < (g =.4444 ) Me.
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Tableau 7: Coefficients de la paire de formules DP(4,5)7S.

ol o

o | 2

9| 9 C

1] 1 1

3| 12 ) 0

5|5 25 50

9 | 324 7108 81

2| 83 13 61 9 .

3330 22 66 10
20 8 1 27 2

1] 28 4 7 77 7
19, 3 248 8 1

11 200 5 400 20 80
431 , 383 7857 957 103 ]
5000 500 10000 1000 2000 50
19 , 3 =248 3 7
200 5 400 420 80

Pour construire un interpolant d'ordre 5, on a besoin d'une
valeur de y additionnelle. Comme dans les sections
précédentes, on doit satisfaire les équations (31) et (32)
de Horn [5], avec r = 7. La substitution des valeurs des C;
et des ajj du tableau 7 dans (31) et (32) donne un systéeme
matriciel Ax=b ou la matrice A est réguliére. On peut
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donc obtenir une approximation de y(Xn+c), d'ordre local 5,
sans ajouter de dérivées supplémentaires. On choisit le
méme point ¢ que pour DP(4,5)7M, soit ¢ = 1/2, comme
point d'intégration additionnel. On a

(73) Yn+0.5 = ¥n + 0.5hn ( b*1f1+ b'3f3 + b'af4 + b'sf5
+ b'sfe+b’717 ).

Pour ¢ = 1/2, on obtient les b’j suivants en fonction du
parameétre t:

203 11
(74) b1 =3355+55 ¢
b*s = 0
... 189 33
3=320" 20
., 3321 891
4 =-5400 T 200
. 231 33
b's =320 10"
31 9

b*6 = 728020 !

t

-

b*7 =

On a multiplié tous les b"'i par 1/2. La valeur de t qui
donne |'approximation yn40.5 ayant la plus petite erreur
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focale est -966/10000; la substitution de cette valeur
dans (74) donne le résultat suivant:

5 b 40621 150008

(7 ) Yn+0.5 =Y¥n + Nn [2000000 1+ 200000 3
3797087 = 271887 1987 = 483

"2000000 * * 200000 © ~ 800000 & ~ 79000 7)-

L'erreur locale d'ordre 5 de yn+0.5 satisfait l'inégalité

(76) || Yn+0.5 - ¥(Xn+.05) || < hn3 0.0644 M5 + O(hnS).
L'erreur obtenue pour yn4+0.5 est beaucoup plus grande que
celle obtenue pour yni+0.6 dans les cas de Fehlberg, soit
0.0319 Ms, de DP(4,5)6M, soit 0.0366 Ms et que celle
obtenue pour yn+0.5 dans DP(4,5)7M, soit 0.0123.

On utilise donc yn+0.5 pour construire un interpolant ug

d'ordre 5 et de degré 4 sans évaluation de dérivées
additionnelles. L'interpoiant s'écrit sous la forme suivante:

(77) uo(Xn+thn) = do(t)yn + d1(t)hnf1 + d2(t)yn+1
+ d3(Dhnf1n*1 + da(t)yn+0.5.

ou les di(r) sont des polyndémes d'Hermite du quatriéme
degré:

di{(t) = ap + a1t + a212 + azt3d+ aqtd.

Les conditions (38) sont satisfaites (avec ug(xn+0.5) =
Yn+0.5) par les mémes di(t) que pour DP(4,5)7M:

do(t) = (x-1)2(1 -2 1) (4 © +1)
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di(t) =t (z-1)2 (1-271)
da(1) =12 (1-21) (41 -5)
da(t) =12 (2 7 - 1) (v-1)
d4(t) = 16 12 {1 -1)2.

Puisque p=5, on choisit ugp comme interpolant initial. On
écrit ug sous la forme d'une méthode de Runge-Kutta
explicite. Dans (77) on remplace yn+1 par

7
Yn + hn 21 b ifi
=

et yn+0.5 par

7
¥n + hn 2 b*ifi,

=1
et on remarque que

f10+1 = f(xn+hnyn+1) = 17.

On obtient donc
7
uo(xnv+thn) = do(x)yn + d1(D)haf1 +d2(®) [yn + n X bifi ]
|=

7
+ d3(t)hnf7 + da(7) [ yn + hn 2; b*ifi ]
|=
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= [ do(t) + d2(t) + da(t) ] yn
+ hp { d1(7)f1 + d2(1) [ baf1 + baf2 +...+ befs
+ b7f7 1+ da(1)t7
+ da(t) [p*1f1 +...+ D'sfe+ b'7f7 1},
qu'on récrit sous la forme:

7
(78) uo(Xn+thn) = yn + hn 2, bi(t)fi ,
i=1

ou

R1(t) = di(7) + d2(r)b1+ da(t)b*1
ba(z) = d2(t)b2 + da(r)b*2

ba(t) = d2(t)b3 + d4(t)b*3

ba(z) = d2(1)bs + d4(1)b*4

bs(t) = d2(1)bs + d4(t)b"s5

bs(t) = d2(t)be + da(t)b’e

b7(t) = d2(1) + d2(t)bs + da(t)b%s;

ug est dordre 5 et le terme principal de l'erreur de up
sastisfait l'inégalité

0.0662 Q<=1
(79) ¥ xnynin) || < Ms{

10.12183 (Q<1<2
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Pour up, ces bornes d'erreur sont les plus élevées de
toutes les meéthodes étudiées précédemment, soit
DP(4,5)6M, DP(4,5)7M, et Fehiberg [4].

On construit un interpolant uy, d'ordre 6, qui requiert deux
évaluations de f additionnelles, soit fg et fg. On choisit

donc deux points, t1 (=71,1) € (0,1) et 12 (=11,2) e (0,1), et on
détermine un poiyndéme d'interpolation d'Hermite-Birkhoff
de degré 5 qui satisfait (45).
Cet interpolant s'écrit sous la forme suivante:
(80) u1(xn+thn)= do(t)yn + d1(t)hnf1 + d2(t)yn+1

+ d3(t)hpf1n+1 + da(t)hnfg + ds(t)hnfg

ou les dj(t) sont des polynémes d'Hermite du cinquiéme
degré:

di(t) = ag + a1t + a212 + azt3+ agt4 + astd.

Les dj(r) sont déterminés de la méme fagon que ceux de
DP(4,5)6M, c'est-a-dire en résolvant le systeme (47).

On représente uq sous la forme d'une méthode de Runge-
Kutta explicite en remplagant dans (65) yn+1 par

7
Yn +hn D, bifi
i=1

et up(xn+thp) par
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7
Yn + hn 2, Ri(T)fi.
i=1

Ona

fg = f(xn+t1hn, Uo(Xn+T1hn))

7

= #(%n+T1hn, ¥n + hn X, Bi(T1)fi),
i=1

fg = f(xn+t2hn, uo(xn+12hn))

7

= f(Xn+12hn, Yn + hn 2 b..i(TZ)fi):
i=1

et

fqn+1= f(xn+hn, Yn+1) = f7..

On obtient donc

U1(Xn+thn) = do(t)yn + d1(t)hnfn + d2(7) [yn + hn

7
E1bifi]

+ d3(t)hnf7 + da(t)hnfs + ds(t)hnfg

= [ do(z) + d2(7) ] yn + hn { [d1(z) + d2(z)b1]f1

+ da(t) [baf2 +...+ befsg]

+ [d3(t) + d2(t)b7]f7 + da(t)fs + ds(t)fe}.

70



Alors,

-J

9
(81)  ui(xn+thn) =Yyn +hn 2 Bi()fi + hn X, bi(T);,
i=1 i=8

ou
b1(7) = di(r) + d2(t)b1
ba(t) = d2(t)b2
b3(t) = d2(r)b3
b4(t) = d2(t)b4
bs(t) = d2(t)bs
be(t) = d2(t)bs
b7(t) = d3(z) + d2(t)b7
bg(t) = d4(r)
ba(t) = ds(1).

Pour fg et fg, les ajj sont obtenus de la fagon suivante:

| 7
fg = f(xn+71hn, yn + hn E bi(z1)ti)

ou les ajj sontles Dj(t1) de up(xn+tihn) d'ordre 5;
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7
fg = f(xn+72hn, ¥n + hn X, Bi(12)fi)
i=1

ol les ajj sontles bi(t1) de ug(xn+t2hn) d'ordre 5.

Pour plusieurs valeurs de 11 et 12 admissibles, 1= 0.86 et 12
= 0.94 nous donnent le meilleur résultat. Le terme principal
de l'erreur de U1 sastisfait l'inégalité

0.4444 (p<t<t

82 P(xnynt) |l < M
(82) ¥y | 6{ 15.4927 (Q<t<2

Des trois interpolants uy construits dans ce travail, c'est
celui-ci qui nous donnent les bornes d'erreur les plus
élevées pour les deux intervalles. Par contre, si on le
compare a linterpolant uy pour Fehlberg, on a un meilleur
résultat pour l'intervalle [0,1] mais pas pour lintervalle
[0,2].

Pour les valeurs 11 =0.86 et 12 = 0.94, les di(t) sont

1
do(t) = g7 (300013 - 450012 + 10421 + 521) (7 -1)2

1
di(t) = 1052941 ° (140650072 - 24353751 + 1052941)

(t-1)2

1
da(t) = - gé—.l"c? (27 -3) (150012 - 3000t + 2021)
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1
da(t) = Toga7 "2 (40650012 - 6906257 + 295066) (r -1)

15625
da(t) = 313642 12 (8807 - 799) (v-1)2

156625
ds(z) = - m*ﬂ (7207 -559) (t-1)2.

Finalement, si on regarde les interpolants up et uq
construits pour les trois paires de formules développées
par Dormand et Prince et ces mémes interpolants cons-
truits par Enright et al. pour la paire de formules dévelop-
pée par Fehlberg, on peut tirer certaines conclusions. On
représente les bornes d'erreur dans le tableau 8.

Pour up, on voit que le meilleur résultat, pour les
intervalles [0,1] et [0,2], est obtenu avec DP(4,5)7M; par
contre, si quelqu'un veut un interpolant up moins codteux
en termes de dérivées, Fehlberg offre le meilleur choix
puisqu'il a un stage de moins que DP(4,5)7M. Pour uiy, le
meilleur choix est sans aucun doute DP(4,5)6M pour
l'intervalle [0,1] et Fehlberg pour lintervalle [0,2]; la ré-
partition des c¢j, sur [0,1], de DP(4,5)6M (incluant t1 et 12)
est beaucoup plus équilibrée que pour Fehlberg. Il en est
de méme pour DP(4,5)7M et DP(4,5)7S; la répartition des c;
pour DP(4,5)7M (incluant t1 et 72) est plus équilibrée que
pour DP(4,5)7S. Ceci pourrait peut-étre expliquer en par-
tie les résultats obtenus. On remarque aussi que la cons-
truction des interpolants uy est beaucoup plus colteuse en
termes de dérivées additionnelles que la construction des

interpolants ugp oU on a seulement a ajouter un y addi-
tionnel.
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Tableau 8:
dérés.

Fehlberg

DP(4.5)6M

On remarque également que pour les trois méthodes déve-
loppées par Dormand et Prince, les bornes d'erreur locales
pour les méthodes d'ordre 5 sont de beaucoup inférieures &
celles de Fehlberg. On a 0.15Mg, 0.2Mg et 0.4444Mg pour
DP(4,5)6M, DP(4,5)7M et DP(4,5)7S et

Fehlberg.

Bornes d'erreur pour les interpolants consi-

uo

0.0436 Ms

7.7115 Ms

0.0484 Ms

8.1403 M5

0.0179 Ms

6.4089 Ms

0.0662 Ms

10.1213 Ms

u
0.6574 Mg

9.9533 Ms

0.15 Ms

11.2393 Mg

0.2 Ms

10.0135 Mg

0.4444 Mg

15.4927 Mg
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CONCLUSION

Les résultats obtenus dans le second chapitre montrent
que les interpolants u1 construits pour les méthodes
DP(4,5)6M, DP(4,5)7M et DP(4,5)7S possédent, sur
l'intervalie [0,1], des bornes d'erreur inférieures, donc
meilleures, que la borne d'erreur obtenue par Enright et al.
[4] pour Fehlberg. |l est également important de remarquer
que pour lintervalle [0,1), les bornes d'erreur pour les
interpolants u4q soni inférieures aux bornes d'erreurs
locales d'ordre 6 obtenues au point =1 pour chacune des
méthodes considérées dans ce travail alors que pour .
Fehlberg, sur le méme intervalle [0,1), |a borne d'erreur est
plus élevée qu'au point =z=1.

Les interpolants ont l'avantage de fournir une solution
continue au probléme (1); ils sont donc plus efficaces que
les méthodes de Runge-Kutta explicites ordinaires. Le
choix des interpolants dépend de la précision recherchée;
plus l'ordre des interpolants est élevé, plus ces interpo-
lants peuvent étre colteux en termes d'évaluations de
dérivées additionnelizs.

Puisque l'erreur de l'interpolant est inférieure ou égale a
I'erreur de la formule discréte, l'expérimentation numeri-
que ne devrait pas révéler de surprise pour h suffisamment
petit, c'est-a-dire asymptotiquement quand h tend vers 0.
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