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Résumé

Une des grandes réussites de 1'algébre commutatif des années soixante-dix était la
preuve de la << conjecture de Serre >>. Dans ces papiers, j'expose deux solutions
différentes de cette conjecture. Les deux solutions sont exposées avec beaucoup de
détails de facon qu’un lecteur qui n’a pas une connaissance profonde en algebre com-

mutatif puisse les comprendre sans beaucoup de difficultés.
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Introduction

Quand J. P. Serre écrivit dans [20]: << On ignore s'il existe des K[Xy,..., Xy]-
modules projectifs de type fini qui ne sont pas libres >> (K est un corps), il n’avait pas
l'intention de créer une nouvelle “conjecture” et il ne savait pas qu’il faudrait attendre
vingt ans avant que A. Suslin [23] et D. Quillen [17] puissent montrer (séparement)
en 1976, que tout module projectif de type fini sur un anneau de polynémes sur un

corps est en fait libre.

Dans cette thése, on expose, avec tous les détails possibles, deux solutions de cette
conjecture. La premidre est celle de Quillen qu’on peut trouver dans [9] et qui montre
la conjecture de Serre pour les anneaux de polynémes sur un anneau principal. La
deuxi¢me est celle de Vaserstein qui se trouve dans [11] et qui est une simplification
de la preuve de Suslin. On fait enfin une généralisation de la preuve de Vaserstein a

un anneau principal.

Avant d’aller plus loin dans notre dissertation du probléeme en mains, il est peut
8tre normal de se demander si la conjecture de Serre est vraie si ’anneau de base
n’est pas un anneau de polyndmes. La réponse est << non >>. Un simple contre
exemple est le suivant : soient K un corps, A = KxK et P = (0)xK. Il est clair que
A est un anneau commutatif, unitaire qui n’est pas intégre (donc il n’est pas anneau
de polynémes) et P est un idéal de A et par suite un A-module qui est de type fini
(engendré par I'élément (0,1)) mais qui n’est pas libre car pour tout élément non
nul (0, ) de A, on a que (c,0).(0,a) = 0 avec (a,0) # 0 dans A. D’autre part, A

étant noethérien, P est de présentation finie (voir la définition 1.2.2) et puisque les
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seuls idéaux premiers de A sont P et Q@ = K x0, P est localement libre (définition
1.1.3), ce qui montre que P est projectif sur A (proposition 1.1.13). Un autre ex-
emple moins trivial qu’on peut trouver dans [9] consiste & prendre I'anneau A =
R[X,Y,Z]/ < X*+Y? + Z? — 1 > comme anneau de base (ou R est le corps des
réels) et considérer le A-module P = AdX®AJYSAdZ/ < zdX + ydY + 2dZ >
ol z, y, z sont les images de X, Y, Z dans A et ot AdXPAIYDAdZ désigne un
A-module libre de rang 3 avec base {dX,dY,dZ}. Alors on peut montrer que P est
projectif et de type fini mais n’est pas libre, bien que I'anneau A possede plusieurs
bonnes propriétés. Notons encore que, dans le cas d’une seule variable, la conjecture
de Serre est une conséquence immédiate de la théorie élémentaire des modules sur les

anneaux principaux.

Pour discuter I’aspect historique du probléme, on a besoin de la définition suiv-
ante. Soit P un A-module projectif et de type fini. Pour chaque p € Spec(A), soit
n(p) le rang du A,-module libre P, (il est libre, en vertu du corollaire 1.1.2). Si n(p)
est indépendant de g, cet entier est appelé le rang de P.

D’aprés [10], Serre avait deux motivations principales pour poser sa question.
D’abord, Serre était occuppé & développer la notion de faisceau cohérent sur un
schéma, qui généralise celle de fibré vectoriel sur une variété. Si X est une variété
algébrique affine sur un corps K et si A désigne 'anneau de coordonnées de X, alors
les fibrés vectoriels (algébriques) sur X correspondent aux A-modules projectifs et
de type fini. La question de Serre revient alors &4 demander si tout fibré sur I’espace

affine A% est trivial.

Pour la deuxiéme motivation, soit V une sous-variété de A’% qui est irréductible
et de codimension 2 et soit I C A = KJt1,...,tn] 'idéal de V. On dit que V est
une intersection compléte si I est engendré par deux éléments. Pour que V' soit
une intersection compléte, il faut qu’elle satisfasse & certaines conditions faibles; sous
'hypothese que ces conditions sont satisfaites, Serre a montré I’existence d’une suite

exacte 0— A— P—I—0 ot P est un A-module projectif de rang 2. La << conjecture
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de Serre >> implique alors que P est engendré par deux éléments, donc I a la méme
propriété et V est une intersection compléte. Citons ensuite les événements princi-
paux dans I'histoire de la conjecture de Serre, par ordre chronologique:

1. En 1957/58, J. P. Serre [21] a montré que tout module projectif de type fini P sur
A = KX, ..., X,) admet une décomposition de la forme P = A™SP' ot P’ est de
rang inférieur ou égal & n. Ceci réduit la conjecture de Serre au cas ou P est de rang
inférieur ou égal a n.

2. Le cas de deux variables (A = K[Xy, X;]) a été montré par Seshadri [22] en 1958.
3. En 1957/58, la question de Serre est devenue: << est-ce que tout K[X1, ..., Xn]-
module stablement libre (définition 2.1.3) est libre?>> et ceci aprés 'apparition du
théoreme de Hilbert-Serre qui a montré que tout K[Xj, ..., X,J-module projectif de
type fini est stablement libre. Dans ce cadre on a une autre formulation de la ques-
tion de Serre: << est-ce que toute ligne unimodulaire sur A" (A = K[X), ..., Xn))
(définition 2.2.1) peut &tre complétée & une matrice inversible de M, (A)?7>>.

4. En 1963, H. Bass [2] a montré que les K[Xj, ..., Xp]-modules projectifs qui ne sont
pas de type fini sont libres.

5. En 1964, H. Bass [3] a montré que tout K[Xj, ..., X,]-module projectif de type fini
est libre s’il est de rang strictement plus grand que n.

6. En 1969, H. Bass [4] a montré que si A est un anneau commutatif et si tout A-
module stablement libre de rang pair est libre, alors A posséde la propriété d’extension
unimodulaire (définition 2.3.1).

7. En 1973/74, A. Suslin et L. N. Vaserstein [25] ont montré que si P est un
K[X3, ..., Xn]-module projectif de type fini, alors P est libre si n = 3,4,5 ou si le
rang de P est supérieur ou égal & 3 + 1 ousin = 6 et K est un corps fini.

8. En 1974, M. Roitman a montré que si K est un corps algébriquement clos, P un
K[Xi, ..., Xn]-module projectif de type fini de rang n, alors P est libre. Il a ensuite
montré ([18]) que I’hypothése << algébriquement clos >> sur le corps K peut étre
remplacé par << infini >>.

9. En 1974, R. Swan [24] a montré le cas n = 4 si le corps K est infini de car-
actéristique ¢ # 2.

10. La conjecture de Serre a été montrée en janvier 1976 indépendement par A. Suslin



[23] et D. Quillen [17].

11. S. M. Bhatwadekar et A. Roy [5] ont montré en 1984 que si A est un an-
neau commutatif et noethérien de dimension d et P est un A-module projectif de
type fini de rang plus grand ou égale & d + 1, alors P admet un élément p tel que
{¢(p); p€ Homy(P, A)} = A. Ce qui implique que si P est un A[Xj,...X,]-module
projectif de type fini et de rang r, alors P est engendré par r + d éléments.

12. L. J. Gubeladze [7] a montré en 1984 que si K est un corps, A est un sous-anneau
de K[Xj, ..., X,] engendré par K et des mondmes et si les trois conditions suivantes

sont satisfaites, alors tout A-module projectif et de type fini est libre:
1. L’extension A C K[Xj, ..., Xy] est entiére.

2. Si m; est le plus petit entier positif tel que X;™ € A, alors X[® € A implique

que m; divise m.

3. Si I est I'idéal de K[Xy, ..., X,,] engendré par tous les produits X;X; (i#j), alors

INA C A, ol A est la fermeture intégrale de A dans son corps de fractions.

13. En 1987, S. M. Bhatwadekar [6] a montré que si A est un anneau commutatif et
noethérien de dimension d et si P est un module projectif de type fini sur A[X,Y] et
de rang plus grand ou égale & d + 1, alors P est “simplifiable” dans le sens ol si Q
est un A[X,Y]-module tel que POA[X,Y] = QDA[X,Y], alors P ~ Q.

Notons enfin que les efforts des mathématiciens pour résoudre le probléeme de Serre
depuis 1'année 1955 ont contribué, dans les années soixante, & fonder et développer
une nouvelle branche de ’algébre, la K-théorie. Ce qui est étonnant est le fait que la

solution finale de la conjecture de Serre n’a pas utilisé du tout cette théorie.
Enfin, sauf mention contraire, tous les anneaux considérés dans ce travail sont

commutatifs et unitaires et la lettre A désigne partout un anneau commutatif et

unitaire.
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Chapitre 1

Solution de la conjecture de Serre

par Quillen

1.1 Propriétés élémentaires

Modules projectifs

Proposition 1.1.1 Tout A-module est l’image d'un A-module libre.

Preuve Soit P un A-module. Considérons l’ensemble AP):={f : P—A; f(p) = 0
pour tout sauf un nombre fini d’éléments de P}. On définit une structure de A-module

sur A®) en posant (f +g)(z) = f(z) + g(z) et (af)(z) = a(f(z)) pour tous f, g dans
APz dans P et a dans A. Pour tout z dans P, on définit e, : P— A par

_ 1 y==
ew(y)_{o o .

Alors e, € AP) pour tout z dans P, et il est facile de montrer que la famille (e )zep est
une base de A®) et que ’homomorphisme ¢ : AF)— P défini par ¥(f) = Tyep f(Z)

(somme finie) est surjectif. m

Définition 1.1.1 Un A-module P est dit projectif s’il existe un A-module P’ tel que
P@P' est libre.



Théoréme 1.1.1 ([9], Proposition 3.2) Pour un A-module P, les propriétés suivantes

sont équivalentes:
1. P est un A-module projectif.

2. Pour tous A-modules M,N, pour tout épimorphisme o : M—N et pour toute

application linéaire B : P—N, i existe une application linéaire v : P—M telle

que ary = (.

8. Toute suite exacte 0— M;— Mo— P—0 de A-modules est scindée.

Preuve 1)=2) Supposons que P est projectif.

Soient o : M—N un épimorphisme et 3 : P—N une application linéaire. Soit P’
un A-module tel que P@P' = F libre et considérons l'application linéaire 8’ : F—N
définie par @ = Bp; oit p; : F—P est la premiére projection. Soit (a;)ic; une base de
F sur A et, pour chaque i € I, choisissons ¢; € M tel que a(c;) = §'(a;). Définissons
I’homomorphisme ' : F—M par v'(a;)=c; pour tout i €I, alors on a que ay'(a;) =
ofe;)) = B'(a;)Vi€l, d'ott @y’ = B'. Soit maintenant v : P—M I’homomorphisme
défini par ¥ = v'i; ol i1 : P—F est l'injection canonique. On a que pour tout z dans
P, ay(z) = oY (z,0) = Bp1(z,0) = B(z), d’ott ay = 6.

2)=>3) Soit 0— M;—M,->P—0 une suite exacte de A-modules. La condition 2),
appliquée a I’épimorphisme c et & l'application 1p : P—P, implique l'existence
d’une application ¢ : P— M, telle que ¢¢ = 1p, ce qui montre que la suite est
scindée.

3)=1) En vertu de la proposition 1.1.1, on a une suite exacte 0—K—L—P—0 de
A-modules ot L est libre. Par la condition 3), cette suite est scindée, alors L~K®P,

d’oll P est projectif. m

Proposition 1.1.2 ([9], page 110) Si M est un A-module projectif et S une partie

multiplicativement stable de A, alors Mg est un Ag-module projectif.

Preuve M étant projectif, il existe un A-module M’ tel que MM’ = F est libre.
Le Ag-module L = Ms®M]} est libre car L~Fg et Fg est un As-module libre (car si
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(a;)ics est une base de F sur A on peut vérifier aisément que (5 );cs est une base de

L sur Ag), d’ot M5 est un Ag-module projectif. m

Proposition 1.1.3 ([9], page 110) Soient (M;)ic; une famille de A-modules et M =
@ic1M;. Alors M est projectif si et seulement si M; est projectif pour tout i€1.

Preuve (==) M étant projectif, il existe un A-module M’ tel que F' = M&M’ est
libre, alors pour tout i € I on a que M;®[(P;xM;)®M’] = F ce qui montre que M;
est projectif.

(«<=) Pour tout i€, soit M, un A-module tel que M;®M] = F; est libre sur A. Soit
M' = @i M!, alors MOM' = @i Mi]|®[@ierM]] = DicrF; est libre, d'ou M est
projectif. m

Proposition 1.1.4 ([9], page 110) Si M est un A-module projectif et si BCA est un

sous-anneau de A tel que A est un B-module libre, alors M est un B-module projectif.

Preuve Soit M’ un A-module tel que M@®M' = F est libre. Si (f;); est une base de
F sur A et (a;); une base de A sur B, il est clair que la famille (a;f;);,; est une base

de F sur B. Alors F est libre comme B-module, d’ott M est un B-module projectif. m

Désignons par rad(A) Uintersection de tous les idéaux maximaux de A.

Proposition 1.1.5 (Lemme de Nakayama) Soient M un A-module de type fini
et N un sous-module de M. Si M = N + JM ot J est un idéal de A contenu dans
rad(A), alors M = N.

Une autre version du lemme de Nakayama est donnée par:

Proposition 1.1.6 Soient M un A-module de type fini et I un idéal de A contenu
dans rad(A). Si M = IM, alors M = 0.

Corollaire 1.1.1 ([9], Corollary 2.4) Soient (A, Q) un anneau local, M un A-module
de type fini et {my, ..., m,} un systéme minimal de générateurs de M. Alorsr est égale
d la dimension du A/Q-espace vectoriel M/QM.
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Preuve Puisque I'ensemble G = {7, ..., } engendre l’espace vectoriel M/QM,
il contient une base de cet espace. On arrange les éléments de G de facon que
{1, ...,Mq} soit une base de M/QM sur A/Q (d<r). Il est clair que si F' est le
sous-module de M engendré par my,...,my alors M = F + QM, ce qui donne par
le lemme de Nakayama que M = F. Par le choix de G comme systéme minimal de

générateurs, on aura que d =7. 1

Définition 1.1.2 Un A-module M est dit de présentation finie s'il existe une suite
exacte 0— K — A" —M—0 de A-modules telle que K est de type fini et n un entier

naturel.

Proposition 1.1.7 ([9], Corollary 3.3) Soit P un A-module projectif de type fini,
alors on peut trouver un A-module P' de type fini tel que POP' soit libre de rang fini.

En particulier P est de présentation finie.

Preuve P étant de type fini, on a alors un épimorphisme % : A”— P. Soit P'=ker 1,
on a donc la suite exacte 0— P« A"— P—0 de A-modules. Comme P est projectif,
cette suite est scindée, d'ott A"~P'@P et P’ est de type fini. B

Proposition 1.1.8 ([9], Proposition 3.4) Soient (A,) un anneau local, M un A-

module de présentation finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. M est libre.

2. Il existe une suite exacte 0—K %4 PE M0 de A-modules ou P est projectif et

Uapplication @ : K/QK—P/QP induite par o est injective.

Preuve 1)==2) La condition 2) est satisfaite avec P = M, 8 =1p, K =0.
2)==1) Soit r le plus petit entier positif tel que M peut &étre engendré par r éléments.
Il existe alors une suite exacte O—)KO&FOE(—’»M —0 de A-modules ou Fy est libre de

rang r (Fo=A"). Considérons aussi une suite exacte 0—K 2 P2 M—0 de A-modules



ol P est projectif. Par le théoreme 1.1.1, il existe une application linéaire € : P—Fp

telle que Bpe = B. Considérons le diagramme commutatif

Fo/QF,
© Nbo (L1.1)
p/ap £ M/QM

induit par le diagramme:

Notons que B est bijective car elle est surjective (Go V'est) et Fo/QUFy, M /LM sont
deux espaces vectoriels sur le corps A/Q de méme dimension r (corollaire 1.1.1).
Comme o€ = (3, alors € = Bo ' B est surjective, d'ott Fy = ¢(P) + QFp. On obtient
alors par le lemme de Nakayama que Fy = €(P), donc € est surjective. Considérons

maintenant le diagramme commutatif

0 — K - P 25 M — o0

e le 11y (1.1.2)

O—éKoﬂ)FO&)M——)O

ol € est la restriction de e. L’homomorphism €' est surjectif car si zo€Ky, alors
ao(zo) = €(p) ot p € P et on a foe(p) = Bowo(zo) = 0, donc B(p) =0 et p € kerf =
Imo, alors p = a(z) ou z€K, d’ou €(z) = 0.

Notons que Ky est de type fini. En effet, M étant de présentation finie, on peut
choisir la suite 0—K—P—M—0 de sorte que K soit de type fini. Comme Ky =
€ (K), il s’ensuit que Ky est de type fini.

Supposons maintenant que la suite 0—K—P—M—0 satisfait la condition 2);
autrement dit, on suppose que @ est injective. Posons ensuite F] = kere’ et F1 =

kere, alors pour tout z, dans FJ on a ea(z)) = ape'(z}) = 0, d’olt a(z]) € kere = Fi
et par suite a(F}) C Fy. Réciproquement si z; € Fi, alors €(z;) = 0, d’ott B(z1) =0

(par la commutativité du diagramme 1.1.2) ce qui implique que z; € ker = Imo.
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Choisissons k € K tel que z; = a(k), alors € (k) = ea(k) = €(z1) = 0, d’'ou k €
Fi et Fy C aF]). Ceci montre que Fy = a(F]) et par suite Fl’gFl. Considérons le

diagramme suivant:

0 0
! !
LA 21
17 1J
0 — K - P 25 M — o0
L€ le RyY;
0 — Ky = F 2 M — 0
! !
0 0

Ce diagramme est exact et commutatif . Considérons ensuite ce diagramme modulo
Q:
F/QF % R/QR

¥y 17
0 — K/QK % PP 2 MM — 0
@ le arjonr (1.1.3)
Ko/UKy = Fo/QFy 25 M/QM — 0
! !
0 0

Le foncteur (A/Q® 4—) étant exact & droite, le diagramme 1.1.3 est alors commutatif
et exact. Comme By est un isomorphisme, on peut déduire que o = 0.

Notons que 7' est surjectif. En effet, pour tout k dans K/QK, on a € a(k) =
e (k) =0, Aot ai(k) € kere = Imj. Soit f1 € Fy tel que (k) = j(f1) = 7)) =
a7 (f]) ou f] € F} (8 est un isomorphisme), ce qui implique que & = 77(f]) (car @ est
injective).

Par la surjectivité de 77 on déduit que keré = K/QK, d’oi1 € = 0 et par conséquent
Ko/QUKy = 0 (car € est surjectif) ce qui donne par le lemme de Nakayama que Ky=0
(K est de type fini). Ainsi M~F; et M est libre. m



Corollaire 1.1.2 ([9], Corollary 3.5) Soient (A,2) un anneau local, M un A-module
de type fini. Alors M est projectif si et seulement si M est libre.

Preuve Si M est projectif, alors il est de présentation finie (proposition 1.1.7).
Considérons la suite exacte 0—0—P—M—0 ol P = M est projectif. Le résultat se

déduit immédiatement de la proposition précédente. m

Notons qu’on peut donner une démonstration du corollaire 1.1.2 qui n’utilise pas
la proposition 1.1.8. En effet, soient P un A-module projectif et de type fini ((4, )
est local) et {21, ..., T, } un systéme minimal de générateurs de P. Soient ¢ : A" — P
’épimorphisme défini par ¢(e;) = z; pour tout ¢ ({ei,...,e,} est la base canonique
de A") et K = Ker 9. On a que K C QA" car §'il existe a = S, oie; dans K qui
n’appartient pas & QA", alors il existe un certain j tel que o; nappartient pas a {2,

d’oll ¢ est inversible. On a alors

_ -1 -1
Tj = —ooy Ty — .. — QrQ; T,

ce qui contredit la minimalité du systéme {z1, ..., 2, }.

D’autre part, la suite de A-modules
0— K — AP —0

étant exacte et P projectif, il existe un monomorphisme ¢ : P — A tel que ¢¢ =
1p et A" = K& Im ¢. Puisque K C QA", alors A" = K+ Im ¢ et le théoreme de
Nakayama impliquent que A” = Im ¢ et par suite P =~ A".

Proposition 1.1.9 Pour un A-module M, les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Mq est un Aq-module libre pour tout € Max(A).
2. M, est un A,-module libre pour tout p € Spec(A).

Preuve 1) == 2) Soit p € Spec(A) et choisissons Q2 € Max(A) tel que p < 2. Soit

T I'image de A\p dans Agq, alors ’homomorphisme

(A)r — 4

—

ek |

a
sp



est un isomorphisme d’anneaux. De méme, on a (Mg)r ~ M,,. Par la condition 1),
Mg est un Ag-module libre, alors (Mgq)r est libre sur (Ag)r, d’ou M|, est libre sur
A,.

2) == 1) Tout idéal maximal est premier. &

Définition 1.1.3 Un A-module est dit localement libre s’il vérifie une des deux pro-

priétés équivalentes de la proposition 1.1.9.

Proposition 1.1.10 ([1], Proposition 3.8) Soit M un A-module. Si Mg = 0 pour

tout idéal mazimal Q) de A, alors M = 0.

Preuve Si M0, choisissons €M tel que 0. Soient ® = ann(z) et 2 € Max(A)
tel que R C Q. Comme § = 0 dans My, il existe alors s ¢ Q tel que sz = 0, ce qui

implique que s € R, d’ou la contradiction. m

Proposition 1.1.11 Une suite de A-modules M ANE P est exacte si et seulement

si pour tout idéal mazimal Q2 de A, la suite MQa—Q)NQEgPQ est exacte .

Preuve (=) C'est le fait que la localisation est un foncteur exact.

(<=) Supposons que Mga—“)NQE%PQ est exacte pour tout () dans Max(A). Soit @ =
Im(Ba); alors Qg = Im((Ba)e) = 0 pour tout Q € Max(A), donc @ = 0 par la
proposition 1.1.10, donc fa = 0, d’'ott Ima C kerB. D’autre part, pour tout Q
€ Max(A), on a que ( ker8/ Ima)g & ( kerf)q/( Ima)g =~ kerfq/ Imag = 0 car
Imag = kerfq, on déduit alors par la proposition précédente que ker( /Ima = 0,

d’ou kerf = Imo. m

Corollaire 1.1.3 Soient M, N deux A-modules, f : M— N un homomorphisme de
A-modules. Alors f est surjective (respectivement injective,respectivement bijective)
si et seulement si fo est surjective (respectivement injective,respectivement bijective )

pour tout idéal mazimal Q de A.



Proposition 1.1.12 ([9], Proposition 1.10) Soient M, N deuz A-modules, S une

partie multiplicativement stable de A. L’application A-linéaire

Homa(M,N) -2 Homg,(Ms, Ns)
f — fs

induit une application Ag-linéaire

-1

HomA(M,N)S —h—) HomAs(MS,NS) o NS f‘_) NS
£ — ui' fs Lo— 2

Sous ces conditions on a que:
1. Si M est de type fini, alors h est injective.

2. 8i M est de présentation finie, alors h est bijective.

Preuve 1) Soient {m,...,m,} un systéme générateur de M, f € Homs(M, N) et
s € S tels que h(f) = 0, alors p;!fs = 0, d’olt pour tout k = 1,...,7 on a ﬂ%l =
,u,s‘l(ﬁ%ﬁ) = p;tfs(%2e) = 0. Choisissons, pour tout k = 1,...,7 un élément s, de 5
tel que sif(my) = O et soit s’ = [Tf_y Sk, ' est alors dans S et on a s'f(my) = 0 pour
tout k = 1,...,7 ce qui montre que s'f = 0 et par suite £ = 0, ce qui montre que h
est injectif.

2) Supposons maintenant que M est de présentation finie et choisissons une suite
exacte 0—K—A"-5M—0 avec €(ex) = my pour tout k = 1,...,7 ol (ex)i=; est la
base canonique de A" et K est un A-module de type fini. Par I'’énoncé 1), il suffit de

montrer que h est surjective. Soient

M 2 Mg ¢ N 22 Ng
€
m — n — -

1 1

les A-homomorphismes canoniques et soit ¢ € Homay(Ms, Ng). Pour tout k =
1,..,r choisissons p; € N et s € S tels que ¢(5t) = I;‘f Posons s = []}_; Sk, alors

sp() = % oit mpEN. Soit ¢ : A”— N D'application linéaire définie par (eg) = 1k



et considérons le diagramme commutatif suivant:
A LN
el lin
M ¥ N

Pour tout = dans K on a iyy(z) = s¢iye(z) = 0, alors % = 0, on peut donc
choisir s'€S tel que s'y(K) = 0 car K est de type fini sur A. Considérons maintenant
application s'¢ : A”—N. Comme la réstriction de s'¢) & K est nulle, sy induit
alors une application linéaire f : M— N satisfaisant fe = s'¢b, d’oli on a @§(5FE) =
meo— g o gl o gy ool (dlen)y — () = ] fs(4) pour

s ss’
tout k=1,..,7. Alors ¢ = ui fs = h(-L), ce qui montre que h est surjectif. m

ss’

Proposition 1.1.13 ([9], Corollary 3.6) Pour un A-module P de type fini, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes:

1. P est projectif.

2. P est de présentation finie et localement libre.

Preuve 1)==-2) P est de présentation finie par la proposition 1.1.7. Comme Py est
un Ag-module projectif pour tout  dans Max(A) (proposition 1.1.2), le résultat se
déduit alors du corollaire 1.1.2.

2)==1) Considérons une suite exacte 0—K 48P0 ou F est libre de rang fini
et K est de type fini sur A. Le module P étant localement libre, alors pour tout
idéal maximal 2 de A, la suite O—‘)KQEQ)FQﬂ—Q)PQ—)O est exacte et scindée (car Pq est
libre sur Aq et donc projectif), d’ott il existe une application linéaire Bg : Po— Fo
telle que Bafly = 1p,. Ainsi, "homomorphisme Hom 4, (Pa, Fo)— Homa, (Pa, Py)
(y——Bay) est surjectif pour tout idéal maximal {2 de A. On déduit alors par la propo-
sition 1.1.12 que Phomomorphisme ( Hom (P, F))q—22( Hom4(P, P))q est surjective
pour tout 2 dans Max(A), ot1 ¢ : Homa(P, F)— Hom,4(P, P) est 'homomorphisme
défini par ¥(y) = By. Le corollaire 1.1.3 implique que I’homomorphisme % est sur-
jectif. La suite 0—K 2 F 2P0 est alors scindée, d’ott F=~K@P. Le module P est
donc projectif. m
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Produit extérieur

Dans ce qui suit on va montrer quelques propriétés reliées au produit extérieur dans

la catégorie des A-modules.
Définition 1.1.4 Soient E, F' deux A-modules, r un entier naturel. Une application

r-multilinéaire f : E"—F est dite alternée si f(xy, ..., z,) = 0 chaque fois qu’il existe

i#j avec z; = z;. Soit T"(E) le produit tensoriel

E®..QF.
N, s’

T

et soit R, le sous A-module de T7(E) engendré par les éléments de la forme z;®...®z,
oll z; = x; pour un certain i#j. On définit le r-iéme produit extérieur de E comme
étant T7(E)/R,, c’est un A-module qu’on note par A"(E).

On a un homomorphisme naturel ¢ : E—-T7(E)-">A"(E) qui est altérné car si

z; = z; pour i#j alors (xy,...,z,) = 0.

Le produit extérieur peut étre défini par la propriété universelle suivante:

Proposition 1.1.14 ([11], page 732) Soient E, F deux A-modules, v un entier na-
turel, et soit f : E"—F une application multilinéaire alternée sur E", alors il existe
une application linéaire unique f, : N'(E)—F telle que le diagramme:
e L F
PN /" F
N (E)
est commutatif.
Preuve La donnée d’une application multilinéaire f : E'—F induit une application

linéaire g : T™(E)—F (propriété universelle du produit tensoriel) unique telle que

le diagramme
g L F
AN /9
T (E)

11



est commutatif. Mais si 7;®...®z, est un générateur de R,, alors g(z1®...Qz,)
= g¢(x1,....,2,) = f(z1,..,2z,) = 0. Donc g induit une application linéaire f, :
N (E)—F telle que fur = g d'ou fup = fumrd = g = f et f. est unique pour cette
propriété. m

[’image par 9 d’un élément (z1,...,z,) de E" est notée par T1A...AZy.

Notation 1.1.1 Soient u : E—F une application linéaire, 7 un entier naturel. On
définit une application 8 : E'— A" (F) par 8(z4, ..., z,) = u(z1)A...Au(z,). Il est clair
que @ est multilinéaire et alternée. Elle induit alors par la proposition 1.1.14 une

application linéaire notée A"u

NE X NE

TN AT, — u(z)A . Au(z,).

Pour la suite, on a besoin d’un résultat de la théorie des déterminants. On énonce
ici le résultat sans le démontrer. Pour la preuve, voir ([11], Chapter 13, Corollary
4.12) ou Theorem 2 dans le chapitre 9 de [13].

Proposition 1.1.15 Soient E un A-module libre et {vy, ...,v,} une base de E. Sia €
A, alors il existe une et une seule application n-multilinéaire et alternée ¢ : E"—A

telle que ¢(vy, ..., vn) = a.

Proposition 1.1.16 ([11], chapter 19, Proposition 1.1) Soit E un A-module libre de

rang n. Alors on a
1. Sir> n, alors N'(E) =0.

2. Si{vi,...,v,} est une base de E sur A et 1<r<n alors \"(E) est libre sur A et
{vi, Ao NU;, 581 <...<iy} est une base de \'(E) sur A.

Preuve 1. Remarquons tout d’abord que 'ensemble S := {v;, A...Av; ;91 < ... < ip}
engendre A"(E) (pour voir ceci on utilise la relation zAy = —yAzx). Alors, siT > n,

dans chaque produit extérieur v;, A...Av;,, on a une répétition, d’ot S = {0} et par

12



suite A"(E) = 0.

2. Supposons maintenant que 1<r<n et montrons tout d’abord la proposition dans
le cas r = n. Dans ce cas, il suffit de montrer que v = v;A...Av, est libre dans
NY(E) (car viA...Av, engendre A"(E) sur A). Par la proposition 1.1.15, il existe une
application multilinéaire et alternée unique ¢ : E"—A telle que ¢(vy,...,vn) = 1, ce
qui implique (par la proposition 1.1.14) P’existence d’une application linéaire unique
by : NY(E)—A telle que ¢.(v) = 1. Si o € A est tel que av = 0, alors a¢,(v) = 0
et par suite & = 0. Ceci montre que {v} est une base de A"(E).

Supposons maintenant que 7 € {1, ...,n — 1}. Il suffit de montrer que l'ensemble .S :=
{vi, A A5 11 <... <4, } est libre. Supposons que 3- a;)vi, A...Av;, =0 oll la somme est
prise sur toutes les listes (i) = (i1, ..., ir) avec 1<iy < ... < 4,<n et o) €A pour tout
(1). Fixons une liste (¢) = (i1,...,%) avec 1<i; < ... < i,<n et solent i,y < ... <'ip
tels que {i1, ...in} = {1,2,...,n}. On a donc que (T aiyvi, A.-. AV, )NV, A AV;, = 0,
alors o) v, A AU, AV, A AU, = 0 d’olt a;y = 0 par le cas r = n. Ainsi ag =0
pour tout (i), d’ot1 S est libre, ce qui montre alors que S est une base de N (E), ce
qui montre la proposition dans ce cas. Notons enfin que si r=0, alors A"(E) = A et
{1} est une base de A\°(E). m

Définition 1.1.5 Soit A = (a;;)i; € M(A,pxg). Sir, h sont deux entiers positifs,
on définit S* comme étant 1'ensemble de tous les r-uplets J = (41, -y Jr) o0 1<51 <
ja < ... < jp<h. On choisit un ordre linéaire pour chacun des ensembles SP et S?. Si
1<r< min(p, q), I = (i1,...,ir) € S? et J = (j1,...,Jr) € Sf, on définit 'élément A&T}

de A comme étant le déterminant:

aim a’iljz a’iljr

A(r) | @iggn Qiggp - Qipjr
1J — . . .
aml aim am-r.

Si I est le i-iéme élément de SP et J est le j-iéme élément de S, on peut regarder ASTJ)
comme étant la (4, 7)™ composante d’une matrice A" qui sera appelée la r-iéme

puissance extérieure de A.
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Une autre manitre de décrire la matrice A™ est la suivante: soient {e1,...,ep}
et {uy,...,u,} des bases de AP et A? respectivement, alors pour tout entier r tel
que 1<r< min(p, q), Uensemble {e;A...Aej,;j1<...<jr} est une base de A"(A?) et
Pensemble {u;,A...Au;,; j1<...<jr} est une base de A"(A?) (proposition 1.1.16). A €
M(A, pxq) représente une application linéaire qu’on note encore par A : A9— AP. A
induit alors une application linéaire A"A : A"(A?)— A"(AP) (on utilise ici la notation

1.1.1) dont la matrice représentante est A"

Proposition 1.1.17 ([11], Chapter 19, Proposition 2.1) §i A € M(4,pxq), B €
M(A, gxs) alors les deuz matrices (A.B)™ et AVB) sont égales.

Preuve A.B représente 'application linéaire A8, 4925 4P, Par ce qui précede
") ()
(A.B)™) représente 1’application /\’ASL/\’A‘? A——>/\TA”, d’ott le résultat. m

Notation 1.1.2 Soit A € M(A,pxq). Pour tout entier naturel r< min(p, ¢) on note
par I,(A) Iidéal de A engendré par les mineurs d’ordre r de A.

Notons que si B est une matrice carrée inversible d’ordre g, alors pour chaque r =
1,...,q on a I,(B) = A car det(B) est inversible dans A et det(B) € I.(B).

Proposition 1.1.18 ([11], page 740) Si A € M(A,pxq), B € M(A,gxs), alors
pour tout entier naturel r < min(p,q,s) on a I,(AB) C I (AN (B).

Preuve Si m est un mineur d’ordre 7 de (AB), alors m est un coefficient de la
matrice (AB) = AMBT) ce qui implique que m est une somme des produits des
mineurs d’ordre r de A et de B. Alors m € L,(A)NI.(B).

Proposition 1.1.19 ([11], page 740) Si A, B € M(A,pxq) sont deur matrices
semblables, alors I,(A) = I.(B) pour tout r < min(p, q).

Preuve Ecrivons A = UBV ot U € GL,(A), V € GLg(A). Par la proposition
1.1.18, on a que I,(A) € LUBNL(V) = I, (UB) (car I,(V) = A). Comme I.(UB)
C I,U)NI.(B) = I(B), alors I(A) C I,(B). L’autre inclusion se déduit de la méme
maniére du fait que B=U"1AV 1. n
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Produit fibré

Une autre notion utilisée par la démonstration de Quillen est celle du produit fibré
qui est définie dans une catégorie quelconque. Dans ce qui suit on va définir cette
notion dans la catégorie des A-modules et montrer quelques propriétés qui joueront

un role important dans cette démonstration.

Définition 1.1.6 Soient M, My, N trois A-modules, ¢; : M;— N (i = 1,2) deux
homomorphismes de A-modules. On définit le produit fibré de M; et M, sur N
comme étant un triplet (P, 81, B2) ot P est un A-module, B; : P—M; (i = 1,2) deux
homomorphismes tels que a;8; = o2 avec la propriété universelle suivante: pour
tout A-module T, pour chaque couple d’homomorphismes v; : T—M; (i = 1,2) tels
que 171 = Qg7 il existe un homomorphisme unique v : T—P tel que Biy = v
(1=1,2).

Proposition 1.1.20 ([9], Proposition 5.2) Le produit fibré eziste dans la catégorie

des A-modules.

Preuve Avec les notations de la définition 1.1.6, on désigne par P le sous A-
module de M;®M, formé des couples (my,ms) tels que ay(my) = ag(my). Soient
B; : P—M;, (i = 1,2) les restrictions a P des projections canoniques. On a claire-
ment que a1 B = aofs et il est facile de voir que le triplet (P, 51, B2) est le produit
fibré de M, et My sur N. m

Notation 1.1.3 Avec les notations de la définition 1.1.6, le produit fibré de M; et
M, sur N est noté par (Mi[IyMa, b1, B2) -

Proposition 1.1.21 ([9], Rule 5.4) Avec les notations de la définition 1.1.6 on a les
propriétés suivantes:

1. ker(B1)N ker(G;) = 0.

2. B, induit un isomorphisme ker(B2)= (keroy) et de méme, (2 induil un isomor-
phisme ker(B,)~ ker(aw). En particulier B( respectivement B;) est injectif si

et seulement si o (respectivement o) est injectif.
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3. ay induit une injection coker(B;)— coker(c). De méme, oy induit une in-
jection coker(B;)— coker(ap). En particulier si ay (respectivement oy) est

surjectif alors By (respectivement ;) est surjectif.

4. Si oy (respectivement o) est un isomorphisme, alors By (respectivement i)

lest.

5. 8i S C A est multiplicativement stable, le triplet (Mi[InMa2)s, Brg, P2s) est
alors un produit fibré de (My)s et de (Ma)s sur Ng (pour (01)s et (a2)s) et on
a (MillyMa)s = (M1)sIIng(M2)s-

Preuve 1. Clair.

2. Rappelons que f; est ’homomorphisme suivant

P 2 oM

(m1, mz) — mj.

Si z € ker(f,) alors o (61(z)) = azfe(z) = 0, d’olt fi(z) € ker(a) et Bi( ker(Bz)) €
ker(cay). Réciproquement, si y € ker(a;), posons Z = (y,0) € P, alors Z € ker(5;)
et $1(Z) = y, d’ou Bi( kerfz) = ker(ay). Le résultat se déduit maintenant du fait
que la restriction de B; & ker(82) est injective. De la méme maniére, on montre que
(5 induit un isomorphisme ker(8;)~ ker(os).

3. Considérons l'application

M,/ Im(By) %> N/ Im(ay)

Mo —  ag(mg).

Notons que ¢ est bien définie car si Mz = mj, alors my — my € Im(B;), d'ou
ma — mly = Ba(p1,p2) = P2 o (P1,p2) € P, ceci montre que ap(mg —my) = as(p2) et
par suite ae(ps) — aa(mh) = aa(p2) = @B (p1, p2) = au(p1) = 0.

Si maintenant ¥(m3z) = 0, alors a(mg) € Im(cy), on choisit alors m; € M; tel que

ag(mg) = ai(m;), dott (my,mg) € P, ce qui donne que my € Im(f3,) et par suite
g = 0. 1) est alors un monomorphisme. De méme on montre que ; induit une injec-

tion coker(8;)— coker(as). En particulier, si a; est surjectif, alors coker(c;) = 0,
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d’olt coker(B;) = 0 et (3, est alors surjectif. De méme, si o, est surjectif, alors 3; est
surjectif.
4. Clair.
5. Par l'isomorphisme (M;)s®(M;)s~(M1®M,)s, le sous-module de (M;)s®(M2)s
formé des couples (™4, 22) qui satisfont: (1)s(5t) = (02)s(52) est identifié avec le

sous Ag-module de (M;®Ms)s des éléments 57—”‘—3"—’32 tels que a;(m;) = as(my), d’on
(MiTIyM2)s~(M1)sTIng(M2)s. B

Le produit fibré s'utilise pour “coller” des A-modules donnés sur des parties ou-
vertes de Spec(4). En d’autres termes, soient f,g € A, M; un Ay-module, M, un
Ag-module et supposons qu’il existe un isomorphisme a : (M;),;—(Mz)s de Agq-
modules. Posons N := (Ma)y, o : Ma—(Ma); et g : My—(Mi)y—=+(My)s ot 6,
a2 désignent les homomorphismes canoniques. Sous ces hypotheéses on a la proposition

suivante:

Proposition 1.1.22 ([9], Proposition 5.5) Si P = M[IyM; est le produit fibré des
A-modules My et My sur N (relativement ¢ oy et o définis ci-haut), alors les homo-
morphismes canoniques 3; : P—M; (i=1,2) induisent des isomorphismes Py=M, et

Py,=M, de As-modules et Aj-modules respectivement.

Preuve Considérons le diagramme

Mz ﬂ’ N = (Mz)f

Par la proposition précédente on a que Py = (My[IyM3)s ~ (My)sI1n,(M2)s. Comme
(My); ~ ((Ma)g)y, alors (Ms);— Ny est un isomorphisme, I'énoncé 4 implique
donc que Py ~ (My)s (comme des Af-mOdl\lleS) et comme (M); ~ M; (en util-
isant ’homomorphisme %}»—»;}E.ml) on aura que Py ~ M; comme des A;-modules.
D’autre part, la proposition précédente donne encore que P, ~ (M),[ly, (My),.
Comme (M), ~ (Ms); = N, alors (My)g = N,, on déduit par la partie 5 de la

proposition 1.1.21 que P, = (M), =~ M, (comme Ag-modules). &
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Soit A un anneau, f € A, on écrit D(f) = {peSpec(A); f¢p}. D(f) est un ouvert
de Spec(A) muni de la topologie de Zariski.

Proposition 1.1.23 Soient f,g € Spec(A) tels que D(f)UD(g9) = Spec(A). Si M
est un A-module tel que My est un Ag-module de type fini et My est un Ag-module
de type fini, alors M est un A-module de type fini.

Preuve Soient {Z,..., %2} un systéme générateur du Ay-module My et {%,.., =2
un systéme générateur du A,-module M,. Soit N le sous A-module de M engendré
par {Z1, ..., Tm, Y1, - Yn}- Alors pour tout idéal maximal 2 de A on a que 2 € D(f)
ou € D(g) d'ott f ¢ Qoug ¢ Q. Sion suppose que f ¢ €, alors Mq ~ (My)a et No
~ (Nj)q, mais N est le sous Ay-module de My engendré par {&, .., & i
donc N; = Mj et par suite Mg = Ng. On obtient le méme résultat si on suppose que
Q € D(g), donc Mg = Ng pour tout £ dans Max(A). En vertu du corollaire 1.1.3,
ona M = N et M est de type fini. B

Pour la proposition suivante on a besoin du résultat suivant

Lemme 1.1.1 Soit 0-M3N E)P—»O une suite eracte de A-modules. Si M et P

sont de type fini sur A, alors N l’est ausst.

Preuve Soient {my,...,m,} et {p1,...,ps} deux systémes générateurs de M et P
respectivement. Pour tout ¢ = 1,...,7, posons z; = a(m;) et pour tout j = 1,...,s
choisissons y; € N tel que 3(y;) = p;. Alors pour tout z € N, on a B(z) = aip1 +
e+ asps = Baryr + ... + asys) ol a; € A pour tout i. D'oul z —ary1 — ... — as¥s €
Kerf et par suite z — a1y; — ... — @sYs = T1%1 + ... + Y&, ol v; € A pour tout i. Ceci

montre que les éléments zy, ..., Tr, Y1, ..., s engendrent N sur A. B

Proposition 1.1.24 ([9], Rule 1.14) Soient f, g € A avec D(f)UD(g) = Spec(A),
M un A-module tel que M; est un Ay-module de présentation finie et M, est un

Ay-module de présentation finie. Alors M est un A-module de présentation finie.

Preuve Considérons une suite exacte de Ay-modules 0—K—(A") ng —0 ot K est
de type fini sur A;. Comme & € Homy, ((A")f, My), il existe alors o € Homa(A™, M)
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et t € S = {f",n entier naturel} tels que & = pu; 'oy ot py ! est ’endomorphisme

de M; défini par: p;'(™) = 2 pour tout m dans M et tout s dans S (proposition

8

1.1.12). Soit K = kera. On a alors la suite exacte 0—K— A" M de A-modules.

Notons que la suite 0—K;—(A") fﬂ;M +—0 est exacte. En effet, oy est sur-
jectif car oy = ta, & est surjectif et ¢ est une unité de Ay; d’autre part, la suite
0—K;—(A")j—M; est exacte car 0—K—A"—M l'est. On déduit alors que Ky =
ker(@) = K est de type fini sur A;. Si on refait le méme raisonnement pour M,
on obtient une ’suite exacte 0—K'—A™% M de A-modules pour laquelle la suite

0—K ;—»(Am)ga—%Mg—»O est exacte et K est de type fini sur A,. Considérons ensuite

’homomorphisme (o, —o/) : A"®A™— M défini par (o, —a')[(z,y)] = a(z) — /().

Alors pour tout idéal maximal  de A on a (o, —a’)g[(m;y)] = "‘("’)—sal(y). Comme

Spec(A) = D(f)UD(g), alors f ¢ Q ou g ¢ Q. Si on suppose que f ¢ €, alors (A7)

0 o " .
~ AL et (Myg)q ~ Mq. Ceci implique que agq est surjectif car le diagramme

(AMq =% Mg
011 162
(AM)q 28 (M))q

est commutatif et (cs)q est surjectif. Alors pour tout 2 € My, il existe z € A", s ¢ Q
tels que = ag(%) = a—(:l = (o, —a’)g((z—;ol), ce qui implique que (o, —a')q est surjec-

tif pour tout © dans Max(A). Le corollaire 1.1.3 nous donne maintenant que (o, —c)

est surjectif. Soit U = ker(a, —a') on a alors la suite exacte 0—U—A"HA™— M —0.

Il reste & montrer que U est un A-module de type fini. En vertu de la proposition
1.1.23, il suffit de montrer que Uy est de type fini sur Ay et que U, est de type fini sur
A,. On va le montrer pour Uy, la preuve pour U, étant similaire. Fixons fi,e0s fm
€ A} tels que of(fi) = (%) pour tout & = 1,...,m (ceci est possible car oy est
surjectif) o {ey, ..., em} est la base canonique de A™. Soit ¢ : AT— A} 'application
Aj-linéaire définie par ¢(%) = fi,i = 1,...,m. Alors ay¢($) = as(fi) = o4(%) pour
tout 4, d’ott as¢ = o Soit O : A AT — A%, Papplication Ajg-linéaire définie par
B(E,2) = Z — ¢(¥) pour tout z € A", y € A™ et s,t & {1, ], 2.} Si(8,Y%) e

S0t t St

19



Uy, alors as(B(Z,1)) = ay(2 — (1) = ay(2) — a(¥) = (ay, ~ol)(%, %) = 0 (car
U; = [ ker(a, —')]s = ker(a, —/); & ker(ay, —a)), dott B((£,%)) € ker(ay) =
K; et par suite (Us) € K;. Réciproquement, si § € Ky, alors £ = ((% 9

1
(ay, —0)(%,3) = as(%) = 0 ce qui implique que (%, ) € Uy, d’ott B(Uy) 2 K et par
suite K; = B(Uy). Soient B la restriction de 3 & Uy et G = ker3. Pour tout (2,4

€ G,ona £ =¢(¥), dou (ay, —a}) (4, %) = () — of(}) =0, alors (,%) € Uy, ce

qui implique que (£, %) € kerf’ et par suite kerd € G. Comme ’autre inclusion est

immédiate, on aura que G = ker(’. Considérons le diagramme commutatif suivant

), mais

de As-modules:

0 0
| !
G = G
! !
W 6 1Lpg
0 — Ky — At — My — 0
| !
0 0

Par construction, les colonnes et les lignes du diagramme 1.1.4 sont des suites exactes
de A;-modules. La suite 0—G—A}OAT— A} —0 étant scindée (A} étant projectif),
G est alors I'image de A}®AT par une application linéaire, donc G est de type fini.
Comme K est encore de type fini sur Ay, Uy est un Aj-module de type fini (par
Vexactitude de la suite 0—G—U;— K;—0 et le lemme 1.1.1). D’ou le résultat. m

Dans le cadre de la proposition 1.1.24, il est clair que si My est un Ay-module

localement libre et M, est un Ag-module localement libre, alors M est un A-module

localement libre. En vertu de la proposition 1.1.13, on a alors:

Corollaire 1.1.4 Soient f et g deux éléments de A tels que D(f)UD(g) = Spec(A),
et M un A-module tel que M; est un Ag-module projectif de type fini et M, est un
A,-module projectif de type fini. Alors M est un A-module projectif de type fini.
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Dimension d’un anneau

Dans ce qui suit on va définir la notion de la dimension d’un anneau et démontrer
quelques faits reliés & cette notion et qui seront utilisés dans la preuve de la conjecture

de Serre.

Définition 1.1.7 Une suite strictement croissante gpo C g1 C...C @, d’idéaux pre-
miers de A est appelée une chaine premiére de A, V’entier n est appelé la longueur
de la chaine. La dimension de A est définie comme étant le supremum des longueurs
des chaines premitres de A. La dimension de A est notée par dimA. Le supremum
des longueurs des chaines premieres de A avec p, = p oll p € Spec(A) est appelé la

hauteur de p et est noté ht(p).

Proposition 1.1.25 Si S est une partie multiplicativement stable de A. Alors la

dimension de Ag est plus petite ou égale d celle de A.

Preuve Si po C g1 C...C @ est une chaine premiére de Ag de longueur n, alors
pour tout i = 0,...,7, p; = (p})s oll g} est un idéal premier de A tel que p'NS = 0. 1
est immédiat que la suite ) C g} C...C g/, est une chaine pemiére de A, d’ott dimAg
< dimA. m

Proposition 1.1.26 Si A est un anneau noethérien, alors on a
1. dimA[X] =1+ dimA.
2. 8i P € Spec(A[X]) et p=P N A, alors on a

ht(p) s P = p[X]

he(P) = { 1+ ht(p) sip[X]|CP

La démonstration de la proposition 1.1.26 nécessite le développement d’une partie
de la théorie de dimension. Pour cela on va admettre la proposition. Toutefois, ce
résultat est intuitivement acceptable du point de vue qu’on doit s’attendre a ce que

la dimension augmente de 1 lorsqu’on passe de A & A[X].
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Définition 1.1.8 Un anneau factoriel A est un anneau integre dans lequel:

1. Tout élément non nul et non inversible est un produit fini d’éléments irréductibles
de A.

2. Si a est un élément irréductible de A et si a divise le produit bc (b, ¢ € A), alors

a divise b ou c.

Proposition 1.1.27 ([9], Examples 1.4) Soit A un anneau factoriel.
(1) Sip est un élément premier de A, alors (p) est un idéal premier et de hauteur 1.
(2) Si p est un idéal premier et de hauteur 1, alors p = (p) ot p est un élément

premier de A.

Preuve Remarquons tout d’abord que tout idéal premier et non nul contient un
élément premier. En effet, soit p € Spec(A), p # 0, alors p contient un élément a
£ 0 et, comme a n’est pas inversible, on a a = p;...p, ol chaque p; est un élément

premier de A. L’idéal p étant premier, un des p; doit appartenir a p.

Si p est un élément premier de A, alors il est clair que (p) est un idéal premier et

non nul, donc ht(p) > 0.

Soit g un idéal premier tel que 0#pC(p); alors p contient un élément premier ¢
de A, donc (g) C (p), donc p|g. I s’ensuit que p et ¢ sont associés, d’ott p = (p). Ceci

montre que ht(p) < 1, donc I’assertion (1) est démontré.

Soit p € Spec(A), de hauteur 1. Choisissons un élément premier p tel que p € p.
Alors 0s£(p)Cp et (p)€ Spec(A), donc p = (p) car ht(p) = 1. &

Proposition 1.1.28 ([9], Examples 1.4) Si A est principal mais n’est pas un corps,

alors dimA = 1.

Preuve Soient p; = (p;) et gz = (pa) deux idéaux premiers non nuls de A (p1, p2

sont deux éléments premiers de A) tels que p; C po. Alors, il existe o € A tel que
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P = apy, d’oll o € 1 ou Pa € 1. Si a € g, il existe § € A tel que a = Bp;, donc
p1(1 — Bpz) = 0, d’olt ps est inversible (A est intégre), ce qui n’est pas le cas. On a
alors que ps € g1 et par suite p; = po. On en déduit que dans Spec(A) \ {0}, onn’a
pas une relation de la forme p; C 2, ce qui montre que toute chaine premiere de A
est de la forme 0 C g ( des telles chaines existent car A n’est pas un corps, il admet

alors des idéaux premiers autres que (0) ) et par suite la dimension de A est 1. m

Proposition 1.1.29 ([16], page 30, Example 3) Si A est un anneau intégre de di-

mension zéro, alors A est un corps.

Preuve Soit a € A tel que a # 0, alors a n’appartient & aucun idéal premier, car

I'hypothese dit que 0 est le seul idéal premier. Donc a est inversible. m

Lemme 1.1.2 Soient A un anneau factoriel de dimension 1, a,b € A, d le p.g.c.d
de a et b. Alors (a,b) = (d).

Preuve Notons tout d’abord que le p.g.c.d de a et b est bien défini car A est factoriel.
Envisageons les deux cas suivants:

Cas 1 a et b sont relativement premiers. Dans ce cas, (a,b) = A car sinon, on peut
choisir un idéal premier p de A tel que (a,b) C p. Mais comme dim(A) = 1, alors
o = (p) ot p est un élément premier de A (proposition 1.1.27) et par suite (a,b) C
(p), d’ot1 pla et p|b, donc p est inversible dans A, ce qui contredit le fait que g est
premier. L’assertion est alors vraie dans ce cas.

_Cas 2 Dans le cas général 7 et % sont relativement premiers, ils engendrent alors, par
le cas 1, I’idéal unité. Soient z,y € A tels que %x+%y = 1, autrement dit d = ax + by,

ce qui montre que (d) C (a,b). L’autre inclusion est immédiate. m

Proposition 1.1.30 Soit A un anneau factoriel, de dimension inférieure ou égale a

1. Alors A est principal.

Preuve Si dim(A) = 0, alors A est un corps (proposition 1.1.29), d’olt principal.

Supposons pour la suite que dim(A) = 1. Soit I un idéal non nul de A et choisissons
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a1 € I tel que a; # 0. Si I # (a;), on peut choisir a}, € I — (a1). Soit a3 le p.g.c.d
de a; et ab, alors (a;) C (a1,a}) = (ag) (lemme 1.1.2) C I. Si (ag) # I, alors on
peut trouver az dans I — (a3) tel que (az) C (ag) € I. On construit ainsi une suite
(a1) C (a2) C...C (an) C...C I d’ idéaux de A. Comme A est factoriel alors cette
suite est stationnaire (dans un anneau factoriel, toute suite d’idéaux principaux est

stationnaire), il existe alors un entier n tel que I = (a,), d’ott le résultat. m

1.2 Le théoréeme de Horrocks.

Dans cette section on montrera le résultat suivant (connu sous le nom du théoréme
de Horrocks): si (A4, ) est un anneau local, M un A[X]-module projectif de type fini
et s'il existe un polyndme unitaire f € A[X] tel que My est un A[X]s-module libre,
alors M est un A[X}-module libre.

On montrera ensuite ce théoréme dans le cas général (sans ’hypothése que A est
local). Ce résultat nous aide & mieux comprendre la structure des modules projectifs
sur I’anneau des polynémes & une variable. On verra bient6t le réle crucial qu'’il joue
dans la démonstration de la conjecture de Serre. Une autre forme de ce résultat se

trouve dans le chapitre 2.

Proposition 1.2.1 i f est un polynéme unitaire de Uanneau des polynémes A[X]
& une variable, alors A[X]/(f) est un A-module libre.

Preuve Posons f = Xt+a;_1 X1 +...4+a; X +ag ot a; € Apour tout 1 =0,...,t—1.
Soit § = {I,..,X '} ot X' = X'+ (f) pour tout i. L’ensemble S est libre dans
A[X]/(f) carsiby, ..., bi—1 € A sont tels que boT—}-...+bt_17t—1 = 0, alors le polynoéme
bo + ... + by_1 Xt appartient & (f), ce qui n’est possible que lorsqu’il est nul. Donc
bo=..=b_,=0.

L’ensemble S engendre A[X]/(f). En effet, soit g = ap+... + 0, X* € A[X]. On peut
supposer que s > t (car si s < t, on n’a rien &4 montrer). Le polyndme g— o X s=tfala
forme Bs_1 X '+...+Bo. Si, maintenant s—1 > t, le polynéme g—a X3 f—Bs1 X7 f

sera de degré s — 2. Si on continue de cette fagon, on obtient un polynome h de A[X]
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tel que g—hf =7 X"+ ...+ avec r < t—1, ce qui montre que g = WX 4 .. +71
et S est alors une base de A[X]/(f) sur A. m

Lemme 1.2.1 Si A est intégre, S une partie multiplicativement stable de A qui ne
contient pas 0 et F' un A-module libre, alors ’homomorphisme canonique f : F—Fg

est injectif.

Preuve Soit (f;)ic; une base de F sur A et supposons que z = Y.;; a;f; (a; € A
pour tout i) est un élément de F' tel que § = 0 dans Fs. Alors il existe s € S tel que
sz =0, d’ott 17, sa; f; = 0 et par suite sa; = 0 pour tout i. Comme A est intégre et

s # 0, alors a; = 0 pour tout ¢ et par suite z = 0. B

Lemme 1.2.2 Si F est un A-module libre et B est une algébre sur A alors B F

est un B-module libre.

Preuve Soit (a;)ic; une base de F sur A. Alors F ~ AD), d’odt BR4F =~ BRAW ~
BD, D'ou le résultat. m

Lemme 1.2.3 Si F est un A[X]-module libre,  un idéal mazimal de A, alors F/QF
est un (A/Q)[X]-module libre.

Preuve Notons tout d’abord que QF = Q[X]F (ce qui montre que 2F est un sous-
module de F' sur A[X]) et que F/QF est un (A/Q)[X]-module. Comme F/QF =
(A/V)[X)®@axF et (A/Q)[X] est une algebre sur A[X], alors F/QF est libre sur
(A/Q)[X] (lemme 1.2.2). m

Lemme 1.2.4 Soient A € M(A4,sxs), B € M(A[X],sx(t—s)). Il existe alors
deuz matrices By € M(A,sx(t—s)) et B € M(A[X],sx(t —s)) telles que B =
Bo+ (A+ XE)B ot E est la matrice unité sxs.

Preuve Supposons que B = (by;)r; out by; € A[X] pour tout k et tout j. Si

[ est le plus haut degré des polynomes by;, on peut alors écrire B sous la forme
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B =B, +BX+..+BX ou B € M(A,sx(t —s)) pour tout ¢ = 0,...,I. Si
on regarde les deux matrices By + B X + ... + B X' et A+ EX comme étant deux
“polynémes” en une seule variable X, on peut alors effectuer la “division” (avec
reste) de ces deux polyndémes (notons que ceci est possible car le polynéme A + EX
est unitaire dans 'anneau M(A, sxs)[X]). Désignons par B et By le quotient et
le reste de cette division. On a clairement que B € M(A[X],sx(t — s)) et By €
M(A, sx(t —s)) avec B =By + (A+ XE)B. n

Lemme 1.2.5 Si A € M(A, sxt) est de la forme:

A 0
A=
0 1
o A € M(A,(s—1)x(t—1)) et si I, et I, désignent respectivement les idéaux de

A engendrés par les mineurs d’ordre s de A et les mineurs d’ordre s-1 de A, alors
IS = I.;—-].’

Preuve Notons tout d’abord que si s > t, alors I, = I,_; = 0. Supposons que s
< t. Si m est un mineur d’ordre s de A, alors m = dét(H) od H € M(A, sxs) est
une sous-matrice carrée de A d’ordre s. Si la s-iéme ligne de H contient des zéros
seulement, alors m est nul et par suite appartient a I,_,. Si, par contre, un coefficient
dans la s-i2me ligne de H est 1, alors on développe le déterminant de H suivant la
s-ime ligne et obtient que m est un mineur d’ordre s — 1 de A’. Dans tous les cas,
onaquem € I'_ d'ou I, C I'_,. Réciproquement, si m’ est un mineur d’ordre s —1
de A" alors m' = dét(H’) ot H' € M(A4, (s—1)x(s—1)) est une sous-matrice carrée
de A’. On peut alors écrire:

H 0
0 1

(")

est une sous-matrice de A d’ordre sxs, d’ot m’ est un mineur d’ordre s de A. Ceci

!

ou

montre que I, = I;,_;. 1
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Lemme 1.2.6 Soient R un anneau non commutatif et M un R-module a droite. Soit
M[X] le R[X]-module & droite dont les éléments sont des polynémes a coefficients
dans M. Si g € R[X] est un polynéme unitaire et f € M[X], alors il existe deux
polynémes uniques q et  de M[X] tels que degr < deg g et f = qg+r.

Preuve Par induction sur le degré n de f. m

Définition 1.2.1 Soient M un A-module de type fini et {my,...m;} un systéme
générateur de M sur A. Soit ¢ : A*— M V'épimorphisme défini par i(e;) = m;
pour tout i ol (e;){_, est la base canonique de A*. Si K = ker est de type fini sur
A, alors toute matrice A € M,y;(A) dont les lignes forment un systéme générateur

de K s’appelle une matrice de relation de M par rapport au systéme générateur

{my,...,m}.

Théoréme 1.2.1 (Horrocks)([9], Theorem 3.11) Soit (A,Q) un anneau local, M
un A[X]-module projectif et de type fini. Supposons qu’il existe un polynéme unitaire
f de A[X] tel que M; est un A[X];-module libre. Alors M est un A[X]-module libre.

Preuve M étant de type fini sur A[X], alors M; l'est sur A[X]; et comme M est
libre sur A[X];, on peut choisir une base finie (%)ier, (I = {1,...,p}, a; € M pour
tout §) de My sur A[X]; (notons que si (%) est une base du A[X],-module My,
alors on peut vérifier aisement que la famille {%;4€I} est encore une base de My sur
A[X]s). D’autre part, si fi,...,f, € A[X] sont tels que fia; + ... + fpap, = 0 dans M,
alors fl—‘%l + ..+ 11’1112 = 0 dans My, ce qui implique que % = 0 pour tout ¢ et par
suite, il existe un exposant u tel que f*f; = 0 pour tout ¢ = 1,...,p, d’out f; = 0 pour
tout 7 car f est un polyndme unitaire de A[X]. Ceci montre que la famille (a;)ier
est libre sur A[X]. Alors le sous-module F' de M engendré par les (a;)ics est libre
sur A[X]. Soit P := M/F, on a que Py~M;/Fy, mais Fy = < §t,i€I> = My, d’ou
P; = 0. Comme P est de type fini sur A, il existe alors un entier naturel n tel que
f*P =0 (si py, ..., pr sont des générateurs de P sur A, alors pour tout k = 1,...,7
on peut choisir un entier naturel ny tel que f™p; = 0 car B = 0 dans Py. Soit n =

max(ny, ..., n,), alors f"px = 0 pour tout k et par suite f*P = 0).
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Soit M = M/f"M et montrons que M est libre comme A-module. Posons S
= A[X]/(f"), alors on peut regarder M comme S-module (car (f*) C ann(M)) et
il est de type fini sur S (car M Dest sur A[X]). D’autre part on a que M est un
S-module projectif car il existe un A[X]-module M’ tel que M®M’' = L est libre, ce
qui implique que (M/f*M)&(M'/f"M') ~ L/ f"L et L/f"L est libre sur S (en effet
si (a;)7_, est une base de L sur A[X], alors (a; + f™L)j_, est une base de L/f"L sur
S). Comme S est un A-module libre (proposition 1.2.1), la proposition 1.1.4 implique
que M/f"M est un A-module projectif, donc libre car A est local (corollaire 1.1.2)

et il est de rang fini sur A.

Montrons par la suite que, comme A-module, P est de présentation finie. Le fonc-
teur S® 4px)— (qui est exact a droite) appliqué & la suite exacte 0—F—M—P—0 de
A[X]-modules donne la suite exacte S® A[X]FHM——)S@) ax]P—0 de S-modules, qui
est aussi exact sur A. Comme S® gx]P =~ P/f"P = P (car f"P = 0) et M est libre
de rang fini sur A, il suffit de montrer que SQ;x)F = F/f"F est de type fini comme
A-module. Pour voir ceci, remarquons que F/f"F est de type fini sur A[X] (F' est),
donc de type fini sur S. Comme S est un A-module de type fini, alors F/f"F est de

type fini sur A. D’olt P est un A-module de présentation finie.

L’étape suivante est de montrer que P est libre comme A-module. Tout d’abord,
notons que M est projectif sur A[X] et ce dernier est libre comme A-module (ayant
1, X, X2, ... comme base), alors la proposition 1.1.4 implique que M est un A-module
projectif. Comme on a la suite exacte 0— F<M—P—0 de A-modules, il suffit en
vertu de la proposition 1.1.8 de montrer que Vapplication @ : F/QF-—M/QM est
injective. Pour voir ceci, notons que F/QF peut &tre regardé comme un (A/Q)[X]-
module et si f désigne f + QA[X], alors on a (F/QF)f =~ Fy/(QF)s et M /(QM)f
~ (M/QM); (via:Z—E), mais My = Fy et (QF); = (QM);, dob (F/QF)z P
(M/QM)7 (ici @7 est 'homomorphisme induit par @ en localisant en f). Considérons

le diagramme commutatif suivant de (A/Q)[X)-modules:
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F/QF = M/QM
lrl _ Unm (1.2.1)
(F/QF); —L (M/QM);
ot Iy, I3y sont les localisations. Comme F/QF est libre sur (A/Q)[X] (lemme 1.2.3),
alors le lemme 1.2.1 implique que [r est injectif. La commutativité du diagramme
1.2.1 nous donne que @ est injectif, d’ot1 P est un A-module libre de rang fini (P est

de type fini sur A car il est de présentation finie sur A).

Considérons une base {p, ...,Ds} de P sur A ot p; € M pour tout 7 et une base
{Pst1,...,p:} de F sur A[X]. Notons qu'on peut supposer que s > 0, car si s = 0,
alors P =0, d’oi M = F qui est libre sur A[X].

Montrons maintenant que chaque élément = de M s’écrit de maniere unique sous
la forme
s t

S o+ D, Bipj, (1.2.2)

i=1 j=s+1
ol a; € A et ﬂj € A[X]
Comme P = M/F est engendré par {Py, ..., Ps} sur 4, il existe a,...,cs € A tels que
T — 1Py — ... — Asps € F; comme F est engendré par {ps41, ..., pt} sur A[X], il existe
Bst1,--0: € A[X] tels que la relation 1.2.2 est satisfaite.

Pour montrer I'unicité de I’expression 1.2.2, il suffit de montrer que la relation

8 t

Yaipi+ D, Bipi=0 (€A, BEAX])
i=1 j=s+1

implique a; = 0 et B; = 0 pour tout s = 1,...,s et tout j = s+ 1,...,¢. Mais cette

relation implique
s
> ap;=0 (dansP)
i=1

d’ott a; = 0 pour tout i = 1,..,s. Il s’en suit que Z§~=s+1 B;p; = 0, donc B; = 0 pour
tout j =s+1,...,¢.
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En particulier, pour chaque k = 1, ..., s, la relation 1.2.2 nous permet d’écrire

s t
— Xpe =) oppi + Y brjp; (1.2.3)
i=1 j=s+1

ot ay; € A et by; € A[X]. Considérons les deux matrices
A= (aki)k,i e M(A, sxs), B= (bkj)k,j € M(A[X], SX(t — S))
et soit C la matrice (A+ XFE|B).

an+X .. O bis+1 - bit
C= :

Qg1 ()lss+X bss+1 bst

Clairement, C € M(A[X], sxt).

Comme {pi, ..., Ps, Ds+1, ---, P} €st un systéme de générateurs de M sur A[X], on
peut donc considérer un épimorphisme ¢ : A[X *— M qui envoie e; & p; (ol les e;
sont les éléments de la base canonique de A[X]") et dont on note par K son noyau.
Montrons que C est une matrice de relation du A[X]-module M, relativement au
systéme générateur {py, ..., p;} (en d’autres termes, les lignes de C forment un systéme
générateur de K = kery). Pour voir ceci, montrons tout d’abord que les lignes de C
sont dans K. Soit h; = (41, .-, @i + X, ...y Qis, bist1, .., big) la i-€me ligne de C. Alors
Y(hi) = aapr + - + (i + X)pi + ... + QisDs + bisy1Per1 + ... + bpr. Mais —Xp;
= @1+ .o+ 0P; + oo + QsPs + bisraPst1 + - + by, d’ot ¥(h;) = 0 pour tout
i =1,..,5 Alors {hy,...,hs} C K. Pour montrer que {hy,..., h,} engendre K, on
prend M = M;,s(A) et R = M,y (A) dans le lemme 1.2.6. Alors pour tout z =
(a1, ..., Gg, bog1, .y b)) € A[X], il existe @, R € Mixs(A[X]) tels que

(ag,..yas) = QA+ XE)+ R (1.2.4)

et deg(R) < deg(A+XE). Comme A+ XE est de degré 1, R = (ry, ..., Ts) est dans
Mixs(A). La relation 1.2.4 implique que z = (ay, -.., &g, bs41, .-, b)) = QA+ XE | B)
+ (R | (bsg1, -, b)) —QB). Ceci montre que £ = 35_; fihi + (T1,.., T iy, -, b) oU T
€ A, b € A[X] et fi € A[X] pour tout ¢ et tout j, d’olt P(x) = P(r1yeees Tsy Vyy1y oory B})
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(car 9 (h;) = 0 pour tout i) = 333_, rip; + E;=s+1 bp;. Si, maintenant z € K, alors
r; = 0 et b; = 0 pour tout 7 et tout j (par un raisonnement fait en haut), d’olt z =
%, fihi. Ceci montre que {hy, ..., hs} engendre K et par suite la matrice C détermine
complétement le A[X]-module M car M ~ A[X]'/<hi, ..., hs>.

Montrons ensuite que 'idéal I = I,(C) de A[X] engendré par les mineurs d’ordre
sxs de C est A[X] lui méme. Pour ceci, notons qu'il suffit, en vertu de la proposition
1.1.10, de montrer que In = A[X], pour tout idéal maximal A de A[X] (appliquer
la proposition au A-module A[X]/I). Soit alors A un idéal maximal de A[X], on
a que Ma est un A[X],-module projectif (proposition 1.1.3), donc libre sur A[X],
(corollaire 1.1.2) et comme My = Fy, alors (M)a = (Ff)a, d'ott (Ma); = (Fa)s et
par suite le rang de M est égal & celui de (Fa)s qui est ¢ — s. D’autre part, on a
que (A[X])a = Ka®Mp car la suite 0—Ka—(A[X]})a—Ma—0 est scindée (Ma
étant projectif), alors K est un (A[X])a-module libre de rang s. Ceci montre que

B .., %} forme une base de K sur A[X],. Comme cette base peut &tre complétée
3 une base de A[X],, au moins un mineur sxs de l'image de C est inversible dans
Aa[X]. Dot In = A[X], pour tout A dans Max(A[X]). Alors I = A[X].

Notons ensuite qu’on peut supposer que B = (bg;)k,; € M(A, sx(t—s)). En effet,

la relation 1.2.2 peut s’écrire matriciellement comme:

y4! Y4l Ds+1
-X| i |=A| : |+B| : |- (1.2.5)

Ds Ps bt

Par le lemme 1.2.4, on peut écrire B = By + (A + XE)B ot By € M(4,sx(t - s))
et B € M(A[X],sx(t —s)). La relation 1.2.5 s’écrit alors

h Y41 Ds+1
~x| : |=A4] : |+B+A+XENB|

Ds Ds Dt
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Ou autrement

D1 Ds+1 Ds+1
(A+ XE) o +B| +B,| : |=o0 (1.2.6)
Ds Dt Dt
Si on pose
2 2 Ds+1
A s Dy

alors pour tout k = 1,..., s, p}, est un représentant de Py et la relation 1.2.6 devient

/

Y4 Ps+1
(A+ XE) : +By| : |=0.

/

ps De
Si on prend pour B la matrice By, on peut supposer que dans la relation 1.2.2 les

coefficients bg; sont dans A pour tout k et tout j. Par la suite B € M(4, sx (¢ — s)).

Soit ¢ = det(A+ XE) € A[X] et soit J l'idéal de A engendré par les entrées
de la matrice B. Comme I = A[X], alors A[X] = A[X]g + A[X]J car tout mineur
d’ordre s de C est soit g, soit une combinaison linéaire des entrées de B & coefficients
dans A[X]. Soit T 1’anneau-quotient A[X]/(g). Comme g n’est pas inversible dans
A[X], T # 0. Par la proposition 1.2.1, T est un A-module libre car g est un polyndme
unitaire. D’autre part, pour tout A € A[X], on a h = ghy + jhs ol hy, hy € A[X],
jeJ douh=h+(g) = hyj = jhe € JT. Alors T = J.T, ce qui donne que J =
A car sinon J C Q et par suite T = 0 (par le lemme de Nakayama), ce qui n’est pas
le cas. Comme J = A, alors un au moins des entrées de la matrice B est inversible
car sinon, toutes ces entrées seront contenues dans 2 (A est local) et par suite toute
combinaison linéaire des entrées de B & coefficients dans A sera contenue dans £2, ce
qui contredit le fait que 1 ¢ §2. On peut alors, & I’aide d’une suite des transformations
élémentaires sur les lignes et les colonnes, rendre la matrice (A-+ X E|B) sous la forme

o [A+XEB 0
0 1
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ot A/ € M(4,(s—1)x(s—1)) et B € M(A,(s—1)x(t—s—1)) et E’ est la matrice
unité (s — 1)x(s — 1).

Les deux matrices C et C' étant semblables on a que I,(C) = I,(C") ou I,(C), I,(C')
sont respectivement les idéaux de A engendrés par les mineurs sxs de C et de C’
(proposition 1.1.19). Par le lemme 1.2.5, on a que I,(C’) = I,_1(A' + X E'|B’). D’ol
I,_1(A'+ X E'|B') = A[X]. Si on refait le méme calcul avec la matrice (A'+XE'|B') et
on continue de cette fagon, on trouve enfin que la matrice (A + X E|B) est semblable
3 la matrice (0|E) ot E est la matrice unité de M(A, sxs). Comme C = (A+ X E|B)
est une matrice des relations du A[X]-module M et que toute autre matrice semblable
& C est encore une matrice de relation de M, alors M ~ A[X]*/L ol L est le sous

A[X]-module de A[X]* engendré par les lignes de la matrice

0 ..010 ..0

0 ..001..0
(O|E) =

Considérons 1’épimorphisme
AxE L AP
(z1, ., ) —> (T1, ..., Tes)
1l est clair que kerf est engendré par les lignes de la matrices (0|E), d’ott A[X]*™* =
A[X]t/L = M. Ceci montre que M est un A[X]-module libre.

Dans ce qui suit on va montrer que le théoréme de Horrocks s’applique pour
n’importe quel anneau commutatif. La démonstration de ce résultat nécessite beau-

coup de travail. On commence par montrer quelques propriétés élémentaires.

Lemme 1.2.7 1. (The five lemma) ([19], Proposition 2.11.15) Soit
My L oM, 2 Mz S M, < M
la 1B by 16 le

’ 4

M Loy S oMy S oM M
un diagramme commutatif de A-modules avec des lignes exactes. Sia, (3, 6, €

sont des isomorphismes, alors -y l’est aussi.
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2. Soit

M L N
Lf lg (1.2.7)
M 5 N

un diagramme commutatif de A-modules. Alors 1.2.7 induit un diagramme

commutatif

O—»kerﬂ——»M—ﬁ—>N—» cokerf — 0
Lff L lg lg (1.2.8)

0 — kery — M 2 N, — cokery — 0.

Si de plus f, g sont des isomorphismes, alors f', g’ le sont encore.

Preuve 1. Prouvons tout d’abord que v est injective. Soit z3 € Mj tel que y(z3)
= 0, alors h'y(z3) = 0, d’out §h(z3) = 0 et par suite z3 € kerh car § est injective.
Comme kerh = Img, il existe zo € Ma tel que 13 = g(z9) ce qui implique que ¢’ G(z2)
= vg(z3) = 0, alors B(zy) = f'(¢}) ot 2} € M]. o étant surjectif, il existe z, € M,
tel que =, = a(x;). Alors on a Bf(z1) = fla(zi) = f'(z}) = B(z2), d'olt z2 = f(z1)
(B est injectif). Enfin z3 = g(x2) = gf(z1) = 0.

Montrons ensuite que 7y est surjectif. Soit z§ € Mj, alors il existe 4 € My tel que
W(zh) = 8(zq), Aot €j(x4) = 7'6(za) = j'W (z}) = 0 ce qui implique que j(z4) = 0
et par suite 2, = h(zs) ot T3 € M;. Alors h'(z5 —v(23)) = 6(z4) — Oh(z3) = 0, d’'out
z} —y(z3) = ¢'(zy) pour un certain =y € Mj. Comme x5 = 3(z2), T2 € My, alors x4y
= (z3) + ¢'(25) = 7(z3) + ¢'B(z2) = v(z3 + 9(22))-

2. Siz € kerB , alors vf(z) = gB(z) = 0, d’ou f( kerB) C kery. On peut donc
considérer la réstriction f' de f & ker@. D’autre part, si ny € g( Img), alors n;
= gB(m) (m € M) = vf(m) € 7(M), dott g(ImB) € v(Mi), ce qui implique
que g induit un homomorphisme ¢’ : cokerf— cokery et il est facile de vérifier la
commutativité du diagramme 1.2.8. Si, maintenant, f, g sont des isomorphismes,

alors la partie 1 implique que f’ et ¢’ sont aussi des isomorphismes. B

Définition 1.2.2 Un A[X]-module M est dit une extension de A s'il existe un A-
module N tel que M ~ N[X] (comme A[X]-modules). M est dit une extension locale
de Aen Q € Max(A) si Mg est une extension de Aq.
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Proposition 1.2.2 Soient M un A[X]-module et N un A-module. Si M = N[X],
alors N =~ M/XM comme A-modules.

Preuve Soit
M 2 N
f—_-ZOtiXi — f(()):ao
i=0

Clairement, 1) est un épimorphisme avec keryp = XM. #
Proposition 1.2.3 Sip > 1, alors A[XJP/XA[X]’ =~ AP.

Preuve Soit A[X]” -~ , AP V'épimorphisme défini par :
h(f1, .o, fp) = (f1(0), ..., £5(0)). Clairement, kerh = XA[X]?, d’ot le résultat. m

Proposition 1.2.4 ([9], Proposition 1.15) Si KBRS M—0 (i = 1,2) sont

deuz suites exactes de A-modules avec Fy, Fy libres sur A, alors on a

1. S’il existe un isomorphisme p : Mi— My, alors il existe a€ Aut(F1®F,) tel

que le diagramme

al lu (1.2.9)
Pk, Qo) M,
est commutatif De plus, toute application o satisfaisant cette condition satisfait

aussi a[B1 (K1) ®F,)| = Fi®B(K2).

2. 'l eziste a € Aut(Fi®F;) avec off(K1)®F,)| = F1®0:(K>), alors il existe

un isomorphisme p : My—s M, pour lequel le diagramme 1.2.9 est commutatif.

Preuve 1. Considérons le diagramme suivant

0 — K 2 B 0 M — 0

Y1172 pltu!
0 — K, 2 B 2 M, — 0
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Comme F) est projectif (il est libre ) et ay est surjective, alors il existe v, : F1—F}
tel que apy; = pay (théoréme 1.1.1). De méme, on trouve -y, : Fo—Fj tel que p g

= 01y2. Considérons les deux homomorphismes

Fl@FQ _a’_) Fl@Fz ot Fl@Fz _2‘1) FI@FQ
(z,y) — (z,9—mn(T)) (z,y) — (z—7(y),y)

Une simple vérification montre que o, o’ sont des isomorphismes. Posons o = o/ o

€ Aut(Fi®F,). Avec ce choix de a, le diagramme 1.2.9 est commutatif. En effet,
pour tout (z,y) € F1®F; on a (0, a2)a(z,y) = (0, o) Tz —Y2(v),y) = (0, a2)(z —
12(¥), y+711.(2) = 1172(Y)) = 02(y) +0om (z) — a1 (y) = ca(y) +hoa(z) — pu on(y)
= pay(z) = p(a,0)(z,y), d’olt la commutativité du diagramme 1.2.9. Remarquons
que Bi(K1)®F, = Ker(ai,0) et Fi®fy(Ks) = Ker(0,ap); comme o et p sont des
isomorphismes et le diagramme 1.2.9 est commutatif, il s’en suit que o[ (K;)®F2]
= F1®08,(K,) (notons qu’on peut encore utiliser la deuxiéme partie du lemme 1.2.7).
2. Soit o : B1(K1)®F,— F1®0:(K>) la restriction de . Alors le diagramme

0 — Gi(K)®F — FoF % M, — 0

o al
0 — FlEB,Bg(Kz) — Fi®F (Oix)Z) My, — 0

est commutatif avec des lignes exactes et o et o sont des isomorphismes. Par la partie
2 du lemme 1.2.7, il existe un isomorphisme p : M;— M, tel que le diagramme 1.2.9

est commutatif. D’ou le résultat. m

Corollaire 1.2.1 ([9], Corollary 1.16) Soient F’{ﬁ»Fi—a—i>Mi—>0 G = 1,2) deuz
suites ezactes de A-modules telles que F], Fi, Fy, Fy sont libres sur A, alors M) =~
M, si et seulement s’il existe o € Aut(Fi®F,) et § € Auwt(F{®@F®F1®F;) tel que
le diagramme
FeReFeF, “2%° FoR
Bl le (1.2.10)
FoRoReF, 1% pom,

est commutatif.
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Preuve Supposons que M, & M, et soit K; = kero; = Imf; (i = 1,2). Alors
les deux suites 0— K;—F;=M;—0 (i = 1,2) sont exactes, d’oul par la proposition

précédente, il existe @ € Aut(F1&F3) tel que le diagramme

RoF @9 M,

al 17
(0,&2)
Fl@Fg — M2

est commutatif avec a( K10 F;) = Fi®K,. Soit o/ = af(K1®F;). Alors o établit un

isomorphisme entre K ®F; et Fi®K,. Considérons les deux suites exactes suivantes

0—> kerfy GO— FIOF, 52 K1 @ Fy—0
0—08 kerfBy— Fi®F, "2 Fi@ Ky—0

La partie 1 de la proposition précédente nous donne I'existence d’un automorphisme

B € Aut(FioF,dF &F;) tel que le diagramme:

FloF,oF ®F, (BI%’O) K\®F, — F®F

Bl o la
FoReReFR, 2% Rek, — FoFR

est commutatif, donc le diagramme 1.2.10 est commutatif. Pour la réciproque, on con-
sidere le diagramme 1.2.10, on note que M; = coker(,®1g,,0) et My = coker(0, 1r,)
et on applique la partie 2 du lemme 1.2.7. m

Lemme 1.2.8 Soient X, Y, M trois A-modules libres tels que X est de rang m et
Y est de rang n. Soient oy : X—M, as : Y—M deux homomorphismes de A-
modules et B une base de M sur A. 8i B; = {z1,...,Tm} €t Bo = {91, ..., yn} S0nt des
bases de X etY sur A, alors l'ensemble By s = {(21,0),....,(Zm,0),(0,v1),...,(0, yn) }
est une base de X®Y sur A et la matrice de (ay, as) par rapport auz bases B et Bz

est
(o] | [oa])

ot [o;] (i = 1,2) est la matrice de o; par rapport auz bases B; et B.
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Preuve Il suffit de remarquer que (o, @) (%, 0) = ay(z:) et (o4, a2)(0,y;) = 02(y;)

pour tout 4 et tout j. B

De la méme facon on montre le lemme suivant

Lemme 1.2.9 Soient X, Y, M, N quatre A-modules libres et supposons qu’on a
deux homomorhismes o; : X— M, as : Y —N. Soient By, By, B et B, des bases
de X,Y, M et N sur A et considérons les bases correspondantes By 3, B} o de X®Y
et M&N respectivement sur A. Alors, la matrice représentante de I’lhomomorphisme

a1 ®ay : XOY — MON par rapport auz bases By et Bj , est:

(3 )
0 [og]

oti [c;] est la matrice représentant o; relativement auz bases B; et B..

Lemme 1.2.10 ([9], Lemma 1.17) Si A; € M(A[X],7xs), Ay € M(A[X], sxt) et
As € M(A[X],xt) sont trois matrices et S une partie multiplicativement stable de

A, ’homomorphisme canonique A[X]|—> Ag|X] induit un homomorphisme

M(A[X],uxv) — M(As[X], uxv)

(fij)i,j — (f—f)

y

Soit A; limage de A; par cet homomorphisme et supposons que Ay - Ay = As et que
A1 (0)A2(0) = A3(0). Alors, il existe s € S tel que A1(sX) - Aa(sX) = As(sX).

Preuve Comme A4;(0)..42(0) — A3(0) = 0, alors tous les coefficients a;; de la matrice
A= A;. Ay — As sont dans 'idéal (X) de A[X]. D’autre part A = A;.A; — As = 0.
Tl existe alors si; € S tel que sijai; = 0. Soit s = [1; ;85 € S, alors on a A(sX) =0
et par suite A;(sX).A2(sX) = As(sX). m

Lemme 1.2.11 Soient S une partie multiplicativement stable de A, U(Y') une ma-
trice de GLy(Ag[Y]) telle que U(0) = I. Alors, il existe s dans S et U'(Y) €
GL,(A[Y)]) tels que U'(Y) = U(sY) et U'(0) = I.
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Preuve Soit V(Y) = U(Y)™" dans GL,(As[Y]), et écrivons
UY) =Up +UhY + .. + UY?

V(Y) =Vo+ WY +..+ Vqu
Oﬁ Ui, VJ € Man(AS) etv uo - VO = I.

Soit s’ € S tel que pour tout 4 et pour tout j, s'U; et s'V; sont des images d’éléments de

Maxn(A); alors il existe U*(Y), V*(Y) € Muxn(A[Y]) qui satisfont U*(Y) = U(s'Y)
et V*(Y) = V(s'Y), et ces matrices peuvent étre choisies de telle sorte que U*(0) = I
= V*(0), On a alors U*(Y).V*(Y) = T et U*(0).V*(0) = I, donc, par le lemme 1.2.8,
il existe s” € S tel que U*(s"Y).V*(s"Y) = I. En prenant s = s's” € S et U'(Y) =

U*(s"Y), on obtient le résultat voulu. m

Définition 1.2.3 1. On dit que deux matrices A;, A € M(A,rxs) sont sem-
blables (et on note A; ~ Ay) 8'il existe deux matrices inversibles € GL(4,rxr)
et V € GL(A,sxs) telles que Ay =U - Ay - V.

2. Si S est une partie multiplicativement stable de A, on dit que les deux matrices
A1, As € M(A[X],rxs) sont localement semblables en S, si les images de A, et
Ay dans M(Ag[X],rxs) sont semblables. Si A;, As sont localement semblables
en S = A\Q oi1 Q est un idéal maximal de A, on dit aussi qu’elles sont localement

semblables en €.

Dans ce qui suit, si A € M(A[X],7xs) et si S est une partie multiplicativement
stable de A, on désigne par A I'image de A dans M(Ag[X], 7xs) o X est un ensemble

de variables.

Proposition 1.2.5 (théoréme de Vaserstein) ([9], Theorem 1.18) Soit A €
M(A[X],rxs). Alors, A et A(0) sont semblables si et seulement si A et A(0) sont
localement semblables en tout Q € Max(A).

Preuve (=) Clair.
(<=) Supposons que A et A(0) sont localement semblables en tout 2 € Max(A) et
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soit I = {a € A tel que A(f) et A(g) sont globalement semblables pour tout f, g €
A[X] avec f — g € aA[X] }.

I est un idéal de A. En effet, il est tout d’abord clair que 0 € I. Siay, as € I et si
f, g € A[X] tels que f — g € (a1 — az) A[X], alors f —g = (a1 —a2)¢ ol ¢ € A[X], d’olt
F— (g — a29) € a1 A[X], par suite A(f) ~ A(g — a2¢). D’autre part, g — (g — az¢) =
a2 € apA[X] et ay € I, ce qui implique que A(g) ~ A(g — az¢), donc A(f) ~ Alg),
ce qui montre que a; — ag € I. Si maintenant, a; € I,a € Aetsif, g€ aa, A[X],
alors f — g = aa1¢ ol ¢ € A[X] et par suite f — g € a1 A[X], d’ott A(f) ~ A(g). Ceci

montre que I est un idéal de A.

Montrons ensuite que I = A. Pour ceci, on va montrer que pour tout idéal maximal
Q de A, il existe un élément de I qui n’est pas dans . Soit alors @ € Max(A).
Comme A et A(0) sont deux matrices semblables dans M(Ag[X],7xs), il existe C €
GL(Aq[X],7) et D € GL(Aq[X], s) telles que A(X) = C(X).A(0).D(X). Si Y est
une autre indétérminée, alors on peut écrire A(X +Y) = C(X +Y).4(0).D(X +Y)
= C(X + Y).CYX).A(X). DYX).D(X +Y). Posons C* = C(X +Y).LTHX) et
D* = DYX)D(X +Y). Alors AX +7Y) = C*(X,Y).A(X).D*(X,Y). Comme
C*(X,Y) € GL.(Ag[X][Y]) et D*(X,Y) € GL,(Aqn[X][Y]) satisfont a C*(X,0) =
I, et D*(X,0) = I,, on peut leur appliquer le lemme 1.2.11. Ainsi, il existe oy €
A\Q, N(X,Y) € GL(A[X,Y]) et A(X,Y) € GLs(A[X,Y]) tels que N(X,0) = I,
A(X,0) = I, N(X,Y) = C*(X, 1Y) et A(X,Y) = D*(X,01Y). On a alors

AX + 01Y) = C* (X, 01Y).A(X).D*(X,,Y)

— NX,Y).AX).AX,Y)

et
A(X + 01.0) = N(X,0).A(X).A(X, 0).

En vertu de lemme 1.2.8, il existe alors as € A\ tel que

AX +aY) = N(X, Y ). A(X).A(X, a2Y)
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oll & = ayay € A\ Si f, g sont tels que f — g = a¢ ol ¢ € A[X], alors A(f) =
A(g+a¢) = N(g, az0).A(g).-A(g, aad) ot N(g, asd) et A(g, az¢) sont deux matrices

inversibles, ceci montre que A(f) ~ A(g) et par suite a € I. Enfin I = A, en d’autres
termes, A(f) ~ A(g) pour tout f et tout g € A[X]. En particulier A(X) ~ A(0). m

Théoréme 1.2.2 ([9], Theorem 1.20) Soit M un A[X]-module de présentation finie.
Alors M est une extension de A si et seulement si M est une extension locale de A

en tout Q € Max(A).

Preuve Supposons que M est une extension de A et soit N un A-module tel que M
~ N[X]. Pour tout Q € Max(A), on a que Mg = (N[X])a = Nq[X], ce qui montre

que Mg est une extension de Agq.

Supposons maintenant que M est une extension locale de A en tout 2 € Max(A)
et montrons que M est une extension de A. Comme M est de présentation finie, on

peut considérer une suite exacte
AX]" B A[X]" S M -0,

Si on considére cette suite modulo X, on obtient par la proposition 1.2.3 une suite
exacte de A-modules

Am P An T, 01X M 0. (1.2.11)

Si B désigne la matrice de 3; par rapport aux bases canoniques de A[X]™ et A[X]",
alors B(0) est la matrice représentante de B, également par rapport aux bases canon-
iques.

Définissons maintenant I’application linéaire ;[ X] : A™[X]— A"[X] par

B[ X]((ao1, -y @om) + oo + (001, oy Orm) XT) =
—,3_1(0601, ceey aOm) + ... +E(a7-1, ceey Olrm)Xr

De méme on définit ’homomorphisme @;[X] : A*[X]—M/XM[X]. 1l est facile de
vérifier que la suite A™[X ]MA"[X ]@]N [X]—0 ot N = M/XM est une suite
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exacte de A[X]-modules. Comme on peut identifier A?[X] avec A[X]P pour tout p >

1, on aura alors une suite exacte de A[X]-modules:
AX]™ 225 AIX]" 25 N [X]—0.

Ofl ,Bg(fl, ceey fm) = E[X]((Oém, ceny aOm)+...+(a,1, ceny Olrm)XT) Ofl fi = a0i+...+am-X”
et r est le maximum des degrés des polynomes f; (i = 0,...,m). Comme Fz(e;) =
BilX](e:) = Bi(e;), alors B est encore représentée par la matrice B(0).

Soit R = A[X] on a alors les deux suites exactes de R-modules

R™-P2LRr 2 M—0. (1.2.12)
R™ 2, pr 22, N1 X]—0. (1.2.13)

Pour montrer que M ~ N[X], il suffit, en vertu du corollaire 1.2.1, de montrer qu’il
existe @ € Aut(R™OR") et B € Aut(R"®R"®R™DR") tels que le diagramme
Rm@Rn@Rm@Rn (ﬂl%vo) Rn@Rn
pl la
RroR"@R"eR" 72" prgRn

est commutatif. La matrice représentant (3;®1gn,0) est

i 11-( )= (2 29

et la matrice représentant (0, So®1gn) est

c=(o | [ﬁ2EBan])=<0| ol o )=(on oo )

On voit clairement que la matrice C est semblable & la matrice A(0) (par une suite
des transformations élémentaires sur les lignes et les colonnes). La démonstration se
termine alors si on montre que A ~ A(0). Il suffit, en vertu de la proposition 1.2.5, de
montrer ceci localement. Soit alors € Max(A) et localisons les deux suites 1.2.12

et 1.2.13 en . On obtient alors les deux suites exactes de Ag[X]-modules
Ag[X]™ 2% Ag[ X" 218 Mg —0 (1.2.14)
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A X]™ 28 Ag[X]™ 228 No[X]—0. (1.2.15)

Comme M, est une extension de Ag, il existe un Ag-module H tel que Mg ~ H[X -
Par la proposition 1.2.3 on a que Mg/XMq ~ H. D’autre part N = M/XM,
alors Ng ~ Mq/XMq ~ H, dolt Mg = Ng[X], ce qui implique qu’il existe a €
Aut(Ag[X]"DAa[X]") et B € Aut(Ag[X]"@Aa[X]|"®Aa[X]|"®Aa[X]™) tels que le

diagramme

Al X[m@ A[XP @ Aa[XIP@A[X]™ P08 Ag[X @ AalX ]
Bl la
A X" @ Ap[XP@ A XP@ Al X]m OBV Ag[XPP@AqX]"

est commutatif. On peut alors déduire que les matrices représentant les applications
(Bra®1rz,0) et (0, Lrp®fPq) sont semblables. Ceci montre que A(0) ~ A(X) pour
tout 2 dans Max(A), d’ou le résultat. m

Lemme 1.2.12 1. Soit u un élément inversible de A. Alors, pour tout A-module

M homomorphisme canonique f : M— M, est un isomorphisme de A-modules.

2. Sia € A, alors Ag = Aay et M, = M,, (comme Az-modules).

Preuve 1. f est injective car si m € M est tel que T = 0, il existe alors un entier
naturel positif n tel que u"m = 0, d’ott m = 0 (u est inversible). D’autre part, si o
€ M,, alors f(u™*m) = &, d’oll la surjectivité de f.

2. Il est facile de voir que ET%"_’(LS% est I'isomorphisme voulu. m

Théoréme 1.2.3 ([9], Theorem 3.14) i M est un A[X]-module projectif et de type
fini et s’ existe un polynéme unitaire f dans A[X] tel que My est un A[X];-module

libre alors M est un A[X]-module libre.

Preuve Commencons par montrer que M est une extension de A. Pour ceci, notons
qu'en vertu du théoréme 1.2.2, il suffit de le montrer localement. Soit {2 € Max(A).
Comme M est projectif et de type fini sur A[X], Mq est encore projectif et de type fini
sur (A[X])q = Aq[X] et on a que (Mg); ~ (Mj)q est libre sur (Ag[X])s, d’olt par le
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théoreme 1.2.1 My est un A[X]g-module libre de rang fini, ce qui implique qu'il existe
un entier positif n tel que Mg =~ (Ag[X])" = AG[X]. Soit V le Ag-module Ag, alors

Mg ~ V[X]. Alors Mg, est une extension de Agq et par suite M est une extension de A.

Soit N un A-module tel que M ~ N[X], alors N ~ M/XM comme A-modules

(proposition 1.2.2). D’autre part considérons ’homomorphisme suivant

NX] % N
oo+ X+..+0. X" — optot+.. t+o

Il est clair que ¥ est un épimorphisme pour lequel kery) = (X — 1)N[X], ce qui
montre que N[X]/(X — 1)N[X] = N. Alors, pour montrer que M est libre comme
A[X]-module, il suffit de montrer que M/(X —1)M l'est sur A (si {a1, ..., an} est une
base de N sur A, alors elle est encore une base de N[X] sur A[X]).

Notre objectif maintenant est alors de montrer que M/(X —1)M est un A-module

libre. Désignons par X! I'inverse de & dans Panneau A[X]y et considérons le sous-
anneau A[X~!] de A[X]. Puisque X ! est un élément inversible de A[X]y, le localisé
A[X~1],_: est un sous-anneau de A[X]y; en fait, on voit facilement que A[X 7
est égal & A[X], et que A[X V|- = A[X, X71] = A[X]x.
Sif=X"+aX" 4. +ay, posons g =1+a X '+..4+a,X"ola €A
pour tout 4+ = 1,...,m. Notons que g = X"f, alors § = xl-n{ dans A[X, X1
Comme 5—1——"- est inversible dans A[X, X!], le lemme 1.2.12 implique que A[X, X -1 f
~ AlX, X7, et (Mx)s = (Mx)g, c'est alors un A[X, X -] -module libre car M;
est libre sur A[X],. D’autre part, on a que g — (a1 + @ X+ ..+ a, X)X
— 1, alors V'idéal < X~1,g > de A[X "] engendré par g et X! est A[X"], ce qui
donne que Spec(A[X~1]) = D(X~1) U D(g). Soit r le rang de My sur A[X], et W
= (A[X']})x-1. On considére le diagramme de A[X ~!-modules:

A[X-l];
1(12
My = W
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oll s est ’homomorphisme de localisation et a; est la composition
loc. = T =
My —(Mx),—A[X, X ] ,—W.

Soit M’ le A[X~Y]-module MxIIw A[X '], (produit fibré). Par la proposition 1.1.22,
on a alors My_; ~ Mx (comme A[X, X !-modules) et M, ~ A[X'] (comme
A[X~Y],modules). D’autre part, Mx est projectif et de type fini sur A[X,X™!]
car M Dest sur A[X], donc M’ _ est un A[X~!],_, projectif et de type fini. Comme
M est projectif et de type fini sur A[X ] g» alors le corollaire 1.1.4 montre que M
est projectif et de type fini sur A[X 1]

Soit & € Max(A4). Comme (Mg); est libre sur Ag[X], et f est unitaire, alors
le théoreme de Horrocks implique que Mg est libre sur Ag[X] et par suite (Mx)q
est libre sur Ag[X,X ™). D’autre part, M, est un Ag[X~'}-module projectif et
de type fini et on a que (Mj)x-1 =~ (Mx)a et X! est un polynéme unitaire de
Panneau Aq[X 1], alors le théoréme de Horrocks montre que Mg, est un Aa[X Y-
module libre de rang fini. Alors M} est une extension de Ag pour tout Q € Max(A),
donc M’ est une extension de I’anneau A par le théoréme 1.2.2. Considérons alors
un A-module N’ tel que M’ = N'[X~']. Par la proposition 1.2.2, on a que N’ =
M'/X M’ =~ M'/(X~' —1)M’ et comme M} est un A[X~'];-module libre et que g
=1 mod(X ') dans A[X ], alors M}/ XM, ~ M'/X~*M' est un A-module libre,
d’'olt M’/(X~! — 1)M’ est encore un A-module libre. D’autre part, M/(X — 1)M ~
Mx/(X = DMy =~ My_, /(X' = )My = M'/(X~! = 1)M’ alors M/(X — 1)M

est un A-module libre, d’ou le résultat. m

Corollaire 1.2.2 Soient M un A[X]-module projectif et de type fini et S une partie
multiplicativement stable de A[X] qui est contenue dans Uensemble des polynomes
unitaires de A[X]. Si Mg est un A[X]g-module libre, alors M est libre sur A[X].

Preuve Soit {£, ..., 22} une base de Mg sur A[X]s (ol w; € M) et soit « : A[X] —-M
Papplication A[X]-linéaire qui envoie e; sur w;, ou {ey, ..., e, } est la base canonique de

A[X]". Soient N et C le noyau et le conoyau de a respectivement. Puisque la suite
0—N—A[X]">M—-C—0
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est exacte et la localisation est un foncteur exacte, alors la suite
0—Ns—A[X]5=5 Ms—Cs—0

est exacte. Par définition ag est un isomorphisme, donc Ng = 0 et Cs = 0. Comme
C est un A[X]-module de type fini, il existe f € S tel que C; = 0. Alors la suite

0—)Nf—>A[X];a—f)Mf——-)0

est exacte; en fait, cette suite est scindée car My est un A[X] f-module projectif.
Ainsi, A[X]} ~ N;®M; et Ny est donc un A[X] -module de type fini. Comme (Nf)s
= 0, il existe g € S tel que (N;)y = 0. Posons h = f.g € S, alors N, = 0 et Cp, = 0;

par 'exactitude de la suite
O-HNhHA[X]ZﬂMh——)Ch%O

on en déduit que M, est libre sur A[X],. Par le théoréme 1.2.3, M est un A[X]-module
libre. m

1.3 la solution de la conjecture de Serre

Proposition 1.3.1 ([8], Theorem 3.7) Soient A un anneau principal, F' un A-module

libre de rang n. Alors tout sous-module de F' est libre de rang m < n.

Preuve Sin = 0, la proposition est vraie si on adopte la convention que le module
nul est libre de rang 0. Supposons maintenant que la proposition est vraie jusqu’a
I'ordre n—1 ol n > 0, c.A.d, on suppose que dans un A-module libre de rang inférieur
ou égal & n — 1, tout sous-module est libre et de rang inférieur ou égal a n — 1. Soient
F un A-module libre de rang n et { ey,...,e, } une base de F sur A et désignons par
F' le sous-module de F' engendré par es,...,e,. Soit K un sous-module de F. Si K C
F’, on termine par I’hypothése d’induction. Si K n’est pas inclu dans F”, on dénote
par I I'idéal de A de tous les éléments a tel que aey +y € K pour un certain y € F'.
Il est clair que 0 € I. Sia, b € I, il existe alors y1, yo € F' tels que ae; +y1 € K
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et be; +1yp € K, d’out (a +b)e; +y1 +y2 € K, donc a + b € I. D’autre part, si a €
A et a € I, alors il existe y € F' tel que ae; +y € K, d’ott aae; + oy € K et par
suite aa € I. Ceci montre que I est un idéal de A. Si I = 0, alors pour tout k € K
écrivons k = ae; +by ot ay, b€ A ({ e, ..., e, } est une base de F'), d’'ott a; = 0 et
k € F', ce qui contredit notre supposition. Comme A est principal, on peut choisir
un élément d € A tel que d # 0 et I = (d). Choisissons y; € F” tel que ky = dey + 3
€ K et posons L = KNF'. Alors, L est un A-module libre derang m —1<n-—1
(c’est I'hypothése d’induction). Soit { ka,...,kn } une base de L sur A.

Motrons ensuite que B = { ki,...,km } est une base de K sur A. Soit k € K et
écrivons k = ae; +youa € [ et y € F', alorsa = bid ou by € A, d'ou k — b1ky =
bide; +y — bi(dey + 1) =y — by € L, dott k = biky + ... + bk, ce qui montre
que B engendre K. Pour montrer la liberté de B, on suppose que bik; + ... + bk,
= 0, alors byde; + by + boka + ... + bpkm = 0. Si on écrit y; et boks + ... + bnkn
comme combinaisons linéaires des e;, i = 2, ..., m, on obtient une relation de la forme
bide; + X7, aze; = 0 ol o; € A pour tout ¢ = 2,...,m, ce qui implique que b1d = 0
et par suite b, = 0 car d # 0. Donc, > 72, bik; = 0, ce qui montre que b; = 0 pour

tout s = 2, ...,m. Alors K est libre du rang inférieur ou égale a n. m

Proposition 1.3.2 Soient B une A-algébre et S une partie multiplicativement stable
de A. Alors Bg ~ As®4B comme Ag-modules.

Preuve Notons tout d’abord qu’on peut munir As®4B d’une structure de Ag-

module par P'application

Agx (AS®AB) — Ag®sB

a o ao’
(;7?®b) — g@b.

Considérons ’application
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11 est facile de vérifier que ¢ est A-bilinéaire, alors par la propriété universelle du
produit tensoriel, il existe une application A-linéaire unique 9 : Ag® 4B— By telle

que le diagramme

A3XB -i) BS

9™\ /Y
As®aB

est commutatif, ol

AsxB -4 Ag®4B
<5 — Zob.
S S

Si on regarde Ag®4B et Bg comme des Ag—modules on aura que ¥ est Ag-linéaire.
En effet, pour tout « € A et s € S on a P[L.TL, (4®Y)] = Y[, 2i®b] =

i ";"si” = ¥ Q;f = 2p(Xin, $®b). Notons ensuite que 9 est bijectif. En
effet, pour tout '; € Bg, & 2 = = ¢(1,b), d’olt P(1Rb) = g, ce qui montre que v est
surjectif. D’autre part, pour tout € As®4B, T = Y 9i®bi, soit s = [, s; et t;
= [1;4i 55, on a alors ¢ = }i; UL b = T, l@autibi = T, lom; = 1o¥, m;
= 1®m olt m;, m € B. On déduit que si ¢(z ) = 0, alors (3®m) = 0, d’oil 20 =
0, ce qui donne l'existence d’un élément ¢t de S tel que tm = 0. Donc, z = lom =

8

ﬁ@tm = (. Ceci montre que ¥ est injectif. m

Proposition 1.3.3 ([1], Proposition 2.14) Soit M un A-module, alors AQaM ~ M

comme A-modules.

Preuve L’homomorphisme a®m —— am établit I'isomorphisme voulu. m

Proposition 1.3.4 ([1], Exercice 2.15) Soient A, B deuz anneauz, M un A-module,
P un B-module et N un (A, B)-bimodule (c.d.d un A-module et un B-module en méme
temps et les deuz structures sont compatibles dans le sens que a(bx) = b(ax) pour tout
a dans A, b dans B et x dans N). Alors on a (M®sN)QpP ~ M®4(N®pP) comme

A-modules et comme B-modules.
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Preuve Notons tout d’abord qu’on peut munir M®4N d’une structure de B-module
en posant b.Y" , ;0y; = Sy 2;®by;. De la méme maniére, on peut munir NQgP
d’une structure de A-module. De méme, (M®4N)®pP est un A-module par la loi
a5 (2:®U:)®z = T, (az;®y;)®z; et encore M®4(N®pP) est un B-module.
Fixons z dans P. Soit ¢ : MxN—M®4(N®pP) Papplication A-bilinéaire définie
par ¢(z,y) = T®(y®z). Par la propriété universelle du produit tensoriel, il existe
alors une application A-linéaire f, : M4 N—MQ4(N®pP) telle que f(z®y) =
r®(y®z). D’autre part, I'application B-linéaire

MoNxP - M®si(N®sP)
(z®y,z) +— (zQy)®=.

induit une application B-linéaire f : (M®4N)®pP—M®4(N®pP) avec la pro-
priété f((z®y)®z) = 2®(y®2). De méme on peut montrer I'existence d’une applica-
tion A-linéaire g : M@4(N®pP)—(M®4N)QpP telle que g(z®(y®2)) = (z@y)®z.
Notons que g est B-linéaire. En effet, pour tout b € B, z; € M, y; € N, z € P
(i=1,..,n), onag(b.XTr, z:®®i®z)) = 9(Ti, 7:®(yi®bz:)) = i, (z:®y;)®bz =
b.g(Ti (2:®Y;)®%i).

On peut vérifier aisement que f~! = g et g=' = f. Ceci montre que les deux B-
modules M®4(N®pP) et (M®4N)®pP sont isomorphes. De la méme maniére, on

montre qu'ils sont isomorphes comme A-modules. B

Proposition 1.3.5 Si B est une A-algébre, alors on a Uisomorphisme suwant de
A-modules BR4A[Xy, ..., X,) = B[Xy, ..., Xy .

Preuve Montrons tout d’abord le cas n = 1. Considérons I’application bilinéaire
BxA[X] - B[X]
b, T X — Y oabXE
Par la proporiété universelle du produit tensoriel, il existe une application A-linéaire
6 : BRsA[X]— B[X] telle que le diagramme
BxA[X] % B[X]

I\ /0
B®4A[X]
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est commutatif. Montrons que 6 est un isomorphisme de A-modules. Pour tout h =
Y b Xt € B[X], on a que h = 6(T,b;®X"), d’olt la surjectivité de §. D’autre
part, tout z € B®4A[X] s’écrit comme z = Y-7_, bi®f; ol b; € Bet fi = Tpt) o X*
€ A[X], dob z = ¥, (b® T, a X*), done 0(z) = T, Thiy biow X*. Si 6(x)
= 0, alors 30, (X0, biogi) X* = 0 et par suite 3;_; bjog; = 0 pour tout k, ce qui
montre que z = Y5, (X0, biok;)®X* = 0. D’ou V'injectivité de 8. Ceci montre le
cas n = 1. Supposons ensuite que la proposition est vraie jusqu’a l'ordre n — 1 (n
> 1), alors BRAA[X1, ..., Xn) & BRa(A[X1, ..., Xn-1]®aixy,... Xn1] AlX 15 ooy Xn]) (par
la proposition 1.3.3) ~ B[Xi, ..., Xn-1]®axy,... Xn_1)A[X1, .., Xz] (par la proposition
1.3.4 et par I’hypothése d’induction) = B[Xj, ..., X,] (par le cas n = 1 et le fait que
B[Xi, ..., Xn—1] est une A[Xy, ..., X,,_1]-algebre). m

Proposition 1.3.6 ([14], Proposition 1.12) Soient A un anneau factoriel, S une

partie multiplicativement stable de A. Alors Ag est un anneau factoriel.

Preuve Comme A est integre (factoriel), ’homomorphisme canonique f : A—As
est injectif. Soit H Iensemble de tous les éléments irréductibles de A . Soit Q
I’ensemble de tous les éléments de H qui ne divisent aucun élément de S. Alors pour
tout élément p de Q, & n’est pas inversible dans As et s'il existe a, be A s, teS
tels que & = -‘;—%’, alors ab = pst, d’oul p divise a ou b (A est factoriel), ce qui montre
que 2 est irréductible dans Ag. D’autre part, pour tout élément ¢ € Ag, on a que a
= Py...pn OU p; € H. S'il existe un i tel que p; divise un élément de S, alors & sera
inversible dans Ag et par suite on peut écrire £ = y2...% ol v est inversible dans As
et ¢; € Q pour tout i = 1,...,7. Ceci montre que I'image de Q dans Ag est 'ensemble
de tous les éléments irréductibles de Ag & la multiplication par un élément inversible

de Ag pres. Il reste & vérifier la condition 2) de la définition 1.1.8. Pour ceci, on

ab
st

=1%ouz € Aet v e S. Dot abv = qzst, mais ¢ ne divise pas v, alors ¢ divise ab

et par suite ¢ divise a ou b, d’ou le résultat. m

considére un élément { o1 ¢ € Q et on suppose que 1 divise un produit %%, alors

Lemme 1.3.1 ([9], Lemma 3.16) Soient K un anneau principal et S l’ensemble mul-
tiplicativement stable de tous les polyndmes unitaires de K[X]. Alors 'anneau K|[X]

est principal.
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Preuve Notons par R 'anneau K[X]g. Par la proposition 1.3.6, on a que R est un
anneau factoriel car K[X] l'est. D’autre part, K étant intégre, on peut le regarder
comme un sous anneau de R & cause de l'injection K K[X]->K[X]s. Si on montre
que R est de dimension au plus 1, on termine alors par la proposition 1.1.30. Pour
ceci, il suffit de montrer que tout idéal premier de R est de hauteur au plus 1.

Soit p un idéal premier de R et supposons tout d’abord que p N K = 0. Notons que

la composition des deux localisations
K[X]|—R—R,
est elle-méme une localisation: si on pose
p1 = pNK[X] € Spec(K[X])

alors R, = K[X],,. Remarquons qu'on a aussi p; = RNK [X] ot R = pR,, (I'idéal
maximal de Ry,).
Puisque pNK = 0, chaque élément non nul de K est un élément inversible de Ry, et,

conséquement, le corps des fractions @ de K est un sous-anneau de Ry, On a donc
K[X]CQIXICR,
Si on pose ps = RNQ[X] € SpecQ[X] alors on obtient
K[X], CQIX],,C Ry
Puisque K[X], = Ry, on a donc R, = Q[X],,, et enfin
htp = dimR, = dimQ[X]_,< dimQ[X]=1.
Notons que P’égalité dimQ[X] = 1 provient du fait que Q[X] est un anneau principal

mais qui n’est pas un corps (proposition 1.1.28).

Supposons ensuite que pNK # 0, alors p N K = (p) ot1 p est un élément premier
de K (car p N K est un idéal premier de K qui est principal). Désignons par L le
corps K/(p) et notons que

R/pR = $~N(K|X]/pK[X]) = SLIX] = L(X)
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d’oll pR est un idéal maximal de R. Comme pR C g, on a donc p = pR. En vertu
de la proposition 1.1.27, on a htp =1. m

On est maintenant prét & confirmer la conjecture de Serre

Théoréme 1.3.1 ([9], Theorem 3.15) Soient K un anneau principal, X, ..., Xy, des
variables indépendantes. Alors tout K[X3, ..., X,]-module projectif et de type fini est

libre.

On va montrer ce théoréme par induction sur n. Sin = 0, alors M est un K-
module projectif et de type fini. Considérons un K-module M’ de type fini tel que
L = M®M' est libre et de rang fini (ceci est possible par la proposition 1.1.7). D’ott
M peut étre vu comme un sous-module de L. La proposition 1.3.1 montre que M
est libre. Supposons que le théoréme reste vrai jusqu’a l'ordre n — 1 > 0, c.a.d, si G

est un anneau principal, tout G[X{, ..., Xn—1]-module projectif et de type fini est libre.

Soit M un K[Xy, ..., X,]-module projectif et de type fini. Si on pose
S = {f € K[X,] tel que f est unitaire}

alors Mg est un (K[X,]s)[X1, ..., Xn—1]-module projectif et de type fini; comme
K[X,]s est un anneau principal (lemme 1.3.1), 'hypothése d’induction implique que
Mg est libre sur (K[X,)g)[X1, ..., Xn-1]-

Ecrivons A = K[X, ..., Xn-1]; alors M est un A[X,]-module projectif et de type
fini et Mg est libre sur A[X,]y = (K[Xx]g)[ X1, .., Xn-1]-
Comme S est contenue dans {f€A[X,]tel que f est unitaire}, le corollaire 1.2.2 im-
plique que M est libre sur A[X,] = K[X3,...., Xs]- 0
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Chapitre 2

Solution de la conjecture de Serre

par Suslin et Vaserstein

Ce chapitre présente la preuve de Vaserstein (qu'on peut trouver dans [11}), qui est
une simplification de celle de Suslin. Notons que la preuve de Suslin démontre la
conjecture de Serre dans le cas général, c’est & dire sur un anneau principal, tandis
que la version donnée dans [11] (et ici) est valide sur un corps seulement (voir le

théoreme 2.3.4).

Dans la section 2.4, on fait une généralisation de la preuve de Vaserstein a un

anneau principal. Cette généralisation utilise des résultats qui se trouvent dans [10].

2.1 Le théoréme de Serre

Dans cette section on va montrer le résultat suivant (connu sous le nom du théoréme
de Serre): si A est un anneau principal, Xi, ..., X, des variables indépendantes et si M
est un A[X}, ..., X,]-module projectif et de type fini, alors il existe un A[Xy, ..., X,]-
module libre de rang fini F tel que M@F est un A[Xj, ..., X,,]-module libre de rang fini
(on dit que M est stablement libre). Ce résultat suggére que I'on étudie les modules

stablement libres pour voir sous quelles conditions ces modules deviennent libres.
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Proposition 2.1.1 Etant donnée une suite exacte 0— M’ L M5 M0 de A-modules

de type fini, alors on peut construire un diagramme:

0 0 0
i ! !

0 - M & M B M -0
17 17 13"

0 - E 5% E &5 E" - 0
W 1 '

0 — M EN M % M - 0
! !
0 0

qui soit commutatif et ezact (lignes et colonnes exactes) et tel que E, E', E” sont des

A-modules libres de rang fini.

Preuve M’,M" étant de type fini sur A, on peut considérer deux épimorphismes
EYM ot E"YS M ot B! , E" sont deux A-modules libres de rang fini. Posons F =
E'®E". Alors E est libre de rang fini. Considérons la suite exacte 0— E’ LELE"S0
oll i est I'injection canonique et p est la deuxieéme projection. Comme g : M—sM"
est surjectif et E” est projectif (libre), on a alors un homomorphisme ¢ : E"—M

tel que g¢ = 9" (théoréme 1.1.1). Considérons I’'homomorphisme suivant

E X M
(2, 2") — [’ (@) + o(z")

On a que ¥ est surjectif car si m € M, il existe z” € E” tel que g(m) = ¢"(z") =
gp(z"), donc m — ¢(z") € kerg = Imf, d’ott m = ¢(z") + f'(2’) ot 2’ € E’. Soient
maintenant M} le noyau de ¢, M; celui de 9 et My celui de 4" et soient M{J—l>E’ ,
MSE, M 7 7% " les inclusions. On construit ainsi les trois colonnes du diagramme
voulu. L’existence de g; et g, est une conséquence de la partie 2 du lemme 1.2.7. Il

est facile de voir que le diagramme ainsi construit est commutatif et exact. m
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Proposition 2.1.2 ([15], (7.B)) Soient M un A-module non nul et F la famille de
tous les idéauz I de A tels que I = ann(zx) pour un certain x non nul dans M. Alors,

tout élément mazimal de F (pour Uinclusion) est un idéal premier de A.

Preuve Soit p un élément maximal de F et choisissons z € M \ {0} tel que p =
ann(z), ceci implique que p # A. Soient o, B € A tels que .0 € p et supposons que
a ¢ p, alors on a (a.0)z = 0 et az # 0. Pour tout p € p, on a que p(az) = a(pzx)
=0, dolt p € ann(ox) et par suite p C ann(az). Comme ann(azx) € F (ax # 0),
alors p = ann(az) par la maximalité de p, d’oit B € p car B(ax) = 0. Donc p est

premier. B

Définition 2.1.1 Soient M un A-module, p un idéal premier de A. On dit que p

est associé & M gl existe un élément z de M tel que p = ann(z).

Proposition 2.1.3 ([15], (7.A)) Si M est un A-module, p un idéal premier associé
& M, alors il existe un sous-module N de M tel que N ~ Alp.

Preuve Choisissons un élément =z de M tel que p = ann(z) et soit ¢ : A—M
I’homomorphisme défini par ¢(a) = az. Il est clair que ker¢ = ann(z). La proposi-

tion est alors vraie pour N = Im¢. n

Proposition 2.1.4 Si A est noethérien, alors tout A-module non nul admet un idéal

premier associé.

Preuve La famille F définie dans la proposition 2.1.2 admet un élément maximal
o comme étant une famille d’idéaux dans un anneau noethérien. Par cette méme

proposition 2.1.2, g est premier, donc associé & M par la définition de la famille 7. m

Définition 2.1.2 Soit M un A-module, une filtration finie de longueur n de M est
une suite 0 = M; C M, C...C M, = M de sous-modules de M.
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Proposition 2.1.5 ([15], Chapter 3, Theorem 10) Si A est noethérien, M un A-
module non nul de type fini, alors M admet une filtration finie My = 0 C M, C...C
M, = M telle que M;/M;_, =~ A/p; ol p; est un idéal premier de A pour tout

1=2,...,M.

Preuve Soit F la famille de tous les sous-modules N de M tel que N admet une
filtration finie 0 = N; C...C N, = N avec N;/N;_1 ~ A/p; pour un certain g; dans
Spec(A) pour tout i = 2, ...,r. Comme M admet un idéal premier associé o (propo-
sition 2.1.4), il existe un sous-module N de M tel que N =~ A/p (proposition 2.1.3).
La filtration 0 C N satisfait N/O ~ A/p, d’ott F # 0. M étant noethérien (il est de
type fini sur un anneau noethérien), la famille 7 admet un élément maximal Np. Si
M # N, alors M /Ny est un A-module non nul, ce qui implique que M /Np admet un
idéal premier associé R (proposition 2.1.4) et par suite, il existe un sous-module P
de M contenant strictement Np tel que P/Ny ~ A/R (proposition 2.1.3). Etant un
élément de F, Ny admet une filtration H; =0 C Hy C...C H, = Nj telle que H;/H;
~ A/p; ou p; € Spec(A) pour tout i = 2,...,7. Alors H; =0C H, C..C H, C P
= H,,, est une filtration de P satisfaisant H;/H;_; ~ A/gp; oit p; € Spec(A) pour
tout s = 2,...,r + 1, ot P € F, ce qui contredit la maximalité de Ny dans F. On
déduit alors que M = Ny € F. n

Définition 2.1.3 Un A-module M est dit stablement libre s’il existe un A-module
libre de rang fini F' tel que M®F est un A-module libre de rang fini. En particulier
M est alors projectif et de type fini.

Définition 2.1.4 On dit qu'un A-module M admet une résolution libre finie (qu’on
note par RLF) de longueur n, §’il existe une suite exacte 0—F,—..—»Fy—M—0 de

A-modules ou les F; sont libres de type fini.

Pour les A-modules projectifs, cette définition est joue un réle exceptionel. En

effet, on a la proposition suivante:

Proposition 2.1.6 ([11], Chapter XXI, Theorem 2.1) Pour un A-module projectif

M, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
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1. M est stablement libre.

2. M admet une RLF.

Preuve Supposons que M soit stablement libre, il existe alors un A-module libre
de rang fini E; tel que E; = M®E; est un A-module libre de rang fini. On a alors
la suite exacte 0— L —i>E2—p+M —0 ol 1 est I'injection canonique et p est la deuxieme
projection. Ceci montre que M admet une RLF. Réciproquement, supposons que
O—»Fnﬁ...gFoi‘-’»M —0 soit une RLF de M de longueur n et montrons, par récurrence
sur n que M est stablement libre. Si n = 1, on a la suite exacte 0—F;—Fo—M—0
qui est scindée car M est projectif. Alors Fy ~ M@®F}, ce qui montre que M est
stablement libre. La proposition est alors vraie dans le cas olt » = 1. Supposons par
la suite qu’elle reste vraie pour le rang n — 1, c.a.d, on suppose que tout A-module
projectif qui admet une RLF de longueur n —1 est stablement libre. Soit Ko le noyau
de fo. Ko est alors projectif car la suite 0— Ko— Fy—M—0 est scindée, d’autre part,
comme Ky = kerfy = Imf, la suite O—>Fn——>...F1£>K0—>O est exacte et par suite
elle est une RLF de longueur n — 1 de Kj, ce qui donne, par ’hypothése d’induction,
que Kj est stablement libre. On peut donc trouver un A-module libre de rang fini
E, tel que Ey = E\®Kj est libre de rang fini. Comme Fp =~ Ko®M, alors E\®F ~
E1®Ky®M ~ E;®M. Ceci montre que M est stablement libre. B

Définition 2.1.5 On dit qu’un A-module M posséde une résolution stablement libre
finie (qu’'on note par RLS) de longueur n s'il existe une suite exacte de A-modules

0—E,—...—Ey—M—0 ou E; est un A-module stablement libre pour tout i =0, ..., n.

Proposition 2.1.7 ([11], Chapter XXI, Proposition 2.2) Soient M un A-module et
n un entier naturel strictement positif. Alors M admet une RLF de longueur n si et

seulement si M admet une RLS de longueur n.

Preuve (=) Toute RLF est en particulier une RLS.
(«<=) Soit 0—>En£'—‘>,,,ﬁ>E0£9>M —0 une RLS de longueur n > 1. Montrons qu’on peut

supposer que deux modules consécutifs E;, E;1; de cette suite sont libres. Pour ceci,
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fixons i dans {0, ...,n—1}. Comme E;, E;,, sont stablement libres, on peut considérer
deux A-modules libres avec des rangs finis Fj, Fi,1 tels que E;®F; et E;{1®F;; sont
libres de rang fini. Soit F' = Fi®F;,1, F est alors libre et de rang fini sur A. Con-
sidérons la suite

0o By m Biy g BBy S By @F S B @F B E, 5. By-»M—0  (2.1.1)

ol gi, gi+1, gi+e sont des homomorphismes de A-modules définis par Giv2(Tize) =
(fira(Tiza), 0), Gir1(Tiv1,¥) = (fir1(Zi+1), Y) et gi(zi, y) = fi(%:) o0 Tiy2 € Eit, Tinr
€ FEii1, z; € E; et y € F;®F;;;. Montrons par la suite 'exactitude de 2.1.1
Exactitude en E; 5. Kergiro = Kerfiio = Imfio.

Exactitude en E;®F. Kerg;,; = Kerfi180 = Imfi o®0 = Imgiio.

Exactitude en F;®F. Kerg; = Kerfi®F = Imf;.1®F = Imgi,;.

Exactitude en E;_;. Kerfi_; = Imf; = Img;.

La suite 2.1.1 est alors exacte avec E;1DF, E;®F libres de rang fini. En appliquant n
fois cette opération & la RLS: 0—E,—...—Eq—M—0, on obtient une RLF de méme

longueur. m

Définition 2.1.6 On dit que deux A-modules M; et M, sont stablement isomorphes
g'il existe deux A-modules libres de rang fini Fy et F, de sorte que M1®F =~ My®F;.

Proposition 2.1.8 (Lemme de Schanuel) ([11], Chapter XXI, Lemma 2.4) Si on

a deuz suites exactes de A-modules 0—K->P-5M—0 et 0—K' 2P S M—0 avec P,

P’ projectifs, alors K&P' ~ K'®P.

Preuve Comme P est projectif et s’ : P'—s M est surjectif, il existe w € Hom(P, P')
tel que s = s'u (théoréme 1.1.1). Soit v : K— K’ la restriction de u a K. On a alors

le diagramme commutatif suivant:

0 — K % P % M — 0
lv lu NEY; (2.1.2)

0 — K 5 P2 M — 0
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Considérons ensuite les deux homomorphismes de A-modules suivants

K %  Pok’ PoK ¥ P
r > (i(z),v(z)) (z,y) +— ulz)—17(y)

Montrons ensuite que la suite 0— K ——(L)PEBK ' ¥, P'—0 est exacte.
¢ est injectif Si ¢(z) = 0, alors i(z) = 0, d’olt z = 0 (car ¢ est injectif).
Exactitude en POK' Pour tout z € K, ¥¢(z) = ¢(i(z),v(z)) = ui(z) — i'v(z) =0

(par la commutativité du diagramme 2.1.2), alors Im¢ C kert. Réciproquement, si

(z,y) € kery, alors u(z) = i'(y), d’ot s(z) = s'u(z) = §'i'(y) = 0, donc = = i(h) ol
h € K (car kers = Imi). D’autre part, u(z) = i'(y), alors i'v(h) = wi(h) = (y),
d’ot1 y = v(h) (i’ est injectif). Donc (z,y) = (i(h),v(h)) = ¢(h) et par suite kery) C
Imdo.

1 est surjective Soit z € P', il existe z € P tel que s'(z) = s(z) (s est surjectif),

alors §'(z) = s'u(z), d'ott z — u(z) € kers' = Imi'. Choisissons y € K’ tel que z =
u(z) + 7' (y), on obtient que z = Y(z, —y).

Comme P’ est projectif, la suite 0—K 4 PoK’ 4P 0 est scindée, par suite POK’
~ P'@K. D’ou le résultat. m

Lemme 2.1.1 ([11], Chapter XXI, Lemma 2.3) Soient 0—=N; 5 E5M—0 (i = 1,2)
deuz suites exactes de A-modules ot My et My sont stablement isomorphes et Ey, Ey

sont deuz modules stablement libres. Alors Ny et Ny sont stablement isomorphes.

Preuve Soient Fj, F; deux A-modules libres de rang fini tels que M ®F; = M@ F;.

Considérons les quatre homomorphismes suivants

N; N E.®F; ¢ E;®F; SR M;®F; (i=1,2)
e i=1,
r +— (ji(x),0) (z,9) — (s:(z),v)

Clairement, ¢; est injectif et 1; est surjectif (i = 1,2). D’autre part, pour i = 1
ou i = 2, la suite OﬁNiﬂEiEDFiﬂMieBFi—»O est exacte. En effet, il suffit de montrer
lexactitude en E;®F;. Pour ceci, soit (z,y) € keriy, alors (s;(z),y) = 0, dou z €
kers; = Imj; et y = 0, donc (z,y) = (ji(z'),0) (ou 2’ € N;) = ¢i(a') et par suite
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kery); € Im¢;. Comme lautre inclusion est immédiate, I'exactitude de la suite est
montrée.

Pour i = 1 ou 2, E; et F; sont projectifs, alors E;®F; est projectif. Comme M ®F;
~ My®F,, la proposition précédente implique que Ny E,®F, ~ No®E,®F;. Soient
Ly, Ly deux A-modules libres de rang fini tels que E1®L;, E,® L, sont libres de rangs
finis (E;, F, sont stablement libres). Si P, = Ex®F,®Ly et P, = E;®F1®Ly, alors
P; et P, sont libres de rang fini et on a N1®P; = Ny®P,, ce qui montre que N, et

N, sont stablement isomorphes. B

Définition 2.1.7 Soit M un A-module qui admet une RLS, on définit la dimension
de liberté stable de M (qu’on note par DLS(M)) comme étant I'infimum des longueurs

de toutes les résolutions stablement libres finies de M.
Notons que DLS(M) = 0 si et seulement si M est stablement libre.

Proposition 2.1.9 ([11], Chapter XXI, Theorem 2.5) Soit M un A-module qui ad-
met une RLS de longueur n > 1. Alors, toute suite ezacte de A-modules de la forme
F, . BB M—0, oum < n et F; est stablement libre pour tout i = 0,...,m, peut

étre complétée a une RLS de M de longueur n.

Preuve Soit 0—->En&>...ﬂ>E0@>M —0 une RLS de M de longueur n > 1. Pour tout
i=0....,m, posons K; = kerf; et K| = Kerg; et montrons que K;, K; sont stablement

isomorphes. Pour i = 0, on a les deux suites exactes

0— Ko Eo 3 M —0.
0— K} —Fo B M—0.

Comme E,, Fy, sont stablement libres, ils sont en particulier projectifs. Alors, la
proposition 2.1.8 implique que Ko®Fo ~ K@ Ey. Soient Lo, Py deux A-modules libres
de rang fini tels que Eo® Lo et Fo® P, sont libres de rang fini, alors Ko®Fo®Lo® P =
K@ Ey®Lo® Py, ce qui montre que Ko et Kj sont stablement isomorphes. Supposons
maintenant que K;_; et K/, (i > 1) sont stablement isomorphes. On a les deux

suites exactes
0—K;»EL Imf, = Ki_1—0.

0—-K!—F% Img; = K!_,—0.
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Comme K;_; et K!_; sont stablement isomorphes et E;, F; sont stablement libres,
la proposition 2.1.8 implique que K; et K] sont stablement isomorphes. Ceci montre
que K; et K! sont stablement isomorphes pour tout ¢ = 0,...,m. En particulier, il
existe deux A-modules libres de rang fini F' et F' tels que K, ®OF £ K] ®&F'.

Si m < n — 1, considérons I’homomorphisme suivant

Enn®F % KnoF
(z,y)  — (fmur(2),0)
Pour tout (z,y) € Km®F,onaz = fri1(z') o0 &' € Epga, d'0u (z,9) = (fnia(2'), y)
= (', y). Alors 1 est surjectif. Soient p; : K,&F'~— K, la premiére projection et
Imt1 ¢ Em1®F— K], la composition pypp. Posons Frpy1 = En1®F, alors Finy

est stablement libre. La suite
Fp 28 E, 22 2 Fy 2% M—s0

est exacte car kergy = K/, = gmi1(Em+19F) = Imgmy1. On est alors ramené a
montrer le cas ou m = n — 1. Dans ce cas, K,, = kerf, = Imf, = E, car f, est
injectif. Comme K,,®F ~ E,®F est stablement libre, alors K] ®F' Iest encore. Il
existe alors un A-module L’ libre de rang fini tel que K| &F'®L’ est libre de rang
fini, ce qui montre que K’ est stablement libre. On prend F,y; = K, et le résultat

se déduit immédiatement.

Corollaire 2.1.1 Soit 0—>M1i>E—g—>M —0 une suite exacte de A-modules ot E est

stablement libre.
1. 8i M admet une RLS de longueur n > 1, alors M, admet une RLS de longueur

n—1.

2. Si My admet une RLS de longueur v > 0, alors M admet une RLS de longueur
7+ 1.

3. M admet une RLS si et seulement si M; admet une RLS.
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4. 81 M admet une RLS, alors

DLS(M) -1, siDLS(M) >0

DLS(M;) = { .
0, si DLS(M) =0

Preuve Comme les parties (3) et (4) sont des conséquences immédiates de (1) et
(2), nous allons montrer seulement les deux premiers énoncés.

1. Soit OHEnﬁ»...gEoﬂM —0 une RLS de longueur n de M. Comme la suite
E-Z M—0 est exacte et E est stablement libre, cette suite peut étre complétée a une
RLS 0—F, 5. - F, B3 E5M—0 de M de longueur n (proposition 2.1.9). Comme
Img; = kerg = Imf, alors pour tout z; € Fy, on a gi(z1) = f(y1) ou 41 € M, ce

qui nous perment de définir ’homomorphisme

Fy 2 M

21— [ g1(z1))
Siy, € My, alors f(y1) = g1(z1) ou 71 € Fy (car Imf = Img;), doty; = W(xy), ce
qui implique que ¥ est surjectif. La suite

0—F, % 25 Y M —0 (2.1.3)

est exacte. En effet, il suffit de montrer 1'exactitude en Fj. Pour ceci, prenons un
glément T, dans F, on a g1go(z2) = 0 = f(0), alors ¥go(zs) = 0, d’olt Imgy C keryp.
Inversement, si z1 € keri, alors gi(z,) = f(z1) = 0, d’ott z; € kerg; = Img,. La
suite 2.1.3 est alors une RLS de longueur n — 1 de M,.

2. Si 0——>Erﬁ>...£>Eoﬁ>M1—>0 est une RLS de M; de longueur >0, alors on peut
montrer sans difficulté que la suite 0—>Erﬁ>...£>Eof—ﬂ>’Eﬁ+M —0 est une RLS de M de
longueur r + 1.

Proposition 2.1.10 ([11], Chapter XXI, Theorem 2.7) Soit 0—M'L ML M"—0

une suite exacte de modules sur A. Alors on a:

1. Si M’ et M admettent des RLF, il en est de méme pour M".
2. Si M’ et M" admettent des RLF, il en est de méme pour M.
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3. Si A est noethérien et si M, M" admettent des RLF, il en est de méme pour
M.

Preuve 1. Supposons que M’ et M admettent des RLF, alors M, M’ sont de type
fini et par suite M” I'est (M" = g(M)). Par la proposition 2.1.1, on a un diagramme

commutatif et exact de la forme:

0 0 0
l l l

0 — M & M B M/ — 0
' Lj 13"

o> F % E & B -0 (2.1.4)
k7 RV ks

0 - M L M & M - 0
1 ! !
0 0 0

ol E, E', E" sont libres de rang fini. Faisons la démonstration par induction sur n
= DLS(M). Si n = 0, M est stablement libre. Le corollaire 2.1.1 appliqué a la suite

0—M —M-—M"—0

implique alors que M" admet une RLS. Par la proposition 2.1.7, M" admet une RLF.
Supposons que la proposition est vraie jusqu’a 'ordre n — 1 et que DLS(M) =n >

1. Le corollaire 2.1.1 appliqué aux suites
0—M;—E'—-M'—0, 0—M;—E—-M—0

implique que M| et M; admettent des RLS (donc aussi des RLF, par la proposition
2.1.7) et que DLS(M;) < DLS(M). L’hypothése d’induction (appliquée & la suite
0— M} — My —M}'—0) implique alors que M7 admet une RLF, et le corollaire 2.1.1
(appliqué & la suite 0—M{—E"—M"—0) implique que M" admet une RLS, donc
aussi une RLF.

2. Supposons maintenant que M’, M"” admettent des RLF et montrons que c’est
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le cas pour M. Notons tout d’abord que par le lemme 1.1.1, on a que M est de
type fini sur A. La proposition 2.1.1 nous permet alors de considérer un diagramme
commutatif et exact du type 2.1.4. Soit n = max(DLS(M'),DLS(M")) et faisons une
preuve par induction sur n. Si n = 0, alors DLS(M') = DLS(M") = 0, ce qui donne
que M’ et M" sont stablement libres, donc projectifs. La suite 0—-M'—M—M"—0
est alors scindée, d’ot M ~ M'@®M", ce qui implique que M est encore stablement
libre et par suite il admet une RLF. Supposons ensuite que la proposition soit vraie
jusqu’a l'ordre n — 1 (ott n > 0). D’aprés le corollaire 2.1.1, on a que max(DLS (M),
DLS(M!)) = n — 1, alors par I'hypothése d’induction, on déduit que M; admet une
RLF et le corollaire 2.1.1 implique alors que M admet une RLS, donc aussi une RLF.
3.M, M" sont de type fini sur A (car ils admettent des RLF) et M’ =~ f(M') qui est
un sous-module d’un A-module de type fini sur un anneau noethérien, donc de type
fini. On peut alors considérer un diagramme du type 2.1.4 et on fait une preuve par
induction sur n = max(DLS(M),DLS(M")). Si n = 0, alors DLS(M) = DLS(M") =
0, ce qui implique que M, M" sont stablement libres, d’olt M’ I’est encore car la suite
0—M'—M—M"—0 est scindée. Donc M’ admet une RLF. Supposons maintenant
que n > 1, le corollaire 2.1.1 nous donne que DLS(M;) < n—1 et DLS(M{) < n—1.
On déduit alors par I’hypotheése d’induction que M; admet une RLF, ce qui montre

que M’ admet une RLF, en vertu du corollaire 2.1.1 et de la proposition 2.1.7. m

Lemme 2.1.2 S0it 0 = M; C My C...C M, = M une filtration d’un A-module M
telle que M;/M;_, admet une RLF pour touti=2,...,n. Alors M admet une RLF.

Preuve Montrons que M; admet une RLF pour tout ¢ = 1,...,n. Sii =1, My =
0 est libre (ayant () comme base par convention), donc admet une RLF. Supposons
que M;_; (i > 2) admet une RLF. On a la suite exacte 0—M;_;—M;—M;/M;_1—0
olt M;_;, M;/M;_; admettent des RLF. La partie 2 de la proposition précédente
montre que M; admet une RLF. Alors M; admet une RLF pour tout ¢ = 1,...,n. En
particulier pour M, = M. m

Théoréme 2.1.1 ([11], Chapter XXI, Theorem 2.8) Soit A un anneau noethérien.
Si tout A-module de type fini admet une RLF, alors tout A[X]-module de type fini
admet une RLF.
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Preuve Soit M un A[X]-module de type fini. Comme A[X] est noethérien, la propo-
sition 2.1.5 nous donne que M admet une filtration 0 = M; C My C..C M, = M
avec M;/M;_, ~ A[X]/P; ou P, € Spec(A[X]). Alors, il suffit (par le lemme 2.1.2)
de montrer le théoréme dans le cas ot M = A[X]/P avec P € Spec(A[X]).

Supposons par I’absurde que I’ensemble

J = { P € Spec(A[X])tel que A[X]/P n’admet pas une RLF}

est non vide; alors I’ensemble J’' = { PNA tel que P € J } est non vide et admet
un élément maximal pg; soit aussi Py € J tel que FoNA = gy.

On considére ’anneau intégre Ag = A/po et les A[X]-modules
wol X1, ALX]/po[ X~ Ao[X], Qo = Po/po[ X]CAo[X].

Pour tout A-module H, on peut considérer le A[X]-module H[X] dont les éléments
sont les polynomes en X a coefficients dans H; on a alors un isomorphisme de A[X]-
modules, H[X] ~ A[X]®4H. Si H admet une RLF alors, en appliquant le foncteur
A[X]®4— & cette RLF, on obtient une RLF du A[X]-module H[X] (en effet, A[X]
étant un A-module libre, le foncteur A[X]®4— est exacte). On voit ainsi que si H est
un A-module de type fini alors le A[X]-module H[X] admet une RLF (car H admet
une RLF). En particulier, les A[X]-modules go[X] et Ao[X] admettent des RLF.

Le fait que A[X]/po[X] & Ao[X] admette une RLF implique que Py # go[X], car
A[X]/P, n’admet pas de RLF. L’idéal premier Qo de Ao[X] est donc non nul; on peut
alors choisir f € Qo\{0} de degré minimal et considérer les A[X]-modules

(f) = f-AdlX] et N = Qo/(f).

Notons que les A[X]-modules (f) et Ao[X] sont isomorphes, car ils sont isomorphes
comme Ap[X]-modules; donc (f) admet une RLF.

Il est clair que le A[X]-module N satisfait anng(IN) 2 go lorsqu’on le considere

comme un A-module; montrons que anns(N) D g (inclusion stricte).
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Soient S = Ag\{0} et Ko = S~ 4, (le corps des fractions). Puisque f est un élément
non nul et de degré minimal de Iidéal S~'Qo = Qo.Ko[X] de Ko[X], on a S7!1Qo =
f.Ko[X] = S7X(f). On adonc S7IN = S71Qo/S~!(f) = 0 et puisque N est de type
fini, il existe s € S tel que sN = 0. Soit dy € A tel que s = dp + po[X] alors dy €
anns(N) et do ¢ po car s#0.

La condition anng(N) D gpo implique que le A[X]-module N admet une RLF. En

effet, N admet une filtration finie
0= N;CN,C...CN, = N,

avec N;/N;_; ~ A[X]/Qi, Q; € Spec(A[X]) pour tout i = 2,...,n (proposition 2.1.5).

On a alors pour chaque ¢ = 2,...,n
Q:NA = anny (A[X]/Q;) = anng (N;/N;_1) 2 anns(V;)2 anna(N)Dgpo

donc Q;NA ¢ J' par maximalité de po, donc Q; ¢ J et N;/N;_) =~ A[X]/Q; admet
une RLF. Par le lemme 2.1.2, N admet donc une RLF.

On a les trois suites exactes de A[X]-modules

0—(f)—=Qo—N—0
0—)@0[X]——)P0——)Q0—-)0

o (f), N, po[X] et A[X] admettent des RLF. En appliquant la proposition 2.1.10
A ces suites on obtient successivement que Qo, Py et A[X]/P admettent des RLF.
Ceci contredit le fait que Py € J. Cette contradiction découle de notre supposition
de lexistence d’un idéal premier P de A[X] tel que A[X]/P n’admet pas une RLF.
D’ou le résultat. m

Théoréme 2.1.2 (Serre) ([11], Chapter XXI, Theorem 2.7) Soient A un anneau
principal, X1,...,X,, des variables indépendantes. Alors tout A[Xy, ..., X,)-module pro-
jectif et de type fini est stablement libre.
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Preuve Motrons ce théoréme par induction sur n. Si n = 0, alors M est un A-
module projectif de type fini, on peut construire un épimorphisme 9 : L—M ou L
est un A-module libre de rang fini. Soit K le noyau de . Par la proposition 1.3.1,
K est libre de rang fini sur A. La suite

0—K—L—M—0

étant exacte et M projectif, alors L ~ M®K, ce qui montre que M est stablement
libre. Supposons ensuite que n > 1 et soit M un A[Xj, ..., Xp]-module projectif
de type fini. Par le théoréme 2.1.1 et I'’hypothése d’induction, M admet une RLF.
Comme il est projectif sur A[X}, ..., X,], le résultat se déduit immédiatement de la

proposition 2.1.6. m

2.2 Le théoréeme de Horrocks

Définition 2.2.1 1. On dit que (fi,..., fa) € A™ est une ligne unimodulaire sur
A" si Iidéal de A engendré par les f; (i =1,...,n) est A.

2. On dit qu’une ligne unimodulaire f = (f1, ..., fa) sur A" posséde la propriété
d’extension unimodulaire (qu’on note par PEU) sl existe une matrice A €
GL,(A) telle que f est la premiére ligne de A.

Pour tout idéal I de A[X] et tout entier positif m, on note par I, 'ensemble de tous

les éléments o € A tels qu'il existe h € I avec b = aX™ + am-1X™ ! +..4+ ao.

Lemme 2.2.1 I, est un idéal de A pour tout m.

Preuve Evident. m

Proposition 2.2.1 (Lemme de Suslin) Soit I un idéal de A[X] contenant un
polynéme unitaire f de degré m + 1. Alors les coefficients d’un polynome g ap-

partenant & I tel que degg < m appartiennent a Ip,.
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Preuve Posons f = X™*! 4+ a;X™ + ... + amy1 OU a; € A pour tout i. Soit g =
boX™ + b X™ ! + bp_1X + by, un polyndme de degré m dans I. On a que by € I,
par définition de I,. Supposons que pour tout polynéme h = S j* o cx X™* de I, on
a que ¢ € I, pour tout k = 0,...,7 ol i < m. Posons ¢’ = Xg — bof € I. Alors ¢’
est le polynéme (by — boar) X™ +...4+ (b — boa;) X™ "+ + (biy1 — botiy 1) X™ ™ +..+
(b — boGm) X + (0 — boam+1). On déduit par ’hypothese d’induction que b;y1 — boai+1

€ I, d'ott by, € I,, car by € I, ce qui termine la preuve. B

Théoréme 2.2.1 (Horrocks) ([11], Chapter XXI, Theorem 3.1) Soit (A4, Q) un an-
neau local, S = A[X]. Si

fz(fla'"afn)7 TLZl

est une ligne unimodulaire de S™ telle que un des f; est unitaire, alors f posséde la

PEU.

Preuve Faisons la preuve par induction sur n. Si n = 1, alors f = f avec f1A[X]
= A[X]. 1l existe alors g, € A[X] tel que fig1 = 1, ce qui montre que la matrice
(f1) est inversible dans M;(A[X]). Montrons aussi le cas n = 2. Dans ce cas f =
(f1, f2) avec < fi, f» > = A[X]. Il existe alors g1, g2 € A[X] tels que fig1 + fag2 =

1. Considérons les deux matrices

.A=(f1 fa >,B=(91 fa )
g2 —91 g —h

On a clairement que A.B = B.A = I,. Ce qui montre que A est inversible, d’ou f
= (fi1, f2) possede la PEU. (Remarquons que pour montrer les cas n = 1,2, on n’a
pas besoin du fait que A est local). Supposons que n > 3. Soit f; la composante
unitaire de f de plus faible degré d. Par une permutation convenable des indices, on
peut supposer que i = 1 et on fait la preuve dans ce cas par induction sur d. Sid=

0, alors f; = 1. Soit la matrice

1 fa oo fu
01 .. 0
00 1



Il est clair qu'on peut, par une suite d’opérations élémentaires sur les colonnes,
ramener A & la matrice unité I,, ce qui montre que A est inversible et f possede
la PEU. Supposons ensuite que d > 1. Soit j € {2,...,n}. Si degf; < d, on pose g;
= f;. Si degf; > d, on peut trouver (par l'algorithme d’Euclide) g;, r; € A[X] avec
fi =qjfi + rj et degr; < degfi = d, on pose dans ce cas g; = r;. Ecrivons g; = f1
et g = (g1, ..., gn). Comme les vecteurs f et g peuvent étre obtenus I'un de 'autre au
moyen d’opérations élémentaires sur les colonnes, on voit que g est unimodulaire, et
que g admet la PEU si et seulement si f admet la PEU. On peut alors supposer que
f = (f1, -, f) est une ligne unimodulaire telle que f; est unitaire et degf; < degfi
= d pour tout ¢ = 2,...,n. Montrons ensuite que les coefficients des f; (i = 2,...,n)
ne peuvent pas étre tous dans Q. Pour voir ceci on choisit des éléments vy, ..., v, dans
A[X] tels que

vifi+ .. toafan=1 (2.2.1)

Si tous les coefficients des f; sont dans ©, alors dans A[X]/2[X] la relation 2.2.1 sera
71.f1 = 1 (car f; = 0 pour tout i = 2,...,n), ce qui montre que f; est inversible dans
A[X]/Q[X] = (A/Q)[X], dot fi = @ ot @ € A\Q et par suite fi — a € Q[X], ce
qui implique que tous les coefficients de f; sauf celui de X 0 sont dans Q. Ceci est
impossible car f; est unitaire et de degré d > 1.

Soit i € {2,...,n} tel que f; admet au moins un coefficient n’appartenant pas a Q.
On peut supposer, par une permutation des indices, que ¢ = 2. Posons f; = X d 4
X+ .+ ag X faget fo = b, X5+ ...+ b X + bp ot un des b; n’appartient
pas & Q, donc inversible. Soit I = < f1, fo >. I est un idéal de A[X] contenant un
polynéme unitaire de degré d > 0 (qui est f1) et fo € I avec degfo < d—1. On
déduit par le lemme de Suslin que tous les coefficients de f; sont dans Iy_;, d’ot Iy—;
= A, ce qui implique qu’il existe un polyndéme unitaire g = g1f1 + 922 € I (g1, 92 €
A[X]) tel que degg =d — 1.

Soit f’ la ligne unimodulaire (f], ..., f2) ol f{ = fi pour tout ¢ # 3 et f3 = fs+g1f1+
gafa. Clairement, on a que f’ posséde la PEU si et seulement si f possede la PEU. Si
f3 est unitaire (avec degfs < d), alors le plus petit degré d’'une composante unitaire
de f est inférieur ou égale d — 1, alors f possede la PEU par 'hypotheése d’induction.

Si f5 n’est pas unitaire, alors le coefficient directeur de f3 est dans Q (car il n’est pas
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inversible) et on a deux cas & envisager:

_Casl Si degfs < d — 1, alors le coéfficient directeur de f; est celui de g1 f1 + gafo.
Donc f} est unitaire et par suite le degré minimal d’une composante unitaire de f’
est inférieur ou égale au degré de fi qui est d — 1. Le résultat se déduit alors par
I’hypothése d’induction.

Cas2 Si degfs = d — 1, alors le coefficient directeur de f3 est dans 1 + €2, donc
inversible. On peut alors supposer que f} est unitaire de degré d — 1. L’hypothese

d’induction nous permet de conclure que f’ (et par suite f) admet la PEU. m

On définit E,(A) comme étant le sous-groupe de GL,(A) engendré par les ma-
trices de GL,(A) qui sont de la forme I + ae;j, @ # j ol a € A et e;; est la matrice
dont toutes les entrées sont nulles sauf celle de la i-éme ligne et la j-éme colonne qui
est égale & 1. Notons que si A € M(A, nxn), alors multiplier A & gauche par I +ae;;
revient & ajouter le produit de la j-éme ligne de A par a & la i-eme ligne et multiplier
A & droite par I + ae;; revient & ajouter un produit de la i-éme colonne de A par a
& la j-éme colone.

Le sous-groupe E,(A) jouit d’une propriété exceptionnelle qui le rend trés utile dans

ce qui suit. Pour le moment, on a le lemme suivant

Lemme 2.2.2 ([10], Chapter I, page 36) Soit f : A— B un homomorphisme d’a-
nneauz commutatifs et notons par E,(f) : E.(A)—E,(B) homomorphisme de

groupes induit par f. Alors, si f est surjectif, E,(f) Uest aussi.

Preuve Notons tout d’abord que sia € A et i # j, alors E,(f)(I +ae;;) = I'+ f(a)e};
o I’ est élément neutre de GLn(B) et €j; est définie de la méme maniére que e;;.
Considérons un générateur I'+bej; de En(B), ol b € B et i#j. Comme f est surjectif,
il existe a € A tel que f(a) = b; alors I' + bej; = I' + f(a)e}; = En(f)(I + aey;) €
ImE,(f), dou E,(f) est surjectif. m

Définition 2.2.2 Soient f = (f1, ..., fa) €t g = (g1, ..., gn) deux vecteurs de A™. On
dit que f est équivalent & g sur A et on écrit f ~ g s'il existe une matrice inversible
A € GL,(A) telle que f = g.A.

Si G est un sous-groupe de GL,(A), on dit que f et g sont équivalentes relativement
dGetonnote f ~ggsif=g.Aavec A€QG.
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Remarque Soient f, g € A™ deux vecteurs.
1. f admet la PEU si et seulement si f ~ (1,0, ...,0).

2. f ~E,(a) g si et seulement si g peut ére obtenu de f (ou vice-versa) au moyen
d’une suite d’opérations élémentaires sur les colonnes (par une transformation
élémentaire, on veut dire ici une transformation dont la seule opération permise
est la multiplication d’une colonne ¢ d’une certaine matrice par une constante

et I’ajouter & la colonne j de cette matrice o i#j).

Lemme 2.2.3 ([10], Chapter I, Proposition 5.2) i (ay,...,an) est un vecteur de A"

0t n>2, alors pouri < j on a (y, ..y @iy ey Gjy oy @n) ~En(A) (@1, ooy Gy oy =@y oovy Q).

Preuve Faisons la preuve par induction sur n. Sin = 2, on a que la matrice

(50)

appartient & E,(A) car on a la suite suivante de transformations élémentaires:
0 1 1 1 11 10
— — > .
-1 0 -1 0 01 01

(en)=(s -)( % 3]

pour tout (a,b) dans A%, on déduit que (a,b) ~g,4) (—b,a).

Comme

Si n > 3, supposons que i, j # 1. Par ’hypothése d’induction, il existe une matrice
A € E,_1(A) telle que (ag, ..., Giy ey @y ey Gn) = (@2, eor Gy ovy =iy vy G ) A. Cecl im-

plique que (a1, ..., Qi ey Qgy ooy Q) = (@1, vy Gy ooy — Qi oy Gy ) A’ Ol

A=(10>.
0 A

Clairement A’ € E,,(A). D’ou le résultat. m
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Lemme 2.2.4 Soita = (ay, ..., a,) (n > 1) une ligne unimodulaire sur A™ qui admet

une sous-ligne unimodulaire de longueur m < n. Alors a ~g,4) (1,0,...,0).

Preuve On peut supposer que (ai, ..., @) est la sous-ligne unimodulaire de a. On
a dans A une relation de la forme bjay + ... + bpa, = 1 o b; € A. Par une suite de
transformations élémentaires sur les colonnes, on peut ramener @1  ami1 — (bra1 +
e+ bm) (@my1— 1) = 1 et par suite on peut ramener a & la forme (0, ...,0,1,0,...,0).

Le résultat se déduit maintenant du lemme 2.2.3. o

On termine cette section par un corollaire du théoréeme de Horrocks:

Corollaire 2.2.1 Soient (A, Q) un anneau local, f une ligne unimodulaire sur A[X]"

qui admet une composante unitaire. Alors f(X) ~ f(0) sur A[X].

Preuve Soit g = (g, ..., gn) un vecteur de A[X]" tel que 3.7, figi = 1, ce qui donne

que
ﬁ: fi(0)g:(0) = 1. (2.2.2)

Ceci montre que les composantes de f(0) ne peuvent pas étre toutes dans {2 car sinon
'équation 2.2.2 devient 0 = 1 modulo . Donc f(0) a une composante inversible, ce
qui implique que f(0) ~ e;. Par le théoréme de Horrocks on a f(X) ~ e;. D'otl le

résultat. m

2.3 La solution dans le cas d’un corps.

Lemme 2.3.1 ([11], Chapter XXI, lemme 3.3) Soient A un anneau intégre, S une

partie multiplicativement close de A, f(X) = (f1, ..., fn) un vecteur de A[X]" et f(X)

le vecteur (£, ..., &) dans As[X]". Si f(X) ~ f(0) sur As[X], alors il eziste c € S
tel que f(X +cY) ~ f(X) sur A[X,Y] ot Y est une variable indépendante.

Preuve Comme A est un anneau intégre, on peut prendre A comme sous-anneau de

Ag et alors (pour chaque p, ¢) 'homomorphisme

M(A[X, Y],pxq) —_— M(AS[X’ Y],pX‘Z)
u — u
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est tout simplement I'inclusion (c’est-d-dire & = U). Ainsi, quand des matrices U €
M(A[X,Y],pxq), V € M(A[X,Y],qxr) et W € M(A[X,Y],pxr) satisfont & U.V
= W, on peut conclure que 4.V = W.

Soit .A(X) une matrice inversible d’ordre n & entrées dans Ag[X] telle que f(X)
= F(0).A(X), d’ott F(0) = F(X).A(X)™L. Posons G(X,Y) = A(X +Y) LAX) €
GL,(As[X,Y]). Si on développe I'expression de G(X,Y’) on obtient

G(X,)Y) = G(X)+Gi(X)Y +...+ G (X)Y"

ot G;(X) € M(As[X],nxn) pour tout i et Go(X) = I.

Soit ¢ le produit de tous les dénominateurs des entrées de toutes les matrices G;(X) (4

=0,..,7), alors t € S. D’autre part on a f(X +Y).G(X,Y) = f(0). A(X) = f(X),
ce qui implique que f(X +tY).G(X,tY) = f(X). Comme G(X,tY’) est 'image d'une
matrice N(X,Y) € M(A[X,Y],nxn), f(X +tY).N(X,Y) = f(X) et conséquement

F(X+tY).N(X,Y) = f(X).

Soit H(X,Y) € GLn(As[X,Y)) telle que G(X,Y).H(X,Y) = I,. En suivant
le méme raisonnement que précédement, on peut trouver t' € S tel que H(X,t'Y)
= Q(X,Y) ol Q(X,Y) € M(A[X,Y],nxn). Comme N(X,t'Y).Q(X,tY) =T, il
s’ensuit que N(X,t'Y).Q(X,tY) = I,, dou N(X,t'Y) € GL,(A[X,Y]). Posons c =
tt', alors f(X +cY).N(X,t'Y) = f(X), dod f(X +cY) ~ f(X). n

Lemme 2.3.2 Soit ¢ : A— B un homomorphisme d’anneaux. Si A = (a;j)i; €
GL.(A,nxn), alors ¢(A) € GLyn(B,nxn) ot ¢(A) est la matrice (¢(ai;))i,;-

Preuve Soit B € GL,(A) telle que AB = B.A = I,,. Alors ¢(A).¢(B) = ¢(A.B)
= I,,. Alors ¢(A) € GL,(B). m

Théoréme 2.3.1 ([11], Chapter XXI, Theorem 3.4) Soient A un anneau intégre,
F(X) = (fu(X), ..., fa(X)) une ligne unimodulaire sur A[X]" qui admet au moins
une composante unitaire. Alors f(X) ~ f(0) sur A[X].
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Preuve Soit J I’ensemble de tous les éléments ¢ € A qui vérifient f(X +cY) ~ f(X)
ol Y est une variable indépendante. On a que J est un idéal de A. En effet, soient
c,d € Jet Ae GL,(A[X,Y]) telle que f(X +¢cY) = f(X).A. Par la propriété
universelle de I’anneau de polyndémes sur A, il existe un unique homomorphisme de
A-algebres ¢ : A[X,Y]—A[X,Y] tel que ¢(X) = X +cY et ¢(Y) =Y. On a que
(X +cY)) = o(f(X).A) = f(X+Y).¢(A) avec $(A) € GL,(A[X,Y]) (lemme
2.3.2). Dot f(X +Y +¢cY) = f(X +Y).¢(A). Comme ¢ € J, f(X+Y) =
F(X).A ott A € GL,(A[X,Y]), ce qui implique que f(X+(c+c')Y) = f(X).A".¢(A).
Donc f(X +(c+¢)Y) ~ f(X) et par suite c+c’ € J. D’autre part, soient ¢ € J et
€ A, alors f(X +cY) = f(X).BouB € GL,(A[X,Y]). Soit ¢ : A[X,Y]—A[X,Y]
’homomorphisme unique tel que 9(X) = X et ¥(Y) = aY. Comme 9(f(X + cY))
= Y(f(X)).4(B), alors f(X +acY) = f(X).4(B) avec (B) € GL.(A[X,Y]), ce qui
montre que ac € J.

Montrons ensuite que J = A. Pour tout p € Spec(A), anneau A, est local et
F(X) = (&,..., &) est une ligne unimodulaire de A,[X]" qui admet une composante
unitaire, alors f(X) ~ f(0) (corollaire 2.2.1). Soit S la partie multiplicativement close
A\p de A, il existe alors ¢ € S (donc & p) tel que f(X +cY) ~ f(X) sur A[X,Y]
olt Y est une variable indépendante (lemme 2.3.1), ce qui montre que ¢ € J. Alors
J n’est contenu dans aucun idéal premier de A, d’ott J = A et par suite f(X +Y)
~ f(X). Soit G(X,Y) € GLn(A[X,Y]) telle que f(X +Y) = f(X).G(X,Y), alors
f(Y) = £(0).G(0,Y) avec G(0,Y) € GL,(A[Y]) car c'est 'image de G(X,Y) par
I’homomorphisme A[X,Y]—A[Y] qui envoie X sur 0 et Y sur Y. D’oi f(X) ~
f(0). m

Lemme 2.3.3 ([11], Chapter VIII, Theorem 2.1) Soient Xy,..., X, r variables indé-
pendantes et F' un polynéme non constant de A[X1, ..., X;]. PosonsY; = X; — X
pouri=1,..,r—1 (n; est entier positif pour tout i) et Y, = X,. Alors A[X1,..., Xy] =
AlY, ..., Y] et, pour un choix convenable des n;, F' prend la forme oY + B Y1
+ .. + B1Y, + By ot m est un entier positif, a € A\{0}, B; € AlY1,...,Y,_1] pour
touti € { 0,...m—1}.
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Preuve Posons F' = Y o) X{*... X" ol o) € A ne sont pas tous nuls (car F' n’est
pas constant) et la somme est prise sur un nombre fini des r-tuplet (v) = (vy,..., )
qui sont distincts et non nuls. Comme X, =Y, et X; =Y;+Y™ (1<i<r— 1), on aura
F=3 (a(,,)Yr"“’l+"'+"T‘1""1+"T + foy(Y1, ...,Y;)) ot fu)(Y1,...,Yr) est un polynéme
de A[Yi,...,Y,_1,Y;] dans lequel Y, apparait avec un degré inférieur & nivy + ... +
Nyp_1Vp-1 + V.

Soit F la famille de tous les entiers positifs v; tels que v; est une composante d'un
r-tuplets (v) = (v1, ..., ) pour lequel o) est non nul. Soit k = Sup(F). Prenons
un entier positif d > k et posons n; = d* pour i = 1,...,7 — 1.

Soit m = max{mvy + ... + 11 + ¥ | @) #0}. Rappelons que tout entier naturel
z s’écrit de maniére unique sous forme de somme finie £ = }";5¢ z;d* avec z; entier et
0 < xz; < d. Ceci étant vrai pour z = m, il existe un et un seul (v*) tel que an) # 0
et mvf +...+np_1vf_ +vf =m. Onaalors F = a¥," + B Y"1 + ... + Bo avec
a = oy € A\{0} et B; € AlY, e Yrq]. M

Théoréme 2.3.2 (Quillen-Suslin) ([11], Chapter XXI, Theorem 3.5) Soient K un
corps, X1,...,Xr des variables indépendantes. Alors, toute ligne unimodulaire sur
K[X1,...X,]" admet la PEU.

Preuve Faisons la preuve par induction sur le nombre r des variables indépendantes.
Soit f(X) = (fi, ..., fn) une ligne unimodulaire sur K[X3,..., X;|". Sir =0, on ariena
montrer. Sir =1, alors f est une ligne unimodulaire sur K[X]" et K est en particulier
un anneau intégre, de plus, on peut supposer que toutes les composantes f; non nulles
sont unitaires, d’ott f(X) ~ f(0) (théoréme 2.3.1). Comme toutes les composantes
non nulles de f(0) sont inversibles, f(0) ~ e; = (1, ...,0). Donc f(X) admet la PEU.
Supposons ensuite 7 > 2. Sans perdre de généralité, on peut supposer que f; # 0. Si
f1 € K alors fi est inversible et, par conséquent, f posséde la PEU. Si f; ¢ K alors,
en vertu du lemme 2.3.3, on peut choisir un systéme de variables Y3, ..., Y, tel que
K[X1,..,X,] = K[Y1,.., Y] et fi = @Y™ + B Y"1 4 ... + Bo, ot @ € K\{0} et
B; € K[Yi,...,Y,_i]. Ecrivons R = K[Y, ..., Y;_1], alors f est une ligne unimodulaire
sur R[Y;]" et le coefficient directeur de f; est un élément inversible de R; en vertu du
théoreme 2.3.1, f = f(Y1,...,Y;) ~ f(Y1, ..., ¥;_1,0). Soit N € GLy(R[Y;]) telle que
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f(v,....Y.) = f(¥1,...,Ye_1,0).N. On voit facilement que f(Y3,...,Yr_1,0) est une
ligne unimodulaire sur R", donc f(Y3,..., Y;_1,0) posséde la PEU (par I’hypothese
d’induction). D’olt f(Y3, ..., ¥;—1,0) = e;.M ot e; = (1,0,...,0) et M € GLn(R),
ce qui montre que f = f(¥i,...,Y;) = es. MN avec M.N € GL,(R[Y;]). Donc f
possede la PEU. g

Définition 2.3.1 On dit qu'un anneau A posséde la proporiété d’extension unimod-
ulaire (on dit aussi que A est Hermitien) si toute ligne unimodulaire f sur A™ admet

la PEU pour tout entier positif n.

Théoréme 2.3.3 ([11], Chapter XXI, Theorem 3.6) Soit A un anneau qui admet la

propriété d’extension unimodulaire. Alors tout A-module stablement libre est libre.

Preuve Soient n, r deux entiers positifs tels que E@A” ~ A". On fait une démonstra-
tion par induction sur r. Si r = 1, alors EGA Z A", Soient p: A"—A la deuxiéme
projection et {u} une base du A-module A et considérons les injections canoniques:

A % EeA . E % EeA

e

a — (0,a) z — (z,0)
Puisque {u} est une base de A, u est inversible. Il existe alors v € A tel que uv =1, ce
qui montre que (u) est une ligne unimodulaire sur A, d’olt 69 (u) = (a11, @12, .-, a1n)
est une ligne unimodulaire sur A. en effet, soit 2 un idéal maximal de A, il suffit de
montrer que ai1,...,a1m N'appartiennent pas tous a (). Soit K = A/Q et E = E/QE,

alors # induit un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K,
— B
EoK=K

Si ay; = a1+ € K alors (@11, ..., 01m) = 8(m) # (0, ...,0), donc il existe un j tel que
ag; # 0, donc ay; ¢ €.

Puisque A posséde la propriété d’extension unimodulaire, (@11, @91, ..., 1) est alors
la premiére ligne d’une matrice inversible A = (ay;);;. Pour tout j > 2, on a p(e;)
= cju ol ¢; € A. La matrice B dont les lignes sont les u; = (e; — cje1).A a le

méme déterminant que A car elle est obtenue de A par une suite des tranformations
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élémentaires sur les lignes. Alors B est inversible et par suite elle représente un
automorphisme f : A"—A". D’autre part on a que p(u;) = 0, ce qui montre que
u;j = (z;,0) et f(e;) = B.ej = u;. Soit H le sous-module libre de A™ engendré par
{es, ..., €, }, alors f(H) est un sous-module de E engendré par n — 1 éléments. D’ou
f(H) = E et par suite E est libre.

Supposons maintenant que 7 > 1. Comme EQA™ ~ A", alors EGA" ! est libre (car

il est stablement libre de type 1), d’olt E est libre par I’hypothése d’induction. m

On arrive maintenant & la solution de la conjecture de Serre dans le cas d’un corps.

Théoréeme 2.3.4 ([11], Chapter XXI, Theorem 3.7) Soient K un corps et M un
K[Xi, ..., Xn]-module projectif de type fini. Alors M est libre.

Preuve Par le théoreme 2.1.2, on sait que tout K[Xj, ..., X,]-module projectif de
type fini est stablement libre. Comme l'anneau K[Xj,..., X;,] posséde la propriété

d’extension unimodulaire (par le théoréme 2.3.2), le théoréme 2.3.3 donne le résultat. m

2.4 Généralisation a un anneau principal.

Définition 2.4.1 Si I est un idéal de A, on définit la hauteur de I (qu’on note par
ht(I)) comme étant le minimum de 'ensemble { ht(p) tel que p € Spec(A) avec I
C p }. Par convention ht(A) = +oo.

Proposition 2.4.1 ([10], Chapter II, Lemma 7.4) Soient I un idéal de A, pu,...,pr
€ Spec(A). Pour toutz € A, siz + I C Uj_,p;, alors l'idéal J, 1 engendré par x et

I est contenu dans un des p; (i=1,...,7).

Preuve Sir = 1, alors pour tout z € Atel que x + I C p;, on a = € p; et par suite
I C gy, d’ou J; 1 C 1. Supposons ensuite que la proposition cesse d’étre vraie pour
un certain rang et choisissons un entier positif r qui soit minimal pour la propriété
que la proposition n’est pas vraie. Alors r > 1 et il existe zo € A tel que zo + I C

Ul_, s et Jio 1 1est pas contenu dans g; pour tout = 1,...,7. Notons que pour tout
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i # j, p; n'est pas inclus dans p; car sinon, ceci contredirait la minimalité de r.
Notons ensuite que zo € N}_,p;. En effet, s’il existe i tel que zo ¢ g;, alors (zo +
©il) N p; = 0 (car si z € p; est tel que z = o9 + p;o oU p; € p; et « € I, alors
Zo = 2z — pia € p;, d’ou la contradiction). Comme zo + ;] € zo + I C Uj_, 9,
alors 2o + @il C Uizjp;, ce qui implique qu’il existe j # i tel que Jugpir © 0; (par
notre choix de r), d’olt o € p; et ;] C p;. Comme p; n’est pas contenu dans p;,
on peut considérer un élément y € p;\p;. Alors pour tout o € I, on a ya € p;, d’ou
a € p; (p; est premier), ce qui implique que I C p; et par suite Jro,1 € pj, d’olt la
contradiction.

Comme zo + I C Ul_,p; et o € p; pour tout 4, alors I C U[_; ;. D’autre part, pour
tout ¢ = 1,...,7 on a que I n'est pas contenu dans U;z;p; (car sinon on aura que zo
+ I C Ujzig; et Jaor n'est pas contenu dans g; pour tout j # 1, ce qui contredit la
minimalité de r). Pour tout i = 1,...,7, choisissons un élément y; € I\U;xg;, alors
y; € p; si et seulement si ¢ = j. Soit y = 21 + ... + 25, OU 2 = Y1.-.Yim1Yit1---Yr; ON
a alors z; € p; si et seulement si i#j et conséquement y n’appartient & aucun g;.
Ainsion ay € I et y ¢ Ul_,p;, donc I n’est pas contenu dans Uj_,;, ce qui est une

contradiction. m

Lemme 2.4.1 ([1], Proposition 1.11) Soient I1,...,I, des idéauz de A, p € Spec(A)
tel que p 2 Ni_,I;. Alors, il existe i tel que p D I;.

Preuve Supposons que p ne contient aucun idéal I; (i = 1, ...,7). Alors, pour tout i
on peut choisir un élément z; de A tel que z; € I; et x; ¢ p. Soit z = x,.73...7;, alors
z € [TiyI; € Ni_,I;, mais z ¢ p (car p est premier) alors p ne contient pas Ni_,[;,
d’ou la contradiction. m

Proposition 2.4.2 1. Tout idéal premier de A contient un idéal premier minimal.

2. Si A est noethérien, alors A amet un nombre fini d’idéaux premiers minimauz.

Preuve 1. Soient p un idéal premier de A et J,, I’ensemble de tous les idéaux

premiers de A qui sont contenus dans p. Ordonnons 7, par la relation de contenance
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D et montrons que toute chaine (sous-ensemble totalement ordonné) de J,, admet
une borne supérieure dans J,,. Soit donc (g;)ic; une chaine de J, et posons g =
Nicrpi- Comme p O p; pour tout i, alors p D gy, il suffit de montrer alors que o
est un idéal premier de A. Soient z, y € A tels que z,y ¢ o, il existe alors 4y, i €
I tels que = ¢ g;, et y ¢ p;,. Supposons que p;, C pi,, alors z, y ¢ g, et par suite
Ty & p;,, donc zy ¢ po. Ceci montre que o est une borne supérieure de la chaine
(pi)ier dans J,. On peut déduire par le lemme de Zorn que l'ensemble J,, admet
un élément maximal ¥ pour la relation de contenance. ¥ est minimal dans Spec(A)
pour la relation C et ¥ C p.

2. Supposons maitenant que A est noethérien et montrons que '’ensemble d’idéaux
minimaux de Spec(A) est fini. Soit Z I’ensemble de tous les idéaux radicaux ( c.a.d
VI = I) de A qui ne g’écrivent pas comme intersection finie d’idéaux premiers de
A. Si T était non vide, on pourrait alors considérer un élément maximal €2 € I pour
I'inclusion (ceci est possible car A est noethérien). Comme 2 € Z, alors {) n’est pas
premier, d’oll 'existence de deux éléments a et b de A tels que a ¢ () et b ¢ ), mais
a.b € Q. Soient I, et I; les idéaux de A engendrés par a et §2, b et ) respectivement et
montrons que Q = /I, N vT,. Ona Q C I, et Q C I, d’'ott Q C VI, et @ C VI, ce
qui implique que Q € /I, N /I,. Réciproquement, si = € VI, N /T, alors il existe
deux entiers positifs m et n tels que z" € I, et z™ € I, d’ott 2" = aa + z, et ™ = (b
+ zo 0l o, B € Aet 1, 29 € 1, ce qui implique que ™" = afab+oazy+BbTy +T1T0
€ Q, dotz € VQ = Q. Alors Q = I, N /Ty, ce qui montre que /I, ou /I € T car
sinon ils seraient tous les deux intersections finies d’idéaux premiers de A et par suite
() le serait aussi, contredisant le fait que {2 € Z. Supposons que VI, € T. Comme Q
C VT, et Q # I, (a € I,\Q), on a une contradiction. On en déduit alors que Z = §
et par suite tout idéal radical de A s’écrit comme intersection finie d’idéaux premiers.
Soit R le nilradical de A. R est 'ensemble de tous les éléments nilpotents de A et
¢’est encore l’intersection de tous les idéaux premiers de A. Comme R est un idéal
radical de A, alors on peut écrire ® = NI_;p; ol p; € Spec(A) pour tout i. Soit p
un idéal premier minimal de A, alors p 2 R, d’'ou il existe i tel que p 2 p; (lemme
2.4.1) et par suite p = p;. L’ensemble des idéaux premiers minimaux de A est alors

fini. m
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Corollaire 2.4.1 Soient A un anneau noethérien et I # A un idéal de A. Alors
Uensemble des idéauxr premiers qui contiennent I admet un nombre fini déléments

MINIMAUL.

Preuve On applique la partie (2) de la proposition 2.4.2 a4 'anneau noethérien A/I. m

Lemme 2.4.2 ([10], Chapter I, Proposition 5.6) Soit (ay, ..., ar, b1, ..., bs) une ligne
unimodulaire sur A™° (s > 1). Si I est l'idéal de A engendré par les a;, 1 =1,...,7,
et A= A/l et si (by,...,bs) ~g,z (1,0,....,0), alors (a1, ..., ar,by,...,bs) ~E,,,(4)
(1,0,...,0).

Preuve Soit 7 : A—A 1’épimorphisme canonique. Le lemme 2.2.2 nous donne
que ’homomorphisme induit Ey(r) : Eg(A)— E;(A) est encore surjectif, ce qui nous
permet de faire une marche inverse dans la suite des transformations élémentaires qui
rameénent (by, ..., b,) & (T, ...,0) et par suite trouver des éléments b}, ...,b; € A tels que
Y, =1 et b}, = 0 (mod I) pour tout k = 2,...,s et

(al, veey Oy bl, ceey bs) ~Eyys(A) ((11, crey Qi bll, ceey b;)

Une autre suite des transformations élémentaires rameéne la ligne (a4, ..., a,, b}, ..., b))
a (a1, ..., ar, 1, ...,0) qui admet une sous-ligne unimodulaire (1,...,0). Le résultat se

déduit maintenant du lemme 2.2.4. m

Proposition 2.4.3 ([10], Chapter II, Theorem 7.5) Si A est noethérien de dimension
finie d et si a = (a1, ...,an) est une ligne unimodulaire sur A™ avec n > d+ 2, alors

a ~g,a (1,0,...,0). En particulier, a posséde la PEU.

Preuve Par la proposition 2.4.2, A posséde un nombre fini d’idéaux premiers min-
imaux pi,...,@r. Soit I = < ag, ...,an, > l'idéal de A engendré par ay, ..., @n. Si Joy 1
est I’déal de A engendré par a; et I, alors J,, 1 = < a1,a2,...,an > = A, d’olt Jg, s
n’est pas contenu dans g; pour tout ¢ = 1,...,7, la proposition 2.4.1 montre que
a; + I n’est pas contenu dans Ul_ ;. Soit a} € (a1 + I)\Uj_,p; et écrivons a3 =

a1 + bsas + ... + bpa, ol b; € A pour tout ¢ = 2,...,n. Donc il suffit de montrer que la
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ligne unimodulaire (a}, as, ..., a,) est équivalente a (1,0, ...,0) relativement a E,(A).
Pour ceci, on fait un argument par induction sur la dimension d de A.

Si d = 0, alors tout idéal premier de A sera minimal car dans Spec(A), on n’a pas
de relation de la forme g, C po. Alors Spec(4) = { p1,...,por }- Comme a} ¢ Ul_,p;,
alors @ est inversible dans A et par suite (al,...,an) ~g,(4)(1,0...,0). Supposons
ensuite que d > 1 et posons A = A/(a}), alors la dimension § de ’anneau A est plus
petite ou égale & d— 1. En effet, soit Qo C @, C...C @, une chaine premiére de A avec
Q; = P;/(a}) out P; est un idéal premier de A contenant af. Il est clair que P, C P,
C...C P, est une chaine premiére de A et comme a} € Py, alors Py n’est pas minimal,
d’ott existence d’un idéal premier minimal gg tel que o C Py, ce qui montre que
dmA >1+s,doud <d-1.

Comme il est clair que (@3, ..., a,) (a; désigne a; + (@})) est une ligne unimodulaire
de Aavecn —1>d+1> 6§+ 2, I'hypothése d'induction montre que (@3, ..., ay,) est

équivalente a (1,0, ...,0) relativement & E,,(A). Le lemme 2.4.2 termine la preuve. m

Si I est un idéal de A[X], on note C(I) = { a € A tel que a est le coefficient
directeur d’un polynéme f de I } U {0}.

Lemme 2.4.3 C(I) est un idéal de A et si I, J sont deuz idéauz de A[X], alors
c(I).C(J) C C(L.J).

Preuve Le fait que C(I) est un idéal de A provient simplement du fait que I est
un idéal de A[X]. Soient I, J deux idéaux de A[X]. Si o € C(I) et B € C(J), il
existe alors f € I, g€ Jtelsque f =aX™+..4+apet g = FBX"+ ...+ by, d’ou fg
= afX™™" + ...+ aghy € I, ce qui montre que o € C(I.J). Comme tout élément
de C(I).C(J) s’écrit de la forme Y!_; a;3; ou o € C(I) et B; € C(J) pour tout
i=1,..,r alors C(I).C(J) CC(I.J). m

Lemme 2.4.4 [10], Chapter III, Lemma 3.2) Si A est noethérien, alors ht(C(I)) >
ht(I) pour tout idéal I de A[X].

Preuve Supposons tout d’abord que I est un idéal premier de A[X] et soit p = I N
A Sil=p[X],alors C(I) =pcar C(I) DI N A= petsiae C(I), alors il existe
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f € p[X] tel que f = aX™ + ... + ag, d’ott @ € p. La proposition 1.1.26 implique
que ht(C(I)) = ht{p) = ht(p[X]) = ht(I). Si maintenant p[X] C I, alors p C
C(I), ce qui implique que ht(C(I)) > ht(p) = ht(I) — 1 (proposition 1.1.26), d’our
ht(C(I)) = ht().

Dans le cas général, soient g;,...,0, les idéaux premiers de A[X] qui contiennent I et
qui sont minimaux relativement & cette condition. Si r = 0, alors I = A[X], d’ou
C(I) = A et par suite ht(C(I)) = ht(I) = +oo. Sir > 1, on a rad(l) = Ngey)p
= NI_, 0, d’'ott [T}_,0: C rad(I). Soient a,...,o0, des générateurs de [T;_,gp; (comme
étant un idéal de A, []i_;p: est de type fini) et choisissons pour tout ¢ un entier
naturel n; tel que of* € I (o; € rad(I)). Soit n = max{ ny,...,n, }, alors of € I
pour tout ¢ = 1,...,p, ce qui montre que ([T}_;0:)™ C I et par suite C([Tj=,p:)" <
C(I), ot ([T;,C(p:))" € C(I) (lemme 2.4.3). Soit p € V(C(I)) tel que ht(C(I))
= ht(p). Comme ([T/_;C(p:))" C C(I) C p, alors il existe ¢ € {1, ...,7} tel que C(g;)
C p, d'olt ht(C(p;)) < ht(p) = ht(C(I)) et par suite ht(I) < ht(p;) < ht(C(p:))
(la troisiéme inégalité provient du fait que g; est premier) < ht(p) = ht(C(I)). m

Théoréme 2.4.1 (Suslin Monic Polynominal Theorem) ([10], Chapter III,
Theorem 3.3) Soient A un anneau noethérien de dimensiond (d < co) et I un idéal de
Vanneau A[Xj, ..., X,] avec ht(I) > d. Alors, il existe des éléments algébriquement
indépendants Y1,...,Y, de A[Xy, ..., X,] tels que A[Xq, ..., Xn] = A1, ..., Yy] et I con-

tient un polynéme unitaire en tant qu’élément de A[Ya, ..., Yy|[Y1)-

Preuve On fait la preuve par induction sur le nombre n des variables indépendantes.
Sin =0, I est un idéal de A. Comme ht(I) > d, alors I = A et par suite I contient
un élément inversible, ce qui montre le théoréme dans ce cas. Supposons ensuite que
n > 1 et soit R = A[Xy, ..., X,]. Posons B = A[X}, ..., Xn-1), alors R = B[X},] et on
peut regarder I comme un idéal de B[X,], alors par le lemme 2.4.4, on déduit que
ht(C(I)) > ht(I) > d,d’ou ht(C(I)) > d—1et C(I) C A[X1,..., Xn-1]. L’hypothese
d’induction nous donne l'existence de n— 1 éléments Y;,...,Y, 1 de A[Xq, ..., X, 1] tels
que A[Xy,..., Xn_1] = A[Y4,..., Yn_1] et C(I) contient un polynéme unitaire f (par
rapport & Y;). Posons f = Y+ fil Vi 4+ ..+ AiY1 + fo ot fi € A[Yz, ..., Yoou].
Comme f € C(I) , il existe alors g € I tel que f est le coeflicient directeur de g. Soit
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alors g = fXS+gs 1 X2 +...+ @1 Xn+go ol gi € A[X], ..., Xp—1] €t soit § le plus haut
degré de Y7 qui figure dans g,_i,...,go. Posons Y, = X,, — Y¥ pour un certain entier
naturel k, alors dans I’expression g,_3 X2~ +... 4+ g1 X, + 9o, on a que Y; apparait avec
une puissance inférieure ou égale & 6 + k(s — 1) et f.X: est un polynéme unitaire en
Y, de degré ks +t. Si on choisit k de sorte que ks +t > 6§ + k(s — 1), alors g sera un
polynéme unitaire de I en Y;. Enfin, il est clair que A[Xj, ..., X,] = A[Y1,...,Y,]. &

Proposition 2.4.4 ([10], Chapter III, Lemma 3.4) Si A est noethérien, (ay,...,an)
une ligne unimodulaire sur A", alors il existe une ligne unimodulaire (al, ..., a},) telle

que (a1, ..., an) ~g,(4) (@}, ..., a,) o pour tout r < n, on a ht(<aj,..,a. >) > 7.

Preuve Supposons qu’on a construit a’ a' ou 0 <7 n) de telle maniére
1yee sy

<
que (a1, ..., @) ~ (al, ..., a\, Gri1y .y an) et ht(< af,...,al >) > r. Soit A I'anneau-
quotient A/ < a,...,al >, alors A est noethérien et (@;77, ...,@5) est une ligne uni-
modulaire de A" . Comme dans la preuve de la proposition 2.4.3, on peut trouver
un élément a’,; = Gq1 + byi2.Gr32 +..+ bp.Gy o0 b; € A pour tout i et ad ¢p
pour tout idéal premier minimal % de A. Soit al, +1 = Gry1+bry2ar 2+ ... +bnay, alors
on a (ai,...,an) ~ (@i, ..., a4y, ..., an). D’autre part, soit p un idéal premier minimal
de A contenant 1'idéal < a},...,a,a.,; >. Comme l'idéal premier p/ < ai,...,a, >
ne peut pas étre minimal dans A (car il contient a’,,), il existe un idéal premier g’
de A tel que < af,...,a’. > C o' C p, dott ht(p) > ht(p') > ht(< a},...,a; >) 2
r et par suite ht(p) > r + 1. Ceci montre que ht(< ai,...,a;,; >) > r+1, ce qui

termine la preuve. &

Théoréme 2.4.2 ([10], Chapter III, Theorem 3.5) Si A est intégre et noethérien de
dimension d < oo et si R = A[Xq, ..., X§] 0t X1,..., X, sont s variables indépendantes,

alors sin > d + 2, toute ligne unimodulaire sur R"™ admet la PEU .

Preuve On fait une preuve par induction sur s. Si s = 0, le théoréme se déduit
dans ce cas de la proposition 2.4.3. Supposons ensuite que s > 1 et prenons une ligne
unimodulaire f = (fy, ..., fa) sur R" avec n > d+ 2. Par la proposition 2.4.4, il existe
une ligne unimodulaire f' = (fi,..., f,) sur R™ telle que f ~ f' et ht(< fi,..., f; >)
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> r pour tout r < n. En particulier, ht(I) >n—-1>dou I =< f],...,fr_; >.
Par le théoréme 2.4.1, il existe des éléments Y),...,Y; € R tels que R = A[Y3,...,Y;] et
I contient un polynéme unitaire ¢ en Y;. Soient g;,...,gn—1 € R tels que ¢ = g1 f] +
9214+ ...+ gn-1f,_, et soit t le plus haut degré de Y; qui figure dans ’expression de f;,
comme étant un élément de A[Yy, ..., Y;][Y1]. Alors £ + Y™ (figi+...+ fo_1Gn-1) €st
unitaire comme étant un polynéme en Y; et on a que (f}, ..., f2) ~ (fi, ..., fL+Y{T1.¢),
ce qui nous permet de supposer que f, est unitaire en Y.

Soit B = A[Ys,...,Y;]. B est alors un anneau intégre et (f,..., f;,) est une ligne

unimodulaire sur B[Y;]". Le théoréme 2.3.1 implique que

(f{(yi’ (A3 Y:s)> sy f:;(yi’ sy Y's)) ~ (.f{(o’ Y2a HA3) YS)a a3 frlL(O7 }/2a a3 )/.9))

Puisque h = (f{(0, Y3, ..., Ys), ..., [,,(0, Y3, ..., Y;)) est une ligne unimodulaire avec n >
d + 2 sur A[Y3,...,Ys]", I'hypothése d’induction montre que h (et par suite f) admet
la PEU. g

On est maintenant capable de généraliser la solution de la conjecture de Serre a

un anneau principal :

Théoréme 2.4.3 Si A est principal et X,,...,X, des variables indépendantes, alors

tout A[Xj, ..., X;s]-module projectif de type fini est libre.

Preuve Notons tout d’abord que toute ligne unimodulaire f = (fi,..., fn) sur B
ol B = A[X4, ..., X;] admet la PEU. En effet, les cas n = 1, 2 sont vrais, méme sans
I’hypothése que A est principal et le cas n > 3 est encore vrai par le théoréme 2.4.2.
Ceci montre que B possede la PEU.

D’autre part, si P est un B-module projectif de type fini, le théoréme de Serre implique

que P est stablement libre. Donc P est libre (théoréme 2.3.3). m
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