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- AVANT PROPOS -

Une nouvelle méthode de détermination des parameétres

d'un systéme physique est présentée dans cette these.

s/ /
Une explication de la meéthode proposee est d'abord donnee.
. . < . /
Puis, en vue de la programmation, une ecriture mathematique
~ P4
interéssante du probleme est envisagee. Une application de la

methode est ensuite gffectuce a 2 cas particuliers.

Les resultats obtenus ne permettent pas de conclure sur
1'intérét de la methode; ils permettent cependant de poser
certaines conditions initiales necéssaires a l'utilisation de la

methode.
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I: INTRODUCTION

1) Identification d'un syst\eme physique.

1a) Genéralite:

L'étude mathématique d'un systéme physique comporte deux parties.
La premiére partie consiste 3 identifier le systéme physique, c'est
a dire a rechercher les équations pouvant convenablement décrire
le systéme.

La deuxiéme partie consiste 2 etudier le comportement du systeme
a partir des équations trouvées, ce qui se fera en résolvant ces
équations ou en les discutant.

De ces deux parties, c'estla premiére qui est la plus importante,
parce qu'elle est la plus difficile ou la plus délicate 2 faire.
Identifier un systeme physique, ce sera dans certains cas lui
appliquer les lois physiques qui le régissent (lois de la mécanique,
lois de l'électricité) et en deduire 1'équation du systEme. Dansde
nombreux cas cependant, le problEme d'identification sera compliqué
par le fait que le sys,tEme étudié sera une "boite noire", c'est a dire
que nous n'en connaitrons ni la forme ni les paramétre s. La confi-
guration du systéme devra donc etre déterminée 3 partir de la
connaissance de la fonction d'entrée et de la mesure de la fonction de

sortie.

1b) Le modéle mathématique

En général, la forme ou l'ordre d'un gysteme peut etre approximati-
vement estimé par une premiere analyse. Il est alors po ssible de
décrire le systéme par un modéle mathematique propre au systeme.
L'identification du systéme se raméne donc a la détermination des

pa.ram?atres du modéle mathématique.
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Le premier probleme qui se pose est donc le choix du modele
mathemat1que qui décrit le systeme. Ce choix sera commande

e . .
- par les considerations suivantes:

Le sysffeme est-il lineaire ou nonlineaire

Le systéme est-il fonction du temps ou indépendant du temps.
A partir de ces considerations, plusieurs modeles mathématiques
peuvent Stre utilisés pour décrire un systéme. Le choix dépend
de 1a nature du systeme et de l'analyse qui doit &tre faite.

En général, les modeles suivants sont utilisés:

Les équations différentielles

Les fonctions de transfert

Les fonctions de transfert impulsionnelles

Les fonctions de transfert exprimant la réponse en fréquence
Les équations d'état

Les inté grales de convolution.

Bien que différents en apparence, ces modeéles ont tous pour point de
depart les équations differentielles.

Les fonctions de transfert ne sont que des équations différentielles
auxquelles on applique la transformation de Laplace.

Les fonctions de transfert impulsionnelles ne sont que des fonctions
de transfert dans lesquelles l'entree du systeme est une fonction
impulsion. Les fonctions de transfert exprimant la réponse en
frequence ne sont que des fonctions de transfert ayant pour entrée
une fonction sinusoidale.

Les equatmns d'état ne sont qu'un ensemble d'equations différentielles
du premier degre, décomposition de 1'équation différentielle originale

3 /
du nl€™M€ degre.
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Les intégrales de convolution font elles aussi intervenir la
réponse impulsionnelle c'est a dire la fonction de transfert
impulsionnelle.

. ~ ’ . -
Si les modeles presentent quelques analogies entre eux, les
méthodes d'identification a partir de ces modeéles en pré sentent

aussi.

ic) Les methodes d'identification:
Les methodes d'identification peuvent etre divisées en deux catégories:

Leés méthodes faisant appel 2 des techniques de corrélation

Les méthodes utilisant les modeles de reférence.

Les techniques de corrélation font intervenir les integrales de
convolution. Elles permettent de déterminer la réponse impulsionnelle
d'un sy'stéme : et nous savons qu'un systEme lineaire est compléte-
ment caracteriseé par sa réponse impulsionnelle. Les méthodes
utilisant les modeles de reférences sont des methodes dans lesquelles
un modele, dont les par ametres peuvent etre ajustés, est utilise.
Le modele et le systéme sont soumis a la meme entree, Leurs
sorties sont comparées et 1'érreur est utilis€e pour ajuster les
parametres dans le modele. Cet ajustement se fera de facon a
minimiser 1'érreur, ceci a 1'aide de certains criteres, pour que les
parameétres du modele se rapprochent le i)lus possible des param\etres
du systéme.

Il éxiste de trés nombreuses publications sur ces differentes
méthodes, tel que par exemple: '

Hazlerigg et Noton [4 ] pour les premiéres; Kalman et Levin [5]
pour les derniéres.

Ces méthodes se heurtent a des difficulte s lorsqu'il s'agit de

calculer les fonctions de corrélation, dans le cas des techniques de
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s
correlation, ou la minimisation de l'erreur, dans le cas des methodes
utilisant les modeles de reference.

Dans certaines conditions, il est possible d'utiliser d'autres

méthodes d'identification. C'est ce que nous allons voir dans cette

the se.

La méthode de Diamessis et celle etud1ee dans cette the se utilisent

comme modele ma.thematique une equat:.on differentielle de la forme

n _oalmy _ gty deld . o -y (1)
. i i . _ i i ! n
1=0 dt i=o0 dt

ou e(t) est l'entree et x(t) la sortie du systéme.

Le systeme physique sera considére comme etant déterminé si les
coefficients a, et b parametres du systeme, sont donnés. Dans
beaucoup de cas les a, et bi ne sont pas connus. Seules, l'entrée et
la sortie du systeme sont connues ou facilement mesurables.
L'identification d'un systéme revient donc % la determination des a,

et bi a partir de x(t) et e(t).

2) Méthode de J. E. Diamessis.l:i ]

J.E. Diamessis a propo ge une meéthode d'identification qui part des
hypotheses formulées ci-dessus. Cette méthode réduit le probleme

de détermination des paramétres a, et b “a un probleme de
résolution d'un systéme d'équations 11nea1res algebnques ou les
inconnues sont les a, et bi et ou leurs coefficients sont des quant1tee
connues fonction de x(t) et e(t).

Pour déterminer les 2n coéfficients de (1), J.E. Diamessis forme

2n &quations lin€aires en intégrant (1) n+i fois de zero P t, avec

k=1, 2, ... 2n.

i k,n 1"i i k’n+1_i )’ playg oo . \



avec . :
< A tk tk (tdtn+1-i .
k,ntl-i= | ) x(t) i=0,1, ... n

ntli-1i
S £ +1-i
nt+l-i .
Ek,n+1-ié e(t)dt i=0,1, ... n-1
o o
W
ntl-i
A Y P
Les Xk,n+1~i et Ek,n+1-i peuvent etre calcules a 1'aide des
calculatrices digitales et analogiques.
. A
Connaissant Xk,n+1—i et Ek,n+1-i , les a, et bi peuvent etre

obtenus en résolvant (1i')

/
3) Exposé général de la methode proposée.

La méthode d'identification d'un systEme physique qui fait l'objet de
cette thEse, s'inspire un peu de la methode de Diamessis. Elle
s'en distingue cependant des le départ.

Nous desirons déterminer au temps t les coéfficients a, et bi de
l'e:/quation (1).

Nous inte’grons n fois (1) entre les temps t - T et t

. Yoy
Si nous convenons d'ecrire i

d ¥
I(f,t) = f 5: gy ar® et —2H - o)
° JeT AT at’
n
1'équation (1) stécrit :
n ] n-1 .
> I (axD, ) = = I e (2)
i= n i i=o n i



Nous choisissons T de telle fagon que les a, et bi peuvent @tre

considérés comme constants dans l'interval (t-T, t).

(2) peut alors s'écrire
n . n-1 .
> a,l (x(l), t) = = b, I Py (3)

Nous obtenons une /equation linéaire algebrique ou les inconnues

sont les param\etres a; et bi et ou les coefficients de ces inconnues
sont des quantités calculables & l'aide des calculatricesdigitales et
analogiques.

De méme que nous avons obtenu 1'e/quation (3) au temps t; nous
obtiendrons aux temps t - 9, t-26, ... t-kb, les équations:

n . n-1

(1) ) (i) . g
iz-—-o a,i In(x , t-8) = iz:o bi In(e ,t-8) , (3)
n . n-1 .
=z a,l (x(l) ,t-268)= = b, I (e(l),t-26), (32)
izo in i=0 in
n ) (i) n-1 ) (i)
» a 1(x,t-ks)= T b I (e, t-kd), (3%)
i.=0 1 n 1=0 1 n

7 .
De l'e/quation (3) nous pouvons tirer 2n equations, nous donnant
la valeur d'un paramétre aj ou bj en fonction des 2n-1 autres.

Soit :

=F [a.,b.]= n‘;“,i b, I.( (1) t) - jéi a, I (x(i) t)
%57 Tt AR |:i=o~- iwe ico im 7
n . .
(E){ -2y In(xm,t)] /In(xm, t)
i=j
- = [ ; a I (x(i) t) - j;b I (e(i) t)
bj = Gj,t [ai,bij— i=o i n 3 .i=0 in )
n-1 . .
\ - Z b, 1 (e(l),t)] /1 (e(J),t)
in n

i=j+
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De(31),_ (32),... (3k) nous tirons de méme
) 2, = Fi .5 [a;. b; ]
(E5) b.=G [ b. ]
3T 058 A Ch
aJ.=FJ 1:ksl:a.,b]
(E
bj= th‘,Slia.,b:l

La méthode de détermination des coéfficients a, et bi au temps t que
nous désirons étudier ici, est la suivante:

Au temps t-k6, nous donnons des valeurs arbitraires aux a, et bi’

soit a, et B Des relations (E ) nous tirons aJ(t -k&) et B (t k$).

Nous portons ces valeurs dans (Ek 1), nous en déduisons a.(t-k- 16)

et B (t k- 16) que nous portons de méme dans (Ek 2). Nous remontons

a1n81 jusqu'aux relations (E) qui nous donnent aJ(t) et B (t)

a(t-k8) = F; s [a, B,
Bt-k8) = Gy yp [a, B, ]
aj(t-ltus) = Fj,t_i—_-ié[ai(t-kﬁ), B, (t-k8) ]
Bj(t-k_-'ia) _ Gj,t-ﬁs [ o (t-k8), B, (t-k&) ]

o.j(t) = Fj,t [a.(t-8), Bi(t-6) ]

Bj(t) = J |'o.(t &) , B. (t—6) ]

L'objet de cette these sera ici de rechercher si cette methode iterative
est bien convergente. C'est 3 dire qu'en partant de valeurs plus ou

-
moins arbitraires a, et B., nous arrivons apres un certain nombre
1 1




d'itérations 2 des valeurs o.i(t) et Bi(t) égales aux valeurs a.i- et bi
vérifiant 1'équation (3) c'est a dire (1).

Dans le chapitre II que nous allons aborder maintenant, nous chercherons
2 rendre les expressions In (j,t) calculables, c'est 3 dire 2 les ecrire
sous une forme telle que leur programmation en soit facile., Nous
verrons aussi quelles entrées peuvent Ltre utilisees.

Dans le chapitre III nous etudierons la convergence de la methode
propo sée, dans 1 cas particulier, celui ou l'équation differentielle est
du 1€ degré.

Dans le chapitre IV nous ferons la meme etude, mais pour une
équation differentielle du 2°™e degre.

Le chapitre V serala conclusion de cette the se,
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II LES INTEGRATIONS

Nous avons vu que l'e/aquation (1) pouvait s'écrire:

. n-1
Ny == b, I (e () 4
i=o

il
OMS
©
| |

i

, . .
les quantites In(x(l),t) et In(e(l),t) étant égales a:

. t t . t A

1 (=, 9 =) ..... J <D d'l'n=) ) 4xl) g
n -T t-T T A4A-T 4T’

: \__/\/"V W

. n

(i) ¢ T t ale(n) ..n
I(e ',t) = e daTt = —_—t drT
n t-T t-T h-T NA-T at
n n

/. e . .
Nous devons preciser ces quantites et voir si elles ne peuvent pas

/ 3 -
g'écrire sous des formes facilement calculables.

1) Notations et prOpriétéS.

Utilisons les notations suivantes:

A(f,t) A £(t) - f(t-T)
t
Ii(f,t) é_j f(7) 4T
t-T
/.
Nous pouvons ecrire :
I(f,t)é I (In-i(f’t)’t) n=1, 2.

Pour n = 1 nous dirons I (f t) A £(t)

Montrons que sur ces notatmns nous avons 2 propr1etes caracter1st1ques.




Propriete I: Ii(f(l),t) A A(f,t)

En effet
Lt a

t
} %_T. £(T)aT A £(t)-£(t-T)= AL, t)
-T -

Propriete II : [Af,t),t] L & [Ii(f,t),t]

En effet:

11|j Af, t),t] A 11- (£(t) - £(t-T), t)

t
} [£(T) - £(T-T)]dT.
t-T

t
f(T) 4T -
t-T t-T

-T
1 f('r)d'r-} £f(7) 4T.
T t-2T

A [Ii(f,t), t] .

f(T- T) dT.

||

Nous voyons que les A et les I1 commutent.

Nous allons maintenant pouvoir trouver les coefficients

I (x(i),t) et 1 (e(l), t).
n n

2) Forme générale des coéfficients

Partons de 1'e'quation différentielle (1)

n n-1
( ) _ (1) =
iEO (t) = ieo bi e (t) a 1

Intégrons une premiére fois entre t-T et t. Avec les hypothEses déja

faites, nous obtenons: n-1
n . .
2 L1ty = = b, Iil,e(l), t).
1 i:o 1

i=o 1



° i-1) 4 (1
En remarquant que x) A {x(l ) } (1) ¢t en utilisant la prOpriété 1,
1'équation précédente s'écrit:
n-1 .
(i-1)
’t)+ b011 (e,t).

2 e A gy +aI(xt)= S b Al
i= i ? 01x’ —i:]_ n

Intégrons une deuxieme fois entre t-T et t
a A(x(l-i),t), t} + I [aoli(x,t), t }

n
Ii {'i§1 i
n-1
=1, {=z b aEel® My, t3 41, b T t}
1 "5 m » 1 oie’t)’ :

V4
e equation.

. 17 .
Considerons le premier membre de cett
ecrire

En utilisant la pr0prie'te' II, nous pouvons 1'
n n

(i-1) (i-1)
)2, =z Al .
Iy L { A(x 1) ta L (x,1) =2 3 i, (= 1), th+a L(x,t)
nous 1'écrirons :

et avec de nouveau la propriéte’ I,
n (i-2)
= ' +
i=zz a, A L Ax Jt),t )+ oay A{,Ii(x,t),t} aolz(gt).

/ .
Convenons d'ecrire
m=0, {...

ACDL.. . (AED, B...) A AT

m

Avec m = 0 A%, 1) A ().

/ 3 / ’ , . L3
pression precedente s'écrit maintenant

Notre ex
n . 1 .
a, Az(x("z),t) + = a AL . (xt), t]}
i=2 i j=o 1 2-1
n-1 . 1 .
.y b Ak + = boatL (et t]
< 1 i=o 1 2-1

i=2



i i-1 1
En remarquant que x(l) A {x( ) } (1) et en utilisant la propriété I,
l'équation précédente s'écrit:

(i-1) n-1

n .
(i-1)
A + =
Zy 3 A 1) tal(xt) = 2 b Ale )+ b L (e, t).

Intégrons une deuxieme fois entre t-T et t

n .
(i-1) :
I, {Ei a, Alx ,t), t} + I, {,aoli(x,t), t }
n-1 (n-1)
= > b - »
I, {i=1 L, e ), t} + 1, 1b T (e,t),t}.
Considérons le premier membre de cette équation.

En utilisant la propriété 1I, nous pouvons l'ecrire

- (i-1) - (i-1)
= A ' .
B I, { Ax 1) +a I, (%, t) 151 a, {11(x ,t),t,}+a012(x,t)
et avec de nouveau la propriété I, nous l'écrirons :

M B

; a, AN {A(x(i'z),t),t } o+ a, AlIl(x)t),t}+ aoIZ(:;t).

/ .
Convenons d'ecrire

ALA (... (A£H, 0 ...) A AT, m=0, 1...
m
Avec m = 0 A°(5,t) & (D).

Notre expréssion précédente s'écrit maintenant
n . 1 .
s a 220y + 2 oa AL L (s, t)
i=2 1 j=o 1 2-1
n-1 . 1 .
= ¥ b, Az(e(l-z),t) + = b, AL .(e,t), t]
-1_:2 1 i=o 1 2-1




/ ”
Apres n 1ntegrat1ons identiques aux 2 prem1eres ci-dessus éffectuees

nous obtenons 1'équation (3) que nous pourrons maintenant écrire
n-1

n i
A +
a {x,t ] 1210 a, AL (1), t} (4)
n-1
=EbA{I (e,t),t};a=1
1=0 1 n

Cette ecriture présente 1'avantage d'avoir une programmation simple.
En effet les I, ; se déduisent de x ou e par n - i recyclages.

De méme les A" {£(t),t } se déduisent de f(t), . par n recyclages.

3) Choix de la fonction d'entrée e(t).

Le choix de la fonction d'entrée e(t) va &tre commande) par
2 impératifs. D'une part cette fonction doit 24tre une fonction simple
du temps, ceci pour permetire: une. etude analytique du: probléme.
D'autre part, elle doit dtre telle qu'aucun des coefficients qui dependent
d'elle, ne s'annule. entrainant 1'impossibilité de déterminer le

paramétre correspondant, et transformant le probléme.

Les plus simples fonctions e(t) que nous puissions considérer
sont les fonctions e(t) = tk.
La puissance k devra dtre choisie la plus petite possible pour répondre 2 la
premiére condition, mais cette valeur minimale est limitée par la
deuxieme condition.

En effet, considérons l'équa.tion (1)
. n-1 .
a, gy o= b, 1) (g (1)

O 1=0

n

i

i

Elle a éte transformée enl'équation (3)

n . n-1 .
a1 D, = = b I eV, 1 (3)
1=0 1 n i=o 1 n
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Il est facile de voir que pour qu'aucun des coéfficients I (n(.), t)
n

ne s'annule il faut et il suffit qu ‘aucun des e( 1)
i

Nous avons: e(l) (t) = Q_g_i(_t_)_ .
dt

ne s'annule. .

Pour une équation différentielle de degré n, nous voyons sur 1'équation
(1) que la fonction e(t) intervient par sa différentielle jusqu'au degré
n-1. Pour qu'aucune des différentielles de e(t) ne s'annule nous
devrons prendre pour e(t) une fonction de t de degré au moins égal a
n-1; c'est a dire e(t) = n-1. Dans ce cas 1a e(n-l)

e(n-l) (t) = (n-t1) !

oW (@

(t) devient égal a

n-1
)t) est alors egal a une constante.

i )
Pour i«Zn-1 tous les e(l) sont des fonctions de t et tous les coefficients

In(e(l) t) sont donc des fonctions de t.

-2 . T
Si nous choisissons e(t) = 27 nous voyons immediatement

que e(n 1)(1:) - 0. La methode ne nous permettra pas de déterminer
bn—l et le probleme en sera transforme
. . . (n-1) .
Si nous choisissons e(t) = & , € (t) est alors une fonction

du temps, le coéfficient de b sera aussi une fonction du temps .

n-1
Il n'y a qu'une augmentation de complex1te a choisir e(t) =

Nous choisissons donc pour une equatmn differentielle de degre

-1
n une entree e(t) = "
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I EQUATION DIFFERENTIELLE DU 1T DEGRE

Nous avons expliqué brievement dans l'introduction la méthode
que nous désirons utiliser pour determiner les coéfficients a.i et b,
de 1'e/quation différentielle de notre systéme physique. Nous allons '
1'appliquer maintenant % un cas particulier: le cas ou 1'e’quation est du
premier degré. Nous etudierons la convergence de 1'iteération pour savoir

si la méthode est utilisable ou non .

1) Intégration et choix de l'entrée

7/
Nous avons l'equation:

%"' ax = be(t) (5)

’ . 2 X
Comme nous l'avons indique plus haut, nous integrons cette elquatmn
une fois entre t-T et t.

En utilisant les resultats du chapitre 1I, (5) est transformée en
Alx,t) +al(xt) = b Il(e,t) (6)

’ e ’ .
L'équation difféerentielle etant du 1 t degre, la fonction d'entrée sera

1z fonction échelon unitaire e(t) = 1.

2) Détermination de a.

Si a(t) et B(t) sont les approximations de a et b autemps t,
(6) devient:

A(x, t) + a(t) Ii(gt) = B (t) Ii(e,t) (6"
De (6) nous pouvons tirer la valeur de vA(x,t)

ANx,t) = b Ii(e,t) -a Ii(x,t)

&

/
L'équation (6') s'écrit alors

[G.(t) 'a]:[i(xat) = EB(t) - ‘bJ1 Ii(e’ t) (7)
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Nous appliquons 2 (7) la méthode iterative d'écha.nge des paramEtres .
Au temps t, pour a(t) nous avons:

Calt) - 2]L,(x,t) = [B(t-8) - bl I (e,t) (8)
Au temps t-& pour B(t-§) nous avons :

[ a(t-28)-a ]Ii(x,t-ﬁ) =[ B(t-8) - b]Ii(e,t-G) (8")

En raison de la simplicité du cas que nous etudions, (8) et (8'")

nous permettent de trouver une relation liant les a, et independante

des P. I (xt 5) Ii(e,t)

[O.(t) a.J=l'q.(t 26)-3] I(xt) I(e t-6) (9)
A

2 .2
Nous avons vu que nous prenons comme entrée la fonction echelon

unitaire. Nous avons alors, pour t 3 T +6

}t t-6 I (e t)
1, (e,t) = dt=T; I, (e,t-8) = dt = T; 1
1 b 1 h 5T I,(e,t- 5)

(9) s'ecrit alors.

Ii(x)t-ﬁ)
[a(t) -a] = [a(t-ZG)-a]—I—i-('};t')- (9"
Nous aurons de meéme
I (x}: 38)
[a(t-Zﬁ)-a] = [ a(t-48) - 2 ] I_(_X;C—ZB—)
Ii(Xt Zk-16)
[ a(t-2k- 2k-26) -a] [ a(t-2ko) -a]mﬁ—)
De ce syst?—:me d'équations nous tirons facilement
Ii(x)t-é) Ii(x)t—36) Ii(x)t—Zk-iﬁ)
[ a(t) -2]= [a(t-2k§- a] ) =0 11(:<,t-25)' """ Ii(::)t-_—-_Zk—Zé)
soit: 2k-2 I, (xf-1+18)
[ a(t)-al= [a(t-2k8)-2 ] e . (10)

-i=o I1 (x)t-16 )
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Sile zeme membre de (10) tend vers zéro et ceci indépendam«ment
de la valeur a(t-2k6) alors [a(t)-—a] tend vers zéro, a(t) tend vers
et 1'itération propo sée nous donne bien a, ‘3 partir d'une: valeur
a(t-2k6) tout a fait arbitraire.

Ii(x,t-m §)

Etudions le terme
I,(x,t-16)
1

Si e=1 la resolution de (5) donne

b -at
x—;(i—e )

X
T A
a e i T : 1 T
//'//.’L - - e == == .l_.- - _.|
— ( | i |
| |
y o o
| 1
o .
I |
I — L >
t-i¥16-T t-i6-T t-i+16 t-id t
b ,, _-at
Repre/sentation graphique de x = = {i-e a )

Il est facile de voir sur ce graphique que quelque soit i et T par

rapport & t nous aurons toujours
Ii(x,t—mﬁ) £ Ii(x, t-i86 )

donc .
I,(xt-it6)
1 {
Ii(x,t'ia) e
2k-2 Ii(x,t-i+16)

. 4 . >
Tous les termes du produit I 1 sont inférieursa 1.
i=o Ii(x, t-i 8)

a,



- 14 -

Donc lorsque k—>® s ce produit tend vers zero.
[alt) -a] — 0, quelque soit la valeur initiale a(t-2ko) . a(t) —» 2.
Pour une equation. differentielle du 1€ degré 1'iteration expo see au

chapitre 1 est parfaitement convergente lorsqu'on 1'applique ala

/ . . Pape s
determination du coéfficient 2 .

3) Détermination de b.

/ )]
Nous opérons pour le coefficient b de la méme fagon que nous l'avons
fait pour a.

A partir de (6) nous écrivons

A(xt) + o(t-98) 11(>9t) = B(t) Ii(e,t)

(11)
A(xt-8) + a{t-58) Ii(x,t-a) = B(t-206) Ii(e)t-é)
En remplacant A(xt) et A(xg-§ par leur valeur, nous obtenons:
[ a(t-8) -2]L,(xf) = [B(t) - b] I,(ef)
(12)
[ a(t-8) —a]Ii(x,t-S) = [ B(t-28) -b] 11(9t-6)
De (12) nous obtenons 1a relation entre B(1) et B(t-29).
Ii(gt-é) Ii(x)t)
[ B(t) - bl = [ B(t-28) - b] - —_— (13)

Ii(x)t—ﬁ) Ii(e)t)

J
et avec 1'hypoth\ese sur l'entree, (13) s'écrit
Ii(x,t)
[ B(t) - bl = [ B(t-28) - b] T;(—’sT:&)

V]
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A
Nous aurons de meme

8 ] Ii(x,t-ZG)
[ B(t-268) - b] = [ B(t-468) - b] — 37
o . Ii(x,t-Zk-ZG)
[B(t-?.k-za)-b]= [ B(t-2kd) - b] I (x)t TIEST6)
1

Ce systEme nous donne
2k-2 Il(x,t-iﬁ)

[ B(t)-b]= [B(t-2k8) - b] ifo I G, o770

(14)

Si nous comparons (14) et (10) nous voyons que le produit de

l'equa.tmn (14) est exactement l'inverse du produit de 1'equat1on (10)

2k-2 1 (x,t -i+139) 2k-2 I(:gt-lﬁ)
i ! —> 1 A
Donc puisque iro I (%, £-15) o alors to T (x)t-i+16) ®

Par suite nous pouvons conclure que [ B(t)-b] tend vers < quand k—>® .

La methode itérative est divergente pour la détermination du
codfficient b. Nous ne pouvons donc pas déterminer le coefficient b
par la méthode proposée

Cependant puisque 1a détermination de a, 1nde)penda.n.te de b, est
possible, il est facile,une fois a trouve de calculer b a partir de

1'équation (6).
Nous avons en &ffet:

Alx,t) + a 11 (x,1t) “= b 11 (e, 1)
Soit :

Ax,t) + a 1 (x,t)
I1 (e,t)

b =
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IV EQUATION DIFFERENTIELLE DU 2° DEGRE

/ .
Nous avons l'equation

2
d x dx de
22 ta, g T35 T P& thb,e (15)

1) Ecriture matricielle de la méethode itérative.

Avec la méthode précédemment exposée (15) est transformée en:

Alx, t) - Alx, t-T) + a, [Il(x,t) - Il(x,t-T)]+ a_ Iz(x,t)

= b1 [Il(e,t) -Ii(e,t-T),J+ bo Iz(e,t). (16)
Et si a.l(t) a (t) B (t) B (t) sont les estimations de a, 2, ,b1 ’bo’
au temps t, nous pourrons écrire les equatlons
Mx,t) - ANMx,t-T)+ al(t) A(Ii(x,t),t) + o.o(t-ﬁ) Iz(x,t)
_ - - 17

B 1(1: 5) A(Ii(e,t),t) + Bo(t 6)12(e,t) (17)
Si nous remplagons dans (17), A(x,t) - A(x,t-T) par sa valeur
tiree de (16) nous obtenons

(18)

[a. (t) -a, ]A(I (x,1t),t) +[a (t-8) - a ]I (x,t)

= [ B (t-8)-b, 1A(1, (e, 1), 6)+[B (¢-8)-b )T, (e,t).

Nous avons de meme
[ai(t-6)-a1] A(Ii(x,t),t) + [ao(t)-aOJIZ(x,t)

= [Bi(t-ﬁ)—bi]A(Il(e,t),t)+[50(t-6)—bo]12(e,t)

[ai(t-f))-ai] A(Ii(x,t),t) + [ao(t—é)-aoJ Iz(x,t)

[ Bl(t)-biJA(Ii(e,t),t)+[30(t-6)-bOJIZ(e,t)
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[a,(t-9 -a1] A(Il(x,t),t) + [ao(t-ﬁ)-aollz(x,t)

= [Bl(t-a)-bilaui(e,t),t)+EBo(t)—bo)Iz(e,t) .

7 > -/ - 3 .
Ces 4 équations peuvent s'ecrire sous forme matricielle

B A(Ii(x,t),t) 0 0 0 ] ai(t) - a:-‘
0 Iz(x,t) 0 0 o.o(t) -a
0 0 A(Ii(e,t),t) 0 Bi(t) - b,
0 0 0 IZ(e,t) Bo(t) - b,
i ) L :
0 -LxY AL, (e, ), 1) Iz(e,t-ﬂ a,(t-8)- a, |
= - A(Ii(x,t),t) 0 A(Ii(e,t),t) Iz(e,t) a.o(t-ﬁ)- a
- A(Ii(x,t),t) -1, 6 t) 0 Iz(e,t) Bi(t—ﬁ)— b,
- A(Ii(x,t),t) -Iz(x,t) A(Il(e,t), t) 0 LBO(t—G)- bO—

Soit en multipliant les 2 membres de cette équation par l'inverse de la

matrice du 1€ membre, nous obtenons. _ .
— 1 I~ IZ(x,t) A(Ii(e,t),t) I,(e,t) T ai(t-ﬁ)—ai
0.1(1:) -a, 0 - .
A(Ii(x, t), t) A(Ii(x,t),t) A(Ii(x, tht)

. o ao(t-é)-ao
a (t) -a, } A(Ii(x,t)?,t)” . AL (&1, 1) IL(e,t) ]
Bi(t) b, T I(x,1) Iz(x,t) Iz(x,t) 1(t'6)'b1
8 (6) -b ) AL (x1)1) ) L(xt) . I(e,t) B (t-8)-b_
| © °] A (et),t) AL (e,t), t) AL et | | -

A(Ii(x,t),t) Iz(x,t) A(Ii(e,t),t)

L- Iz(e,t) Iz(e,t) L (e;t)

Tty = A(t) T(t-8) (19)
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A
Nous aurons de meme

T(t-6) = A(t-8) ['(t-28)

T(t-k-16) = Alt-k-18) I'(t-ko)
Ce systt\ame d'équatiorﬁnous donne
T(t) = A(t) A(t-8) .... A(t-k-18) L(t-k¥9.

L'itération sera convergente et indépendante des valeurs de départ
ai(t-kﬁ)) a.o(t-kﬁ) ) B (t- k6))[3 (t-k8), si et seulement si le produit

de matrices A(t). A(t 5) . A(t—k 1 § —>0 quand k—>= .

Ce produit de matrices a des termes beaucoup trop comphques

pour pouvoir voir son comportement lorsque k—=>.

1,'étude de l'equatmn aux différences (19) est, elle aussi, tres com-
pliqu%éa]eﬁ?]raison de la matrice A(t) quin 'lest pas 1ndependante du
temps. Nous ne pouvons donc pas, comme nous 1'avons fait dans le cas
d'un équation différentielle du 1° degre, 4tudier la convergence de

1'itération proposee pour les coefficients 2y 25 b bo’ en gardant

1 3
4 - eq <

une ecriture g/en'erale. Nous pouvons cependant étudier la stabilite

des solutions du problEme.

Considerons 1'équation (16).

Si a,a ,B Bo’ sont les estimations de a,, ao’bl’b ,ils doivent vérifier (16).

1
A(x,t) - NMx,t-T) + a, [Ii(x,t) - Ii(x,t—T)J + a, Iz(x,t)

= 51 [Ii(e,t) - Ii(e,t—T)_H Bo I2 (e,tA). (20)
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2) Calcul des coefficients de 1'équation différentielle intégrée

2 . PRSI .
D'apres le chapitre II nous choisissons comme fonction d'entrée
. P .
la fonction en echelon de vitesse e =t
Nous avons alors: e = ¢t

t T2
= T = - —
Ii(e,t) jt-T d Tt >

t-T 2
I,(e,t-T) =J TAT = Tt -Z— - 1
-2T

I(e,t) - I (e,t-T) = 72

t ;T 5
L(e,t) ) - at Jo,_p AT = TO(t-T).

Pour calculer les coéfficients de 1® membre de (20) nous devons
trouver x(t).

Résolvons 1'équation différentielle

d x dx de
Puadiifinit —_ = —_— 4+ .
+ a i dt + ao x=Db T b0 e

En utilisant la transformation de Laplace

2 -
(s~ t+a s+ao) X—(bis+bo) E

1
i
e =t E = S—Z'
b, s +b
X = .1.2 ° = P;, ;s B 4 & + B
s (s +ais+ao) s s s-m; s-m,
b b b a
i
A == Bz?i_ - =3
a'o o a
o

VANIER LIBRARY
UNIVERSITY OF OTTAWA
OTTAWA, ONTARIO, CANADA.



- 20 -

Au temps t =o0 nous choisissons des conditions initiales telles que,
1a fonction de réponse x(t) soit hors de son régime transitoire.

Nous aurons donc sous ces conditions

x = — t + B.

Nous calculons dans ce cas 1a :

b b b
Az, 8) -Alx, t=T) = [(=2 € +B) = (52 (t-T)8)]- [(He-T)+B) -
o o o
bo
- (;—(t-ZT)+ B) J = 0
o
t b b 2 b 2
o ot o (t-T)
= — T T = — — - — e B(t-
I,(x,1) J (== T+ B)d 25— 4Bt - = (t-T)
t-T o o o
b b 2
_ 2 47 -2 LoymT
a a 2
o o
bo bo T2
- = = (t- . 2 —+ BT
I,(x,t-T) = (¢-T) T >
o o
bo 2
- - = — T
Ii(x,t) I1 (x,t-T) 2
o
t b T
I_(x,t) = [=> T(T- 3)+ BT Jd T
2 Lo 2
2 bo bo
= - =2 + =2 Tt
Iz(x,t) T (B 2 T) A
o o
(20) g'écrit maintenant
b b b
2
Jo 2, 4 [TAB-2T+— T"tla
a 1 a a o
o o o

2 2
= T [B1 + T7(t-T) Bo



- 21 -

Soit en simplifiant.

a a
1 1 _ o o
a1+(t+b --a-—-T) a =% fé31+————(b t-T)BO (21)
o (o] (o] O

Une solution de l‘équa.tion (21) est la solution ay

1]
)
o
1}
)

= B =
Bi bi o bo

3) Application de la méthode itérative.

Nous appliquons la methode itérative précédemment expo sée 3

1'équation (21) pour en déterminer les coéfficients a,, o,0,31 et Bo .

Nous obtenons

b1 a1 ao ao
o.i(t) = - (tt+ T T) ao(t-a) o Bi(t-ﬁ) t 4 (t-T) Bo(t-a)
o o o o a
2o 2 (t-T)
i o o
a (t) = - a, (t-8) + B, (t-8)+ B(t- &)
o b1 a1 1 b1 a, 1 b1 A
t+—-—-T t +—-—-T t—-—-T
o 2 b ‘ o ao o o
(t + /by . “thag T
1
B,(t) = a,(t-8) + a (t-8) - (t-T) B (t-9)
i a i a o o
o/b o/bo
b a
i £+ oMy L g
B (t) = ——  a,(t-8) * a (t-8)- ~—m B,(t-3)
o a_ /bét_T) i aO/bo(t'T) o (t-T)
En faisant t=t+6
0.1(1:-5) = o,i(t)
a.o(t—6) = o.o(t)

Bi(t-a) = Bi(t)
Bo(t-a) = Bo(t)
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4 . Y .2 /
et en répetant cette opératlon nous realisons l'iteration de la methode

7/
proposee.

Le calcul, fait a partir de donntes et de conditions initiales différentes
donnent toujour pour 0.1, o.o B R B o’ des valeurs divergeantes de leurs

/7
valeurs reelles a,,a ,b,,b .
o o

1 1
/
Nous allons etudier les raisons de cette divergence, en etudiant la

stabilite de la solution a, =a,, a =a B =b B _=b_.
i i o [o} i i o fo)

4) Stabilitej de la solution de l'équation (21)

)
Au temps t 1’équa1:ion (21) s'ecrit:

b1 a.1 ao a,
L = — — (t-T) B
o.i(t) FlE+ o S T) a.o(t) = Bl(t) ++ (t-T) o (B (22)
o] (o] (o] o}
Au temps t + 6t, nous aurons
b1 a1 ao a, 6
L. = — + —(t+6t-T)B (t+5t
ai(t+6t) + (t+6t + bo = T) ao(t-hSt) bo Bi(t 5t)+ bo (t+6t-T) o( )

(23)
Pour déterminer ai(t+6t) nous remplagons dans (23) ao(t+6t) par ao(t)/

B8 1(t+{5t) par B 1(1:), Bo(t+€t) par Bo(t).

(23) s'e/crit alors

b1 a1 ao a,
a, (t+&) et - T) a_(t) + 6t a (t) = ¢~ B (+ 5 (t-T)B _(t) (24)
(o] (o] o a o
+,—b£ 5t B _(t) .
o

En soustrayant (24) a (22), il vient:

a
o, (t+8) - a,(t) 6t [39 B (1) - a_(t)]

O
- a
sa,(t) = Bt [;Z— B (1) - a (t)]
da, (t) a’
1 o
= =5 Bo(t) - ao(t).

o
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et en répétant cette opération nous realisons l'ite/ration de la m/ethode
proposée.

Le calcul, fait a partir de données et de conditions initiales differentes
donnent toujour pour a,,a B X Bo ,des valeurs divergeantes de leurs

/7
valeurs reelles a,,a ,b,,b .
o o

1 1
/
Nous allons etudier les raisons de cette divergence, en etudiant la

stabilite de la solution a, = a,, a_=2a B =b, B =b.
1 i o e} i 1 o o

4) Stabilité de la solution de 1'équation (21)

)

Au temps t l'équation (21) s'ecrit:

b1 a, a_ a,

—_— e — - = — — (t-T) B
a,(t) +(t+ 3 = T) a_(t) — B,(t) +3 (t-T) B_ (1) (22)

o o o o
Au temps t + 6t, nous aurons
b a a

a
S S =2 —2 (t+8t-T)B (t+
ai(t+6t) + (t+6t + = T) ao(t+6t) = 31(t+6t)+ = (t+6t -)Bo(t 5t)

b
(23)

o o o o

Pour déterminer al(t+6t) nous remplagons dans (23) ao(t+6t) par ao(t)/
+ .

B 1(t+6t) par B 1(t), Bo(t &) par Bo(t)

(23) s'e/crit alors

b a a a
1 1 () = —2 © (t-
al(t+&:) +(t+B-_—-; -T) o.o(t) + &t ao(t) = bo Bi(t)+ bo (t T)Bo(t) (24)
+,—b—° st B _(t) .
o

En soustrayant (24) a (22), il vient:

a
o (t+8) - a,(t) = Bt [i B (1) - a(t)]
.. ao
a, (t) = ot E—b: Bo(t) - a.o(t)]
da, (t) a’
1 o
dat " b Bo(t) B 0'o(t)'

o
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do,om(t) dB 1(1:) dBo(t)
dat dt ’ dt

/ . A ~
Determinons de meme a partir de (22) et(23).
ao(t+&:) est obtenu en faisant a.i(t+&.) = 0.1(6) , 81(t+6t)= Bi(t)’ %(t+6t) = Bo(t)'

Nous avons alors:

b1 a.1 A a
(t+ -7 -DI ao(t+6t)-o.o(t)_] + & a_(t46t) = 39 5t B_(1).
(o] (o] (o]
b, 2y 2o
(t+ -7 - T) aao(t) = 6t [_B— Bo (t) - ao(t)]
(o] (o] (o]
. ao
dao(t) ) T)';' Bo(t) - ao(t)
dt b a
1 M
t+ 5 "3 T
(o) o]

B 1(t+6t) est obtenu en faisant al(t+6t) = 0.1(1:) ) o.o(t+6t) = C'»o(t) ) Bo(t+6)=%(t)

nous avons alors:

a a
- 92 2
6t o.o(t) =5 &5 B 1(t) T &t Bo(t)
o o
dB 1(t) b0
dt - a O'o (t) - Bo(t)
o
Bo(t+&) est obtenu en faisant ai(t+&:) =ao,1(t)) ao(t+6t) = ao(t),Bi(t+6t)=Bi(t)
a
o o
ot o.o(t) = -G—(t-T) ) Bo(t) + e 6t Bo(t)
o o
bo
d Bo(t) ) 3, ao(t) - Bo(t)

dt t-T X
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~ /
Nous obtenons donc le systeme d'equations différentielles

da a .
L _ %8 _g4
dt b o o a)
o
a a
o .o -
dao i E; Bo - ag _ 'ro' B0 Qo by
dt b a
t+—1— --—1-T t+c-T
b a
o o
dB b
1. - B
dt a 0'o o c)
o)
b
dB Oa,-
O - aoao BO d)
dt - T

L'étude de la stabilite revient a résoudre ce systeme.
. - eme
Nous constatons que seul a: Bo et t interviennent dans le 2
/
membre de ces 4 equations. Nous pouvons donc resoudre b) et d) inde-

pendamment de a) et c)

o
dao _ Fo— BO - G.o b)
dt - t+c-T
b
o
dBO _é: a’o - B0

dt t-T
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De b) et d) nous tirons
da a dB
t+c-T) ° - . = (t - T) _9°
( dt (25)

7
d) peut s'ecrire

a dB

° ° - -
= (=T — <o, - P
(@] o]

»

o .

Differencions cette équation. Il vient

a 2 a
dB. dB da

g () E&% T e (26)

o | ., at b, at at
Portons (25) dans (26). Il vient.

2 - )

a_ d BO dBO a a_ a_ t-T

g~ (=T =%~ F 5 s *% '3 s B B

o dt o . o o

/
Soit, apres simplification

2
a“Bo ak, £-T
T — =~ & (2+ 5ot !
a®p a8
o _ _ o [ 2 + 1 ]
2 at t-T ttc-T
dt

/ .
Intégrons cette équation differentielle

1
o du _ 2 ]

= —_— = - L ¢ .
v at °  dt L=< Ho-T -
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_ dBo ) k1 ) i/c 1/C2- 1/c2
u = = s > = k1[ > - + ]
(t=-T) (t+c-T) (t-T) (t-T) t+c-T
_ 1 1 1 c
Bo =k’ Lo o7 ° 2 log (1 + g2 )]
dB

Connaissant Bo et il est facile de trouver a a partir de d)

bo ki i
2 & —— + - =
a % (t-T)(t+c) k k [ c t-

i c
- +-—2— log (1+-t—_f)]

Nous avons donc les 2 solutions du syst\éme d'e/quation b) d).

%o %o 1 1
= — k_ + — - + 1 1 +—— 27
o, =5 k5, Ty M- Gmat T2 og { ) (27)
o o c
B=k+k[-1 +110g(1+°)] (28)
o 2 1 (t-T)c <:2 t-T
%o
”~
Si t est grand a o k2
o
~
Bo k,

/
Donc la solution obtenue lorsque t augmente indéfiniment, depend
de la constante kZ’ c'est % dire des conditions 1dt1a1es
Si a (o) et B (o) sontles valeurs initiales de a (t) et B (t),
o o o o

exprimons k1 et k. en fonction de ces valeurs initiales.

e\

A partir de (27) et {28) nous pouvons ecrire
a a
o 1 1
—_— - — L o—_ +
ao(t) - B, ky L (t+c)c (t-T)c

R A
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Pour t = 0 cette équa.tion s'écrit.
a a a
o _ o i 1 _ o T+c
a (o) - 5= B o) = = Ky [- 22 P 7 Ky
o o : o c T
b 2
_ o c T
ki - I:Bo (0) - a 0'o (0)] T+c
o
Nous en déduisons k2
b 2
o c T 1 1 T-c
= - - — + +—1
k, = Bl - TR (o) - 7 a1 S Tr g tz e (T )]

Nous voyons que k2 depend des conditions initiales a.o(o) et Bo(o) .
Donc lorsque t devient grand

a (B) = k. et B oﬁ k?_ ne tendent pas vers la solution
o

a

2

b 2
(o)

e A e AR s w0

a = a B = b .
o o o o

/ - Jees s
Nous ne pouvons donc pas determiner les coefficients ai, a
~ Z
B 1’ B & partir des hypothe ses que nous nous sommes donnees.
o
Nous allons voir maintenant s'il n'est pas possible de trouver certains

/ - 3 -
coefficients sous certaines conditions.

5) Cas ou B, reste constamment egal a be.

~ / et S .
Le systeme d'équations diffe/rentielles b) d) se reduita 1'equation b)

da
o

(t+c-T) P

I
cr| (Y
[e]

o
]

e
1l
o
]

o

/ .
Intégrons cette equation.
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d0'0 dt a,"%
—2 = ¢ - les T = leslererd
o O
a .k
o ao " tt+c-T
-a k
0‘o o t+c-T

lorsque t devient gra.nd)uo

initiales.

tend vers a_ quelles que soientles conditions

/ /
Nous pouvons ecrire l'equation:

ao(t)
ao(t)

a (t) tend vers a
o o

- . o\'
Nous arrivons a cette premiere

La solution o.o

6) Stabilité pour les solutions a,

o.o(t-6) + 6ao(t-6)

[ ao-o;olt-é)
-t +.c - T

]

ao(t—ﬁ) + &t

lorsque t devient grand.
conclusion:
~ . N / ~
- a est stable a la condition que BO soit et reste egal a bo'
o

et81 .

Nous avons:

da1

dt

d 61
dt
Nous

vers a .
o.

avons vu qu'il fallait que Bo

a'O
=5 Po % ‘
[}
b
- ° 4 -8B
a (o] (o]
(o]

soit e/gal a .bo pour que a_ tende



- 29 -

Voyons quelles sont les valeurs que prennent a, et 31 lorsque

B =b . / w
o o et que o.odev1ent egal a a -

/ . .
L'equation (22) s'e/crlt sous ces conditions

b1 a, a_ a

£+ (t+ — - — - = = = (t-

a4 g - - e, =g BB+ (T b
(o] O (o] o

Soit apr@s simplification
a b a

0O g . 1 1
a,(ty = — "B () -(—-7") 2, -
1 b, 1 bo ag, o
Nous ecrirons donc d'a.pr)es notre méthode itérative
%o bl %
a,(® = 5= Byle=8 - 5- - T %
o o o
bo b1 a,
B = 2 o (t- .
1(t) S o.i(t 8) + (b S bo
o o o

v .
De ce systeme nous tirons

o.i(t) = 0.1(1:-25)

Bl(t) = Bi(t-zs)

Nous voyons que o, et Bi prennent a la limite des valeurs
proportionnelles aux valeurs initiales a, (o) et 5 (o)

Nous voyons donc que la condition a_ =2, et B = b,
n'est pas suffisante pour déterminer a, et 81 par la méthode

propo sée. Il nous faut en plus nous donner a, = a,1 pour obtenir

81 = b1 ou nous donner Bi = b1 pour obtenir ay = a.

Nous venons deé voir que la détermination des coefficients d'une
équation différentielle du Ze degre, n'etait possible par la

methode iterative propo see, lorsque l'entree est une fonction en échelon
de vitesse, que sous certaines conditions initiales bien déterminees .
Nous allons voir si cette 1mp0551b1111:e de resoudre le problEme sans
connaitre 2 coefficients particuliers sur 4 est due % la methode

eqe 2
utilisee ou seulement a l'entree choisie. Pour cela nous allons con-

sidérer un problEme semblable.
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7) R{asolution de l'équation (22) par la methode de Diamessis .

/ .
Nous pouvons ecrire 1'e)quation (22) 5 4 temps différents ti’tz’t3’ t4-
Nous rejoignons ainsi la méthode de Diamessis.

L / . ~ ..
Nous obtenons un systeme de 4 equations a 4 inconnues.

a a
o (o]
a1+(t1+c-T)ao = 5 Bl+?(t1-'r)ﬁ30
(o] o
ao ao
01+(t2+C-T)ao = b——81 +b—(t2-T)Bo
(o] o
a a
o +(t.tc-Ta = —B + = (t,-T)B
1 3 o b | b 3 o
o o
ao ao
0.1+(t4+C-T)O.O= —};c—’si+§;(t4-T)Bo

< - - - ~ . / / . .
La resolution de ce systeme conduit a considerer l'equation suivante

W 2o %o ] B ]
i t1+C—T - -6— -b—(ti-T) 0.1
o o
2o 2o
- -2 =t - T
1 tz +¢-T 5 o (t2 ) | a,
o o
a a = 0 (29)
- - = -— - B
1 t3+ c-T 5 5 (t3 T) ‘
o o
%o %o
. = - — - B
1 t4 +c¢c-T o B (t4 T) o
o o
L - L - ‘

Nous pouvons écrire l'équation (29)

M. I=0.
Pour que ce sy steme admette une solution et une seule , le deuxieme
membre de cette equation et le déterminant de la matrice M doivent

o L/
etre differents de zéro. Hors, avecles hypotheses que nous nous sommes fixees,
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le deuxieme membre est nul, et le determinant de M est égal

3 zéro pour 2 raisons: d'une part parce que les 2 colfonnes 1 et
3 sont proportionnelles d'autre part parce que les collonnes 2
et 4 le sont aussi.

. . / . ~ ~
Si nous nous fixons a nous reduisons le probleme a une

ou B
o

. / . - 5.
resolution d'equations a 3 inconnues. Par exemple:

vt

+ - — -
o]
a
{ t. +c-T =2 a - T
2 b fo) 2
(o)
a
1 t +c-T 2 B - T
3 b 1 3
_ o | L -

Cette condition ne suffit pas, car nous avons encore, dans le
nouveau déterminant, 2 col¥onnes (1 et 3) proportionnelles. Nous
devons nous fixer soit a, soit 81.
Donc si le deuxieme membre de 1'€quation (29) est nul et si le
déterminant de la matrice M l'est aussi, le systEme ne peut
admettre qu'une solution dépen.dant d'une ou de plusieurs constantes
arbitraires. Nous voyons apparaitre les raisons pour lesquelles
nous devions nous fixer 2 coe,fficients pour trouver les 2 autres.
Nous allons voir dans le chapitre suivant, si, le fait de
modifier certaines de nos hypoth\é ses ne nous permet pas d'obtenir
l'e/quation (29) sous une forme telle que les conditions précédemment
Avec ces nouvelles hypoth?e ses nous

/ . .
exposees soient remplies.

/
envisagerons l'utilisation de notre methode.’
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V. CONCLUSION

Nous devons exposer tout d'abord les réesultats obtenus en fonction

des hypotheses choisies. Nous verrons ensuite la po ssibilité de
changer ces hypothg ses pour que notre problgme re,ponde 2 certaines
conditions de résolution. Avec ces nouvelles conditions nous étudierons
les résultats obtenus sur 1'e/qua,tion du 1°7 degré pour en déduire les

résultats susceptibles d'etre obtenus sur l'équation du 2° degré.

1) Equation du premier degré:les hypoth?e ses, les resultats.

/ . . . er / .
Dans l'equation differentielle du 1 degré l'entree était une fonction
. 7
a echelon unitaire.

Nous appliquions notre méthode itérative a l'équa.tion
AMx,t) + a Ii(x,t) = B Ii(e,t) (b")

Nous nous placions dans le régime transitoire de la réponse pour
que le terme A(x,t) ne soit pas nul.

Nous trouvions qu'aprés plusieurs itérations a convergeait vers a
alors que B divergeait de b.

Voyons ce que donne la méthode de Diamessis applique/e a 1'e/quation
(6")

~
Nous avons le systeme

A(x,ti) + aIi(x,ti) BIi(e’ti)

A(x,tz) + aIi(x,tZ) BIi(e’tZ)
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AN
ce systeme sont

-Ax, t,) -Il(e,tl)—1
-A(x, tZ) -Ii(e, tz)

a = — —
Ii(x’ti) 'Ii(e’tl)
Il(x’ tz) -Ii(es tz)

(1, (x,t)) -Ax,t,) |
Il(x, tz) -A(x, tz)

B =— :
Il(x’ti) -Ii(e,ti)
Ii(x, tZ) -Ii(e,tz)

7 .
Nous avons l'equation

Si e =

Aﬁ(y,tl)

A&y,tz)
Ii(Y,ti)

Le.t)

11(e ,tz)

1 et x(o)

-at
e

plo p|T

p|T

[T

pjo

|
=

]
|

2

+

[T +

(o]

di_ffe/rentielle dx + ax

alors x

e-at1 (e aT -1

T
(e - 1)
e-at1
—(1 -
a
-at
2
< (1 -e
a

dt
b

e )]

aT) ]

(1 -

-at

)

be
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/ s
En portant ces valeurs dans les déterminants nous obtenons

aprés simplification quelque soit t1 et t

2
a = a
B = b.
Donc a=a, et B = b est bien la solution de l'e/qua.tion (b'")

Nous pouvons l'obtenir comme nous venons de le voir par la
/ o " : :
methode de Diamessis. Nous p&uvons aussi l'obtenir, comme nous
/ AT / .
l'avons vu par notre methode 1ter%.t1ve en déterminant d'abord a,

i Y,
et en utilisant cette valeur a trouvee pour determiner b.

N ’
2) Egquation du 2°me degré: les hypothéses, les resultats.

eme - .
Dans l'équation différentielle du 2 degré, nous avions choisi une
entréed échelon de vitesse e(t) = t.

Nous avions l'équation
2 —
A”(x,t) + aiA(Ii(x,t),t) + aOIZ(x,t)—51 A(Ii(e,t),t)+ BOIZ(e,t)

Y 4
Nous nous placions dans le regime constant de la reponse .

Dans cette hypotlfese, le terme Az(x,t) etait nul.

bo blao-boa1
A e(t) =t correspondait la fonction x(t) = P t+ 5
o a ‘
o

2 . .
En remplacant : les coefficients par leur valeur nous obtenions

’ .
l'equation
b1 a a a,
—_ . — - = — + — (t-T) B 22
a * (E+35 —-T) o, = 3 By = (t=T) B (22)
o o o o

Notre meéthode iterative etait divergente pour toute les inconnues

de cette é quation.
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Une étude de la stabilité de la solution de cette équation, montrait
que cette solution était fonction de constantes arbitraires et que

le fait de se fixer 2 inconnues ( a ou Bo eta, ou Bl) permet-
tait d'éliminer ces constantesarbitraires et de trouver les 2

autres inconnues. L'application de la méthode de Diamessié a cette
meéme équation (22) montrait trés clairement pourquoi la solution
dépendait de constantes arbitraires, et pourquoi alors nous devions
nous fixer a_ ou Bo et a, ou B , pour obtenir une solution

1
. S / . . P
unique a l'équation. Ces raisons étaient au nombre de 3

- Le deuxieme membre de l'équation M.T = O etait nul

- Le déterminant de M était nul en raison de la

proportionnalité des collonnes 1 et 3.

- Le déterminant de M était nul en raison de la

proportionnalité des colfonnes 2 et 4.

3) Modification}des hypothé ses faites pour l'équation différentielle du
2€™Me  degre.

La modification de nos hypothvé ses va etre commande/e par la
ne/céssitg de rendre le deuxieme membre de 1'équation M. I'= O
différent de zéro et les colfonnes du déterminant de M non
proportionnelles. Le deuxieme membre sera différent de zéro
si le terme

Az(x,t) est dif:fe/rent de zéro.

t t 2
2%(x, ) =1} } 0% ar?
-T

t-T d"l'&

NP
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Ce terme s'annulait parce que nous avions choisi e(t) =t et
parce que nous nous placions dans le régime constant de la
réponse. Choisissons e(t) = tk avec k » 2 et continuons a
ne considérer que le régime constant de la réponse. Alors x(t)
est un polynome en t de degré k et Az(x,t) est un polyn?)me
en t de degré k-2, différent de zéro.
Donc par le choix de cette nouvelle entrée nous répondons%. la
premiére condition, a savoir que le deuxieme membre de M.I'= O
devient différent de zéro. Nous ne repondons cependant pas ala
deuxiéme condition. En effet Iz(e,t) et Iz(x,t) sont des polyn/c\)mes
en t de degré k et A(Ii(e,t),t) et A(Ii(x,t),t) sont des polyn'c‘Jmes
en t de degré k-1 . Le déterminant de M a encore les deux
mémes raisons d'étre nul.

Gardons e(t) = t, mais plaggons nous dans le régime
transitoire de la réponse. Alors le terme Az(x,t) est
différent de zéro et la premiere condition est réeémplie.
Les termes A(Ii(x,t), t) ) Iz(x,t) deviennent des fonctions
exponentielles de t alors que les termes A(Ii(e,t),t) et Iz(e,t)
restent des polynames en t.
Le déterminant de la matrice M ne s'annule plus et l'équation (20)
admet une solution et une seule. C'est donc bien 1'hypothe se que nous
devons changer dans notre étude du chapitre IV : nous devons nous

7 . ca s ,
placer dans le regime transitoire de la reponse. ‘
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4) Resultats susceptibles d'étre obtenus sous cette 1
nouvelle condition.

En nous plagaat - dans le régime transitoire de la réponse nous
faisons en sorte que 1'équation (20) admette une solution et une seule.
La méthode de Diamessis est applicable et donne une solution

unique a, = a, , o = ;3,0)81 = bi)Bo =bo‘

Cette hypoth\ese est donc nécessaire a l'utilisation de notre

methode itérative. Elle n'entraine pas obligatoirement la conver-
gence des iterations éffectuées. Il est meme probable que, comme
l'équation différentielle du premier degré nous ayons la convergence
de la methode pour certains coefficients et la divergence pour
d'autres. Il se peut aussi que la meéthode converge pour tous les
coéfficients a l'exception de So celui ci s'obtenant alors de la
méme fagon que dans 1'équation du 1° degré.

En raison de la complexite des termes Az(x,t), A(Il(x,t),t) s

Iz(x, t), seule une calculatrice pourrait nous donner la re’ponse
cherche/e.

Nous n'avons voulu ici que faire une étude théorique de la méthode
itérative propo see. Elle nous a conduit a la conclusion que nous
devions nous placer dans le regime transitoire de la réponse,

et que s'il y a certainement convergence des itérations pour certains

coefficients il y a peut étre aussi'divergence pour d'autres. “
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