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P2

: "APPLICATIONS DE LA THEORIE DE MORSE™

SN |

Une démonstration due 3 H. Samelson du. théorgme de’

-

- -de Rham, fondée principalemeﬁt sur la théorie de Morse, est

%

exposée en détalls et avec certaines modifications; la méme
. :\d . .

techpique de démonstration est ensulte utllisée pour -obte-

nir une preuve directe d'une variante du théoréme d'Hurewlcz

. "
en dimension un.

®
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INTRQDUCTION!: :

. . . » .
- Plusleurs démonstrations.du théordme de de Rham sur 1'iso—

| morphisme naturel entre la cohomoloéie singuiiére réelle et la

cohomologle des formes diffgfentielles d'une variete compacte ' t. -
font depuis lOngtemps partie de la 11tterature Specialisee en
topologie et geometrie differentielle. En 1967 Hans Samelson
donne une démonstration nouvelle du theoreme en utilisant une
-"decomposition en anses” de la variete,_methode basge sur la
'theorie de Mprse, et une technique qui comblne quelques résul- |
" tatst élémentaires de }é cohomologie des formes différentielleé
et dé la cohomologié singuliére, |

Les deux premiers chapitres de cette thése consistent en

une exposition detaillee et légdrement modifiee de la publica—‘-
tion de Samelson parue dans "Topology, vol. 6, pp. l27-432, '
1967". Commé modification principale,'ﬁoué éf;tons d'utiliser

-~

le concept de "varlété & coin", qui jJoue un réile important dans

la démonstration de Samelson, i la place, nous faisons‘appel a
certains theoremes sur la cohomologie des formes différentielles

(cohomologie de de Rham), entre autres celui at aprés lequel la

o cohomologie de de Rham d'une variété a bord est naturellement

isomorphe é’gelle de 1'1nterieur de la variete (l'isoﬁorphisme ' 1t'
etant induit par 1l'inclusion), et celui voulant qu'il existe une
-suite exacte de Mayer—Vietoris en cohomologie de de;Rham pqur.
'tout_couple d'ouverts d'une variété. | - ) _

Dans son livre "Topologie algébrique" (Hermann, Paris,l1970),

’ N H .
l‘P. Godblllon utilise les 'mémes techniques comprenant des résultats

- * ' N . %
. : N
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de la théorie de Morse, des sultes exactes d'espaces de cohdmologie

et un argument d'induction sur la dimension des varietes pour dé- 1f/
-montrer le theoreme de finitude des espaces de cohomologie d une

| variété compacte, ginsi que le theoreme de Kunneth qui etablit un
risomorphisme naturel entre le -produit tensoriel des cohomologies |
de deux varilétés dont une est compacte et 1a cohomologie de la' S
varlété produit. Egalement par ‘une méthode analogue, J.T. Schwartz‘

-

prouve le theoreme de dualite de Poincaré dans "Differential Geom-

etry and Topology" (Gordon et Breach 1i?€§.

Dans le mé€me ordre 4 idees, le dernler* chapitre de la presente

r

thése illustre une autre application de ces techniques t0pologique5a

et algébriques. Il s'aglt d un probleme suggere par C. Godbillon
(deﬁe'son ouvrage cité plus haut), qui consiste a trouver une dé-
monstration directe, c est-a-dire sans falre usage de 1'homologie:
et c?homo;ogie singuliéres, d'une variante du{théoréme.d'Hurewiég
en dimension uﬁ; ce, théoréme €tablit un 1somorbhisme naturel (relié
ésl'isomorphisme de de Rham) eﬁtre le‘premief espace de'cohomo; ) 3

logle de de Rham d'une variété compacte connexe M et l'espace des

Yy -

homomorphismes a valeur réelle du groupe fondamental de M.

<
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" . CHAPITRE T S N
AN .
. L'HOMOMORPHISME DE DE RHAM

1.1 L'espace de cbhomologie de de Rﬁam

Soit M une variete a bord de dimension n , du'on.suppo;
sera toujours de classe C° et 3 base denombrable On designe
par Dp(M) l'espace deauformes différentielles de degré “p sur
M .-.En particulier D°(M) est 1l'espace des fonctions differen-l

tiabies sur M , aussi dénoté par /(M) , et pP(M)=0 pour p > .

. /\¢

La somme directe D(M) = X.DP(M) est l'espace gradué des formes
différentielles sur "M . . ~

Le preoduit extérieur (a,B) + aAB .est une application bili-

_néaire de Dp(M) x DY(M)  adans DP*a () ayant les propriétés

auivan;e;:' . . 7
‘1.~ arB = (-1P% a0, acDP(m) , gepd(m) -
2, _aA(BAv)=WaAB}Ay ,  aeDP (M) , BeDYM) , YeDT (M) ,

wd

. ' e i
fadsant de D(M) une algébre graduée commutative.

-

La differentiation exterieure est. une application linéaire

(sur R) _d..DCMi’ifgza) telle que L - )
(1) __atBP(m)) « pPHim) B S L,

‘ . .. : . A -
“(11) dod = 0 . ’ o o _

(111) d(aaB) = (da) a8 + (-1)P (andB) , aeDP(M) , BeD(M)

Considérons la suite’ d'espaces vectoriels

p°m) $ plawy & cee B D (M')CL DD(M) L p (M)CL



Soit ZP(M) le noyau de a, =-a|oP(m)

et . 'BPTM)-l'image_de dp 1 - On pose B°M) =0.. '
. . ‘ - : L%,

-

Une forme o« est. fermée si dg = @

1

5 ellé est exacte sl elle

abpaﬁtient-é 1'image de 4 .

On a que

- -

Bp(M)W:prMJ ' - car dod = 0
L'espace quotient Rp(M)_ =zP(m) /8P (M) - est 1'espace de coho-
mologie de de_Rham en dimension p ~-de la variété M . Si a

s, .
est une p-forme fermée, o+BP(M) désigng .la classe de cohomo-

 logie de a dans _Rp(M)'. .Deux formes fermées o et B sont co-

homologues si a-B est exacte. L'espace gradué R(M) =1 Rp(M)
: . p=0 -
est la cohomologle de de Rham de M - .

-

1.2 Application et homotopies différentiables.

On utilise sans demonstratioQ le resultat suivant:
Tolte fonction différentiable f de M dans une variété

N induit un homomorphisme d'espaces veptoriels

% 1 D(N) + D(M) ﬂ 7

tel que dof*=1f*od .

Par conséquent,, f*(Z(N)) czZ(M)- et £*(B(N)) c B(M) . f* in-
" duit done & 'son tour un homomorphisme, encore noté f* , de R(N)
dans R(M) Lf En particulier f*(Rp(N));:Rptm) et f£*(1) =1 si

1 eét 1'app11cétion identique, 1* R(M) + R(M) est aussi l'ap-

M M-
' plication identique. S1 g est une application.differentiable

de N dans une variete differentiable ;P ‘ -

3 e,
a‘:-‘ ‘J

on a (gof)* = ffog*



"D'od - I _ ; . L
Proposition 1.2.1: si 'F est un difféomorphisme de M sur N,

. . =1 -1:*
- f* es$t un 1somongh1sme de R(N). sur R(M) et (f*) 1. (£ l)

[

Theoreme 1.2.2 {1, p. 1647, Si.les applicationg differentiables

f et g -de M dans N sont differentiablement homotopes,'les

homomorphismes r* et g de R(N) dans R(M) sont egaux La ,

demonstration de ce theoreme est basee sur le lemme suivant

Lemme: Soit ‘iﬁ , te R s 1‘injection X+ (x,t) de M dans

Mx R . Il existe une application linéaire (Bur ﬁ) k: D(M x R)

> b(M) ayant les proprietes suivantes ' : ~ T
(1) " k(DP(M x R)) < DR~1(m)

(44 = 1k _ 3k ' ’ .
(1i) dok + kod = 1% iy :

Tk est appele l'operateur universel d'homotopie
DR . . .

Demohstration

On considere d'abord le cas M= R" (Tou le démi-esg;ce ‘RE)

POSbns:'kf

0 .pour feD%°( R" x R) a o . =

. LA
’E ka = 0 pour a = adx, A...A dx; ,a ei% R"

| ! 'p
o u .
k8 = (f bdt)dx, A...a dx pour B = bdtadx, a...
0 S R Y a1
et bedl R" x R)
- [

Chaque p-forme ' est éﬁ\type 'a, B ou f .

Donc k est défini sur tout DP( Rn,i R) e? pour tout p
On a bienf k(DP( R™ x R)) C"Dgfl( rRM Aussi, dkf = 0 car kf =0

_af : af- af
af = axy Pyt t ax_ n * 35 98 -



] i axn n at p 3t %
R L]
- N e )
= (f‘oi ) (fo ) = ilf(_ 10f = N, . !
alors Gok() + kod(D) = (1)~ 100(n)
“dke 6 car ka =0 ‘ :
e | T _ r
kda = k da adx, A...A.'dxi';r : )
. 1 ) . p - v
. : ‘ ) b . ’ '
kc}g? k[(—-—— dxl F o, + g—i—“dx-“ ga dt}f\dx AL A dx, 1 . » "
1 - . n |1 t 1 p
- a . Ve
&2 ) = ([ Batyax, . wak,
= k thdx A, Adx = (f 2dt)dx, A ...'wVdx
i 1 ' v ' X
BREEY prt 1o TN e 15
= aoi, dx, A,..Adx - aloly Ak, A...Aadx,
o 1 il' 1 ak (d* 1 _ _}p
- - J ' v - . \
A} 4
’ £ 3 * ~ w
- (i.l - i )'Ex - ’
~ 3 N o . ., .« <.
A Y A /\ . A ‘ ) ° L™
. : . *
on a.toujourg' /dok(a) + kod(a) = (i‘l - ig)_(a) _
*: . a(t, le s ij 1) - . B . ) LY
i . B= bol ' dt'adx, A...adx
0 ) 0 a(xil L xi 3=y j ‘jl, : Jp—'l Toer
. 2 =
-’:Z) car t ne dépend pas de” x . e :r:
* : . ‘ |
il B= 0 pour les mémes raisons l ' _
. 1 e ' ' ’
c—-_dkB=d(J bdt)Ade f\.._.»\dx‘j ;
. 0 1 3 r-1
r | .
(_ 5
’ o ‘a» -
.
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S A 1 )
.. . ¥, bat 3|, bat :
- = dx, + ... + dx_) Adx, A Adx, -
’ [ axl v 1\ * a?h n . Jl Jp_l
‘... n - ab . b . %_:. . o
= Z([—— dt) c’lx1 Ade Aved A dxj . par différen-
i=1 ) 9%y 1 “p-1 ’
tiation sous le signe [ . _ R
fg. ’ a ‘ !
48 = dbAdt adx, A...adx, o -
J4 _ p-1 :
o
B ap ab '
= (. ; Eq—mc-+§—dt)Mthd%1A...Adﬂ ,
= - p-1 Y,
\ - T -
0
. v
‘ ] 2 ax aasaa  d
‘dB = — dx, A A dx AL.. AdXx
- ’ ’ I3 )
? b
= =—— dt A dx dx, A...Adx,
-n o-rl A .
kdp = - {(j-'gg dt) ax, AdxJ Ao ndxy = -dkg 7
S 1=170 % 1 el
' .

. done kod(B) + dok(B?- = (1; - i;)éﬁ)

l'opérateur "k possdde les propriétés voulues lorsque

i
|

M = R" (ou R})

"

"



Dans’le cas général, soit (Ui’ ¢ ) une famille de cartes

sur 'M'_ayant les propriétés suivantes ;'
\ ' b-

1. {Ui} est un recouvreménﬂ'ouvert 1océ&ement finl de M. -

\ . . . "

. 2. ¢i est un diffédﬁorphisme de Ui' supr R"
. ) : :
(l'exlgtepce d'une télle famille de cartes sera démontrée 3 la
. LN = _ . . : .
section 1.5). -So{gh‘{wi} ‘une pRrtition différentiable de 1'u-
|

i

nité subordonhée au recouvrement {U } La famille (Ui xR, &)
;e de cartes sur la va-

oli ¢ 4 (x5 t) = (¢,(x), t) est un ensemb

riété produit3'M5€R‘, et les: fonections
. _wi po(x,t) » wi(x)

forment une partition différentiablé de 1'unité subordonnée au

recouvrement {U, xR} ' de MxR . o ‘ . . ' /

On définit l k(Y) = ¢J k (QJ Y) sl yeD(MxR) & son support'

. dans 1'ouvert Ui xR, Toute fiorme +yeD(Mx R) s“écrit ZTiY , et

YqY a son support dans UjXR Donc par 1inearite on definit -
'E(Y)'" Z ¢Jk(¢51*ij) +  Avec cette définition, - .

t
4
;

(1) kc.np(mm)'cn?;'?-(m) A . )
(11) d-k(y) + k-d(y) = J 'dié(wjy) + ﬁd(wjy)
. g o p
" o .* -1* . * —1*
A | | = § d(?Jk(¢' ?Jy)i + ¢Jk(¢3-.dey) ,()rm\

._ * -1%* /L/

*

_ L S NP &
= ; ¢, (17 - 14) ¢3 (¥y7)



’ Jo * * |
. ‘ § (17 = 1p) wjy ~
(* * !

-

en utilisant la méme notation pour it

.dans le cas de M ou de R” . )
ce qui termine la démonstration du lemme.

o

LY

. - . ¢ ‘
Démonstration du théordme 1.2.2 T '

W, L

f et g sont différentiablement homotopes s'il existe une
application différentiable H k MxRl> N telle que H(x,t) = £(x)

pour t = 0 et- H(x,t) = g(x) pour t=21. De'plus, ceci implique
r ' - o

dans -le éés‘présent que Hoi0 = £ et Hoil =g . . ‘ T

Par conséquent, si-y est une forme fermée sur< N

* .
g*y - ¥y = 170"y - 1 H"y = ak(H*y) + kd(H*Y)
! 1 0 \""\/_m/

. - 0

\ ak(H*y)

f*y et g*y sont cohomologues,uce qﬁi termine la démonstration.

B

Nous utiiiserons encore les résultats sulivants:

Théoréme 1.2.3 [1, p. 64] Toute application continue de M dans.

N est homotope é-uhé application différentiable. 4

Théoreme 1.2.4 [1, p. 671 Deux applications différentiables de

M dans N .continﬁment'homotopes gsont différentiablement homotopes.
? _ ‘\Q | ; fﬁ .
Ces résultats ont une conséquence immédiate: si f: M > N
. ' " r . B

est continue, 11 exliste une application différéntiable'f!: M+ N

4
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homotope &- f, et, s1 ™ : M+ N est une autre'applicatioﬁ

[
différentiable homotope a f, alors elle est homotope & f!'

et donc différentiablement homotope'é £' ., Par conséquent,
. T ’ ) .
les homomorphismes f'* et f"* sont égaux, On peut done diret
Aoy

que f induit un homombpphisme £* : R(N) » R(M} quil ne dépend
que de sa classe d'homotopie et possédant les propniétéé'anglogues
au cas différentiable | .
1. si g est une applicatisn continue‘Qe N dans une variété P
 (gof)* = frog# . ' , o '
2, " sl f estéﬁn homéomo?phigme, f*. est un isomorphisme . . -
ayant (f;l)*"béﬁr inverse, .
3. si f est une équlvalence d'hopotopie aygnt‘.fo comme
in;ersé homotoplque, f* est un iéomorphisme ayant f;- comme

5

inverge.

La cohomologie de de Rhay est donc un.Invariant topologique

LN

2t homotopique;

Corollalre 1,2:5 Soit A une sous-variété de M , et 1 1'Zn-

,‘jection de A dans M , S1 A est un rétracte par déformation de

%]

M , alors 1*: R(M) -+ R(A) est un isomorphisme,

Démonstratiln: soit r : M+ A la rétractlon, L'¥hjection
"1 : A+ M est une équivalence homotopique ayant

) r comme inverse homotopique,

1,3 Homologle et cohomologie singulidre et différentiable

it V. le g-simplexe gtandard de RY . On donne & . v

. ?‘o— a ) . . q
la topologie de sous-espace de RY ., Un g=-simplexe singuller -

]
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*

.dg:la Variété M - est une applicaﬁion continue o : Vq-*M . Si
. en pius‘c s'étena d_une application_différentiabie sur un voi-
slnage oqvert de Vq on dit que 0 est un ﬁ;simplexé différen;
tiable, B ‘
.
Solt quM) ‘le  R-module 1ibr¢ sur l'eﬁsemble des q-simﬁ\
plexes éingulieréude'm, et, ég(M) le sous-module libre sir 1es.

.q-simplexes différentlalbes de- M . L'espace gradué S(M) = ) Sq@ﬂ
est le complexe singulier de M , et, sd(m) = Y Sg(M) , so?s es-

q=0 :
pace de S(M) , est le complexe différentiable, . !

I'opérateur bord 3 est un homomorphlsme de S(M) dans S(M)

. :l‘-- .

a§ant les propriétés ' -

-~

(1) .B(Sq)cSq_l
' ﬁ}i) 903 = 0
G 2

La constructlion de 9 est décrite dans [2, p,40]. On a le diagrammej

»

commutatif

' )
19 s Sq\‘_‘i_— S — Sqﬁ— e

N
——2.0

14 a

» 9! d 3! . qd 3 .
e Sqi-l—-"' Sqi--———.' | q+?_— .
d ' v 2919
ol 1 Sq‘+ Sq est 1'inclusion et ' =23 K
-,L'espace quotilent Hq = keraq/1m3q+1 ol aq==alsq et ,ao =0

est l'espace d'homolbgie singuliére en dimension q de M ,

+

e SN
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De memg, Hq = kera'q/Ima‘q+l est .1'edpace d'homologle différ .
N\

rentiable en dimension q de M

On .réunit maintenant quelques résultats’ élémentalres sur

1'homologie singuliére et différentiable. Pour les démonstra-

Qlona.voir [2, sections 10 et 117, _ i - ¢
1, Une application continue f : M= N induit un homoﬁorphisme

.d'espaces gradués [, Hiy(M) > Hy(N)

N

2, Si ‘g est une application continue de N>—duns une variété

P, alors (fog)s = Fx08x .L

rl

3. Si1 f : M>N est une équivalence homotopique f,- est un
isomorphisme, (En particulier si A<M est un rétracte par. dé-
formation de M , 1'homomor§h1sme 1 H*(A)—JH*(M)- induit par

l'iﬁclusion’esp un isomorphisme).,

Le complexe ' .

i

. x ' 5
0o =S5, HomR(So, R) <IN . —Eq HomRFSq,R) —§+ HomR(SqH}R) —_3 .

est induit ﬁér le complexe singulier de M , et 1 *homomorphisme

cobord & est défini par

§o(o) = ¢(30) ol ¢éHomR(Sq, R) gt ceSq+1.

On a immédiatement 608 = 0 . L'espace gradué H*(M) des gquo~

tients kerd/Imé constituent la cohomologie singulitre de M .

- * . ’l ‘.‘ *
De fagon identique on défrinit la cohomologie différentlable Hy -

1nduife<Bar l'homolpgie différantiable. H; ‘est un sous-espace de

. -
H* » ) Il . -
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,ia fonction continue f-:~¥>N induit de féqon

naturelle (par composition avec, les &léments dexfﬁémR(S R}} un b ?
homomorphisme. £* 1 H*(N) *H*(M) ayant les propriétés L
' . . . - :
(1) (fog)* = g*of* ol g - N+P i
. e

(11) f* est un isomorphisme si f, en est un.

1.4 Les cohomologies d'une variégé ne dépendent pas de son bord:

proposition 1.4,1: Soit M° 1'intérieur M'- 3M de M, et
o . i

i ‘JMO +M 1'ineclusion.

Les homomorphismes I : Hy(Me)~+ H, (M) et

o . 1% 1 R(M)~+ R(M°)

sont des lsomorphilsmes.

o
-

Démonstration: On utilise le résultat suivant tiré de [5 p.561].
171 wxiste  un plongement différentilable k : Bﬁ.x [0, 1] + M

tel que k(x,0) =x pour tout X'eBM'a, M é&tant une sous-variété
\ B s .
de codimension 1." ‘ '

-

ceci nous permet de définir une sous-variété
=M - k(3M x [0,1]) de "M ‘et une applicétion continue

N
H: MxTI + N ~donnée par ' o i
% - . :

H(y,s) =§ ’ yeN
: k(x,(1-s)t + s} , si y= k{x,th

L'application yw H(y, lX\Mest une rétractlon par-déforma-

°©)y sur N. Donc les injectidné

tion de (par conséquent de

j : N+M et j . N > MO induisent les isomorphismes J*JKN)+}KM)

et 3;5 H(N) H,0P) . Mis pulsque -J = 10] , on a‘que 3y = 1a0fx

-
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Par conséguent, 1, est un isomorphi‘sme de‘_ g(M°) sur H(M)

I A

1 “
. R

De fagon identique, on deduit que i* R(M)-*R(MP) est aussi uﬁ. ‘i?

iso;norphisme.r Le corollaire suivant est immediat

Corollaire 1.4.,2 L'homomorphisme i* : H*(M)+H*(M°) est un

isomorphisme,

Ces résultats sont valables {;ssi bien dans le cas de 1'ho-

mologié et la cohomologle diffé;%nfiable que dans le cas singulier,

LA
'

1.5 L'homologle singuliére est isomorphe & 1l'homologie diffé-
" réntiable, : N ' -

On démontre d'abord deux lemmes importants,

o
Lemme 1.5.,1 .Pour tout recouvrement ouvert Q[f= {Ui} d'une varlé-

}

téd M 1l'existe un recouvrement ouvert localement fini<1f= {v

— . ¥
de M par des cartes plus fin quefL(. (pn écrira}lf<?(3 R

Démonstration: M est ‘un espace 1ocalement compact possedant

une base denombrable o ouverts. Soit {Wh : n eN} une base de

L]

la topologile constituée d'ouverts dont l'adherence est com?acte.
/ suppbsons
Posons -Gl = Wy . Supposons que Gy f= Wyu ... uwjk

Appelons
Jysq 1le plus petit entier positif supérieur & Jy tel.que

. s , !
Il . o

G, c v W

Kk n=1 n
L
. o | Jps1 _ '

On définit d Gk+1 = n:1 Wn . - Posons Lk T_GK - _ \
\ . [y . ,-’ . . . r ‘
La famille de compacts {Lk} posséde les propriétés o o
N ' 1 . . N K ;
: ). \

(1) Lycint Ly,q | . | .
- o .7 ‘ ' - ' : :
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(11) M= € L
c
'_Pou? tout xeK, =L 44 - Ek 11 existe uﬁ ouvegt /Ei%fﬁﬂfzziep

o

une carte locale (Vx’ wxj de "M tels que

)

1. XE'VX et lJJx(x) =0

/
~ .
K // :
20 Ve (Lk+2_/7‘”1_{k-1) " Uy (x)

n .

[}

n ‘whn .
C 3, wx(vx) =«R ou R+ , n =dim M
K, étant compact, 11 existe un ensemble fini {Xq,,..¢s xlr} <K,
tel que V yoesy ' . soit un recouvrement de 'K . La fa=
X X r
1r ir :3 ‘

. , . , :
mille ﬁyf‘= {Vx : 1 s-J<t{r) , r eN} x

ST . Jr_ . . ' } .
\ ' S

constitue le, recouvrement localement fini recherché, (S1 M est

sans bord, toutes les cartes de 1fsdnt difféomorphes & M.
. i .

" -~
*

Lemme 1,5.2 (Thom). Solt A 1le slmplexe standard dans rR" ,

/t 34 son bord, Toute fonctlon différentiable f : 3 A -+ R

(i.e. différentiable sur chaque face) possede une'exténsion daif-

férentiable sur tout A,

e

Démonstration: Pour J=1, vee, o, la J face se trouve sur

1'hyperplan de coordonnées xj =0 ét 1a n+1e face sur l'hyper-
- n . .

plan d'équation } x; ='1 . Notons par
o1

> ‘ 7

f(xl; -.u.n’_xj_l, O, XJ+1, ...’.xn)

-

1a restriction de f & la J¥ face, C'est une fonction diffé-

i
3
.
3
4

. . . . . ' . - T
' . .- . "
i ' : i , N
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rentiable (C®) en chaque variable. De plus, pour tout 1<jsn,

4 . :
la fonction F(X9s vons Xy_1s 1 - 1 x Xy41s vees Xp) o est

]
. 145 : ,
difféfentiablg en chaque variable. Pour chaque pedd, 11 faut

déterminer un voisinage Vp_ sur lequel _f peut Stre étendue

différentiablement, On considére quatre cas:

A

1. p est seulement sur la face x, = 0 .‘ Alors ©n ﬁose

J

f(xl, cees xn) = £(Xy, oouy Xy_1s 0,,xj+1, e xn) Sur. un ou-
vert Vp' disjoinQades autres’ faces,

2. p est seulement sur la n+l® face. On pose

] e

f(xl, cees Xp) = (1 —122 xi, Xoseoes xn) sur un ouvert V

disjoint des autres faces,

3. p est sur l'intersectlon des hyperplans- x‘j = 0, ey XJ

. . - : 1

ol jl,é,;, éjk, . On pose

-I')(x ' X ) = f[x- 3 X IR ] X O]u+ f [X .;c,lx ,O ]
12rrty n Jp7 TN Ter” I1’ 2" " Iy

’

+ LN +

flo eees Xy ] -'i f [2 des J],-coordonnées sont nulles] +
3, e i

1 £ [3 des Ji—coordonnees sont. nulles] - ... * (- l) {f[k -1 des

Ji—coordonnees sont nulles] + (- ].)k+:L £ [0, 0, ... O,

(Les crochets indiquent qu'il n'y a pas de restrictions sur les

’ ‘ 4 - L
autres coordonnées), Cette extension est falte a un Vp disjoints

L

'des faces qui ne contiennent pas p .

=g

\
4 est sur les faces xJ =0, ..;, p =0 et l'hyper-
-y Jr-1 .
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plan E Xy =1 . On a une formule presQue identique au cas ii
précédght pour T sauf que 1l'on remplace. xj = 0 par :
: _ k j
X =1 - X . g T . ' -
R “ . .
" Maintenant posons U=y V.. Les V peuvent &tre - -
: pedA p . P '
cholsis suffisamment grands ppdr que - AcU , Tl existe un recou- . -
Arement ouvert localement fini {wi} de U plus fin que {V_} . *
. . _ P pedA -
On choisit une partition différentiable de l'unité {¢i} subor-

~ donnée 2 {Wi};. .Soit £, l'extension de f 3 chaque W o

¢

On pose : ‘ S R : e

T RS B

qul est définle sur UsA ., S1” xedd , £,(x) = £(k) et £(x)

£(x) z¢1(x)~= f(&) .« Par conséquent f est bien une extension

différentiable de f sur tout’ Al ce qui démontre le lemme,
L “ PN

Définition 1.5.3 Solt QJA- {V } un recouvrement d'un ensemble

E . L'étoilé dechest le reqiuvrement qj- {st(V ‘Lf) r V. 5213 C {

ol ust(Vuo,‘U) wtv Y s I

La proposition suivaﬁte est une conséguence directe d'une

caractérisation des espaces T1 'paracoﬁpacts._,(Voir [6], p.

151 corollaire 20.15).
=

Proposition 1,5.4 Pour tout recouvrement ouverf‘l[dﬂune variété

M, 11 exlste un recouvremeﬁt ouvertclftel que 2f*<2J[.

A l'alde de ces résultéts prélimina;res, on peut commencer

1a démonstration du premier résultat fondamental de ce chapitre,

-



Théoréme 1.5.5 Solt" M une vafiété. L}homombrphisme

1, H* () + Hy(M) induit par 1 inclusion 13 s4(My + s(m)

est un isomorphisme.

4

Démonstration: D'aprds - 1,4,1 , 11 suffit de coné;dérér les ho-
mologies de 1'intérieur de la variété. Soit‘?/é un recouvfement 4
e - - . t

ouvert localemeht fini de int'M par des cartes (toutes difféo-

orphes 3 R ). Soit ?j% -un deuxi®me recouvrement ouvert loca-

1ement fini par des cartes tel que zj'* < 2/. On forme‘ainsi‘

une suite de m recouvrements du méme genre tels que

Unt < Yaa® <o Wt < VYo

~ Désignons par E 1le sous-complexe {S,(M}, eus SpM) , 0, 0,.40},s

~par E1 (reﬁp} Em) le sous- complexe de "E engendré pér‘}es sim- : |
plexeé "petits d'ordre"?j&, (resp.?) ) [Un simplexe est petit . ‘ 

d‘ordrE'Qj; ‘81 son image . est située dans unm ouvert de ?j.] Dé-

notons également par Ed, Eg et Ei les intersections de E, El"
...Em avec Sd(I\’l).J respectivement,. On a les 1inclusions jl: Ed-+ E1
.
et Jm Em *'Em .

4

Il suffira/de‘gémontrér l'existence d'une application de

~chalne 't : Em + Eg, et d'ﬁhe homotopie de chalne T : Em'+ E1

entre jjot. et 1'inclusion i : E *E

R . X d _
SR telles que 'rlEm =

) d. _.d "
1dentité et T(Em)C_E1 -

En effet, danslﬁé; condlitlons

-

30T + Tood = Jl~0‘t.— i,
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L3

par définition d'une homotopie de chaine, et par conséquent

Jix 0Ty = im* + De par le theoréwe de 1'invariance par rapport

aux subdivisions ([7] p.“”) im* est un isomorphisme de ‘H;Em

. - da : . ' '
.sur H*EI . De plus, T[Em -est une homotopie de chaine entre

toJ et 1 [E_, d'ol T oJp = (im|Eg)* un isomorphisme de
d da’
H*Em sur H*El . :
. : /
Le diagramme !
T'k. d Ji .
HE ——— HEY —=* 4 HE
m " 1 ™ 1
J d
N T (imlEm)*’ . el
] d' '
x£ H.E .
om
commute | Par conséquent’ Jm et Jl sont des 1somorphismes”
: * : * .

~$e qui implique (toujours & cause de 1l'imvariance par rapport
d

aux subdivisions) due 1'inclusion 2 : E° + E induilt 1l'isomor-

phisme L H*Ed:H E « On auralt donc un isomorphlsme des

v

groupes d‘homologie de. M Jusqu'a la dimension m - 1 ;.- m étant

o

arbitraire le theoréme seralt demontre. ' ) C -~

/L'opérateur d'homotopief T :;Em-+E , qui 3 un~‘1;simp}§xe”,

1
associe une 1+1 - chaine, se constrult de fagon inductive.,
0’-E1, « vy . ) ‘
On subdivise Ai x T (I =1[0, 1] 1l'intervalle unité) comme suit:

" Soit E E, . les sommets du i-simplexe standard 4, .

On pose

(Ekng) et Bk = (Ekal) , k=0, «.vy 1



Be . B,-

f, A,
On considére alors.le i+l-chaine

DKk = 5 o(-1) a
: . 0

N o~1h>

; coo AgByL.. B

dont le support est &, x1I , Si 1'on définit pour‘bhaque 1§%im-
plexe singulier u : Ei + M une application continye Tu .

Ai x I N M, et s1 1'on désigne par &AO.... A.B : B, la

.j J I-ll. 1),

restrictlon de l'application Tu au simplexe AU . AJBJ . Bi

_ du complexe K 4l en résulte une chaine singulidre notée T(u)
_ f , .
définie par

' : \

T(u) =

i ] : s
JEO(-l) (AOL:.. AJBJ ve By)

~

AN Lo .
Dans cette notatipq, etqparce que . Tu sera-construit tel que

TulAi x 0 =u et Tuldy x1 définisse t(u) , on Ecrit ,

u = (Ag .u. Ay) et T(u) =By ... ByY

Construction de Tu

1. S1 uweEy , on définit Tu : &;xI +M pap Tu(x;t) = u(x)

pour tout t e I , Alors 1|E% = 14 , .
o ) L - BV
2. 31 u EEm - Em“t | o . | .t- / .
(1) Le caé"i;ﬁd v Tu-: {0} x I + M. est 1'application
‘constarite Tu é’u(o) = Tu B ‘ |

(11) Le cas 1=1 , Pour le.l—simﬁléxe u I > M y'on

~ T
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(11) Soit. (V,y) la carte deﬁL[; cohtenant u(I). On

définit une application contInue Tu : I x T + M tellé"

.~ que TulAl x 0 =u et Tu[A1 x1= Tu, oi TuU est un
- certain chemin différentiable dans 'V "allant de. u(0) &

“u(l)

) , Posons o = you
‘et Tu = YoTu ., On pose _Tﬁf{,t) = (1-t)T(x) + t Tu(x) et 1'on

' définit Tu par : ~Tu = ¥

(iii)_-L'hypothése d'induétion: Supposons gue les applications
Tet 1 soient\cdnstruites pour .les J-simplexes u ou
J s, et telles‘que l'image.de chaque simplexe de la.
chalne’ Tu solt contenue dans le meme ouvert du. recou-
.vreméht QJ;-j . Cette hypothese est satisfaite pour
1=0 et 4=1.

T .

(iv) .Le‘passage de 1 a 1+1: Solt u un 1+ 1l-sim-

plexe. 'Pour chacune de ses faces U, la chalne Tur
est contenue dans‘un ouvert de clj; i'; ‘Le Siﬁplexe u
-lui-meme est contenu dans un ocuvert de ?J;;i' (car ueEm).
Alors, de par la construction des \j,’ 1a_réuh;on de u

‘avec les pTur est contenue dﬁns un -des querts de’
Quf;-i—l , {quil est une'caft;)difféomorphe a RM,

vy




La famille {Tﬁr} représente une application continue
n e p
Qrﬁ : B§i+1 x I +.R - telle que . :Iﬁlaai+l xl .est différen-

tiable. D'aprés le lemme 1.5.2, gﬁilaAi+l «1 . s'étend 3

Ay x 1 en une fonctlon différentiable Tu . Alors on qéri—

pit Tu : Bygr* + R" . par (q,t) m (a—t_)E(q) + t tu(q) ce

.qui, en composant avec la carte, définit Tu . -

\

(v) Finalement on posé T £ O ‘sur les m-simplexes, Par

conséquent T et T sont définis sur tout E

I1 suffit maintenant de vérifier que - T est bien une homo-
tople entre T et 1'identdtZ, c'est-d-dire que - S

30T(w) + Toa(w) = t(w) - w . . ¥

ou u = (EO e Eq) , un g-=simplexe singulier. Directement des

définitions de 3 et T , on obtient les relations -

q . : PR | K
. 1y . = 1y e E vo E
T3(u) T[JEO(l 1)Y (Eg.-. Ey e Eg)) JEO( 1.‘ T(io v Ey ‘Eq)-
} Tk e B, ; -0 ﬁ A ﬁ B )]
= § (1) 1Ay ee ABy wuu By o B+ ] (R
JZOF ) [1£O ). IR | 4 q) i=§+1 . o‘ | 4 g 1J q
K 1+341, ) ~ 3 1+3 ; -
j<§=1(—1) TG Ajees ByByLilBY) +1<§?1(-1) (By ++-AyByees Byoew Bo),
a , | .
aT(u) = («1)73(A, .. AyB, ... B)
] } i£O S ¢ B g | q :
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q -, 1 ) ™ a ) ' /1

= - 1 - J A J+l g I '
_ 120( 1) [JEO( 1)°(Ages AyenihyBy o0 B ) + J{i(—l) (g« ABy o BL BTN |
S 1+] : . s
- _ A i+j+1 - i
) JsEzo(l) MW”%“APF.Q)H%OLM .“%inﬁy”%) N

et ici les termes od j=1 s annulent, sauf (B .BG)-z(A ”.Aq)

. ‘ . O,-u- O
. aT(u) = (B lll ) - (A g-- ) + _1 i+J A . A AB nn.B
AR o 321 Y | (Agee hyeesAyByee By)
_ A4J+1 . - ) o~
+ (—1) (A L] A B ') B PO
1<§=1 ; 0 171 J By

Donc on a blen:

1]

BT(w) + TA(m) = (By ... B) = (A .. A = x(u) - u.

ce qui termine la démonstration du théoréme 1.5.5

Corollaire 1.5.6: 1*

: H;(M) + H*(M) est un isomorphisme.

1.6  L'homomorphisme p: R(M) + H*(M)

A chaque aeDP(M) correépond uné application 8(a): Si(M)*-R

R -k K .
définle par 8(a) : C= 1} ryo + J r, fa | ¢
. o . .
' J
et fa = fo,a=[f , o0 o* = £ dxl.n.:. A dx_e DP(RP)
o A A . P
p - P
\
La correspondance o v 6(a) est un homomorphlsme
. P s _ P
6, : D (M) - Homg (ﬁp » R) | Sg (M)
La famille {ep}“ définit 1'homomorphisme de cochalnes -

p=0

8 : D(M) » S (M)

car Bod = 808” (conséquence directe du théoréme de Stokes)
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Considérons 1'homomorphisme induit 6% : R(M) - H;(M) et
1'isomorphisme naturel (i?ﬁuit par 1'inclusion 1 : S89¢38)
1% 3 Hg(M) + H*(M)

! ¢

Définition 1.6,1 La composition p. = i*08* : R(M) - H*(M) est

1'homomorphisme de de Rham} . ,j

-

& _ . : | 7 _ .
' Proposition 1.6.2 Solt g M + N une application différentiable,

g*¥ + R(N}+ R(M) et : g#‘: H*(N) -+ .H*(M) 1les homomorphismes
induits. Alors ’

pog* = g?op

o

Démonstration: De par la définition de p , 11 suffit de m9ntrer'

la.commutativité du diagramme

- 9
DP() 2 shaw)

o Efl

: i N
DP (M) %".sg(ﬂ’ |
"',’ . ‘ -

2

S1 aeDP(N) , g*aer(MT/ et 0(g*a) ést 1'homomorphlsng défini par

o » fg*a , ol ¢ est un p-simplexe singulier de M .
g ‘ , |

~Mais [ g*a = I' o*g*a = [, (goo)*a , et d'autre part, é#(e(u)) cm‘i
J o AP AP . . : }
. . - ., : | B
*  est 1'homomorphisme d4éfini par o + fa = [ (goo)*a . : © ‘ i
: . god AP K
. _ _ . ' ﬁ
D'oll GOg# = g#oe ., ce qui démontre la proposition. i
. ; ;
e - ‘éz
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CHAPITRE IT

"L'isomorphisme de de Rham dans le cas d'une variété compacte",

3

Dans ce chapitre M désigne une variété compacte & bord de

‘dimension n.

2,1 Fonction: d> Morse

1 3
\

Définition 2.1.1.: Soit f: M + R une fonction différentiable,

Un point p ¢ M est un point critique de f si dans un certain
systéme de coordonnées locales

af | _ T | |

- n

r

De plus, p:* est un polnt critique non-dégénéré si

# 0,

oy (. 9%f
det (5% oy
1

p 'P)

-

Lemme 2,1,2: (Morse)’ Si p est un point eritique non-dégénéré

de f, 1l existe’un~systéme de coordonnées locales (xl, - xn)
. o . ’

dans un volsinage U de p tel que- o

(1) x,(p) = 0 pour chaque 1

i 2 T2 2 2

1 s e - Xl + XA+1 + LI ] + ‘xn

sur U, pour un certaln X1 appelé l'indice de f en p.
' ¢

(11) f = f(p) - x

Démonstration: voir [3, p. 61].

. , y :
. . / . . B o
Définition 2,1,3: Une fonction de Morse sur .M. est une fonctlon .

différentiable f: M » [a;b] telle que '

(1) gf;(b) = 9M (le .bord ae M) -

-
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' .’?
(2) tous les points critiques de f sont non-dégénérés,

et de trouvent tous dans 1l'intérieur M - 3M,

,De plus, [ est "strictement non-dégénérée" si pour toute paire

de points eritinues Py £ P f(pl) # f(pz). ' R

Remarque: le lemme de Morse a deux conséquences immédiates:

(a) les points critiques d'une fonction de Morse sont isolés,

(b) M étant compacte, 1l .n'y a qu'un nombre fini de points crifiques.

-~

. Théoréme 2,1.4, 11 existe des fonctions de Morse strictement

"non-dégénérées sur M,

Démonstration: voir [4, p. 9-18].

2.2 Une décomposition de M, ©

Solt pl, ey Py ‘les points c¢ritiques d'une fonctlon de Mn%é"
strictement non dégénerée fsur M, les indlices dtant choisis de fagon

) e
a4 ce que les valeurs critiques ¢y = f(pi) forment une suite crols-

sante | . ' . 7

s

Sy est alors le minimum de £, On choisit des nombres réels bl’

couy bk—l tels qge Cy < bi < ci+l,*et bk un nombre supérieur
au maximum de f sur M,

Ensuite on pose My = {xeM : £(x) S'bi}

De cette fagon on obtient une flltration

1CM2C...CMR=M

ol les M, sont de’s sous-variétés de dimension n,

M

Notation? pour aeR , _Ma = {xeM : f(x) s al,

q\‘
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Théoréme 2.2.1. S1 {xeM : a < £f(x) s b} -ne contient aucun i‘

——

point critique de f, alors Mé est difféomorphe 3 VMﬁ, et M, est

' : ' : . |
.un rétracte par déformation de M, « : !

Démonstration: volr [3:-p. 123.

CI‘ICMk’ Ml

Corollaire 2.2,2. ‘Dans la filtration M'ch2

et homéomorphe & une n-boule fermée.

Démonstration: ey est le minimum de f, Alors dans un voisl-

nage U de Pqs 11 existe un systéme de coordonnées locales tel que -
f=c  + x12 + ool F xi ' (car A= 0), Pour e suffisamment ;

13 .

petit, 1'image de U  par ‘le plongemgnp‘(xl, vy xn) f U » R

contient la n-boule fermée'{(xl, ceey X )d xi + ... +‘x§ < g}, |
. 2 Lo 2 . | ‘ .
Mgis X +_... + X € € <=>F o ¢y S E. Donc Mcl+€_ est homéo-

1 .
a une n-boule fermée. I1 n'y a pas de points critiques R

morphe

"entre" M et M,., Alors d'apreés 2.2,1, M, est h&méomoqphe
e te 1 . : -1 -

2 une n-boule fermée,

r

-

Proposition 2,2.3. S1 dimM = n = 0, 1'homomorphisme de d& Rham

.

- ’

est un isomorphlsme:.

Démonstration: RP(M) = 0 si p‘> 0 et R°(M) =R .

De la définition de p , on a immédiatement p|RO(M) Z O

Corollaire 2.2.4, L'homomorphisme p : R(Ml) + H*(M;) est un

isomorphisme. - K ~ o

Démonstration: Soit r : M une rétraction fpar déformation)

> p
1 -z l . k
" sur le.point. plﬁ .L'application r induit leﬁ isomor- 2

de Ml
phismes p* :iR({pl}) +'R(M1) et - o
# : BH*({p,}) » H*(M})

De plus : R({pl}) + H*({pl}) est un isomorphlsme d'apreés 2'2'3“.

Gaer i s
&j{-ﬁ'ﬂ'-.-.’.mdu;-ﬁ.‘:- I
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Alors, étant donné la commutativité du diagramme

R({p,}) P+H*({p, })
b ‘ _--lf# | l .

ROMy) B () C.

le corollaire est démontré, - P ‘ LN

- .
Par la suite, on procédera par induction sur la dimension de

la variété et sur 1l'indice de la filtration,

Dans un volsinage Uy de'pi , 11 existe un systege de coor- . &

données locales tel que : . | "', i
f=Ci'—x§"..-—X§+X2 +...+x
A+1 n . )
: = . 2 - 2 . 2 -
alors, M, ;, n Uy {peU1 Pey = Xy T e = Xy R Xy + e + X |
| s_bi_l}
et pour € > 0 suffisamment petit =~ = - ! ‘
(1) f-l[Ci - €, Cy +'E] = {xeM:ci - € € f(rx—)v < Ci-'+ el

ne contlept pas de polnt critique autre que Py -
) -~

(2) 1'image de . Uy par le plongement

(X9 eeey X ) U, > R} contient 14 boule fermée
-1 n i .

' | 2 5 .
{(xl, 4883 xn) . xl + L I ) + xn S 2 E}

J \ -

On définit la A -. cellule e comme étant
‘ 2 2 ’ — . - i
{pely x) + s #3253 S €, X349 T oer = X 0} | 4

'Remarque: On peut supposer avolr choisi_les bl’ very bk-l tels

i

gt e, c'est-3-dire chaque bi suffisamment prés de c,.

. que b, = ¢

T A e

Considérons maintenant les sous-variétés

S
) M =M et M, = M =M ﬁﬁ
. - . + Fik
a c1 € . 1 bi cy £ (&
. - . , .

Saiivis




>

o

Le-bord ék de la n-cellule. eA est contenu dans BMa car

2 2 _
xl = g et

+ xA

ees t = = X = 0 eem> f = gi - E

xl+1. LI B | n

A

Propositlon 2,2.5. Mamje e?f un rétracte par déformation de Mi'

: s
Démonstration: voir [3, p. 14-19],

-

D'aprés la décomposition de M décrite plus haut, ce résultat-a

la conséquence sulvante- e

v

Corollaire 2.2.6. 'Ma est un rétracte par déformas;on de" Mi(s(2),

*

(done de Mi(e/2)).

A}

{ : E
- 27 - }ﬁ
L} .O - ' _ i
///fPosons Mi : Mi-— aMi . Mg = Ma - aMa
- - 2 2. |
- P(€) -{peMinUi.xl+...+xls.e}, PP(e) = {peMgnUi:x§+...+x§<s}
M;(a/?) = M;‘— P(e/2) , M,(e/2) = M, - ¥({c/2) ’ ' -




Démonstration: Mau {peUi t &8/2 < xi

est une rétracte par déformation de .Mi(e/2).

A 2
e -

= {pesUi PXyb s bxy o= e, Xpgl = o0 = X = 0} est un

rétracte par déformation (le long des rayons) de {xeU
) ‘ .

2 4 2 _ .

x1+ .".+ XA s E' xl'*'l— ll‘l "'Xn=0}.

Egalement, le bor
’ 2

i:.elz-s

retractions par déformation est une rétraction par déformation de

. M (e/2) sur Ma.

Corollaire 2.2.7. My_, , est-une rétracte par déformation de
— 3
Mg (e/2),

Démonstration: D'aprds le théordme 2.2.1, M, est un rétracte par

1-1
déformation de Ma' ’

Remarques: D'aprés les constructions précédentes, on a

2 + 2 2 2

(1) P(e) = {peUi 1 teee Xy S ey Xy 0+ L0+ xS 26l

" ce qul est homéomorphe au produit des boules D} x p-ts

done contractille,

) - i
(11) M, (e/2) nP(e) = {pel, : /2 s X2+ 0. A X2 s €, X, 40

i 1 A A+l
" R xi s°2 €} ce qui est homeomorphe au produit
sl Dl Dn - (ol s* 1 st 1a (M- 1) - sphere) qui

A=-1

a le méme type d'homotopie que S pulsque Dl x D7

eét contractlle,

'2.3 Sudtes de Mayer-V1etoris. 4%9

section contienﬁ des resultats ‘tirés de [8, p. 180]

Soit \U, et U, des ouverts de M tels que U uU =M les

1 2 1 2

4inclusions

U - Ul s 32: Ul.nU2 + U2
1 ¢ Ul f_M N 12:‘U2->M
‘induilsent la sulte exatte | o

+ LI XASE, xk+1= LI | =x =

La composition de ces deux

f
v
b

I,
iy

Hats

Ay
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* * * *
11

0 7 PN B0 ) o
"~ ol i; ® i;((l) =y (i; a, 1*2 a) cpour ae D(M) -

-

* * ' * ..
J1 - Fo(Bya.Bp) = J18) - 338, pour (B ,B,) e D(U;) + D(U,),

(

En passant & la cohomologie, on obtient la longue suite exacte

(dite de Mayer-Vietoris)

A T ’ .
L+ ’P ) L RP(uy) @ RP(u,) s RP (U, nuy) & RPP D+ od 3

Ly Lk *x - * * :
est induit par X = 1; @1, et g paru=jl-32 et 3 est

le "connecting homomorphism" (voir [8, p. 101).

D'autre part, dans le cas de 1'homologie'singu11ére, et par
suite pour la cohomologie singuli&re, on a toujours une sulte

- exacte de Mayer-Vietoris associée 3 un couple d'ouverts.(UI,‘Uz),

. Ag u : :
U vty = 8, = EPD B W) @ HP(u) o B (Unu R - L

"oll les homomorphismes Ag et B, sont induits par les inclusions,

»

-
-

Pour la constructlon de cette suite voir (9, p.'189 et b. 2%91. -

B " ’ *r
S1 1'on note 'SdUl + Sd_U2 l'ensemble des chaines différen-

; a. d '
tiables de la forme C, + C2 oll C, eS80, et C, ¢« $°U,, on peut
définir un homomorphisme 8 ; D(M) -~ HomIq(SdUl + SdUQ; R)
par 6(a) = C, + C t— fo .= fo+ o= [1¥a = fi*,+ £

1.2 g.+C, G, C, C Y ty¢ 5,2
J R TS T B U 2
Le plongement naturel
\
d d d d
sty, ® s%u, — s, + 5%,

_ 4. . .d ' * | .
induit un homomorphilsme VHomR(S U1 + S U,, R)— SdU1 ® SdU2

22
" (ef. p.10,10, et %e diagramme!- -
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[

»
0 — D). — D(U) @ D(U)) — D(Uy nU,) ~» 0 \

*y . el ‘ el el , —
N o

*

d * _k
H
0 — OmR(S U1+SU2, R):"Sdul @ SdEI2+Sd(Uqu2) + 0

oll les deux suites courtes sont exactes, est commutatif.

y -

- Théordme 2,3.1 .

Le diagramme

. - . X -
» wPuy @ wPu, 2+ wPu vy b aPtin gty @ wP*D

P @yt @ 031' ® puT—&GD 01 @0,1

u , . : A ,
+ RPU; @ RPu, + RP(u nu,) B RPPIw—Eh RPFLy 4o mPHIy o

ol _les Py " sont les homomorphismes de de Rham, commute,

Démonstration:- Les carrés:‘() et C) commutent, car les-éga-
1ités w40 (p; @ py) = Pg O Wy
N

proviennent directement de 1,6,2, On établit la commutativité de

| Ay, od L od

Ul+ S p2—+ S
B * . .

+ 8%0,) = H (M) car la triade (M, U

propre [2,p.7Td., ‘Alors, comﬁte tenu du dlagramme (*) de cette sec-

® comme suit: 1'inclusion S M induit_un'iéomor—

* d . ’
phlsme Hd(S u U2) est .

1 1’

tion, et arepréSentant le "connecting homomorphism" on a d'apres-

[9, p. 182] 1le diagramme commutatif




CRP(Uy 0 U) & RPY ()

-

v o* ‘o*
p 3 Lpt+l
Hy(Uy aUy) = Hg ~(M)
d

Vu que 1'inclusion S° > S induit un isomorphisme naturel de la

cohomologie (ef, p. 16 ), 1le carré.ca‘emt commutatif, ce qui ter-

mine la démonstration,

2.4 Démonstration de l'lsomorphisme de de Rham,

.- On fait les hypothéses d'induction
. . P -~ .' ’ L . ) .
(1) p R(M141}'+3H*(M1-1) est un isomorphisme,
(2) S1 W est une varlété de dimension inférieure 8 n , p: R(W) =+

H*(W) est un;jfomorpﬁismef

Théoreme 2.4.1 (de Rham)

p : R(M) » H*(M)

est un isomorphisme.

Démanstration: Considérer le diagramme commutatif du théoréme 2,3.1 .
~N

dans le cas particulier oi (Ul,'Ué) = (Mg(e/2), P°(e)), [donc
o : : . _ . N Lk

U, uu, = M;]. On remarque d'abord que - p, R(Uz) + H (U2) est un' /

islomorphisie car U2==P°(€) est contractile, (cf, p. 28 ). D'autr.e._1 ‘j%

pért pi: R(Ul) -+ H*(Ul) est aussi un 1somorphisme car Mi;l est

un ]étracte par déformation. de M;(s/?) = Uy (ef, 28) et 1l'on

applique lﬂhypothéée d'inductlion, Egalement, ¢3 : R(U1r1U2) -+

H*(flf\Uz) est un isomorphisme car U;nU, = Mg (e/2)n P°(e) a le

e

tyqe d'homotople de la sphére cgh-t (cf.'p. 28) qul est de di-

mension inférieure & n pour tout re{0, ..., n }; par sonséquent

—h




o | " ( - \ T
. . - 32 - | ~ I
l ’ \ . ;l-‘ﬂ‘s;:
A o S :
1'hypothése d'induction (sur 1a dimehsioﬁ) s'applique. i
N Enfin, d'aprés le lemme'des cing (voir [1, p..184]) appliqué g
au diagramméfae la propositionﬂ2;u.1, ‘pu :'R(Mi) > H*(Mg) est '
un isomorphisme. Vu que 1'inclusion M;-’*Mi' induit in 1somor-
phisme dé€.la-cohomologie (cf. p. 11), on peut conclure &galement.
que p R(Mi)“+‘H*(Mi) est un isomorphisme, ce qui prouve 118~
.tape d'induction, et termine la démonstration; . ' _
- ‘ . A
g 8
¢ W
' o
i
.*," .
.4
A
[ ',—,"
“
’ - . . . ) %
gl ‘ SRR ' P
] - g ! ‘f]:' .
- s i‘f
‘ 3 . 8
i
+ h”
: ’ . 1
_-l
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' 2.5 Appendice.

'propqe.et différentiable

Pl

La technique de. démonstration®utilisant des ;ﬁites.de Mayer- - ,
| ~ o =

Vietoris etfune induction suera dimenslon des variétés'peut etre

employee pour calculer la cohomologie de de Rham 4 support compact

de l'espace euclidien R .

u _ " /_,_\ P " s

Notation: D (M) designe l espace gradué des formes differentielles
i support compact sur une_variete M, RC(M) la cohomologie de de

il

Rham 3 .support compact de M, . (cf. [1, p. 167])

Lemme 2.5.1 Pour tout p, RE(RE) = 0
- n . ” n vF
ol Ry = {x (xl, ces xn)e Rz ox, 2 0} . —
Démonstration: Posons e = (0,.}.,-0,1)elRn et REA = {xe R?: .
—~ ‘ . . o - |
, .
X, Z A2 0}
ConsideronQ une forme w a support comp et sur RY . Pour -A

+

.suffisamment grand, ($upp(u) “R+A -=‘¢.; On définit.une homotOp;e'

t 1,

-~

n

. - . . . . y n .7 ' -
c‘ “ __L,.‘_. IR __.F,‘A . R+ x R + R+ ‘ £H ' ‘
Fy(x,t) = xtg(tle, o :) B
od . g :R~>R est . ¢ et g(t)* 0. sl ts 0
gt () 2> d pour 0<t<]_ et g(t) 1 “pour t 21 : . o~

(voh?[S,p 6], pour la definition de g)

entre 1' identite et l'application propre et differentiable

¢ : 34-fR+ définie par ¢(x) = F,(x,1). Solt Jt, teR 1'in- | /

- B n

Jection x =(x,t) de R} dans R, xR et DK(RT x R) 1'es-

pace des formes‘ aeD(Rz x. R) facnt le siupport a'uge projection

compacte sur R . 1D'eprés {1, p. 169, proposition 5.3] 11 existe
\

A . n T N\
une application lineaire K de DK(RE X~R) dans D _(R.) ayant Fﬁ\
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les propriétés sulvantes: ' ' A
Pronn p=1, ,n
(1) .K(DB(R] xR)) e DE™*(.R])
. ' B * - ] .
(11) doK + Kod = Jl - J0 , . ou 4 estla différentiation extérieure,.
On a F,oJ, =

\0Jy = ldentité et F,0J, = ¢." De plus

* * %k * %
)‘daw-m—JlF-A 'JOFJ\N

* *
dK(Flw) -+ Kd(Flw)

\ AKFyw) AN N /D

< Par conséquent ¢*w et w sont cohomologues, Mais ¢*w = 0 car

S
w évaluée a ¢(x) est nulle pc_)ur‘Ktout X e REQ puisque ¢(x)¢'.supp w .

Done R_(RI)=0. ° o \ Lo
. o v AR y
‘Lemme 2.5.2 _ ' T '
Soit A" le demi-espace {xeR’ : x s 1}, La suite
* L . ’ * *
: 1, @ .14 Jy =4
ny 1 2. n ny 1 2 n n »
0+ D, (R)- » D, (A7) @ D (R))~=——=D (A nR) ~ O
oll les homomorphismes sont induits par les inclusions ili.ﬂfl cRn,
n__n n_on ' n _:.n n
| 12: R, <R, jl:A n R, cA™ et j2:A nR, « R, est exacte,
e * * l
kﬂ-ﬁms_tratj.on: HE vA® = R" ; les égalités ker(i, @ 1,) = 0 ,
* * o * . - . n..n ¥
o . ker(Jy - J,) = Im(i, ®i2) ‘sont immédiates, D'autre part A o R, )

" étant une.sous—vériété' fermée (A bord) de er_; d'aprés [1, p. 176
& . -
’ N . - - - n n
théoréme 4,19, pour toute p-forme a & support compact sur A nR_
Y ‘ ’ . . )
i1 existe une p-forme B & support compact sur R" telle que
S n n, ; n . ny.
B]Ann RE = a3 alors (2B|A", B] R, )eD (A7) @ D (R,) et
‘ *

(J; - 3;)('23|An, B RE) = o« , c'est-d-dire (jI - J,) est surjectif, | :4

- ' ' L
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ce qui démontfe,le lemme,

Corollaire 2.5.3

La suité de Mayer-Vietoris du couple (AP, RE)J... +'R2_1(Rn) +

p-1,,n p-1, .n p-1,.n n, D, N P, on pl n
R, (A )‘®_Rc _(R+) + RETT(A" n RY) » RI(RY) =+ RI(R) @ RO(A)) +..

est exacte, | A

Théoréme 2.5.14

i 0 si- pP#n
RE(R™) = ‘
R sl p=n -

pl

démonstration: On procede par induction sur n.' Le théoréme est

vral pour 'n = 0 car = {q} et R°({q}) = R°({q}) = . Con-
sidérons lé'ﬁﬁite de Mayer-Vietoris du corollaire 2.5,3., D'apreés

le lemme 2.5.1 Bg( Rz) = 0 pour tout p. Egalement Rc(An) = .0,

car A" est difféomorphe é R? n_ D'autre part,
A" n R21= Rp x [0, 13, ce qui possede le méme type d'homotopie

n-1

bropfe et différentiable que R : en effet soir r .: R x[O 1] |

+ gt x {0} - 1la retraction pr§£re (x,s) v (x,0) et 1:R P, oY e

f{n_l x [0,1] 1'inclusion; on défdinit une homotopie‘propre et dif- :

.férentiéble_ : L, " \\_»

F: R « [0,1] x R—R"T x [0,1] entfe//ior: L x [0,11+F"~1x[0,1]

et 1'identité sur ROT x [0,1] par

- (x,s 58) > (%, Sg(t)) o /
(od g est defini i la page 33). | |
5 .

Dé plus roi : Rﬁ’ x {0} + RO & {O} est 1'1dent té sur Ry {O}
' o B
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\

/I " v N o \ :
Donc r est bilen &ne équivalence .d'homotople différentiable et

propre entre R-' et R & [0,1]., .Par conséquent

_—/ i

Rc(Rn"l‘x [0,1])='R0(Rn-l). De 1a suite de ﬁayer—Vietorig on tire

la sulte exacte 0 - Rg_l(Rnhl) +‘RE(Hn) + 0 d'olt 1'isomorphisme

Rg(Rn) x jol(Rn-l). Maintenant paf hypothése d'induction

si p-1 # n=1 ' “ A 0slp#hn
d'od le résultat RE(R") = |
| e ‘Rsip=n.

Y
.- ({ R 81 p-1 = n-1




CHAPITRE III

"THEOREME D'HUREWICZ EN ;;;QNSION "

‘3,1 L'homomorphisme naturel I : R1(M) + Hom(m(M), R),

Désormals M désignera toujours une variété compacte, connexe,
; . A 2 _
Dans {1, chapitre XIV, section 1], on définit un homomorphisme
I+ RL(M) + Hom(n(M)h R) ou (m(M) est le groupe fondamental

de M) ‘par [e] =~ I,

r

ot Ia([¢]) = J $*a [¢%Jétant la classe d'homotopie du lacet ¢
: st . - . -
N ) . : \ SN . )
. sur M; ¢ est l'application continue du cercle sl dans M telle

2nit

ques ¢ = $0q, ol g est la projection t » e de 1'intervalle

’

[0,1] sur le cercle si, " Lthomomorphisme I est bilen défini car la

¢

;gleur’de l'infégrale [ $*cx ne dépend gque de la classe d'homoto-
. , . 1 . ’
5

ple de ¢ et de la classe de cohomologle de «,

D'autre part, 1l existe un isomorphisme naturel

HL(M) + Hom(H, (M), R)

défini par (f] +» (Le]l »f(c)) ;
cette correspondance ne dépendgnt que de la classe de cohomologle

du cocycle' f et de-la Elsése d'hbmologie du cycle c.ﬂ(voir [2.
p. 1321, |
| Egalement, 11 ei&ste un Homomqrphisme naturel
Tw(M) -+ H, (M)

- 37 - ' = SRR | ' 1
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qui, & la classe d'homotople du lacet ¢ I + M failt correspondre

la classe d'homologle du l-simplexe ¢ : I - M, Si1I M est connexe,

~

cet homomorphisme est surjectif et son noyau constitue le sous-

groupe des commutateurs de m{M); voir [2, p, 48]. On a donc un

isomorphisme naturel

-

w(M) / [a(M), m(M)] = Hl(M;

R é&tant un groupe abélien cect Induit un isomorphisme “5
. ! I

_ Hom(w(M),. R) = Hom(H, (M), R) .

Enfin, comme M est compacte on a l¥isomorphisme de de Rham
p : Rl(M) -+ Hl(M) =,HICM, R) -
ce qui comgléte'le dlagramme

_ﬁl(M) —L Hom (i (M), {R)

o\ Hom(H, (M), R)

I 1

HL (M)

Proposition 3,1.1 Le diagramme ci-dessus est commutatif, ;b par

conséquent # est un’isomorphisme,

Démonstration

. RL(m) &> wlomy
fa] —— [c— [a]
’ c




H
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Hl(m) + Hom(H, (M), R) ", Hom(H (M), R),~ Hom(n(M), R)

e -—»Iu]* ([c] = J'a). (ECJ H-Ia) B ([VIG)

pour‘fout

”»

-~

¢oq , done ¢* =g o¢

J‘b*a - Iq*&*a .—:J * a 'puisciue JQ*B=

I I st | I

-

[ 8

ql

BeDL (S1), Donc en composant les trois isomorphismes

-

ci-dessus on obtilent la’ correspondance ‘[a] = ([¢1 = J o*a) , R/ﬁ
‘ . ) . ' Sl '
c'est-é»dire 1'1somorphiéme I, C.Q.F.D. .
Remargue V‘D
Sans avoir recours au theoreme de de Rham, on peut démoritrer

directement & pdrtir de sa definition et aln

oii M est compacte connexe est un isomorphisme,

de 1a théorie de Morse gue l'homomorphisme T : RI(M) »

._'le sujet de ce troisigme chapiltre.

Proposition 3,1.2 Soit £ : M+ N une application continue de

alde de techniques

Hok(n(M),'R),

C'est précisément

M~ dans une variete compacte connexe N, et x  un point base de M; |

1'homomorphisme naturel f,: w(M, x) + ﬂ(N £f(x)) induit un homo-

morphisme

commute.

¢# . Hom(m(N, £(x), R) * Hom{w(M,x), R) et le diagramme

RNy 2+ Hom(m (N, £(x), R)
Lex o it

RY(N) mﬁ) , R)

(pour la définition de ff voir 1.,2.4)

_()A

o T .'__'.....;..'.'..-_,;:..u." i

Tw LT Do
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 démonstration: voirj}l, p. 2081].

On utilisera_souvent une propr@été élémentaire des groupes fon-

damentaux: si f, g : M+ N sont homotopes alors £y = &« s (M) +
7(N); donc g1 M et N ont le méme type d'homotopie, m(M) est -

isomorphe 4 w(N).

‘3.2 Décomposition de M

Considérons la décomposition de M décrite 4 la section 2.2

ol (Ul, U2) = (M;(elz), P°(e)_) et U1UU2 = M‘i .

. = . 1 - -
— Ml est une n‘bou&s), donc R (Ml) = 0 et nQMl) = 0.

I: Rl(Ml)-+ Hom(n(Ml), R) est i‘isomorphisme trivial

— si1 dimM=n=0, Rl(M) = (M) =0 et I est également

A

trivial.

On peut donc falre les hypothéses d'inductlon:

(1) I: Rl(Mi_i) + Hom(w(Mi_l), R) est un isomorphisme.

=]

(2) si W est une variété de dimensioﬁ inférieure @2 n

A 'I'é:ﬁ%(W)'+.Hom(ﬂ(W), R) -est un isomorphisme.

4

.o ) .
Proposition 3.2.1 I: Rl(Ul) - Hom(ﬂ(Ul), R) .est un isomorphispe. - '

-

Démonstration: 'Mi—l est un rétracte par déformation de U, ; done

1'inclusion My ; » U; indult des isamorphismes RL(U)) = R0y ) etn(Uy)= My ;)

: |

Alors d'aprés 1'hypothése d'induction et la commutativite du dia-.

rl(u)) I+ Hom(r(uy), R) | ‘
- Jo=% .

sl ) E Hom(m(M, )5 B) - . >
i-1 (m(My 1)

gramme
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It

1a propositibn est démontrée. -

3.3 Suite-de Mayer-Vietoris

D'aprés la section 2.3,-la suite ..

A - - ‘ |
3, ol : H
RO (U, 0 U,). 2 KLUy w Up) e RMu) @ Ry —£ RMUy 0 Up)

’

est exécté. En particulier, ‘on peut démontrer que si U1 n U2

-

© connexe A# est injectif,

Proposition 3.3.1 81 U; n U

. _ .
est connexe la suite

est .

1 2

0~ Rl(Ul

Démonstration: Soiﬁ a une l-forme fermée sur U1 u U2 et

o + B(U; u U, sa classe de cohomologie. Supposons que

Xg(a + B(Up v U,)) = (1, @ +B(U,)) @

*

N . ,
alors iisz(Ul) et 12115 B(U2). Donc 11 exlste
Yo, € C (U2) tels-qu?
* ! *A ’ q
1,0 = a|Uy —‘le et i,o = U, = dyY, -

.‘7 "
De plus, pour toute constante

sur U1 n U2 -> Y - Y5 = constante sur’ U, n U

1

choisir v, et Y, tels que

. ' ~\
Y, sur‘ pl

Y2 sur . U2

“(1’2‘a_+B(U2)) =0

e, dlyy +¢) =dyy.

1 2’

Y12 Yo sup Ui n U,.

~

A ’ b | |
v U,) . Rl(Ul) @ Rl(Ue)l—ﬁ+ R.l(U1 n U,) est exacte.

Yl_EC (Ul)

,\ -‘ ,.
J g

et d(Yl - (‘Yz) =0 !
On peut donc

Posons alors

i el R
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On a bien dy = o ; .donc "aesB(Ul v U,) et A, est injectif,

ce qul ternine la démonstration. " : ‘

3.4 Le cas X 22

Dans la’décomposition de M, od (U, U,) = (M3(e/2), BO(E)),

considérons le cas oll 1'indice X du point critiqﬁe p, est supé-

4

rieur ou égal 3 2. Dans ce cas Ul n U2 est connexe.

5)

Le ‘théoréme de Van—Kampen ([l p 91]) montre que 1r(U1 u U

, ]
est déterminé par n(Ul) et w(U ) ~ de la fagon suivante:

Lo- soit'<J le sous groupe normal de n(Ul) engendré par

- 1'image de jl =1 S B est 1'inclusion Ul n U, > Uy
£ 7 . : -

"~ .s0it & Q'J'Lfn(U nU.)) »J et k @ J+m(U.) les inclusions,
- 1, 1" V2 _ T

et | |
' - Tt . . g : l & . pa

o ﬂ(Ul n Uzj -+ jl*(ﬂ(UE‘n UE))' la §ufjgction définie. par Jl*
C ‘ o — A . 1
Proposition 3.4.1 . “La-suite 0 -~ J — w(U ) —%+ ﬂ(U o U, ) +

est exacte.

Démonstratién} _U2 = P°(e) est'cohtnactile. Donc j(Uz).= 0.

D aprés le théor2me de Van—Kampen, [1, p. 94 ¥ 4.8] il*ninduit un

'_‘isomorphiave de n(U }/J sur w(U v U, ) Donec J = ker 11*, d'ol ¥
1'exactitude ‘de la sulte. .
_ _ 1
1 ;
Corollaire 3. 4.2 lLa suite 0 - Hom(w (U, v Uy, R) #——¢Hom(n(Ul),.R) K

.‘E* Hom(J, R) + 0 est exacte:

R T

)

T e



. K -
Proposition 3.4.3 La sulte . ' -

i* *

. . _ _ ]
"0 -+ Hom(m (U U_p2)ﬁ R) —t+ Hom(w (U, ), R) —+ Hom(ﬁ(Ul’q Uy), . R)

..

est exacte.

.

Démonstration: J; = ko%o] par définition de ¥, § et 2.
1, LY |
Tr(ul n Uy) 31*(“(‘]1 nU,))=J - 'n(Ul‘) .

* * % *
= J of ok .

Donc, 31

* * - i
Hom(m(U}), R) X, Hom(J, R)_—”‘-—» Hom(J;, (n(U; 0 Up)), R) 2,
. .

Hom(ﬂ(Ul U U2); RS

jx est injectif car J est surjectif. Il suffit maintenant de ’ "
*

* * .
montrer que Ker Jl = ker kK . Ckairement on a ker K*=:ker Jlf

*
. Soit feker jp ; alors

0 = Yok (£) = (kot) (£) = fo(koR)

c'est-a-dire f‘|J

]

11}
[an

= 0. Mals dans ce cas £]J
*(Tf(Ul n U2)) . - g
car J est le sous groupe normal engendré par jl('n(Ul n U2}). L

¢

- * * * Co '
Done O = fok = k £, d'oll ker k = ker j, ce qul démontre la pro-

posltion. ~

Proposition 3.4.4 I : RI(Uy n Uy) » Hom(w(Up o U,), R) estun

?

isomorphisme.

' .

Démonstration: On a vu que Uj w U, a 1e méme type d'homotople

que 1a sbhére Slﬂl, et par l'hypothésé d'induction sur la dimen-

| i
’ i
e

- € PE—— N P
P s e e " LR

v
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R D T § A= '
sion, I ¢ R (S } + Hom(w(S 1), R) est un isomorphisme, d'ol le

résultat.

En combinant les résultats de 3. 3 1 et 3.4.3 et en ‘tenant.

compte du fait que gt (0,) = 0, 'on obtient le diagramine commutatif

_ ) ' ! '
0+ Hom(n(U11JU2), R)‘+ Hom(n(pl),'R) + Hom(v&Ulere?, R)

T e

. 1 . 1 1
0 BL(U, v Uy) —> MUY —— R (U 00

. ’ . ‘ ~

" Théorgme 3.4.5 % I: Rl(Mi);+ Hdm(w(Mi), R) ‘est un 1lsomorphisme.

Démonstfation: Les lignes du diagramme précédent sont exactes, et

I,, I, sont des isomorphismes. Donc, en appliquant le lemme des

ecing, on obtlent que I: R (M°) > Hom(ﬂ(M Y, ﬁ);, est un isomorphisme.

‘De plus ‘1'inclusion M° ¢ M, 1induilt des isomorphismes
) - i i

Rl(Mg) s Rl(Mi) et H(M;) z w(My) , ce qui démontre le théoréme.

3.5 Le cas A =1

v

Dans ce cas on ne peut plus utiliser 1é couple d'ouverts

———

(U, U, ) = (M (e), Py (e:)) car l'intersection U; n Uyn'est plus connexe
(elle: posséde le type d‘homotopie de S ) On.va d?finir un autre
couple d‘ouyerts (Xl, Xz) tel que X = Xy v Xé poss&de le méme

type d'homotople que My et tel que Xi n X, solt conpexe. D'a-

bord un lemme ‘topologlque:

Lemme 3.5.1° _Soit A un espaceé connexe par &arcs. Si 1‘on'attache

1}
i
4




- - 45 -

-~

i A ‘une i-cellule [0,1] au moyen d'une application ¢ : {0,1} + A

oll ¢ (0) # $(1), 1'espace obtenu A u¢[Q,1]’ a le méme type d'ho- 4

| : ‘ ‘
motople que 9 dw[O,l] oiu ¢ :{0,1} + A satisfait P (0) = P{(1) =
$(0). | .

¥

Démonstration: c¢'est un cas particuller d'uﬁ lemme de Whitehead,

voir [3;p. 20 lemme 3.6].

On revient.é'la notation de la section 2.2. ‘Posohs

_ o . 12, 42 C ey - :
S =1{xeUnMy po(xy EJE) + x5 = 6/4,.x3 = .= xh.- 0} ol Uy
est la carte autour‘du point critique bi , et T = u-ﬁ(p,%/?) ’

) S peS

ol B(p, %JE) est la n-boule fermée de Ui centrée en"p et de.

rayon Ye/b., Ainsi défini, S est un cercle dans Uy tangent &
Ma au polnt (V€, 0, ... 0) et T°‘= Int T est un volsinage tu-

)

bulaire ouvert de S. On définit ’

alors

o]
i

e T b A
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-?roposition 3.5.2 T uM, ale méme type d'homotopie que S u ¥,
{

Démonstration:

Le "demi-tore" T,

P

. a

Avec cétte\fétraétibp*paftiﬁuliére';n oétient que T4 v M, est un

rétracte par-déformgtion de T v M 3 }D‘aut%e part, Ty se ré- S
| o * o -

tracte de fagen continue sur un sous-~gnsemble Té ayant la forme CE

. suivante:




., . - . - —

1
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&

avgc cette retraction, TleMa,-qst un rétracte par déformation

de -TyuM,. Appelons Q.le §ou54ensémble  T;:§ ‘dévTLqﬁ SO e ; .

cercle défini pér ‘

SO = .{XE UinM; ‘e (Xl -.12;/5)2 + Xg =(-‘?H’/E)2’ X3 =_.'.;M= .xn = 0}

Cxig'”rx")

.‘";

Selon le lémme 3.5.1 T_ UM_et 2y Sy u M, ont le méme type

. : ‘ | . !

d'homotopie. De plus, & USO u-Mé sgtrétracte de fagon continue

, : _ S
sur’ S0 U Ma (car  se rétracte de fagon continue le 1ong des pa- - .
raliéleﬁ‘du-tdrgi; Et toujours d'aprés>3.5.1 Sg v M ‘a le méme
LV ) ’ .’ Coa Y ’ 4
_type d'%gmotpgie que S U"Ma—.ce qui, termine la démonstration.
Par un homéomorphisme; on peut modifier le tore T ‘pres
F . I . ) ‘ N . - o
de son intersection avec-le bord de M, .de’fagon a ce que.la ré- . .
.EE}QQ me U Ma idlxzé\toreimodifié Tm avec Mé soitranhvariéﬁé
a bord. : ’ - . o . . ;Ji ‘- ‘o . . . ° . . L}(}ﬂ
. ) o : N 0 : .
. T .- . -\_“ ’ -l; ) 3 ' -K - . ®
- " - -.‘/\}-
bar o . Y
o ) /a/ - T e 4 1 l

oz §
——
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) X,
0 o ~ s~ mO o o 'o__.
On a donc que T U Ma est, homéomorphe a Tm u Ma et T U Ma =

° Y Ao ! .
(Tm u Ma) a le méme type d'homotopie que T v Ma (puisqu¢ TmlJMa

.

est une variété i bord). Ut1lisant 3.5.2 on peut conclure:

Proposition 3.5.3 TOIJM; a le méme type d'homotopie que 'Ma u S.
- ) . .
4

Proposition 3.5.4 Mf a le méme type d'homotfpie que X.
- 3

Démonstration: = Suivant 1a proposition 2.2.5, M, a le méme type

. < ~ * 1' .
d 'homotopie que Ma u el; d'aprés le lemme 3.5.1, Ma u e a le .

méme type d'homotopile _gue 1, v S, qui & soh_tour a le méme type
X

_dfoh le.résultat.

d 'homotopie que TOlJM; =

&~

Corollaire 3.5.4

I: Rl(X)I+ Hom(w®(X), R) est un isomorphighe <> T ;\Rl(mi)-+
. Hom(n(Mi); R) ‘gh est un.

| Pour accomplir 1'étape dfinduction sur la filtqétion des My,
A1 suffit de démantfer le théoréme sulvant.

- /—'

./\
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Théoréme 3.5.7 = - .

8fi dim M =n > 1, I :‘Rl(x) + Hom(m(X), Rd est un iso-

Qgrphiéme. $‘. - . A . ‘ e
Démonstration: '

}

X

n x§ est contractile, X2 g le type d'homotopie de' S et

- d'homotopie de Mi—l On applique le theoréme de.

(Xl, XZJ. D'aprés [1, p. 941, m(X) ,est Ki,J
o bhe a ﬁféduit libre ﬂ(X ) ~*W(X2). Par coﬁséquent les « )
»
homomorphismes : n(x )+ T(X) et k, : ﬂ(X y + w(X) indults

par les 1nclusions sont 1njectifs et l'homomorphisme canonique
* *.' ..
ky @ ky Hom(w(X), R) =+ Hom('n(Xl), R) @ Hom(w(X,), R)
i »—T+ (fokl, f°k2).

_est un isomorphisme. . :

D'autre part, on a la gituation analogue pour 1a cohomologile.
Au moyen de la sulfe de Mayér-Viétoris du couple (Xy5 X2) on

-

obtient 1'isomorphlsme
* * 1 : 1 = 1,.
1, @ 1, : R (X)) ® R (32) — R (X)

ol ‘i; et 'i; sont induits par les inclusions i, ¢ Xi.£<%

*
‘ i, @1 .
Le dlagramme Rl(X) ;l—s——g+ﬁl(xl) @ Rl(X2)~
| I S b I

k 2

* . ' . .
1 2, Hom(n(X), R} @ Hom{m(Xp), R) .

. @ k*
Hom¢&#(X), R) <

commute. Enfin, par I!ﬁypothése d'induction sur 1'in-

[



\

. ; - 5b -
: - | g
N dice de filtratioh (pulsque: Xl a le type_q'homotopie deﬁ}Mi_l)
, ﬁﬁ»:[l est un isomorphisme. Vu que dim M =n > 1, 12 est un lsomor-
phisme par.l‘hypothése'd'inductiqn sur la dimension (puisque Xq
a le type d'homotopie de S). Par conséquent I : RY(X) + Hom(n(X), R)

est aussi un isomorphisme. LT

\

Ceci termine la démonstration par inductlon du résultat

suivant: si dimM=n> 1, l&homomorphisme.Ile(M) +Hom({m(M), R)
est un isomorphlsme. » - .

4 .
Si n =1, M est difféomorphe & la l-sphdre S (cf. [10,
p. 127 théoreme 3.4.11). Vérifions que I : Rl(Sl) + Hom(n(Sl) R)

- est un isomorphisme; pour ce, on a recours aux lemmes sulvants: &\\

Iﬁﬁm 3.5.8

3

R;(Sl)_ est isomorphe & R .

- Démonstration: Une preuve de ce lemme utilise des sultes exactes

- de cohomologle (de de Rham) et le théoréme d‘excision. La démons- ‘

tration compldte se trouve dans [1; p. 181, théoréme 6.1].

ﬁémme‘3.5L9

Soit uaefDl(Sl), J a =0 sl et seulement si o = df pour

un certain f e c”(sh)

Démonstration: gl &tafit orienté, on définit 1'app1}cation

¢ : Zl(sl) + R par a I;a . D'aprés le théoréme de Stokes,

J a = I df = £ £ 0 car 9S~ est vide

R i L T, S



En  passant au quotient par Bl(Sl), ¢ induit une- application
1,aly nlial 1,1 L | ' :
¥ : 27(87)/B (ST) = R (S7) » R qul dépend canonliguement de l'orien- -

: P | ' .
tation donnee a -3 et est un homomorphlsme d'espaces vectorlels.

Egalement, il exlste une forme volume et .on a [‘1m > 0, donc . i
' ) . ’ » g
P([w]) > 0 ol [w] est la classe de cohomﬁlogie de w dans Rl(Sl),

I1 s'ensult que & est un homomorphisme surjectif. Mais d'apreés

3.5.8 dim'Rl(Sl) = 1. Done ¥ est un isomorphisme; alors
ker ¥ = [O]' d'oll ker ¢ = Bl(Sl), ce qui démontre le lemme.

Maintenant, on remarque gue: Hom(n(Sl), R) = R car w(Sl)<=ZZ.

+I1 suffit donc de vg¥ifier 1'injectivité de 1'homomorphisme (4'es-
paces vectorlels) I. Solt a wune forme fermée sur S1 telle que

I(a) =0 clest-a-dire f 1$*a - 0 pour tout lacet ¢ dans 'Sl,
: _ 3 = . R
et en particulier siQ:¢ =q:t 2Tt f{e=0 car ¢ =

. : st .
identité; alors-d'aprés le lemme 3.5.9 o est exacte i.e" [a] = 0.
Par conséquent I : Rl(Sl) + Hom(n(Sl), R) est bien un isomorphisme.

i

% On a donc de fagon générale: J

Soit M ~wne variété compacte connexe. L ' homomorphisme

I :Rl(M) + Hom(W(M),-R)\\est ﬁn isomorphisme.
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