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Résumé

Nous montrons que pour un systéme de deux neurones couplés avec multiples
délais et dont les influences mutuelles et rétroactives sont données par des fonctions
non-linéaires, monotones, croissantes ou décroissantes selon le cas, la solution triviale
peut subir une bifurcation de Hopf~-Hopf, tel qu’il y a une résonance 1 : 2 entre les
deux modes de Hopf. Nous obtenons de ’analyse linéaire du systéme la famille des
valeurs critiques des parameétres pour lesquelles le systéme subit une bifurcation de
Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Nous ferons de plus une étude de la stabilité de
’origine afin de montrer que l’origine est toujours instable prés des valeurs critiques
des parameétres pour lesquelles il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2. Nous commentons ensuite des simulations numériques qui illustrent une cascade
de dédoublements de période rarement observée dans le cas d’équations aux délais.
Finalement, nous procédons 3 la réduction du systéme & sa variété du centre puis
nous ramenons les équations obtenues sous une forme normale pour une bifurcation

de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Considérations préliminaires

Le systéme nerveux humain est particuliérement complexe et est loin d’étre tota-
lement compris de nos jours. Les cellules nerveuses, ou neurones, sont d’une grande
variété et la facon dont les neurones communiquent entre eux est tout aussi diver-
sifiée. Tels que décrit dans [19, 17], les neurones sont composés de trois parties : de
dendrites, d’un axone et d’un corps cellulaire (voir figure 1). De maniére générale
et d’aprées MARTIN [19], on regroupe les neurones selon trois classes : unipolaire, bi-
polaire et multipolaire. Ces classes sont basées sur la configuration particuliere des
dendrites et des axones des neurones. La premiére classe regroupe les neurones qui
n’ont pas de dendrites et n’ont qu’un seul axone, comme entre autres les neurones qui
contrélent les sécrétions des glandes exocrines, ou ceux qui contrélent la contraction
de certains muscles. Les neurones sensoriels, qui recoivent les stimuli provenant de
I’environnement, font partie de la deuxiéme classe, alors que la plupart des neurones
du cerveau et de la moelle épiniére sont ceux de la troisieéme classe. Les neurones de ces
deux derniéres classes possédent tous des dendrites et un axone, mais contrairement
aux neurones sensoriels, les neurones de la troisiéme classe assurent en particulier
la communication entre les différentes zones du cerveau et ne recoivent donc pas di-
rectement de stimuli de ’environnement. Les neurones sont reliés entre eux par les

synapses. Les axones conduisent 'influx nerveux du corps cellulaire du neurone au
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systéme nerveux central, et les dendrites dirigent I'influx nerveux vers le corps cel-
lulaire du neurone et éventuellement vers I’axone du neurone. Les synapses peuvent
étre de plusieurs types : dendrite & axone, dendrite & dendrite, comme dans le cas
des cellules olfactives [13], axone & axone, axone au corps cellulaire, etc. Ces synapses
donnent lieu & des réactions chimiques et électriques. De plus, il peut y avoir plus
d’une synapse reliant les deux mémes neurones, et un neurone, tel que ceux de la

moelle épiniére, peut recevoir des messages transmis par environ 10000 synapses.

FI1G. 1: Un neurone moteur

Segment initial

& Corps cellulaire
Dendrites

Le modéle étudié dans cette thése est un modéle empirique et ne tient donc pas

Axone

— — —a
o~
Terminaisons

présynaptiques

1

compte de toutes les observations neurophysiologiques qu'il est possible d’émettre et,
en particulier, ne tient pas compte de toutes celles faites ci-haut. En fait, le modele
initialement considéré par HOPFIELD [12] est pour des neurones ayant des dendrites
et un axone, donc pour celles de la deuxiéme et de la troisiéme classe. Dans les
sections qui suivent nous donnerons un peu plus de détails sur les caractéristiques
biologiques des neurones bipolaires et multipolaires, puis nous verrons comment le

modele considéré dans cette thése est un cas particulier du modéle de HOPFIELD.

1.2 Neurones bipolaires et multipolaires

Pour les neurones de type bipolaire ou multipolaire, les synapses connectent les
ramifications des axones des neurones au corps cellulaire, au segment initial ou aux

dendrites des autres neurones. Une synapse se compose de la membrane du neurone
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présynaptique, de la fente synaptique et de la membrane polarisée du neurone postsy-
naptique. La membrane postsynaptique est de polarisation négative du c6té interne et
de polarisation positive du c6té externe. Lorsqu’un influx arrive a une terminaison sy-
naptique, des neurotransmetteurs sont libérés et viennent se fixer a des récepteurs de
la membrane postsynaptique (voir figure 2). Cette fixation dépolarise ou hyperpola-
rise la membrane et la variation de potentiel de la membrane, ou potentiel synaptique,
déclenche alors une excitation ou une inhibition selon que le neurotransmetteur est

excitant ou inhibiteur.

FIG. 2: Propagation de l'influx nerveux
Récepteurs

Potentiel d'action Potentiel synaptique Potentiel d'action

Par ailleurs, certains neurotransmetteurs peuvent étre a la fois excitants et in-
hibiteurs. Dans ce cas ce sont les récepteurs de la membrane postsynaptique qui
déterminent le réle joué par le neurotransmetteur. En fait, les synapses localisées sur
les dendrites, le corps cellulaire et le segment initial du neurone sont inhibitrices et
celles situées sur les épines! des dendrites sont excitantes. C’est l'effet de tous les
neurotransmetteurs combinés, soient tous ceux recus a toutes les terminaisons synap-
tiques du neurone qui déclenche ou non I’influx. Si les neurotransmetteurs excitants
sont en quantité suffisante, alors I'influx est déclenché, sinon seule une excitation

locale au niveau de la membrane postsynaptique apparait. Les neurotransmetteurs

lspines en anglais
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sont dégradés ou absorbés aussitét que la fixation a lieu, mais si une excitation lo-
cale se produit alors celle-ci persiste. Cette excitation peut ensuite donner lieu a
un influx nerveux si d’autres neurotransmetteurs a effets excitants viennent se fixer
en nombre suffisant & la membrane postsynaptique et peut aussi étre inhibée si des
neurotransmetteurs inhibiteurs viennent hyperpolariser la membrane. Selon les influx
recus et accumulés, ainsi que selon son état interne a un certain moment (influence
rétroactive), le corps cellulaire du neurone atteindra ou non le potentiel d’action qui
déclenche un signal, que le neurone envoie par son axone aux autres neurones du
réseau. Ainsi, le systéme nerveux peut ajuster sa réaction selon les stimuli regus de
I’environnement.

Ce processus de stimuli-réponses est particuliérement complexe, mais en général
il suffit de savoir que les neurones respectent le principe de Dale, c’est-a-dire qu’un
neurone posséde une influence qui facilite ou retarde l’atteinte du potentiel d’action
chez les autres neurones du réseau. On dit alors que le neurone est respectivement
excitant ou inhibiteur, et I’on suppose que toutes les terminaisons synaptiques de ce

neurone aux autres neurones du réseau sont respectivement excitantes ou inhibitrices.

1.3 Version mathématique du principe de Dale

HOPPENSTEADT et IZHKEVICH dans [13] proposent I'interprétation mathématique
suivante du principe de Dale.

Supposons que z; représente 1’activité interne du neurone z,: = 1,2,... ,n. Suppo-
sons de plus que z; augmentera s’il y a dépolarisation de la membrane postsynaptique
du neurone 7 et diminuera s’il y a hyperpolarisation de cette méme membrane. De

maniére générale, la variation de z; en fonction des autres neurones est donnée par
z; = fi(z1,- .- ,Zn)-

Le coefficient associé & l'influence d’une terminaison synaptique du neurone j au

neurone ¢ est donné par

ofi
Sis = a—f'(O).

Zj
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Il est alors évident que s’il existe une terminaison synaptique du neurone j au neurone
i, c’est-a-dire que si s;; # 0, alors le neurone j facilitera la dépolarisation de la
membrane du neurone 7 si s;; > 0 et retardera celle-ci si s;; < 0. Nous disons donc
que le neurone j est excitant si s;; > 0 et inhibiteur si s;; < 0. Finalement, puisque
selon le principe de Dale un neurone est soit excitant ou inhibiteur, alors les coefficients
associés aux terminaisons synaptiques du neurone j aux autres neurones du réseau
sont tous de méme signe. D’ou si le neurone j est excitant (inhibiteur) alors s;; > 0
(8:5 <0), Vi # 5.

Il est intéressant de noter que la version mathématique du principe de Dale est
plus générale que le principe de Dale tel qu’énoncé a la section 1.2. En fait, dans
I’énoncé du principe de Dale donné 3 la section 1.2, il a été supposé que les termi-
naisons synaptiques d’un neurone aux autres neurones du réseau sont respectivement
toutes excitantes ou inhibitrices. Toutefois, il a aussi été mentionné a lz section 1.2
que généralement les terminaisons synaptiques d’un neurone j a un autre neurone du
réseau ne sont pas nécessairement du méme type, et qu’elles peuvent étre excitantes
ou inhibitrices. I1 y a donc une contradiction entre la supposition faite dans I’énoncé
du principe de Dale et la réalité. La version mathématique du principe de Dale permet
toutefois de tenir compte de cette généralité. Il suffit en fait de considérer plutot I’en-
semble de toutes les terminaisons synaptiques, excitantes et inhibitrices, du neurone
j au neurone i. Si ’ensemble des terminaisons synaptiques agit comme une termi-
naison synaptique excitante (inhibitrice), alors on dit que I'influence « moyenne » du
neurone j au neurone 7 est excitante (inhibitrice) et on aura alors s;; > 0 (s;; < 0).
Puis pour respecter le principe de Dale, il suffira que ceci soit vérifié pour tout 7, soit
que s;; >0,Vi#j (si; <0, Vi#j).

Par ailleurs, le coefficient s;; = %z% ne représente pas 'influence d’une terminaison
synaptique du neurone z & lui-méme, mais bien I'influence rétroactive. Ainsi, le prin-
cipe de Dale n’a pas a étre appliqué au coefficient s;;, qui peut étre positif ou négatif

selon la nature du neurone. D’ot1 il est possible, par exemple, d’avoir a la fois

s,-j>0,\7'i#jets.-;<0.
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Pour tous les modéles qui suivront, bien que les auteurs utilisent différentes appel-

lations, il s’agira toujours de I'influence « moyenne » de ’ensemble des terminaisons

synaptiques d’un neurone j & un autre neurone. Toutefois, les auteurs ne tiennent pas

nécessairement compte du principe de Dale.

1.4 Premiers modeles de réseaux de neurones

HOPFIELD dans [12] présente en 1984 un modéle pour un réseau de N neurones. Le

modéle de HOPFIELD compléte le modéle plus simple basé sur les neurones logiques

de McCULLOCH et PITTS [21], que ceux-ci introduisent en 1943. Ces deux modeles,

tous deux pour un réseau de N neurones, possédent les caractéristiques suivantes :

1.
2.

chacun des N neurones est lié aux N — 1 autres neurones,

I’état d’un neurone 7 est donné par la valeur V; correspondant a la réponse du

neurone aux stimuli,

les stimuli proviennent de deux sources possibles, soit d’abord d’une source
externe, puis de tous les signaux que se transmettent tous les neurones du
réseau. Par exemple si ¢ est un neurone sensoriel alors une source de stimuli
provient des messages envoyés par ’organe sensoriel et pergus par une cellule
réceptrice rattachée a 1’axone du neurone. Ce neurone sensoriel, une fois stimulé,
peut ensuite transmette des signaux par son axone aux dendrites des autres

neurones du réseau, qui transmettront possiblement d’autres signaux.

De plus, le modéle basé sur les neurones logiques de MCCULLOCH et PITTS est un

modele discret ou

1.

o

un neurone i ne peut étre que dans 'un de deux états, soit actif lorsqu’un influx

est déclenché et passif autrement,

’état d’un neurone ¢ aprés stimulation dépend d’une valeur limite U; tel que le
neurone bascule de 1’état passif a 1’état actif lorsque la valeur de I’apport des
stimuli est au dessus de cette valeur limite et bascule de ’état actif a I'état

passif lorsque cet apport est en dessous de la valeur limite.
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Ainsi dans ce modéle un neurone ¢ aura pour valeur V2 lorsque son état sera passif

et V! lorsque son état sera actif. De plus, I’état d’un neurone 7 est donné par

H; =) T;V;i+ 1L, (1)

JFi
ou I; est une constante correspondant & ’apport des stimuli extérieur au réseau, V;
est 'apport des stimuli provenant du neurone j et T;; est une constante d’interaction
entre le neurone 7 et le neurone j. Finalement, le comportement d’un neurone dans

le temps est décrit par

; (2)

VP siH; <U;
Vi st H; >U;

ol chaque neurone répond aux stimuli en suivant la régle (2) selon un processus sto-
chastique et change ou non d’état & un taux W qui est le méme pour tous les neurones.
Ainsi, les neurones répondent aux stimuli de fagon asynchrone. HOPFIELD précise que
ceci permet de modéliser les fluctuations et les perturbations pouvant survenir dans le
réseau ainsi que les délais de propagation. Ici, pour étre en accord avec MCCULLOCH
et PITTS [21], il faut interpréter les délais de propagation comme étant le temps entre
le moment oti les stimuli arrivent aux terminaisons synaptiques d’'un neurone et le
moment ol le neurone réagit aux stimuli en déclenchant par exemple un influx ner-
veux. Ces délais, que MCCULLOCH et PITTS [21] nomment « délais synaptiques »,
peuvent étre de plus de 1/2 msec. De plus, les auteurs précisent que la vitesse de pro-
pagation de I'influx par les axones, qui peut étre de plus de 150 m/sec pour les plus
gros axones, est de peu d’importance et que seuls les « délais synaptiques » doivent
étre considérés. Notons que pour ce modele, puisque T;; = 0, alors un neurone n’a
pas d’influence sur lui-méme, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’influence rétroactive. Fi-
nalement, HOPFIELD montre que si I’on a comme hypothéses que T;; = 0, et que les
constantes d’interactions sont symétriques, c’est-a-dire que T;; = T}, 7 # 1, alors le
systéme (1), (2) se comporte comme une mémoire associative. Ainsi le systéeme peut
reconstituer une donnée mémorisée, soit un point d’équilibre stable du systéme, a
partir de données partielles, soit un ensemble initial d’états pour les N neurones du

réseau.
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HOPFIELD suggére de modifier le modéle basé sur les neurones logiques de
McCULLOCH et PITTS de sorte que deux autres caractéristiques soient incorporées

au modéle. Ainsi, en considérant que les neurones sont tels que

1. leurs relations stimuli-réponses sont continues dans le temps, c’est-a-dire que

les neurones ne changent pas d’état aléatoirement,

2. leurs états varient continiiment en fonction des stimuli, c’est-a-dire les neurones

ne passent pas directement de 1’état passif a I'état actif et vice-versa,

HOPFIELD propose de représenter un réseau de N neurones par un systéme
d’équations différentielles ordinaires. Pour incorporer au modele la premicere ca-
ractéristique, HOPFIELD pose que la valeur V; pour un neurone i peut prendre n’im-
porte quelle valeur de l’intervalle [V?, Vl]. Puis, pour incorporer la deuxiéme ca-
ractéristique, HOPFIELD considére que V; varie continliment en fonction des stimuli
u;, arrivant au neurone ¢ de facon instantanée. Généralement, les relations stimuli-
réponse, V; = g;(u;), sont croissantes, monotones et de forme sigmoide avec asymp-

totes V2 et V! (voir figure 3).

FIG. 3: Réponse d’un neurone en fonction des stimuli
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Au point de vue biologique, HOPFIELD propose de considérer u; commele potentiell
synaptique résultant des différents stimuli arrivant & la membrane postsynaptique A
un moment donné, et V; comme la moyenne 3 laquelle le neurone subit une excitatiom
et déclenche un influx nerveux. La membrane postsynaptique, telle que décrite &
la section 1.2, réagit comme un condensateur et un influx, ou courant, est induitt
lorsqu’il y a dépolarisation. Or la membrane oppose aussi une certaine résistance a la
circulation de 'influx. Ainsi, la variation du potentiel tel qu'obtenue par HOPFIELD

est donnée par le systéme d’équations différentielles ordinaires
du; Us
Cz‘E:zT;jVj—E-i-[i (3)
J

ot I; est ici déterminé, C; et R; sont respectivement la capacité et la résistance de la
membrane postsynaptique du neurone 7, et ot HOPFIELD précise que T;; est lefficacitées
des terminaisons synaptiques entre le neurone 7 et le neurone j.

HOPFIELD montre que le modéle (3) conserve les propriétés importantes du modéeles
basé sur les neurones logiques de MCCULLOCH et PITTS et, en particulier, qu’il ses
comporte aussi comme une mémoire associative. Le modele ne tient toutefois pass
compte des « délais synaptiques », que nous appellerons plutét des délais de réaction-.
De plus, HOPFIELD précise que le systéme donné par (3) ne présentera pas de com=
portement oscillatoire ni chaotique tant que les interactions sont symétriques et quee
le temps de réponse (délai de réaction) des neurones est négligeable. Cet aspect estt
donc & ne pas omettre si ’on veut obtenir un modéle permettant de décrire toute la

dynamique d’un réseau de neurones.

1.5 Délais de réaction

MARCUS et WESTERVELT, [18], s’intéressent quant & eux, aux conséquences duers
3 I’ajout des délais de réaction au modele (3) de HOPFIELD. Ils supposent que le délasi

de réaction pour le neurone  est 7/ et obtiennent le systéme

N
Cu(t) = =) + 3 Tfs(us(t =), (4)

i=1
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ot u;(t'), R;, C: sont respectivement le potentiel, la résistance et la capacité de la
membrane postsynaptique du neurone i, f; donne la variation des réponses du neu-
rones ¢ par rapport aux stimuli, et T};; correspondent encore une fois aux constantes
d’interaction entre les neurones j et i. Notons par ailleurs que le terme I; n’est pas
présent dans les équations du systéme (4). En fait, MARCUS et WESTERVELT men-
tionnent que leur systéme est le méme que celui de HOPFIELD auquel ils introduisent
les délais de réactions pour chacun des neurones, mais ne justifient pas ’omission
du terme I;. Toutefois, si I’on considére un réseau de neurones de classe multipo-
laires, alors il est correct de supprimer ce terme car pour ce type de neurones, au-
cun stimulus ne provient d’une source extérieure. Les auteurs font ensuite une autre
simplification : ils supposent que tous les neurones sont identiques, c’est-a-dire que
C;=C,R;= R,/ =1’ et f; = f. Le systéme (4) devient alors

N
Cia(t) = —gualt) + 3 T f(us(t' = 7). 5)

Jj=1

Puis en posant ¢t = Ric" T = % et J;; = RT;;, les auteurs obtiennent le systeme

N
wi(t) = —wi(®) + Y _ Jii f(ui(t — 7)), (6)
=1
a partir duquel ils font leur analyse.

MARCUS et WESTERVELT montrent entre autres que pour des interactions
symétriques, Ji; = Jj, o Ji = 0, il existe une valeur critique pour le délai de
réaction T tel que pour cette valeur, l'origine perd sa stabilité au profit d’un compor-
tement oscillatoire. De plus, ils ont vérifié expérimentalement que ceci survient lorsque
le systéme (6) subit une bifurcation de Hopf. Finalement, méme si pour le modele
de MARCUS et WESTERVELT le délai de réaction est le méme pour tous les neu-
rones du réseau, il n’en demeure pas moins que d’autres résultats intéressants ont été
trouvés tels ceux obtenus par BELAIR [3], GOPALSAMY et LEUGN [9] et par BELAIR,
CAMPBELL et VAN DER DRIESSCHE [4], qui montrent 1’existence pour le systéme (6)
d’une bifurcation de Hopf supercritique et d’une bifurcation de codimension 2, soit

I’interaction entre une bifurcation en fourche et de Hopf.
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L’ajout de délais de réaction permet donc d’obtenir des résultats sur la dyna-
mique des réseaux de neurones tels qu’ils sont observés pour des réseaux de neurones
biologiques. Par exemple, un comportement oscillatoire est nécessaire au réseau de

neurones qui contréle le systéme respiratoire [1].

1.6 Multiples délais de réaction

Plusieurs auteurs ont par la suite considéré des réseaux de neurones avec multiples
délais de réaction, par exemple BALDI et ATTYA [2], CAMPBELL (7] ainsi que BELAIR
et OLIEN [6].

Par ailleurs, SHAYER et CAMPBELL [22] étudient un systéme de deux neu-
rones identiques, dont 1’état de chacun des neurone pris individuellement varie selon

I’équation dérivée du modele (4)
z:(t) = —rz:(t) + Btanh(z:(t — 73)), (7)

ol z; représente 1’activité du neurone, la constante 8 I'influence rétroactive pour le
neurone ¢ et 7, > 0 le délai de réaction. Finalement, £ > 0 est égale a Til"cf et la
réponse d’un neurone en fonction des stimuli, soit la fonction f; dans le modele (4),
est ici remplacée par la fonction tanh.

En couplant ensuite deux neurones, les auteurs proposent le systeme

z1(t) = —kz1(t) + Btanh(zi(t — 75)) + a2 tanh(z(t — 7))
i2(t) = —kz2(t) + Btanh(z2(t — 75)) + @21 tanh(zi(t — 1)), (8)

o 71 > 0 et » > 0 sont les délais de réaction des neurone 1 et 2 aux stimuli
provenant respectivement des neurones 2 et 1 et a;2 7 0 et a2, # 0 sont les coefficients
correspondant a l’influence « moyenne » des terminaisons synaptiques.

Pour le systeme (8), les auteurs déterminent, en fonction des parametres, la région
pour laquelle la solution triviale est stable. Les auteurs montrent ensuite que la so-
lution triviale peut perdre sa stabilité via une bifurcation de Hopf et posent deux
conjectures selon lesquelles il est possible que la solution triviale perde la stabilité via

une bifurcation en fourche. En fait, les auteurs montrent I’existence de deux points
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d’équilibre (z%,z3) et (—z}, —z3), mais n’étudient pas la stabilité de ces points. Ils
donnent toutefois des exemples numériques pour appuyer leurs conjectures. Les au-
teurs concluent ensuite que, d’apres leurs résultats obtenus lors de la détermination de
la région de stabilité de la solution triviale, il est possible d’avoir des points intersec-
tions entre les courbes de bifurcations, et donc qu’il existe possiblement des bifurca-
tions de codimension 2, soient Hopf-Hopf, Hopf et en fourche puis Bogdanov-Takens.
CAMPBELL et SHAYER [22] ne démontrent toutefois pas rigoureusement |’existence
de ces bifurcations. Les auteurs utilisent plutét un programme Maple, dont la des-
cription est donnée dans BELAIR et CAMPBELL [5], pour prédire le comportement du

systéme prés des points d’interaction.

1.7 Plan de la these

Nous considérerons aussi le systéme (8), mais pour plus de généralité, nous rempla-
cerons les fonctions tanh du systéme (8) par les fonctions non-linéaires et monotones

f>9,h : R = R telles que
f(0) =g(0) = h(0) =0 et B= f'(0) #0, ar2 = g'(0) # 0, azs = ~'(0) #0.  (9)

C’est-3-dire que les fonctions g et h donnent les réponses des neurones en fonction
des stimuli, qui sont, comme vu a la section 1.4, des relations non-linéaires telles que
si le neurone est excitant (inhibiteur) alors la fonction associée, g ou h, est croissante
(décroissante). La fonction f quant i elle représente I'influence rétroactive pour les
neurones du réseau, et est donc croissante ou décroissante selon la nature des neurones.

Notre modeéle est donc donné par le systeme

21(t) = —rz1(t) + f(z1(t — 7)) + g(22(t — 72))
22(t) = —rz2(t) + f22(t — 7)) + h(z1(t — 7)), (10)

ou les délais ,, 71 et T, sont positifs, et les fonctions f, g et h satisfont aux conditions
données plus haut.
Notre but est de montrer que pour ce systéme de deux neurones couplés avec

multiples délais et dont les influences mutuelles et rétroactives sont données par les
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fonctions f,g et k, la solution triviale peut subir une bifurcation de Hopf-Hopf, tel
qu’il y a une résonance 1 : 2 entre les deux modes de Hopf.

Une bifurcation de Hopf-Hopf se produit lorsque la linéarisation d’un systeme
posséde exactement deux paires de valeurs propres sur I’axe imaginaire. Si +iw et
+iv sont ces valeurs propres et que le rapport v/w est rationnel, nous disons alors
que la bifurcation de Hopf-Hopf est avec résonance 1 : y/w. De plus, lorsque le rapport
~/w est tel que v/w = 1,2 ou 3, nous parlons alors de cas de résonances fortes. Ces
cas sont particulierement différents des cas ol la bifurcation de Hopf-Hopf est sans
résonance ou avec résonance faible. La bifurcation de Hopf~-Hopf avec résonance 1 : 2
a fait 'objet de plusieurs travaux dont les plus importants sont ceux de KNOBLOCH
et PROCTOR [14] en 1988 et de LEBLANC et LANGFORD [16] en 1996. La bifurcation
de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 est en fait trés intéressante puisqu’elle donne lieu a
une dynamique diversifiée et complexe comportant plusieurs bifurcations plus simples.
Par exemple, il est possible, prés des valeurs critiques des parametres pour lesquels
le point d’équilibre d’un systéme perd sa stabilité via une bifurcation de Hopi-Hopf
avec résonance 1 : 2, d’observer un dédoublement de période. Plus spécifiquement,

considérons le systéme
¢ = f(z,a), z€R’a€R, (11)

et supposons que Lo soit un cycle limite pour ce systéme de période w. Si nous
considérons ’application de Poincaré du systéme (11), P, : ¥ — X, ou X est un
plan coupant le cycle limite Lo en un point, alors le cycle limite Lo correspond a un
cycle de période 1 pour 'application de Poincaré et il est parfois possible en variant
le paramétre a, et tel que décrit par KUZNETSOV [15], d’observer ’apparition d'un
deuxiéme cycle, Ly, de période deux pour l’application de Poincaré, c’est-a-dire un
cycle coupant le plan ¥ en deux points (voir figure 4). Ce cycle de période deux
pour ’application de Poincaré apparait a la suite d’une bifurcation en fourche qui se
produit dans le plan £ pour le point auquel ¥ coupe le cycle Lo. De plus, le cycle
L; pour lapplication de Poincaré correspond a un cycle limite pour le systeme (11)
ayant approximativement une période égale au double de la période du cycle limite

Lo, soit une période d’environ 2w.
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FIG. 4: Dédoublement de période de cycles limites

XL o> a,

Finalement, un dédoublement de période est une bifurcation intéressante en elle
méme puisqu’un systéme peut éventuellement arriver & un état chaotique a la suite
d’une cascade de dédoublement de période. Ceci est en fait le cas de I'application
proposée par MAY [20] en 1976 pour I’évolution d’une population donnée par ’appli-

cation discrete
Tepr = azi(l — z¢), (12)

ou a est le taux de croissance de la population et z est la population donnée en terme
de pourcentage par rapport & une valeur déterminée pour la population maximum. La
figure 5 montre le graphique de la population limite o, pour une certaine condition
initiale z¢ et en fonction du taux de croissance a. Ce graphique permet d’observer
que la population limite demeure constante dans le temps (discret) jusqu’a une cer-
taine valeur critique du parameétre o ol a partir de cette valeur la population oscille
entre deux valeurs, c’est-a-dire que =, = ;42 €t Tiy1 = Tiys, pour une valeur de ¢
suffisamment grande. Ceci correspond & un dédoublement de période. Le graphique
de la figure 5 montre de plus qu’a mesure que le parameétre a augmente, d’autres
dédoublements de période se produisent de telle sorte que la population oscille entre
quatre valeurs, puis entre huit valeurs, puis devient complétement chaotique.

Finalement, voici comment nous procéderons dans cette thése pour montrer que
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FIG. 5: Cascade de dédoublements de période amenant le chaos

le systéme (10) peut subir une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Nous
commencerons au chapitre 2 par dériver du systéme (10) un systéme nous permettant
de voir clairement le réle des différents paramétres tout au long de P’analyse. Nous
étudierons ensuite ’équation caractéristique obtenue de la linéarisation de ce systeme,
de laquelle nous établirons la famille des valeurs critiques des parameétres pour lesquels
le point d’équilibre, soit 1’origine, subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2. Nous verrons ensuite au chapitre 3 que l'origine est toujours instable pres des
valeurs critiques des parameétres pour lesquelles il y a une bifurcation de Hopf-Hopf
avec résonance 1 : 2. Pour appuyer ce fait, nous utiliserons entre autre un argument
graphique qui nous permettra en plus d’observer que dans certains cas, I'instabilité de
’origine est causée par une paire de valeurs propres dont la partie réelle est positive
mais tres prés de zéro. Cette observation est importante puisqu’elle nous permettra
d’identifier les cas ou le systéme est dans un état tranmsitoire, c’est-a-dire que pour
un certain intervalle de temps, les solutions du systéme se comporteront comme si
’origine était stable. Nous considérerons donc un des cas ou le systeme est dans un
état transitoire afin d’illustrer & partir de simulations numériques un dédoublement
de période typique a la résonance 1 : 2. De plus, nous terminerons le chapitre 3 en

observant un phénomeéne plus rare dans le cas d’équations aux délais, soit une cascade
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de dédoublements de période. Nous procéderons ensuite au chapitre 4 a la réduction
du systéme 2 sa variété du centre puis nous rameénerons les équations obtenues en une
forme normale pour une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Ces calculs
que nous fournissons dans ce chapitre seront éventuellement utilisés lors d’études de
la dynamique du systéme prés de la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2
lorsque le systéme est dans un état transitoire, et seront probablement fort utiles lors
d’une étude plus approfondie du phénomeéne de cascade de dédoublements de période
tel qu’observé au chapitre 3. Finalement, nous terminerons en résumant au chapitre 5
tous les résultats obtenus et en énoncant une derniére hypothése relativement a la

stabilité de I’origine dans un réseau de deux neurones couplés avec multiples délais.



Chapitre 2

Analyse linéaire

2.1 Renormalisation du temps et des parametres

Afin de bien illustrer le réle des divers paramétres d’un systéme lors de I’étude de
bifurcations, il est souvent préférable, comme c’est le cas ici, d’effectuer une renor-
malisation du temps et des parametres. Tout d’abord, (z1(t),z2(t)) = (0,0) est un
point d’équilibre du systéme (10). Maintenant, puisque c’est pour ce point d’équilibre
que nous nous proposons de trouver les valeurs des parameétres pour lesquels il su-
bira une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2, nous allons commencer par
effectuer le développement en série de Taylor des fonctions f, g, h autour de ce point
d’équilibre, puis nous procéderons 4 une renormalisation du temps et des parametres.
Par ailleurs, pour étudier les orbites périodiques issues de la bifurcation de Hopf~-Hopf
avec résonance 1 : 2, il est suffisant de faire ce développement jusqu’a ’ordre 2 (voir
le théoréme 5.3 LEBLANC et LANGFORD [16]). Ainsi nous obtenons, d’abord pour la
fonction feti=1,2,

fat=r) = 10+ L (et =) —0) + TP (aits - ) 0y
+ Ot — )

7Ozt — ) + 3" (©) 22t — 7.)

—

8 4

dy
+ O((=3(t — 7)),

17
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puis pour les fonctions g et h

gort—m) = g0+ L (an(t — ) —0) + L (aalt ~ ) — 0

+ O((z3(t — 72))
- @zz(t — 1)+ %g”(O) z5(t — 12)

a12 da

+ O((z2(t — 72)),

h(O) + h,f!O) (:I:l(t —_ 7'1) - 0) + h,;(!O) (:z:l(t —_ 7'1) —_ 0)2

+ O((z3(t — 1))
= KQ@—m)+ %h”(O) 22(t — 1)

a2t ds

+ O((=1(t — m))-

h(z:(t — 1))

Le probléme non-linéaire que nous allons considérer est donc

£1(t) = —kzi(t) + Bzi(t — 75) + dizi(t — 75)
+ a12$2(t - TZ) + dz:t%(t - 7'2) + O(”‘Tlls) (13)
dfg(t) = —I’C.’Z?g(t) + ,332(t - Ts) + d1-’12§(t - Ts)

+ anzi(t — 1) + dazi(t — 1) + O(l|=(]®),

o7, >0,71 >0et ™ >0et ap#0 et axy # 0, d’apres (9).
Maintenant, nous renormalisons le temps en posant n;(t) = z;(72t) pour 7 = 1,2.

Nous obtenons alors

m1(t) = 72Z1(mt)
= n(—rzi(mt) + Bar(rat — 1) + dra(mat — )
+ any@a(rt — 1) + doz3(mat — 12) + O([12]°))
= —rnz(T2t) + Brzi(n(t — Ts/12)) + dimezi(T2(t — T/ T2))
+ a1prez2(72(t — 1)) + demezi(2(t — 1)) + O(||=(1°)
= —kram(t) + Brom(t — 7o/ T2) + diTeni(t — 7s/T2)
+ armanz(t — 1) + derend (¢ — 1) + O([|=[1®),

(14)
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n2(t) = meZ(mat)
= 7 (—K$2(T2t) + Bza(mat — 75) + di 23 (T2t — T5)
+ anzi(rat — 1) + sz (mat — ) + O(ll=[%))
= —knT(nt) + Brez(re(t — T/T2)) + di1223(ra(t — 75/ T2)) (15)

+ annazi(T2(t — 11/72)) + dsmezi(e(t — 11/ 72)) + O(||z||?)

= —rmne(t) + Brena(t — o/ 72) + diTan3 (t — 75/ T2)
+ axnmm(t — 1/72) + d37'2771(t —71/T2) + O(II$II3)

Afin de simplifier les équations (14), (15), et puisque az; # 0 et 72 # 0, nous pouvons

alors effectuer le changement de variables & = a21m2mi(t) et &(2)

obtenons

5-1(75) = axn7mni(t)

= 7n2(t). Nous

= —kanmin(t) + Baurin(t — 75/72) + diaamini(t — 75/ 72)

+ a12a73m(t — 1) + daaaimini(t — 1) + O(||z|[)
= —rmbi(t) + Braba(t — TafT2) + (d‘“mz

+ a12a17362(t — 1) + d2an 735 (¢ —2i)2+ O(||z|f*)
= —knbi(t) + Br&i(t — /7)) + j—;‘ff(t — Ts[T2)

+ arpan 36 (t — 1) + d2an 565 (¢ — 1) + O(||=(1%),

et
&) = 1a(t)
= —&ane(t) + Branz(t — 7o/ T2) + diT2n3(t — 7o/ T2)
+ anmem(t —n/m) + d37'2’7?(t —-n/m)+ 0(”"’"3)
= —knb(t) + Brba(t — 7o/72) + dim€5(t — 75/ 72)

+(E2) e -n/m+ (52) et —n/m)+ 0l

a2177 212
= —k1b(t) + Brabe(t — 7o/ 72) + €3 (t — 7o/ T2)

d
+ &t —n/m) + € = n/m) + O(lel).

a2 — 1 4
Notons que les simplifications 2272 =1, P e Al e anfz

puisque nous avons supposé que 72 > 0 et az; # 0.

) €t ~ /)

(16)

(17)

d 2 . o e
= et 232 = Z- sont bien définies
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On redéfinit maintenant les variables et les parameétres de la fagon suivante :

& — oz, t=1,2
KTy — K
B —
2 2
a12a21T, — Ly
d,
_— = 61
a
d2021T22 — 52
d]_‘l'g — 63
ds
2 - 54
Ts
— = Ts
T2
1
— = 27-1
T2

Le choix de +v? et 27 — 1 sera clairement justifié lors de I’étude de I’équation ca-
ractéristique du systéme qui sera faite i la section 2.2. Il est & noter que ce changement

de parameétres est surjectif. Pour le voir, il suffit de poser

826 3462 28 é
T2 = 17 dl = 537 d2 = —g-;l’ d3 = %, aiz = :t’YTSI’, et asz; = g')
oti nous supposons que d; # 0 et d3 # 0.

Nous obtenons donc, a partir des équations (16) et (17), le systéme

£1(t) = —rzi(t) + Bzi(t — ) £zt — 1) + Si2i(t — 72)
+ 223t — 1) + O([l=I1°)
Z2(t) = —kza(t) + Bza(t — 1) + z1(t — 27 + 1) + S3z3(t — 7)

+ 8473 (t — 27 + 1) + O(||=[]®)- (18)
Puis, selon la notation standard [10], nous avons le probléme non-linéaire

&(t) = La: + g(z:) + O([|z|°) (19)
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ol z: = z:(6) = z(t + 0), et 'opérateur linéaire L et la fonction non-linéaire g sont

donnés respectivement par

th=( —r21,(0) + Bon(~7) & 7725 (1) ) (20)

_Kz2g(0) + :8$2:(_Ts) + xlt(—27- + 1)

et

_ 6123, (—7s) + d273,(—1)
9(z:) = (53:1:;(-—7'3) + 0422 (—27 + 1)) ’ (21)

2.2 Equation caractéristique

Afin de pouvoir déterminer la stabilité d’un point d’équilibre pour un systéme
d’équations différentielles, il faut d’abord calculer son équation caractéristique.

L’équation caractéristique du systéme (18) est obtenue en considérant les solutions

z(t) = et <:) (22)

et la linéarisation z(t) = Lz; du systéeme (18) faite pour le point d’équilibre

de la forme

(z1(t),z2(t)) = (0,0). En substituant (22) dans ’expression (20) pour l'opérateur

linéaire L, nous obtenons

rmse(2) - o)

_ —keeM + ,Bcle’\(t_"") + ,YzczeA(t—l)) (23)
—repeM + BeeMt=Te) ¢ 2T
s [ —rcL+ Bee™ ™ £ yice™?
¢ (_KCZ + Bese= T + ¢ e,\(—zr+1))

=Xt

En multipliant par e=** chacun des deux cotés de ’équation (23), nous obtenons

At = —kcy + Bee™™ £ y3cpe?
C2 —Kep + BegeT 4 ¢y M2 ’
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qui correspond au systéme de deux équations & deux inconnues, ¢; et cz, suivant :

A+ K)a — Bcre ™ F *yzcze_)‘ = 0
(A + K)cz — Bege™™ — M) = 0

et que nous pouvons écrire sous la forme matricielle

(A +£) —Be™?™ Fy’e™ al _ |0 (24)
—eM—27+1) (A + k) — Be>m 2 ol
Désignons maintenant par A, la matrice de dimension 2x 2 donnée en (24). Le systeme

(24) posséde alors une solution non triviale si et seulement si det(A) = 0, soit lorsque
(A + §) — Be™™)? F 926D = 0. (25)

L’équation (25) est I’équation caractéristique du systéme (18). Elle se divise en deux
cas, tout d’abord, si 42 est multiplié par —1 dans l’expression (20) pour 'opérateur

linéaire L, alors ’équation (25) est égale a 0 lorsque
(A +5) = Be™™)? + (ye™")* =0, (26)
puis si v? est multiplié par 1 dans (20), alors ’équation (25) est égale a 0 lorsque
(A + &) = Be™™)? — (ye™'7)? = 0. (27)

Nous avons donc le cas ott I’équation est une somme de carrés (26) et le cas ol nous
avons plutét une différence de carrés (27). Par ailleurs nous devons la forme des
deux équations (26) et (27) au fait que nous avons posé précédemment (section 2.1),
aj2a21 72 — £42 et % — 27 — 1. Ainsi nous pouvons factoriser les équations (26) et

(27) chacune comme suit :
A+ K —Be ™ —ive ™) A+ & — Be>™ 4 ive 7)) =0, (28)
et

A+ 5 —Be > —ye ) A+ K — Be ™ +ye*7) = 0. (29)
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Puisque notre but est de démontrer qu’il existe une interaction de mode 1 : 2, il est
alors suffisant de ne considérer qu’un de ces deux cas. D’ou, pour le reste de ’analyse
faite dans cette thése, nous avons choisi de considérer le cas (29) (qui correspond en
fait au cas ol ajzaq; > 0). En fait, aprés avoir essayer d’étudier chacun des deux cas,
nous avons mis de c6té le cas (28) étant donné la trop grande complexité des calculs.
Ainsi, si nous considérons en particulier I’équation (29), nous aurons que ’équation
(25) sera égale a 0 si

(A+ & —Be*™ —ye77) =0, (30)
ou si
A+ K —Be>™ 4 ve>7) = 0. (31)

Or si nous posons ¥ — —, [’équation (31) correspondra alors a I’équation (30). Ainsi,
puisque nous n’avons pas posé de restriction sur le signe de v, il est alors suffisant de ne
considérer qu’une seule des deux équations. Nous considérerons donc 1’équation (30)
pour trouver la famille des valeurs critiques des parameétres pour laquelle le systéme

subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 pour le point d’équilibre

(21(2), 22(2)) = (0, 0)-

2.3 Valeurs critiques des parametres

Nous voulons maintenant trouver les valeurs des parameétres w, k, 3,7, 7s et T pour
lesquels le systéme (18) subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Un
point d’équilibre du systéme (18) subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2 lorsque ’équation caractéristique associé a ce point d’équilibre posséde deux

paires de valeurs propres sur |’axe imaginaire, telles que
A = +iw et A = +2iw, avec w F 0. (32)
En remplacant A = iw et A = 2iw dans ’équation (30), obtenue pour le point
d’équilibre (z,(t), z2(¢)) = (0,0), nous trouvons les deux équations suivantes :
iw+ Kk — Be T —ye T = 0 (33)
2w + Kk — e T _ ye BT = (. (34)
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En utilisant I'identité e~** = cos(i) — ¢sin(i), nous pouvons réécrire les équations

(33) et (34) de la maniére suivante :

A; = iw+ k— B(cos(wrs) —isin(wr,)) — v(cos(wr) —isin(wr)) =0

A, = 2iw+ k — B(cos(2wr,) — isin(2wr,)) — v(cos(2wr) — isin(2wTr)) = 0.

Ces égalités sont respectées si et seulement si les parties réelles et imaginaires de Ay

et A, sont égales & zéro, c’est-a-dire lorsque

Re(A;) = & — Bcos(wTs) —ycos(wr) =0

Im(A;) = w+ Bsin(wrs) + vsin(wr) =0 (35)
Re(Az) = & — Bcos(2wrs) — ycos(2wr) =0
Im(A;) = 2w+ Bsin(2wr,) + vsin(2wT) = 0.

Le point d’équilibre (z(t),z2(t)) = (0,0) du systéme (18) subira donc une bifurca-
tion de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 lorsque ces quatre équations sont respectées,
c’est-a-dire pour certaines valeurs des paramétres w, k, 3,7, 7, et T, que nous devons
maintenant trouver. Pour ce faire, posons 6; = wT, et §; = wt. Les équations (35)

deviennent alors

Kk — B cos(0,) — ycos(02) =

w + Bsin(6;) + vsin(f2) =

k — B cos(20,) — ycos(2602) =
2w + Bsin(26,) + ysin(20;) =

(36)

o o oo

Ces quatre nouvelles équations forment le systéme linéaire en w, &, 8 et v qui suit :

—cos(6;) —cos(62) K
sin(6;) sin(6) w
—cos(20;) —cos(262)| | B
sin(26,) sin(26,) v

S O o O

(37)

o = O
N O =O

L’objectif est maintenant d’exprimer 6, en fonction de #; et ensuite de substituer
cette expression dans les équations (36) afin de résoudre le systéme pour w, &, 3,7,

ainsi que pour 7, et T.
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Soit J la matrice de dimension 4 x 4 donnée en (37). Le systéme aura une solution

non triviale si et seulement si det(J) = 0, c’est a dire lorsque
2(cos(02) — 1)(cos(61) — 1)
x (2sin(6#2) cos(61) — 2sin(6;) cos(62) + sin(f2) —sin(f;)) = 0,

qui est le déterminant de J. Nous remarquons que le déterminant de J est composé
de trois facteurs, et nous verrons sous peu que le troisitme facteur se simplifie et
permet de trouver une expression pour 6, en fonction de 8;. C’est ce fait qui nous a
fait choisir d’étudier le cas (29) plutét que le cas (28), car bien que le déterminant
obtenu pour la matrice J dans le cas (28) puisse étre factorisé en deux facteurs, de

sorte que nous avons

(cos(81) — 1)
X (— 4 cos(83) cos(f;) — 2 cos(8:) + 4 cos(6;) cos(82) + 2 cos(f2)* — 2sin(8;) sin(62)
+ 45sin(6,) sin(62) cos(f2) — 1 — 2cos(62)) =0,

aucun des deux facteurs ne permet d’obtenir une expression pour 6 en fonction de
6, (ou de 0; en fonction de 6;) avec laquelle il pourrait étre possible de poursuivre les
calculs.

Revenons maintenant au cas (29), puisque
sin(#; & 0;) = sin(6,) cos(f2) = cos(6;) sin(6;)
nous avons alors que det(J) = 0 lorsque
2(cos(f2) — 1)(cos(01) — 1)(—2sin(f, — 62) + sin(fz) —sin(f;)) = 0. (38)
Ainsi det(J) = 0 lorsqu’au moins un des facteurs est égal a zéro, soit lorsque

cos(f2) —1 =0, (39)

cos(f1) —1=0 (40)

—2sin(0; — 6;) + sin(d;) — sin(6,) = 0. (41)
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Considérons d’abord le premier cas (39). Tout d’abord, puisque cos(6;) = 1, alors

sin(f2) = 0. Ainsi pour la deuxiéme équation de (36), nous avons
w + Bsin(6;) = 0. (42)

Par ailleurs, puisque sin(26;) = 2sin(6;) cos(¥;), ¢ = 1,2, alors la quatriéme équation

de (36) se réduit alors a
2w + 20 sin(6,) cos(8,) = 0. (43)
Ainsi en considérant les équations (42) et (43) ensemble, nous trouvons que
—23sin(8,) + 20 sin(,) cos(f:) =0,
d’ou
Bsin(6:) cos(8:) = Bsin(6y)- (44)

L’équation (44) nous permet de conclure que si sin(6;) # 0, alors cos(f;) = 1. Autre-
ment, si sin{#;) = 0, nous devons alors avoir que cos(#;) = £1. Ainsi dans tous les cas,
nous avons que cos(f;) = *1. Or, si cos(d;) = %1, sin(f;) = 0 et alors la deuxieme
équation de (36) se réduit & w = 0 qui est contraire & notre hypothese sur w (32). Nous
devons donc exclure le cas (39). Par ailleurs, il est possible de montrer que si nous
avons plutét cos(8;) = 1 comme dans le cas (40), nous aurons alors que cos(f;) = £1,
d’ou sin(f,) = 0, et encore une fois que w = 0 par la deuxiéme équation de (36). Nous
devons donc aussi exclure le cas (40). Considérons maintenant le troisieme cas (41).
Les solutions de I’expression (41) sont données & la figure 6 par le graphique implicite
tracé pour 8; en fonction de 8.

Plus exactement, 1’expression (41) est égale a zéro lorsque
02 = 01 + 2]5771’, k € Z (45)

ou, tel que calculé avec Maple, lorsque

sin(f1)  5cos(6y) +4
4cos(6,) +5° 4cos(81)+5

0, = arctan, (—3 ) +2kw, k€Z, (46)
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FIG. 6: Solutions de I’expression —2sin(#; — 02) + sin(6;) —sin(f;) = 0

ot pour des valeurs de parameétres a,b € R, la fonction arctany(b,a) calcule
la valeur principale de l’argument du nombre complexe a + b de sorte que
—7 < arctangy(b,a) < 7. En d’autres mots,

z = arctangy (b, a) < cos(z) = L —— sin(z) = —é——

Considérons d’abord la premiere des deux possibilités (45). Dans ce cas, nous

(47)

obtenons de la deuxiéme équation de (36) que
w + Bsin(6,) + vsin(fy + 2kw) = 0. (48)
Or, puisque sin(f; + 2km) = sin(6,), alors ’équation (48) devient
w + Bsin(0;) + ysin(6,) = 0, (49)
d’ou, en isolant sin(#;), nous obtenons
w + (B + v) sin(6,) = 0.

Ainsi, si 8+~ = 0 ou si sin(f;) = 0 alors w = 0. Supposons donc que B + v # 0 et

que sin(8,) # 0. Considérons maintenant en plus de la deuxiéme équation de (36) la



CHAPITRE 2. ANALYSE LINEAIRE 28

quatriéme équation de (36) :

w+(B+7)sin(d;) = 0 (50)
2w + (B + ) sin(26,) (51)

H
e

De (50) nous isolons w et nous obtenons
w = —(B8 +v)sin(6).
Nous substituons ensuite ce résultat dans I’équation (51) pour obtenir
—2(B + ) sin(6:) + (8 4 7) sin(26,) = 0,

et puisque nous avons supposé que 8+~ # 0, nous obtenons en simplifiant I’équation

précédente
—2sin(6,) + sin(26,) = 0. (52)
Or, puisque sin(26,) = 2sin(6;) cos(6,), alors ’équation précédente (52) devient
—2sin(6,) + 2sin(6;) cos(f1) = 0,
puis
—2sin(6;)(1 — cos(6,)) = 0. (53)

Finalement, puisque nous avons supposé que sin(#;) # 0, nous pouvons maintenant

conclure de (53) que
1 — cos(6,) =0,

qui constitue le deuxiéme cas (40) étudié plus haut et que nous avons déja exclus.
Ainsi, nous avons que 0, en fonction de 8, est donné par 1’expression

sin(6;) _5cos(6,) +4
4cos(8,)+5" 4cos(6,)+5

02 = arctang, (—3 ) + 2k7, keZ. (54)

Maintenant, puisque

_3 sin(6,) 2 N (_5005(01) +4\* _ L
4cos(61) +5 4cos())+5/)
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nous avons alors, d’aprés I'identité (47), que 6, donné par (54) est tel que

_ 5cos(f1)+4
cos(f,) = —m (55)
sin(f,) = g sn(0) (56)

- 4cos(0;)+5

Finalement, si nous posons k = 0 dans [’expression (54) pour 6, en fonction de 6,
nous ne conservons alors que les branches ondulées se situant entre les droites §, = —m
et 6, = m du graphique a la figure 6, en allant d’une branche & ’autre entre ces deux
droites. Nous obtenons alors la courbe représentée a la figure 7 pour 6, en fonction

de 01.

F1G. 7: Graphique de 6, en fonction de 8; pour £k =0

N

-10 8 ] - -2 2 4 ] 8 19

G

[N

En substituant maintenant les expressions (55) et (56) dans les équations du

systéme linéaire (36) et en solutionnant ces équations en fonctions de 6; = wTs,
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nous obtenons les expressions suivantes pour les divers parametres :
w = w

_ w (10 cos?(wTs) + 4 cos(wrs) — 5)

T T3 (2 cos(wTs) + 1) sin(wTs)

g = 9_w sin(wTs) (57)
2 (cos(wTs) — 1)(2 cos(wTs) + 1)(cos(wt,) + 2)

y = w (4 cos(wT,) + 5)? sin(wTy)

" 6 (2cos(wTs) + 1)(cos(wT,) + 2)(cos(wr) + 1)

Nous pouvons vérifier que les équations (36) ne possédent pas de solution lorsque
cos(w;) = —1 et lorsque sin(wr,) = 0, avec w # 0. Il faut donc retrancher de la

famille des valeurs critiques des parameétres toutes les valeurs telles que

wWTs = T +2kw, k€Z, (58)
(v+3)

wt, =kmw, k€Z. (59)

Il faut aussi retrancher les valeurs correspondant aux valeurs pour lesquelles nous
avons cos(wT,) = 1 qui correspond au cas (40) et que nous avons précédemment
exclus. Or, en excluant les valeurs pour lesquelles sin(wt,) = 0, c’est-a-dire tous les
multiple de 7, nous avons aussi exclus tous les multiples de 2w, soient les valeurs pour
lesquelles cos(wT,) = 1.

Finalement, pour 7; et 7, nous avons

L rctan 3 sin(wTs) 5 cos(wTs) + 4
T o \ e 4 cos(wts) +5° 4dcos(wts) +5

)+2k1r>, keZ, (60)

ou 7, est un parameétre libre.

Maintenant, de cette famille de valeurs critiques des parameétres il faut retrancher
toutes les valeurs pour lesquels il y a d’autres valeurs propres entrant en interaction
avec les valeurs propres A = tw et A = 2iw. Considérons donc A = iow, avec a €
R, # 0. En substituant cette nouvelle valeur de A dans (30) et en effectuant les

mémes manipulations que nous avons faites précédemment pour A = iw et A = 2iw,
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nous trouvons que les valeurs des parameétres a retrancher doivent satisfaire les deux

équations

Re(A,) = & — Bcos(awTs) —vcos(awr) =0

Im(A.) (61)

aw + Bsin{awTs) + vsin(awr) =0,

ol les parameétres w, k, 3,7 ainsi que 7, et T doivent satisfaire (57) et (60). En rem-
placant les expressions (57) et (60) dans (61), nous avons alors que les valeurs des
parameétres a retrancher des valeurs critiques de la famille des parameétres sont celles

pour lesquelles il existe une valeur de « telle que les équations suivantes sont vérifiées :

0 = 5—(30(.1 cos(w;)® — 30a cos(wTs) — 120 + 12 cos(wT,)*
1

+ 27 sin(wTs) sin(awTs) cos(wTs) + 27 sin(wT;) sin(awTsy) (62)
— 24 sin(wT,) sin(awT) cos(wTs)? — 16 sin(wT;) sin(owT) cos(wTs)?

+ 15sin(wTs) sin(awT) cos(wTs) + 25 sin(wTs) sin(aw'r)) ,

0 = g— —16 cos(awT) cos(w,)® — 20 cos(wTs)® — 24 cos(awT) cos(wTs)?
2

— 48 cos(wT;)? + 27 cos(awT; ) cos(wTs) + 15 cos(awT) cos(wTs) (63)
— 6 cos(wts) + 20 + 27 cos(awT,) + 25 cos(aw'r)) ,

ou nous avons

sin(7w) _5cos(row) +4
4cos(tow) +5  4cos(tsw) + 5

wT = arctang, (

) +2km, k€Z,
et ol les dénominateurs de (62) et (63) sont
g1 = 6(—1 + cos(ws))(2 cos(wTs) + 1)(cos(wTs) + 2)(cos(wTs) + 1),
et
€2 = 6(cos(wT,) + 2)(2 cos(wTs) + 1) sin(wTy).-

Les équations (62) et (63) forment un systéme de deux équations a trois inconnus, w,
T, et . En solutionnant ce systéme, nous trouverions une famille de solutions telle que

deux des trois variables seraient exprimées en fonction d’un parameétre libre, soit une
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courbe dans un espace tridimensionnel. Toutefois, ce systéme étant particulierement
complexe i résoudre, nous nous contenterons d’observer oii, dans le plan w =1 de
’espace (o, T,,w), se trouvent des points pour lesquels nous aurons les interactions
l1: aet?2:aen plus de la résonance 1 : 2. Notons par ailleurs que puisque w est
fixé, nous nous attendons de ne pouvoir observer que des solutions discretes, soit des
points isolés, dans le plan (a, 75).

Considérons d’abord les graphiques aux figures 8 et 9 tracés pour a en fonction
de 7;. Ces graphiques montrent pour quelles valeurs de « et de 7, les équations im-
plicites (62) et (63) sont vérifiées. Les valeurs critiques a retrancher de la famille des
parametres, donnés en fonction des parameétres libres w et 7,, correspondent a toutes
les valeurs pour lesquelles nous avons w = 1 et 75 égale a chacune des valeurs pris
parmi ’ensemble des valeurs pour lesquelles il y a un point d’intersection entre les

deux graphiques des figures 8 et 9. Le graphique & la figure 10 est la combinaison de
ces deux graphiques.

Fi1G. 8: Graphique de ’équation implicite (62)

Q
9 ¢
“ 0 !
n \ $
10 C) S) CP -
o
@D \ $ S
[ B c_\J z; -
S \K < ‘E :
S T
e —
g 2 “ [ ] 10 Ty

Nous remarquons que la plupart des points d’intersections ont pour valeur de 7,

soit Z&, 7,4 27, &% ou 37. D'oli, puisque w = 1, nous avons wr, = &, m, & 27,58 ou

37. Or, comme expliqué plus tot (voir (58) et (59)), il n’y a pas de résonance 1 : 2
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FI1G. 9: Graphique de ’équation implicite (63)
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Fi1G. 10: Combinaison des graphiques 8 et 9
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pour ces valeurs de wT,. Ainsi nous n’avons pas & considérer ces points d’intersection.
Il ne reste plus que trés peu de points d’intersection, par exemple, 7, = 7.4 et a = 0.3.
Toutefois, nous savons que pour avoir une bifurcation avec résonance 1 : 2 nous ne
devons génériquement avoir aucune autre valeur propre sur I'axe imaginaire. Ainsi,
bien que ce dernier graphique n’illustre pas tous les cas ol il y a a la fois les interactions
1: aet2: aen plus delarésonance 1 : 2, il est toutefois suffisant pour nous convaincre
que le choix des valeurs pour 7, lors des simulations numériques que nous ferons au

chapitre 3, avec w = 1, sera tel que nous n’aurons que la résonance 1 : 2.

2.4 Résumé

Le travail fait tout au long de ce chapitre démontre le théoréme suivant :
Théoréme 1. Pour le systeme
£1(t) = —rzy(t) + Bt — ) £2z2(t — 1) + 8123 (t — 7)
+ 825(t — 1) + O(ll=[I°)
—£zo(t) + Bza(t — 7o) + z1(t — 27 + 1) + S373(¢ — 7)
+ 84zi(t — 27 + 1) + O(l|=I®),

Zo(t)

lorigine subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 lorsque les va-
leurs des paramétres {x,[3,v,T} respectent les ezpressions données en termes des
paramétres libres {w,7s} suivantes

_ w (10 cos?(wTs) + 4 cos(wTs) — 5)

K@) =~ 3 (Gcos(wn) + 1) sin(wr)

Blw,7s) = %(cos(wrs)—l)@cir(lc(uts)-{- 1)(cos(ws) +2)

@) = o5 COS(WTs()4-T'Ols)( Edc;)(:rf))zji;)(é;)(ms) +1)

o) = L (stan (o Rl BT akr) ke

(64)
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o7, >0, 7>0 et wry # (11' + 13"-) + 2km, wTs # km, et tel que pour w, T, i n’y a pas

d’autres valeurs propres sur l’aze imaginazre.



Chapitre 3

Stabilité et dédoublement de

période

3.1 Instabilité de 'origine

A notre connaissance, tous les systémes d’équations aux délais pour lesquels la
dynamique prés d’une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 a fait ’objet
d’études constituaient tous des exemples de systémes tel qu'il est toujours possible
de trouver des valeurs critiques pour les parameétres de sorte que le point d’équilibre
du systéme soit stable. Le résultat qui suit est donc particulierement surprenant.
Conjecture 1. L’origine pour le systéme (18) est toujours instable preés des valeurs
critiqgues pour lesquelles il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2.

Pour démontrer rigoureusement cette conjecture et pouvoir alors I’énoncer comme
théoréme, il faudrait montrer que peu importe les valeurs critiques pour lesquelles il y
a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2, I’équation caractéristique (25) du
systéme (18) posséde toujours au moins une valeur propre avec partie réelle positive.
Plus précisément, pour tout choix de w > 0 et 7; > 0, nous devons démontrer que

I’équation caractéristique
A+ &(w, Ts) — Bw, Ts)e ™™ £ y(w, 7)™ =, (65)
ou k(w, ), B(w, ), v(w,Ts) et T(w, ;) sont donnés par les expressions (64), possede

36
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en plus des valeurs propres A = +iw et A = +2:w au moins une autre valeur propre
A=utwavecu>0etv>0.

Avant de poursuivre notre discussion sur cette conjecture, considérons le lemme
suivant :

Lemme 1. Supposons que (,u,v) € R? est une solution du systéme d’équations

{ u+ K(Q) — B(Q)e™® cos(vQ) — oT(Q)e™T® cos(vT(R)) = 0 (66)
v+ B(Q)e ™ sin(vQ) + oT(Q)e™" @ sin(vT(R)) = 0,
T - A s o
B(Q) = g(cos(g) - 1)(2c§ir(1$(2()2)+ 1)(cos(®?) +2)
rQ@) = fé‘@cos(sz)(ic;);((i)sgg)is;((zl(ﬂ)+1)
T(Q) = arctans, (—34?é?L5—2223§i§) FAEm E= 0L
(67)

sont des fonctions 2w-périodiques, et o = £1. Alors A = wu+iwv satisfait a [’équation
caractéristique (65) auz valeurs critiques des paramétres telles que données en (64)
et ce, pour toutes les valeurs permises pour les paramétres libres (w,Ts) telles que
wt, = Q. En particulier, nous devons avoir §} # (71' + -g) + 2km et ) # k.
Démonstration:

Soit A = wu + twv avec wt, = Q. En substituant A dans ’équation caractéristique

(65), nous obtenons
A(wu + twv)

= wu + wv + k(w, ) — B(w, Ts)e—(wu+iwv)7’.s + v(w, Ts)e—(wu-i-iwv)r(w,f,)

= W + Wy + w K)(w, Ts) - w'B(w’ Ts) e—w(u-{-iv)'r., + wMe—u(u-{-iv) %m(w'n)
w

w w
n(“’) T,) _ ﬂ(w1 Ta) e—(u+i-u)w1-, + ’7(“’7 T,) e—-(u+iu)w‘r(w,1—,))
w w

=wlu+v+
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or puisque F(—c:-”—-'ﬁ = K(Q), ﬂ%—@ = B(Q), ’L(C‘Z_‘l}l = [(Q) et wr(w, ) = T(Q),

nous avons alors que
Awu + iwv) = w(u + iv + K(Q) — B(Q)e~ )2 £ [(Q)e~(+HIT@),

Nous pouvons maintenant regrouper les coefficients réels et imaginaires de sorte que

A = Re(A) + i Im(A). Nous obtenons alors
Re(A) = w(u + K(Q) — B(2)e™*® cos(vQ) + [(Q)e™*T® cos(vT(R))) =w -0 =0,
et
Im(A) = w(v — B(Q)e™**sin(vQ) + [(Q)e T sin(vT())) =w -0 =0.
D’ot A(wu + twv) = 0. |

Ce lemme nous permet de passer de ’ensemble des valeurs que peuvent prendre
les parameétres libres (w,,) € R* x Rt, 3 un ensemble plus restreint, soit & € R*.
Ainsi, plutét que de démontrer que pour tout choix de w > 0 et 7, > 0, I’équation
caractéristique (65) posséde toujours au moins une paire de valeurs propres avec partie
réelle positive, il est suffisant de démontrer que V! > 0, le systéme d’équations (66)
posséde toujours au moins une solution (£2,u,v) avec u > 0. A ce propos nous avons
le théoréeme suivant :
Théoréeme 2. VQ € [2n/3, 7 et VQ € [4n/3,2n[, le systéme d’équations (66)
posséde toujours comme solution (Q,uq,0) pour un certain ug > 0.
Démonstration:

Posons o = 1. Définissons la fonction fq(u) comme étant égale a la partie gauche

de la premiere équation du systéme (66) avec v = 0, c’est-a-dire que
fa(uw) = u + K(Q) — B(Q)e ™ — [(Q)eT,

En remplacant K(Q), B(Q) et I'() par leurs expressions données en (67) et en

évaluant fq en u = 0, nous avons alors que

fa(0) = K(Q)—B(Q)-TI(2)
sin(Q?)
2cos()+1
< 0, VQe|2rn/3,n[etVQ €lan/3,2x].
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En dérivant fo, nous obtenons

dfa
du

de sorte que la limite de la dérivée de fo lorsque u — oo est

(u) =1+ QB(Q)e™® — T(Q)[(Q)e T,

ILm (1 +QB(Q)e ™ — T(I(Q)eT@) =1,

car @ > 0 et T(Q) > 0 (sauf possiblemment lorsque k& = 0, mais comme T'({2) est
’équivalent du parameétre 7(w, 7,), alors seules les valeurs positives de T'({2) doivent
étre considérées.) D’otl la dérivée de fq estc éventuellement positive, donc la fonction fq
est éventuellement croissante. Puisque fo est continue, fo(0) < 0 et lim,_;oo ‘-fﬁl >0,
alors la fonction fo doit nécessairement prendre la valeur 0 pour un certain ug > 0.
Par ailleurs, en v = 0, la deuxiéme équiation du systéme (66) est toujours égale a
zéro. Dot (Q,uq,0) est une solution dru systéme (66) avec ug > 0, et ce, VQ €
12w /3, w[U |47 /3, 2x[. O

Le théoréme établit donc que le systéme (18) posséde toujours aux valeurs critiques
des parametres pour lesquels il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2, une valeur propres A = wugq avec ug > 0 (et w > 0) pour tout @ = wr, €
12w /3, 7[ U |4 /3, 2. Notons que puisque fo(0) est périodique de période 2, alors
le théoréme 2 s’applique pour tout Q > O tel que Q mod 2r €]27/3,w[U J47/3, 2x[.
Ainsi, pour avoir une preuve compléte de la conjecture 1, il faudrait maintenant
prouver un résultat similaire pour Q € |0,27/3[ et Q € |m,4n/3[. Toutefois, comme
nous n’avons pas pu établir clairement ce résultat, nous allons maintenant considérer
un argument graphique plutét convainquuant qui permet d’appuyer la conjecture 1.

Les graphiques aux figures 11, 12, 13, 14 et 15 montrent que le systéme d’équations
(66) posseéde pour chaque valeur de €10, 2|, une solution (2, uq,ve), avec ug > 0.
Ces solutions ont été trouvées en résolwant numériquement le systéme d’équations
(66) pour lequel nous avons pris respectivement pour chacun des cinq graphiques,
k =0,1,2,3 et 10 pour ’expression de T (). Puisque seules les valeurs de uq dans
les solutions, (Q,uq,vq), trouvées par l-es résolutions numériques nous intéressent,
les graphiques ont été alors tracés pour -u en fonction de Q. De plus, puisqu’il suffit

d’une seule valeur propre avec partie réelle positive pour que l'origine soit instable,
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les graphiques ne donnent qu’une valeur de ug avec ug > 0 pour chaque choix de Q
dans l'intervalle ]0, 27 [.

FIG. 11: Solutions du systéme (66) avec k = 0 pour T'(Q2)
u

10

En regardant les graphiques, nous remarquons que les courbes de u en fonction
de Q sont trés semblables a partir de k = 1. D’ou les graphiques nous permettent de
supposer que pour k = 1,2,3, ..., la valeur de ugq des solutions pour chaque valeur de
) prises dans l'intervalle ]0, 2x[ ne varie que trés peu. Par ailleurs, nous remarquons
aussi que plus k augmente plus la valeur de ug tend vers 0 pour certaine valeur de (2.
Pour ce qui est des solutions (Q,ugq,ve) avec des valeurs de uq trés positives, il est
important de remarquer que ces solutions sont obtenues pour des choix de {2 pres des
valeurs ot il y a des discontinuités dans les expressions des variables K(2), B(Q2) et
['(Q), c’est-a-dire que ces variables sont, en valeur absolue, trés grandes pour ces choix
de Q, et il s’ensuit que les valeurs pour ug sont alors trés positives. Finalement, puisque
la conjecture 1 doit étre vérifiée pour tout choix de Q, nous devons aussi vérifier que
le systéme d’équations (66) posséde une solution (2, ug, ve), avec ug pour des valeurs
de @ > 2w. Le dernier graphique a la figure 16 illustre ceci et montre que pour les
valeurs permises de 2 prises dans 'intervalle |20, 22x[, le systéme d’équations (66)

posséde aussi une solution (Q,uq,ve), avec ug > 0. Ces graphiques, le théoreme 2,
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FIG. 12: Solution du systéme (66) avec k = 1 pour T(Q2)

\ N
| \ \\‘___ \
-FI1G. 13: Solution du systéme (66) avec & = 2 pour T(2)
u
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FIG. 14: Solution du systéeme (66) avec k = 3 pour T({2)

FIG. 15: Solution du systéme (66) avec k = 10 pour T(f2)
u
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ainsi que le lemme 1 qui établit ’équivalence entre 'équation caractéristique (65) et
le systéeme d’équations (66), nous permettent d’établir la conjecture 1 faite au début

de cette section.

FIG. 16: Solution du systéme (66) pour Q €]207,22x[et k=1

1
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3
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Pour terminer cette section, nous voulons émettre une autre conjecture, que nous
appuierons aussi d’un argument graphique, et qui a trait au nombre de valeurs propres
3 parties réelles positives que posséde le systéeme (18) aux valeurs critiques des pa-

rametres pour lesquels il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2.

Conjecture 2. Les solutions (2, uq, va) pour le systéme d’équation (66) avec uqg > 0
sont au nombre de
— 2 lorsque Q €10,27/3[U]m,4m/3[. De plus, ces solutions sont de la forme
(Q, ug,vq) et (Q,uq, —vea),
- 3 lorsque Q € )2n/3,7[U]4n/3,2n[. De plus, ces solutions sont de la forme
(Q,uq,va), (Q,uq, —va) et (,iq,0).

Ainsi, selon cette conjecture et le lemme 1, nous avons que le systéme (18), aux
valeurs critiques des parameétres pour lesquels il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec

résonance 1 : 2, posséde toujours lorsque wT, € 10,27/3 [U]m,4m/3 [ une seule paire
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de valeurs propres avec partie réelle positive et lorsque wr, € 12r/3,n[U]4n/3,27],
posséde en plus une valeur propre avec partie imaginaire égale a zéro et partie réelle
positive (ceci a été démontré au théoreme 2).

Notre argument graphique se compose de deux graphiques donnés aux figures 17 et
18. Ces graphiques sont les combinaisons des courbes implicites tracées pour chacune
des deux équations du systéme d’équations (66) oli, pour chacun des graphique, k = 1,
et une valeur pour Q & été choisie dans chacune des deux région 10,27 /3 [U |pz, 47 /3]
et 12r/3,w[U]4w/3,2x[. Les points d’intersection entre les courbes, tracées pour v
en fonction de u, des graphiques, correspondent aux solutions (€2, ug,vq) du systeme
d’équations (66) pour Q tel que choisi. Les graphiques sont symétriques par rapport
3 P’axe des u de sorte que lorsque nous avons un point d’intersection entre les deux
courbes d’un des quatre graphiques tel que vq # 0, nous avons automatiquement aussi
le point d’intersection (uq, —vgq). Pour chacun des deux graphiques, nous n’observons
qu’une de ces paires de points d’intersection. Puis pour le graphique a la figure 18
nous observons en plus un et un seul point d’intersection avec v = 0. Nous pouvons
aussi observer pour chacun des deux graphiques les solutions sur ’axe imaginaire

vaq = +1 et vg = +21, qui correspondent aux valeurs propres A = twi et A = +2ws.

FIG. 17: Solutions du systéme (66) pour @ =0,5et k=1
v




CHAPITRE 3. STABILITE ET DEDOUBLEMENT DE PERIODE 45

F1G. 18: Solutions du systéme (66) pour @ =2,5et k=1
v
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3.2 Dédoublement de période

Dans l'introduction, nous avons présenté le concept de dédoublement de période
qui est une caractéristique fondamentale d’une bifurcation de Hopf-Hopf avec
résonance 1 : 2. C’est en fait le dédoublement de période qui distingue les cas de
résonance 1 : 2 de tous les autres cas de résonances, que ce soit un cas de résonance
forte 1 : 1, 1 : 3, ou de résonance faible (voir LEBLANC et LANGFORD [16]). Nous
allons donc effectuer dans cette section des simulations numériques, réalisées avec le
logiciel winpp par BARD ERMENTROUT, pour le systéme (18) sans les termes d’ordre

trois, soit pour le systeme

£1(t) = —kzy(t) + Bzi(t — 1) £ V2zo(t — 1) + 6122(t — ) + daza(t — 1)

Zo(t) = —kzo(t) + Pzat — ) + z1(t — 27 + 1) + S3z3(t — ) + 84z2(t — 21 + 1),
et prés des valeurs critiques des parameétres pour lesquels il y a un bifurcation de

Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Ces simulations numériques permettront d’illustrer

ce qui semble étre une cascade de dédoublements de période menant vers la chaos.
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Toutes les simulations numériques que nous avons tentées initialement ne nous
ont pas permis d’observer aucun comportement propre & la résonance 1 : 2. Ceci
nous avait alors amené a penser que 1’origine était toujours instable pour le systéme
(18) aux valeurs critiques des paramétres pour lesquelles il y a une bifurcation de
Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. L’analyse graphique dont nous avons parlé a la
section 3.1 nous a convaincu que s’était fort probablement le cas, mais nous a aussi
révélé qu’en particulier pour Q €]0,27/3 [, plus la valeur de T({2) est grande, c’est-a-
dire 2 mesure que la valeur de k augmente, plus la partie réelle positive ug est pres de
0. La conjecture 2 nous permet de supposer qu’en plus pour  €]0,27/3[,iln’y a que
deux solutions avec ug > 0, qui sont (2, ug, va) et (R, uq, —vq). D’ou, Iinstabilité du
systéme (18) est dii, lorsque © €]0,27/3 [, & une et une seule paire de valeurs propres
avec partie réelle positive, et cette partie réelle positive peut étre prise tres pres de
zéro en choisissant k trés grand. L’instabilité de ’origine pour le systéme (18) n’est
donc due qu’a cette paire de valeur propre de sorte que lorsque la partie réelle est tres
pres de zéro, le systéme se comporte comme si ’origine était stable pour un certain
intervalle de temps, c’est-a-dire que le systéme est dans un état transitoire. Cet état
transitoire, peut de plus étre d’une durée considérable. Il suffit pour cela que la partie
réelle positive de la paire de valeurs propres soit quasi nulle. Nous avons donc tenté
3 nouveau des simulations numériques en prenant k trés grand et Q €]0,2m/3[.

Les graphiques qui suivent ont été obtenus avec les valeurs des parameétres calculés

3 partir des expressions (64) lorsque w = 1,7, = 1 et k = 100, soit pour

& = —0,01532185172, 8 = —1,558491273, (68)
~2 = 0,7804757071, 7 = 625,5371923,
et avec §; = 8, = 8, = 1 et 83 = —1 comme valeurs pour les termes d’ordre deux.

Le graphique & la figure 19 montre que pour les valeurs exactes des parameétres
(68), nous avons une solution périodique de période d’environ 1,33m. Cette solution
périodique augmente d’amplitude & mesure que 7, augmente, ce que nous pouvons voir
en comparant le graphique 2 la figure 19 ol nous avons pris 7; = 1,0 et le graphique a
la figure 20 ou 75 = 1,0625. A partir de cette derniére valeur de 7,, un dédoublement
de période se produit comme nous pouvons l’observer par les graphiques donnés aux

figures 21 et 22 ou 7, = 1,065 et 7, = 1,0675. Les graphiques aux figures 21, 22
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et 23 sont toutes des solutions de période égale approximativement a 2,66w, donc
le double de la période des solutions aux figures 19 et 20. Nous observons ensuite
par les graphiques aux figures 24 et 25, ou 7, = 1,0975 et 7. = 1,1, la naissance
d’un deuxiéme dédoublement de période. Puis, a partir de cette valeur de 7, nous
voyons clairement au graphique de la figure 26 ou 7, = 1,15, que le systéme est
devenu chaotique. Finalement, pour des valeurs plus grandes de 7,, nous ne pouvons
plus rien observer puisque les solutions s’échappent vers ’infini. Pour compléter nos
observations, considérons ce qui survient dans le plan (z2,z1), tel que I'illustrent les
graphiques aux figures 27, 28, 29, 30. Nous remarquons qu’en passant de 7, = 1,0625
a 7, = 1,0725, le cycle limite semble s’étre dédoublé, puis en comparant les cycles
limites aux figures 28 et 29, que le cycle limite semble s’étre & nouveau dédoublé.
Finalement, le graphique de la figure 30 nous montre I’état chaotique du systéme
lorsque 7, = 1,15. Nous croyons que ce que nous avons observé est une cascade de
dédoublements de période. Notons qu’a notre connaissance, ce phénomene n’a jamais
été observé dans des systémes tel que celui que nous avons étudié dans cette thése.
Ce que nous observons par ces graphiques n’est cependant pas local a la bifurca-
tion. En fait, puisque I’amplitude des cycles ne tend pas vers 0 prés des valeurs cri-
tiques des parametres pour lesquels il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2, et puisque les périodes des cycles ne sont pas égales a m ou 2w, nous sommes
donc en présence d’un phénomeéne global & la bifurcation. Ce phénomeéne est pro-
bablement causé par la non-linéairité du systéme (18) ainsi que possiblement par la
résonance 1 : 2 étant donné que nous observons des dédoublements de période. Pour
mieux comprendre les causes de ce phénomene, il serait utile de mener une étude plus
approfondie en considérant par exemple les équations de la forme normale pour une
bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 pour le systéme (18). Cette approche
demande toutefois d’effectuer d’abord plusieurs calculs, que nous avons faits, et que

nous détaillons au chapitre qui suit.
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FiG. 19: Simulation numérique du systéme (18) avec 7, = 1,0
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F1G. 23: Simulation numérique du systéme (18) avec 75 = 1,0725
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FIG. 27: Cycle limite pour le systéme (18) avec 7, = 1,0625
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FI1G. 28: Cycle limite pour le systéme (18) avec 7, = 1,0725
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FiG. 29: Cycle limite pour le systéme (18) avec 7, = 1,1

Fic. 30: Systéme (18) dans un état chaotique avec 7, = 1,15
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Chapitre 4

Variété du centre et forme normale

4.1 Motifs

Tout d’abord, notons que les calculs faits dans ce chapitre auraient été parti-
culierement utiles pour ’étude de la dynamique du systéme (18) pres de la résonance
1 : 2 si lorigine avait été stable. Toutefois, comme mentionné a la section 3.2, ces
calculs pourraient tres bien étre utilisés lors d’une étude de la dynamique du systéme
(18) lorsque ce dernier est dans un état transitoire et que dans ce cas, pour un certain
intervalle de temps qui peut étre considérable, les solutions du systéme (18) se com-
portent tout & fait comme si l'origine était stable. Plus spécifiquement, ces calculs
pourraient étre utilisés afin de mener une étude approfondie permettant de mieux
comprendre le phénomeéne plus rare qu’est la cascade de dédoublements de période.
En fait, une telle étude s’impose puisqu’une cascade de dédoublements de période
telle qu’observée 3 la section 3.2 est un phénoméne pour lequel trés peu de résultats
sont connus dans le context des équations aux délais.

C’est donc afin de faciliter les diverses études qui seront probablement faites
ultérieurement et qui dépassent le cadre de cette thése, que nous allons, au cours
de ce chapitre, effectuer les calculs nécessaires pour obtenir une forme normale pour

une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 pour le systéme (18).

54
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4.2 Résumé de la théorie

Soit le systéme de n équations différentielles avec délais
z(t) = Lz, + g(z:), (69)

ou z; = z(i + ) avec —h < 6 < 0, L : X — R" est un opérateur linéaire continu,
X =.C([-h,0l,R*), et g € C"(X,R"),r > 1 est la partie non-linéaire du systeme
(69).

Supposons que z = 0 soit un point d’équilibre de (69). La linéarisation de (69),

faite pour ce point d’équilibre afin d’en étudier sa stabilité, est
z(t) = Lz,. (70)

Tout d’abord, puisque [—£,0] est un espace de Hausdorff localement compact et que
L est un opérateur linéaire borné, alors le théoréme de représentation de Riesz nous

permet de représenter ’opérateur L par l'intégrale

L¢=/;wmmwwx Vée X, (71)

ot i : [—h,0] = R™ est une fonction de variation bornée. Soit maintenant ¢ € X
une condition initiale pour le systéme (70). Pour cette condition initiale, z(-; ¢) est
la solution unique du systéme (70) passant par ¢. En fait, ’état du systéme (70) au
temps ¢ correspond & la restriction de la fonction z(-; ¢) & I'intervalle [t —h, t], de sorte
qu’au temps t, nous avons 8 — z(t + 0; ¢) = z,(0; $) pour —h < § < 0. En ramenant
ensuite z(-; ¢) a l'intervalle [—£, 0] nous aurons alors que z(-;¢) € X. Nous pouvons

alors écrire le systéme (70) de la maniére suivante

i(0) = [ (n(@)1=0) (72)

Soit maintenant X* = C([0,k],R™) ol R™ est l'espace vectoriel de dimension n
composé de vecteurs lignes. On définit alors le systéme d’équations différentielles

adjoint au systéme (72) par (voir [10])

h
ﬂﬂ=—lyv—m@w» (73)
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tel que si y(-; 1) est une solution de (73) sur I'intervalle | — oo, o+A], alors y () € X*

pour chaque T €] — 00, 0] est tel que

y (&) =y(r+ &), 0<ELZ A

Par ailleurs, on définit la forme bilinéaire entre les éléments 1, de X* et ¢, de X, de

la maniére suivante :
(le) = ($(0)|4(0)) — /_ . /0 P(€ — 0)[dn(0)]#(£)dE, (74)

ot (-|-) est le produit scalaire euclidien.

Supposons maintenant que z = 0 soit pour le systéme (69) un point d’équilibre
non-hyperbolique et que 'opérateur linéaire L (70) possede m valeurs propres avec
parties réelles nulles et un nombre fini de valeurs propres avec parties réelles positives.

L’espace X peut alors étre décomposé de la maniere suivante :

ott U et N sont des espaces de dimension finie et tels que U correspond a l’espace
propre généralisé associé aux valeurs propres avec parties réelles strictement positives
de 'opérateur linéaire L (70), et N & I'espace propre généralisé associé aux valeurs
propres avec parties réelles nulles. Selon cette décomposition de X, si ¢ € X, alors

on aura
p=0"+¢" +¢°

ot ¥ € U, #N € N et ¢5 € S sont tels que ¢V = myop, ¢V = 7nd et ¢° = Ts¢,
pour 7y : X —» U, 7wy : X = N et w5 : X — §, les projections définies par la
décomposition de X. Si maintenant ® est une base pour l’espace N et ¥ est une base
pour l’espace adjoint N7, alors (¥|®) = I et mnyd = ®B(¥|g), oir (-|-) est la forme
bilinéaire donnée plus t6t (74). Il est & noter que ’espace adjoint NV T dépend du
probléeme adjoint (73) car on peut décomposer X* tout comme l’espace X de sorte
que X* = U* @ N* @ S* et tel que l’on aura N* = N'.

Considérons en particulier le cas ou le point d’équilibre z = 0 subit une bifurcation

de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Ce point d’équilibre est alors non-hyperbolique et
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la linéarisation (70) posséde comme valeurs propres A; = iw et A = 2iw. Une base
pour I’espace N dans la décomposition X = U @ N @ S, engendré par les fonctions

propres et les fonctions propres généralisées est

® = {Re(¢1), Im(¢1), Re(¢2), Im(¢2)}, (76)

ol ¢; € X est une fonction propre associé a la valeur propre A;, ¢ = 1,2 pour le systeme
(72). En considérant que les éléments de ¥, la base pour l’espace adjoint NV T, sont
des combinaisons des éléments transposés de ®, c’est-a-dire que si ¥ = K ®T ou K
est une matrice de constantes de dimensions 4 X 4, il est alors possible de trouver une
facon de calculer les éléments de ¥ 3 partir de ceux de ®. En fait, si ¥ = K ®T, alors

on a que

(T|@) = (K@T|®)
= K(®T|®)

et puisque (¥[®) =1I, on a alors K = (®7[®)~!, d’ot ¥ = (®T|®) '@ .

Considérons maintenant la définition 2.2 et le théoréme 2.1 de HALE et LUNEL
[11] qui mettent en relation la décomposition de I’espace X (75) et la variété du centre
locale W, (0}, pour le point d’équilibre z = 0 du systéme (69).

Définition 2.2. Pour un voisinage V de 0 € X, une variété du centre locale,
(0) & W<(0, V), pour le point d’équilibre z = 0 du systéme (69), est une sous-

variété de classe C! tangente @ N en 0 et localement invariante pour le flot défini par

le systéme (69). En d’autres mots,
Wi 0NV ={peXlp=0¢+h(¢),¢c NNV}

ot h: N - U®S est une application de classe C* telle que h(0) =0 et Dgh(0) = 0.
Finalement, toute orbite sur WE_(0) demeure dans cet ensemble tant qu’elle demeure

dans le voisinage V.

Théoréme 2.1. Si g dans (69) est une fonction de classe C", alors il existe un
voisinage V de 0 € X tel que les ensembles Wi2(0), W%(0), W(.(0), WiEL(0) et WL

ezistent et sont des sous-variétés de classe C". Les variétés W5 (0) et WiSi(0) sont
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uniques alors que les variétés W _(0), WZ(0) et W2(0) ne le sont pas. Finalement,

loc
tout ensemble invariant du systéme (69) qui demeure dans le voisinage V doit étre

inclus dans W{,_(0).

Les variétés W33(0), Wi2(0), W et W du théoréme correspondent respecti-
vement aux variétés locales dites trés stable, trés instable, centre stable et centre
instable. Les deux premiéres variétés, W;2(0) et W:%(0) correspondent aux variétés
dont les éléments sont les points ¢ € X pour lesquels la solution z:(-;$) € V, pour
t > 0, (respectivement ¢ < 0) s’approche de zéro avec une vitesse exponentielle alors
que t — 00, (respectivement ¢ — —oo). Les deux autres variétés, W, et W;, corres-
pondent aux variétés obtenues en remplacant dans la définition 2.2, pour la premiere
variété, N par N@ S et U @ S par U, puis pour la deuxiéme variété, N par N @ U
et U@ S par S. Il est & noter que pour W et W, les orbites qui demeurent dans

le voisinage V pour t > 0 sont contenues dans W, alors que celles qui demeurent

dans le voisinage V' pour ¢ < 0 sont celles qui demeurent dans W;.

De toutes ces variétés locales, nous allons maintenant ne considérer que la variété

du centre W _(0). Si X = U & N @ S, il est alors possible décrire, V¢ € X
p=¢" +¢"%5, "eN, " ecUoS.

De plus, si ® est une base pour I’espace N et ¥ est la base pour les solutions du
probleéme adjoint (73) tel que (¥|®) = I, alors T(¢t)® = ®eB, ot T(t) : X — X est
un opérateur définit par la relation z:(-; @) = T'(t)¢, et B est une matrice de dimension
m x m dont les valeurs propres ont leurs parties réelles nulles. Si on pose maintenant
zN = ®z(t) € N, alors la solution z; = ®2(t) + £Y®5 avec comme condition initiale

zo = ¢ € X, est une solution du systéme
3 = Bz + ¥(0)g(®= + z7®%),

ouzl® cUaS.
Aprés quelques étapes que font HALE et LUNEL [11] et qui permettent de modifier
la fonction g de sorte qu’il soit possible de considérer des éléments arbitraire de

’espace N plutét que seulement des éléments dans un voisinage V restreint de 0, on
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obtient que la variété du centre locale est alors donnée par
Wie(0) = {¢ € X|¢ = 2 + h(2),[2| <7},

ol 7 est suffisamment petit et h est une fonction de classe C". Le flot sur cette vvariété

du centre locale est donné par les solutions de
2 = By + bg(®z + h(®z)), (77)

pour la condition initiale zo = {¥|¢), et ot b6 = ¥(0). En fait, les solutions du sy-stéme

(69) sont données par
z:(; ¢) = ®2(t; y0) + R(22(t; 20)),

avec ¢ € WE_(0).
Ainsi, le comportement du systéme (69) est donné par le comportement du sy-steme

d’équations différentielles ordinaires donné en (77).

4.3 Sous-espace du centre N

Comme donné en (76), une base pour le sous-espace du centre N pour la
linéarisation du systéme (18) est composée des parties réelles et imaginaires des vec-
teurs propres associés aux valeurs propres A = iw et A = 2iw. Exprimée en fomction

de 4, la partie linéaire (20) du systéme (18) a pour expression

#(6) = ( —realf) + Bea(f - ma) + 7al0 — 1) ) , (78)
—kz2(0) + Bz2(0 — 1) + z1(6 — 27 +1)

avec les solutions de la forme

z(0) = (c1> . (79)

Nous devons maintenant trouver les constantes ¢, et ¢c; pour les valeurs propres A = w

et A = 2iw et pour les valeurs des paramétres w, &, 8,7 €t Ts, T tels que donnés e=n (57)
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et (60). Si A = iw, alors en remplagant A dans (79) puis en substituant cette fonction

dans (78) nous obtenons

. ' C1
7 twb
C2

Aprés simplification du terme e*?, nous obtenons

. [a ~key + Bere™ ™ + yPee
yA%3) = . . )
C2 —Keo + ’3 cze—:w-r, + clexw(-zr-i-l)

qui est équivalent au systéme de deux équations & deux variables, ¢; et ¢, suivant :

—KCy et + ‘Bcleiw(a—‘r,) + ’7262 eiw(o—l)
—K:CQCiwa + ‘Bczeiw(G—T,) + c1 eiw(6—2r+1)

b —ke + ﬂcleiw(—‘ra) + 726261':0(—1)
e R . .
—kcy + ‘Bczetw(—f,) +e etw(—2‘r+1)

(iw + & — Be™™™)ey — yPe e, =
(iw + & — e ), — e (“2Hle = 0.

Ces deux équations sont satisfaites lorsque

a1 = A1v?e™™ et ¢ = Ai(lw + & — ﬁe_im’), A eR

car
(iw + £ — Be™™™)c; — Y e ey
=(lw+k— Be ™) (Ay2e ™) — v e (A (iw + £ — Be~ ™))
=0
et

(iw + £ — Be™™T)c; — (727 g;
— (i + 1 — Be= ™) (Ar(iw + 5 — Be=™)) — T4y ye™)
= Ay(iw + £ — Be~™™)? — AyPe(TiT )
= A;((iw + & — Be™™™)? — y2e HuTHW )
= Ay ((iw + & — Pe )2 — 422
=0 selon (27).
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Les fonctions propres pour A = iw sont donc de la forme

2 —tw
2:1(0) = Aleiwg ( ve ) .

iw+ Kk — Pe s

De la méme maniére que précédemment, nous obtenons que les solutions pour A = 2w

2 _—2iw
z2(0) = Aye*? < ve ) )

2iw + Kk — Be 2w

sont de la forme

ou A, est une constante arbitraire.
Afin d’avoir la premiére composante de chacun des vecteurs de la base ¢ pour le
sous-espace du centre N en termes de cos(wf), sin(w8), cos(2wh) et sin(2wh) respecti-

vement, posons

1
Al - 72e—iw
et
1
A2 = ,-726—21'(.:/'

Les fonctions propres que nous considérons pour calculer les vecteurs de la base @ du

sous-espace du centre NV sont donc

1 A 2e—iw R 1 )
zl(g) — etw@ < Y ) ) — etw0 iw +5 —,Be""‘”"

2 o—tw - -
e — Wy
Y w+ Kk — fe” py—

et

—2i 1
1 R 726 2iw X )
z-(0) = i 2twé — e2‘lw9 . _ — 24T,
) yre—2w (2iw + K — Be 2o + a 2'3 €
v2e~ tw
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Ainsi, le sous-espace du centre IV est engendré par les vecteurs

1
$1 = Re (etwo (zw + & __lBe-{w'n))
,-YZ e—iw
1
¢ = Im (e“"o (iw + K — ﬁe“"‘”‘))
726—120
1
¢s = Re|e®™®| 2w +r~— Be~ %
72 e—2iw
) 1
Im { ¥ | 2w + Kk — Be~2iwT ,
’726-2i“'

ol w,k,B,v et 7,7, sont donnés par (57) et (60). Il suffit maintenant d’utiliser les

¢s

identités e*™* = cos(u) == 7 sin(p) pour écrire les solutions en coordonnées complexes
afin de pouvoir extraire leurs parties réelles et imaginaires. Nous obtenons alors
cos(wb) + 7 sin(wb)

z,(0) = (cos(wh) + i sin(wh))(iw + & — B cos(wT,) + 1B sin(wTs))
v?(cos(w) — 7 sin(w)

et
cos(2w8) + 7 sin(2wb)
z2(60) = (cos(2w8) + i sin(2wh))(2iw + & — B cos(2wT,) + 13 sin(2wTy))
v2(cos(2w) — i sin(2w))

Finalement, nous obtenons, aprés avoir développé chacun des termes des deuxiémes

composantes de chacun des vecteurs précédant
z12(0) = ;12- (iw cos(w) cos(wh) — wsin(w) cos(wh) + « cos(w) cos(wh)
+ ik sin(w) cos(w@) — B cos(w) cos(wh) cos(wTs) — 18 sin(w) cos(wb) cos(wTs)
+ 3 cos(w) cos(w8) sin(wT,) — Bsin(w) cos(wl) sin(wT,) + w cos(w) sin(wd)
+ iw sin(w) sin(wl) + ik cos(w) sin(wl) — 18 cos(w) cos(wTs) sin(wh)
— ksin(w) sin(w@) + B sin(w) cos(wTs) sin(wh) — B cos(w) sin(wTs) sin(wb)

— i sin(w) sin(wTs) sin(w0))
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et

z22(0) = ;12- <2z'w cos(2w) cos(2wh) — 2w sin(2w) cos(2wh) + K cos(2w) cos(2wb)

+ ir sin(2w) cos(2w) + ik cos(2w) sin(2wh) — iBsin(2w) cos(2wb) cos(2wTs)
+ i3 cos(2w) cos(2wh) sin(2wTs) — B sin(2w) cos(2wh) sin(2wTs)

+ 2iw sin(2w) sin(2wh) — r sin(2w) sin(2wh) — B cos(2w) cos(2wh) cos(2wTs)
—18 cos(2w) cos(2wT, ) sin(2wl) + B sin(2w) cos(2wT,) sin(2wb)

— B cos(2w) sin(2wT, ) sin(2wl) — 1B sin(2w) sin(27,) sin (2w8)

+ 2w cos(2w) sin(2w0)) .

Apres avoir regroupé ensemble les termes réels et les termes imaginaires, nous pouvons

exprimer les quatre vecteurs de la base ® du sous-espace du centre N comme suit :

ou

az

b,

_ cos(wf)
o= (a1 sin(wf) + by cos(wa))
_ sin(w®)
» = (61 sin(wf) — a; cos (we))
b = cos(2wé)
> az sin(2wf) + be cos(2wb)

by = sin(2wé)
v b, sin(2wé) — a, cos(2wh) ’

—w cos(w) — B cos(w) sin(wT,) — ksin(w) + Bsin(w) cos(wTs)

(80)

42
K cos(w) — B cos(w) cos(wTs) — wsin(w) — B sin(w) sin(wTs)

! (81)
—9%w cos(2w) — B cos(2w) sin(2wT,) — K sin(2w) + B sin(2w) cos(2wTs)

2
K cos(2w) — B cos(2w) cos(2wT,) — 2w sin(2w) — B sin(2w) sin(2wT;)

72
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4.4 Forme bilinéaire

Nous devons maintenant définir une forme bilinéaire associé au probléme linéaire

#(t) = Lz, pour le systéme (18), out L tel que donné en (20) est

Lz, = ( —fCIL‘lt(O) + ,3.’171‘(—'7'3) _72:32:(_1) ) ]
_n$2t(0) + :33:2:(_7-3) + zlt(_21— + 1)

Maintenant, dans le cas de délais discrets, la fonction n(8) qui permet de représenter

L par une intégrale comme en (71), est la « fonction » delta de Dirac [§],

z(t — 1) = z(—7) = ’ §(0 + 1)z(t + 0)db. (82)
Nous avons donc
z:(—7s) = ’ 5(0 + 75)z:(t +0)d0, i=1,2
zo,(—1) = (:5(0 + 1)zo(¢ + 0)do (83)

0

su(=2r +1) = / 5(8 + 27 — D)z (¢ + 6)d6.

2741

Or la «fonction » delta de Dirac est telle que

/_ " F0)s(8)dt = £(0),

et en fait, si k est une constante, nous avons alors que

" f(t+ K)S()dt = (), (84)

en autant que 0 € [—a, b]. Plus particuliérement, nous avons que
0
7t + B)S(e)dt = F(k),

—a

est indépendante de la valeur de a, tant que a > 0. Nous pouvons alors choisir une

valeur commune pour la borne inférieur des intégrales données en (83). En fait, en
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prenant T > max{l, 75,27 — 1}, nous aurons
)

0
5(0 + 7s)zi(t +0)d0 = / 8(0 + 15)z:(t + 0)df, pour:=1,2
-T

—Ts

’ 85(8 + 1)za(t + 6)d6 = / i 5(8 + 1)za(t + 6)d6
-T

-1

0 0
/ §(0+2r — 1)z, (t +6)dd = / 5(0 + 217 — 1)z, (¢t + 6)d0.
-T

—=27+1
Nous pouvons donc écrire notre opérateur linéaire L de la fagon suivante

th
_ /0 —k8(0)z1(t + 0) + BE(0 + 7:)z1(t + 0) — ¥26(0 + 1)z2(t + 0) 46
-1 \ —K8(0)zo(t + 0) + BE(0 + 75)z2(t + 0) + 6(6 + 27 — 1)1 (2 + 0)
_ fo (_ms(e) +B8(0 + 1) —26(0 + 1) ) (zl(t+ o)) i
_T 5(0+27—1) —k8(0) + B850+ 1)) \z2(t+6))
Donc dn(#) pour notre opérateur linéaire est
dn(6) = (—ms(o) +B88(0+7)  —v8(0+1) ) "
6(6 +27—1) —k6(0) + B(0 + 75)
Ainsi, d’aprés (74), la forme bilinéaire est
(blo) = (¥(0)[4(0))
o o —k6(0) + B0 + 75) —v25(6 + 1)
_ -0 déde.
/_T/c; viE=9) ( 50 +2r —1) —ké(0) + B6(0 + 7'3)) ()

Il est possible de simplifier cette expression. Pour ce faire, nous commengons par

changer I’ordre d’intégration de I’intégrale double. Ainsi nous avons maintenant

(¥ld) = (4(0)|4(0))

T (R8O + B0+ —76(6+1)
/-T /s HE=9) ( 5(0 + 21 —1) —k8(0) + B6(0 + 7'3)) $(£)dodz,

puis en changeant les bornes de la deuxiéme intégrale, nous obtenons

(blo) = ((0)|(0))

Y —xd(0) + B4(6 + 7s) —v25(0 + 1)
N [-T /-T ¥(E=9) ( §(60+2T—1) —k8(0) + B4(0 + 7-3)) $(§)dbat.

(85)
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Par ailleurs, puisque

<—ms(o) +B5(0+T)  —(0+1) ) _
s0+2r—1)  —x8(0)+B50O+7))

50) 0 5@ +17) 0
—"’( 0 5(0))“3( 0 5(e+7-3))

. (0 5(9+1)) ( 0 o)
it 4 -+ ]
0 0 §6+2r—1) 0

alors nous avons que (85) peut s’écrire de la maniére suivante

($16) = (H(0)]4(0))
NN GO
[ [ e 0)( . 5(0)) dbG(€)dE

0 r¢ 80+ 1) 0
+8 /_T /_Twos—o)( . 6(9+Ts))do¢(s)ds

2 ° % . (0 §6+1)
— /_ ) /_ w(E=0) (0 ; )d0¢(§)d§

0 £ 0 0
+/_T/_T¢(€—0) (5(0+2T_1) 0) do(€)dE.

Nous avons donc maintenant quatre différentes intégrales doubles & considérer. Pour

chacune de ces intégrales, nous devons considérer en particulier ’intégrale suivante

3
/_ (€~ 0)5(0 -+ ),

o u=0,1,7, ou 27 — 1. D’aprés (84), nous avons

3
/_ (= 0)3(0 +p)dd = $(E + ),

en autant que p € [—T,£] de sorte qu’en variant, # puisse prendre p comme valeur.
En fait, puisque £ varie de —T & 0 o T > max{rs, 1,27 — 1} alors nous aurons qu’en

variant § = —7,, § = —1, § = 27+ 1 et aussi # = 0. Cependant, dans ce dernier cas
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nous avons alors que
0 £ 0 r£
[, [ we-osoamseds = [ [ vie—opomseic=o.
-tJ-T o J-T
car lorsque £ < 0, 6 ¢ [-T,£].

FIG. 31: Région ou l'intégrale est nulle
€1 =16

Finalement, pour les intégrales correspondantes aux autres valeurs de p = T,
p=1et pg =27 —1, il est suffisant d'intégrer de { = —7; a 0, £ =—-1a0ou
€ = —2r +1 3 0 selon le cas, car comme le montre le graphique a la figure 31 pour

—75 > —T, I'intégrale double est 0 pour la région hachurée, puisque dans cette région

6 ne prend jamais la valeur égale & —7,. D’ol1 la forme bilinéaire est maintenant

Wlé) = ($(0)[4(0))
+8 [ wE+m) [(1) 2] $(E)de

—Ts

2 [° 01
— /_ HE+D) [0 0] B(€)de

0 00
+ /_ w(E+ar—1) L 0] H(E)dE.
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Si nous écrivons maintenant ¥ = (¢1,v2) et ¢ = (¢1,¢2)", nous pouvons alors

simplifier I’expression précédente comme suit :
($lé) = (¥(0)|4(0))

+0 [ (bl m)vate +m) (ig) dé

- [ 0 (916 +1), 426 + 1) <¢2(§€)) d¢

+ /_ . (¢1(§ + 27 — 1), ¥(€ + 21 — 1)) (451(25)) g,

ce qui nous donne finalement ’expression suivante pour la forme bilinéaire :

(Blg) =D _ $:(0)$:(0)

=1

+8 [ (b6 +m)8u(O) + dale + () de
- . P1(€ + 1)p2(£)dE

+ / o€ + 27 — 1)ba(€)dE. (86)

—27+1

4.5 Base pour le probléme adjoint

Nous écrivons ici ®, la base pour le sous-espace du centre NV, sous la forme d’une
matrice de dimension 2x4. Soit ® = [¢1, P2, P3, 4] olt les fonctions ¢; ont été calculées
3 la section 4.3 et sont donnée en (80) et (81). Les composantes des vecteurs de la
base ¥ pour le probléeme adjoint tel que défini en (73), aussi écrite comme une matrice

de dimension 4 x 2, ¥ = [/, 2, 13,%4] " , peuvent se calculer en utilisant la formule

2
bij =Y Kiudr;, (87)
k=1



CHAPITRE 4. VARIETE DU CENTRE ET FORME NORMALE 69

ou la matrice

Kll K12 K13 K14
K21 1{22 K23 K24
K31 K32 K33 K34
K41 K42 K43 K44

est telle que les K;;,%,7 = 1,2, 3,4 sont des constantes données par

K=17",

(B1l1) (dild2) (r1lds) (1lda)
(B2l1) (d2ld2) (d2lds) (21d4)
(#3ldr) (slp2) (dslds) (#3lds)
(Paldr) (Pald2) (Dalds) (Palba)

Pour obtenir chacun des vecteurs de la base du probléme adjoint, il faut calcualer
chacun des K;;, t =1,2,3,4 et j = 1,2. Pour ce faire il faut d’abord calculer chaccun

des produits scalaires

kij = (éiléj)a Zvj = 1727 37 4.
Voici, par exemple, les résultats obtenus avec Maple pour ki1, ka4 et kga.
kll =1 + b%
—I-%(sin(w'rs)(l —a? + %) + ryw cos(wT,)(1 + b3 + af))

-{-gw—z(sin(w)(wm —b) —b cos(w)))

+%(Sin(2w7‘ —w)(by + 2aywT — a1w) + biw cos(2wT — w)(2T — 1))
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ks = aya;

—% sin(wTs)(2 + a1az + 2b1b2) + cos(wT,)(b1a2 — 2a;1b2) -
—sin(2wT,)(1 + 2a1a2 + b1b2) + cos(2wT,)(—biaz + 2a162))
42
+3_w (262 sin(w) + az cos(w) — by sin(2w) — a2 cos(2w))
+ % (—2b1 sin(2wT — w) + 2a; cos(2wT — w)
+ by sin(4wT — 2w) — 2a; cos(4wT — 2w))

k‘43 = —a2b2

+% sin(2wT,)(—azb2 + wt,s + Tswag + 'rswbg))

2

—%— (sin(Qw)(—az + 2byw) + 2aqw cos(2w))
I

o (sm(4w1' — 2w)(ap — 4bywt + 2bow)

+ 2a,w cos(4wT — 2w) (2T — l))

Nous devons ensuite inverser la matrice II pour obtenir chacun des Kj;. Toutefois, il
fut impossible avec Maple d’obtenir I'inverse directement. Nous pouvons cependant
exprimer les K;; en utilisant la formule pour calculer 'inverse d’une matrice & l'aide
de sa matrice adjointe
a1
det II

adj IT.
Alinsi nous avons par exemple que

_l_(kzzkssk44 — kogkaskas — kazkosksa

Ky = ?
A + kaskagkas + kaokazksa — kazkaakas)
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ou

A = kyksokaskas — kiikaskaakss — kiikazkoskas + ki1kaokaakas
— kyyki2kaskas + karkiokaskas 4 ka1kazkizkas — k21kazkiakas
+ ka1 k12keskas — karki2kaakas — ka1keokiskaa + karkazkiakas
— ka1ki2koskas + kakiokaskas + kaikzokizkss — karkaokiskas
+ kyykaokaskas — kiikazkaakas — ka1kazkiskss + k21kazkiakas
+ k31 kazkiskas — ksikaokl4kos — karkazkiskas + karkaok14kas

est le déterminant de la matrice II.
Evidemment, donner une expression explicite pour chacun des vecteurs de la base
du probléme adjoint est particuliérement difficile. En fait, sans remplacer les K;; par

leurs expressions données plus haut et d’aprés (87), nous obtenons

Y11 = Kuéi1(0) + Kiz$2.1(9)
Y12 = Kuér2(0) + Kiad2,2(0)
P21 = Ko11,1(0) + Kaa2,1(0)
Y22 = Kand12(0) + Kaz22,2(0)
Y31 = Kz11,1(0) + Ks262.1(0)
P32 = Kz1é12(0) + Kaa2,2(0)
Ya1 = Kudr:(6)+ Ki2¢2.1(0)
Va2 = Kardr1,2(0) + Kaad2,2(0)-
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D’ou les vecteur de la base ¥ du probléme adjoint sont

. (Kuqsl,l(o) + K12¢2,1(9))
' K1161,2(0) + Ki262,2(6)

e (Kmqsl,l(e) + K22¢2,1(0))
2 K21 61,2(0) + K22¢2,2(9)

4T = (K31¢1,1(9) + K32¢2,1(0)>
3 K3101,2(0) + K32022(8)

5T = (Kuqsl,l(o) + K42¢2,1(o)) _
* K41451.2(0) + K42¢2,2(‘9)

4.6 Equations du systéme restreint a sa variété du

centre

Les équations du systéme restreint & sa variété du centre sont données par (77).
Posons z = [z,y,u,v]". Nous devons maintenant déterminer B et b tels que donné
dans (77). Pour la matrice B de dimension 4 x 4 dont les entrées correspondent aux

valeurs propres A = iw et A = 2iw, nous avons

0 —w O 0
B = w 0 0 0

0 0 0 —2w

0 0 2w O

bir b1z K1 Kub — Kiza:
ba1 22 K5 Kaiby — Kxaq
b3, baz K1 Kaby — Kzaq
bs1 b4z Ky Kab — Kgear
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_ cos(0) _
e(0) = (al sin(0) + by cos(O)) B ( )
sin(0)
2(0) = =
¢:(0) <61 sin(0) — a; cos(O)) <—a1)
d’oi
47 (0) (K11¢1,1(0) + K12¢2,1(0) )
' K1161,2(0) + Ki1262,2(0) Kb + Ku(—al)
¥7(0) (K21¢1,1(0) + K22¢2,1(0)) _ ( )
2 K516 2(0) + K22¢2,2(0) Koy1by + Kzz(—GL)
T(0) <K31¢1,1(0) + K32¢2,1(0)> ( )
3 K3161,2(0) + Kaz¢2,2(0) K316 + K32(—G1)

¥T(0) = (K41¢1,1(0) +K42¢2,1(0)) _ < K1 ) |
4 K4161,2(0) + Ka2¢2,2(0) Kbt + Kaz(—ay)

Pour obtenir les équations du systéme restreint & sa variété du centre selon (77),
nous allons commencer par calculer g(®z). Tout d’abord, le produit du vecteur z par

la matrice & donne
( cos(wl)z + sin(wh)y + cos(2wl)u + sin(2wb)v \

(a1 sin(w8) + by cos(wh))z
+(by sin(wl) — ay cos(wh))y ’
+(az sin(2wb) + b, cos(2wb))u
+(be sin(2wh) — a; cos(2w8))v /

&z = (88)

D’apreés (21), nous avons que
8103 (—7) + S02(—1),
o) = [ I Heall ) oggp), (39)
8302 (—15) + 84/ (—27 + 1)

oi les constantes &;,02,83 et 8; sont les coefficients des termes d’ordre 2 du

développement en série de Taylor des fonctions f,g et h et tel que redéfinit apres
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la renormalisation du temps et des paramétres fait a la section 2.1. Finalement, en

remplacant n par ®z, comme calculé en (88), dans (89), nous obtenons

( 81 ( cos(wTs)z — sin(w, )y + cos(2ws)u — sin(2&.wrs)v)2 \
+ 62((—a1 sin(w) + by cos(w))z

— (a1 cos(w) + by sin(w))y

~+ (b2 cos(2w) — azsin(2w))u

— (a2 cos(2w) + b sin(2w))v)2

9(®z) = 53((—a1 sin(wTs) + by cos(wTs) ) i O(“‘”Hs)
— (a1 cos(wTs) + by sin(wTs))y

~+ (b2 cos(2wTs) — az sin(2wTs))u

— (a2 cos(2wTs) + b sin(2w1'3))‘v)2

+ 84( cos(w(—27 + 1))z + sin(w(—27 + 1))y
\ + cos(2w(—27 + 1))u + sin(2w(—27 + 1))1))2 }

En combinant les résultats précédent, nous obtenons les équations du systéme restreint

4 sa variété du centre, z = [z, 7, ¢,9]",

i = —wy+ Ki1(81(cos(wr,)z — sin(wT, )y + cos(2wrs)u — sin(2w,)v)?
+ 82((—a1 sin{w) + by cos(w))z — (a; cos(w) + by sin(w))y
+ (—as sin(2w) + by cos(2w))u — (az cos(2w) + b2 sin(2w))v)?)
+ (K116 — Ki2a:)(83((—ay sin(wTs) + by cos(wTs))z
— (@1 cos(wTs) + by sin(wT,))y + (—az2 sin(2wT,) + by cos(2wTs))u
— (@g cos(2wTs) + bg sin(2wT;))v)? + 4(cos(w(—27 + 1))z
+ sin(w(—27 + 1))y + cos(2w(—27 + 1))u + sin(2w(—27 + 1))v)?)
+ O(llzI)

(90)
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§ = wz+ Ko (81(cos(wr,)z — sin(wTs)y + cos(2wT, )u — sin(2w, Jv)?
+ 82((—ay sin(w) + by cos(w))z — (a1 cos(w) + by sin(w))y
+ (—azsin(2w) + by cos(2w))u — (a2 cos(2w) + bz sin(2w))v)?)
+ (K1b1 — Ka2a1)(83((~a1 sin(wT,) + by cos(wTs))z
— (a1 cos(wT,) + by sin(wTs))y + (—a2 sin(2wT,) + bz cos(2wT;))u
— (ag cos(2wT,) + bs sin(2wTs))v)? + d4(cos(w(—27 + 1))z
+ sin(w(—27 + 1))y + cos(2w(—27 + 1))u + sin(2w(—27 + 1))v)?)
+ O(lalP)

(91)

4 = —2wv+ Ka1(81(cos(wrs)z — sin(wTs)y + cos(2wT,)u — sin(2wT, )v)?
+ 85((—a1 sin(w) + b; cos(w))z — (a1 cos(w) + by sin(w))y
+ (—az sin(2w) + by cos(2w))u — (a2 cos(2w) + be sin(2w))v)?)
+ (K316, — K32a1)(83((—a1 sin(wTs) + by cos(wTs))z
— (@1 cos(wTs) + by sin(wTy))y + (—az sin(2wT,) + b2 cos(2wT,))u
— (@ag cos(2wT,) + be sin(2wTs))v)? + d4(cos(w(—27 + 1))z
+ sin(w(—=27 + 1))y + cos(2w(—27 + 1))u + sin(2w(—27 + 1))v)?)
+ O(2l®)

(92)

b = 2wu+ K (61(cos(wr,)z — sin(wr,)y + cos(2w,)u — sin(2w,)v)?
+ 62((—ay sin(w) + by cos(w))z — (ay cos(w) + by sin(w))y
+ (—az sin(2w) + by cos(2w))u — (a2 cos(2w) + be sin(2w))v)?)
+ (Kb — K4201)(63((—ay sin(wT,) + by cos(wTs))z
— (a1 cos(w;) + by sin(wTs))y + (—az sin(2wT,) + b cos(2wT;)Ju
— (@ag cos(2wT,) + basin(2wT,))v)? + d4(cos(w(—27 + 1))z
+ sin(w(—27 + 1))y + cos(2w(—27 + 1))u + sin(2w(—27 + 1))v)?)
+ O(lalF®)

(93)

ou les diverses constantes ont été données dans cette section et les précédentes.
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4.7 Forme normale

Puisque le systéme subit une bifurcation de Hopf~-Hopf avec résonance 1 : 2, alors

la, forme normale pour ce systéme est d’aprés LEBLANC et LANGFORD, [16],

&t = —wy+ (A1 + Biu — Bov)z — (A2 — B1v — Bau)y

¥ = wz+ (A2 + Bau + Byv)z + (A + Bov — Biu)y

@ = —2wv+ Cru— Cov + Di(2? —y?) —2D,zy

b = 2wu+ Cou+ Crv+ Do(z? —y* + 2D1zy (94)

oll Ay, Az, By, Bs,C,,Ca, Dy et D, sont des fonctions a valeurs réelles de domaine
R* x R® telles que A;, A2,C; et C; sont zéro pour (z,y,u,v,w,k,B3,7,7sT) =
(0,0,0,0,JJ,F%,B, 5,%,7) = (0,&), cest-a-dire lorsqu’elles sont évaluées au point
d’équilibre du systéme et pour des valeurs de la famille des valeurs critiques des
parametres, &, pour lesquels il y a bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. De

plus les fonctions B, B, D, et D, en ce méme point sont données par

Bi0.8) = 7(fia(0,8)+ F5(0,8) + F34(0,&) — f3:(0,8))

Ba(0,8) = 3(f5a(0,8) = F14(0,8) + f3a(0,&) + f3(0,8)

Di(0,8) = Z(73(0,8) — [3a(0,8) +2£4:(0,))

Do0,8) = £(f4:(0,8) — F1a(0,&) —2f3(0, &) (95)

ol f%(0,&) est la dérivée partielle de giéme ordre par rapport a vj,v; de la i-iéme

composante de f. Dans notre cas, nous avons

M= fl=.'i:
V2 =Y A=y

et o
vz =1u fP=u
Vg =V f4=

et les dérivées de 2% ordre f%;(0,&) correspondent aux coefficients de Taylor du

terme v;v; dans les équations du systéme restreint a sa variété du centre (90), (91),
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(92) et (93). Ainsi, la forme normale pour le systéme (18) est

ou

B,

z = —wy+ (Biu— Byv)z + (Biv + Bau)y

y = wz+ (Bau+ Biv)z + (Bev — Biu)y

@ = —2wv+ Di(z? —y®) —2Dqzy

v = 2wu+ Dy(z? —y?) +2D;zy (96)

2(K11(251 cos(2wT, ) cos(wTs) + 282(—az sin(2w) + b, cos(2w))
(—a; sin(w) + by cos(w)))

+-Lli(Kub1 — Ki1201)(2ds(—ay sin(2wr,) + by cos(2ws))
(—a, sin(wTs) + by cos(wTy))
+ 284 cos(2w(—27 + 1)) cos(w(—27 + 1)))

+211-K11(2d1 sin(2wT, ) sin(wTs) + 282(—az cos(2w) — ba sin(2w))
(—a; cos(w) — by sin(w)))

+%(Knbl — Kj2a1)(2d3(—az cos(2wTs) — by sin( 2w ))
(—a; cos(wTs) — by sin(wTy))
+ 284 sin(2w(—271 + 1)) sin(w(—27 + 1)))

+§K21(—251 sin(2wr,) cos(wr,) -+ 285(—as cos(2w) — by sin(2w))
(—ay sin(w) + by cos(w)))

+%(K2161 — K2a1)(283(—az cos(2wTs) — by sin(2wy))
(—a, sin(wTs) + by cos(wTy))
+ 284 sin(2w(—27 + 1)) cos(w(—27 + 1)))

—%Kn(—%l cos(2wrs) sin(ws) + 285(—as sin(2w) + by cos(2w))
(—a; cos(w) — by sin(w)))

_i(f{nb1 — Kypa1)(265(—as sin(2wr,) + bz cos(2w7,))
(—ay cos(wTs) — by sin(wTy))

+ 284 cos(2w(—27 + 1)) sin(w(—27 + 1)))
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B, = -}IKH(—251 cos(2wT,) sin(wT,) + 262(—az sin(2w) + b cos(2w}))
(—a1 cos(w) — by sin(w)))
+2(Kubl — K12a1)(283(—az sin(2wT,) + b2 cos(2wTs))
(—ay cos(wTs) — by sin(wTs))
+ 284 cos(2w(—27 + 1)) sin(w(—27 + 1)))
—if(u(—zsl sin(2w,) cos(wr,) + 262(—az cos(2w) — b sin(2w))
, (—ay sin(w) + by cos(w)))
_Z(Kubl — K12a,)(263(—a3 cos(2wT,) — be sin(2wTy))
(—a; sin(wTs) + by cos(wTs))
+ 284 sin(2w(—271 4+ 1)) cos(w(—27 + 1)))
+iK21(261 c0s(2wT,) cos(ws) + 285(—as sin(2w) + by cos(2w))
(—aysin(w) + by cos(w)))
—{%(Kzlbl — Kppar)(265(—az sin(2wrs) + by cos(2wm))
(—ay sin(wTs) + by cos(wTs))
+ 264 cos(2w(—21 + 1)) cos(w(—27 + 1)))
+§K21(2é’1 sin(2wT, ) sin(wT,) + 282(—az cos(2w) — b sin(2w))
(—ay cos(w) — by sin(w)))
-{%(Kmbl — K1) (285(—az cos(2w7s) — by sin(2wrs))
(—ay cos(wTs) — by sin(wTs))

+ 284 sin(2w(—27 + 1)) sin(w(—27 + 1)))
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%Ksl (26, cos(wT,)? 4 282(—ay sin(w) + by cos(w))?)

1 .
+1—6—(K3161 — Ksza;) + (263(—ay sin(wTs) + by cos(wTs))?
+ 264 cos(w(—27 + 1))?)

——1%K31(261 sin(wr)? -+ 262(—a cos(w) — by sin(w))?)

S (Kby — Ksgar)(263(—a1 cos(wn,) — by sin(wrs))?
+ 26, sin(w(—=27 + 1))?)

+2K41(—~251 sin(wT,) cos(wTs) + 282(—ay cos(w) — by sin(w))
(—a1 sin(w) + by cos(w)))

+i(K41b1 — Kipap)(265(—a1 cos(wr,) — by sin(wrs))
(—ay sin(wTs) + by cos(wy))

+ 284 sin(w(—27 + 1)) cos(w(—27 + 1)))

%Kﬂ(m cos(wr,)? + 262(—ay sin(w) + by cos(w))?)

1
+T6(K4lbl — Ky2a;)(263(—ay sin(wTs) + b, cos((.u'r_.,))2
+ 264 cos(w(—2T + 1))?)
1

_—]EK“ (26 sin(wr,)? + 262(—a; cos(w) — by sin(w))?)

—Ilf_i(Kubl — Ky42a1)(265(—ay cos(wTs) — by sin(wTs))?
+ 26, sin(w(—27 + 1))?)

—%K31(—251 sin{wT,) cos(wT,) + 282(—ay cos(w) — by sin(w))
(—ay sin(w) + by cos(w)))

—:]i'(Kslbl — K32a1)(2835(—a, cos(wT,) — by sin(wTs))
(—a, sin(wTs) + by cos(wTs))

+ 284 sin(w(—27 + 1)) cos(w(—27 + 1)))

et ol les diverses constantes ont été données dans les sections précédentes.



Chapitre 5
Conclusion

Nous avons obtenu dans cette thése la famille des valeurs critiques des parametres
pour lesquelles le systéme (18) subit une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2. Cette famille de valeurs critiques est donnée au théoréme 1 que nous avons
établit au cours du chapitre 2. Nous avons continué notre étude du systéme (18) en
établissant au chapitre 3 que ’origine pour ce systéme était toujours instable pres des
valeurs critiques des parameétres pour lesquels il y a une bifurcation de Hopf-Hopf avec
résonance 1 : 2. Nous avons donné et appuyé a ce propos deux conjectures, dont 1’une
propose que l’instabilité de 1’origine soit causé par la présence, dans un cas, d’une
et une seule paire de valeurs propres avec partie réelle positive, et dans un deuxieme
cas, par en plus une valeur propre avec partie réelle positive. Nous avons par ailleurs
démontré ce dernier fait au théoreme 2 qui, ajouté aux graphiques de la section 3.1,
nous ont permis d’établir la conjecture 1. De plus ces mémes graphiques nous ont
permis d’observer qu’il était possible de choisir des valeurs critiques des parametres
telles que pour ces valeurs, l'instabilité de l’origine était causé par une seule paire
de valeurs propres dont la partie réelle était trés prés de zéro. A partir de cette
observation, nous avons pu choisir des valeurs critiques des parametres tels que pour
ces valeurs le systéme est dans un état transitoire pour un certain intervalle de temps
de sorte qu’il fut possible de faire des simulations numériques prés de la résonance
1 : 2. Ces simulations numériques nous ont dévoilé la présence d’un phénomene : la

cascade de dédoublements de période, jamais observé & notre connaissance pour des

80
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systémes 4 délais de méme nature que le systéme (18). De plus, ces méme simulations
numériques ont aussi montré que ce phénomene n’était pas local a la bifurcation. Pour
mieux comprendre ce phénoméne que nous croyons di en partie & la non-linéarité du
systéme (18) et a la résonance 1 : 2, nous devrions faire une étude approfondie en se
servant des équations du systéme (18) sous la forme normale pour une bifurcation de
Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Pour obtenir les équations du systéme (18) plusieurs
calculs sont nécessaires et il faut en particulier effectuer la restriction du systéme a
sa variété du centre. Nous avons fait ces calculs au chapitre 4 desquels nous avons
obtenu la forme normale pour le systéme (18) a la section 4.7.

Pour terminer, mentionnons qu’il reste plusieurs résultats a obtenir. D’abord, des
résultats assurément intéressants devraient étre obtenus en procédant a une étude
détaillée et approfondie de la forme normale obtenue a la section 4.7 pour le systeme
(18). Puis, en considérant que l'instabilité de l'origine est peut-étre due au fait que
les neurones ont été modélisés identiques, ’hypothése suivante que nous émettons
révélera siirement d’autres résultats d’intéréts.

Hypothése. Soit un systéme de deuz neurones différents couplés avec multiples
délais

21(t) = —mzi(t) + filza(t — 7)) + 9(z2(t — 72))

Z2(t) = —raz2(t) + fa(za(t — 7)) + A(z1(t — 11)):

ot les différents délais sont positifs et les fonctions non-linéaires, monotones, crois-

santes ou décroissantes f, f2,g,h : R = R sont telles que
f1(0) = f2 = g(0) = h(0) =0,
IBI = f{(O) # 07 182 = fé(o) ?é 07 Q12 = g'(O) # 07 a1 = h,(o) 7é 0.
Il eziste alors des valeurs critiques des paramétres telles que pour ces valeurs il y a

une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 et tel que lorigine est stable pres

de ces valeurs critiques des paramétres.

Toutefois, ’équation caractéristique pour ce systéme est
A(N) =N+ (Kg + Ky — Bre’™ — ﬁge_’\"’?)/\

+ (f‘iﬂiz — K1fae™ N2 — kpBie T + By Bre Mt TeR) algagle—’\(”*"‘")) ,
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que nous ne pouvons factoriser comme nous I’avons fait pour ’équation caractéristique
du systéme (18) dés que nous avons k; # k2 et/ou B1 # [z et/ou 751 # Ts,2- Finale-
ment, cette équation n’est 3 n’en pas douter d’une complexité supérieure a celle que
nous avons obtenue pour le systéme (18) et tenter maintenant de la résoudre afin de
démontrer cette derniére hypothése est un travail qui va certainement au dela des

objectifs de cette these.



Annexe A

Calculs Maple

[’annexe A.1 fournit les calculs faits avec Maple pour obtenir la famille des valeurs
critiques des paramétres pour le cas oll ’équation caractéristique (25) du systeme
(18) est une différence de carrés et est égale a zéro parce qu’en particulier pour cette

factorisation le terme
A+ & —Be* —~ve™>7) =0.

L’annexe A.2 donne les détails pour les calculs des coefficients k;;,2,7 = 1,...,4
présents dans les expressions pour les éiéments de la base du probleme adjoint W¥.
Parmi tous les coefficients calculés, ki1, ko4 et k43 ont été donnés comme exemple a la
section 4.5, pour illustrer la complexité du calcul des éléments de la base .

L’annexe A.3 montre comment les équations (90), (91), (92) et (93) du systéme
(18) restreint & sa variété du centre ont été obtenues. Cette annexe donne en fait les

détails des calculs pour le systéme d’équations différentielles ordinaires
2 = By + bg(®z + h(®z)),

donnant le comportement du systéme (18) restreint a sa variété du centre.

Finalement, I'annexe A.4 donne les calculs qui ont permis d’obtenir les équations
(96) et en particulier les coefficients By, Bz, D1 et D2 pour la forme normale du
systeme (18).

83



[=] A.1 Famille des valeurs critiques des paramétres

[ STUDENT > restart; A
[ STUDENT > with(linalg): with(plots):

STUDENT > eql := omega + beta*sin(theta[l]) + g*sin(theta([2]);
i eql = + B sin(0,) + g sin(0,)
" STUDENT > eq2 := kappa - beta*cos(thetal[l]) - g*cos(theta[2]):
i eq2 =x— B cos(0,) —g cos(0,)
" STUDENT > eg3 := 2*omega + beta*sin(2*theta[l]) +

g*sin(2*theta([2]) ;
eq3 =2a+Psin(20,)+gsin(26,)
STUDENT > eq4 := kappa - beta*cos(2*theta([l]) -
g*cos (2*thetal2]) ;

eq4 =x—Pcos(20,)—gcos(206,)

STUDENT > J := jacobian(l[eql, eq2, eq3, eqgd], [omega, kappa,
beta, gl)~
1 0 sin(9, ) sin(0,)
0 1 —cos(9,) —cos(0,)
Sl 0 sin(28,) sin(26,)
0 1 —cos(26,) -cos(286,)

L

STUDENT > dJ := det(J):

dJ =—sin(20,) cos(2 0,) +sin(2 6,) cos(2 0,) —cos(B,) sin(2 6,) +cos(H,) sin(20,)

i + 2 sin(0, ) cos(2 6,) —2 sin(0,) cos(2 8, ) — 2 sin(0,) cos(H,) + 2 sin(6,) cos(H,)

[ STUDENT > dJ := factor(expand(dJ, trig)):

d] =

] 2 (-1 +cos(8,)) (-1 +cos(0,)) (2 sin(6,) cos(B,) — 2 sin(O, ) cos(0,) + sin(0,) —sin(9, ))
I STUDENT > implicitplot(-2*sin(theta[l]-theta[2])+sin(theta[2])-si

. n(theta[1])=0,theta[l1]=-10..10,theta[2]=-10..10,grid=[5
0,501):
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T STUDENT > sols :=

" STUDENT > thetal[2]

./ S ’/‘ ./ 7 g / '

] ' ) // //
/ﬁ/ -~ - — //

solve(2*sin(theta[2]) *cos(theta[l])-2*sin(theta[l]) *cos
(theta[2])+sin(theta[2]) -sin(theta[ll]),

sols :=0,, arctal{3

theta[2]) ;

2

sin(0,) (4 cos(8,)—5) 20 sin(e,)2 +9 cos(0, )J

16 sin(0, ) +9 16 sin(@,)" +9

:= simplify(sols[2]):;

sin(0,) 5cos(6,) +4
= arctan| -3 L —
] 2 ar 4cos(8,)+5°  4cos(8,)+5
" STUDENT > eql := expand(simplify(eql), trig):
o cos(9,) o B sin(0,) cos(0,) B sin(0,)
eql =4 +5 +4
4cos(0,) +5 4 cos(0,)+5 4 cos(0,) +5 4 cos(0,) +5
g sin(8,)
] 4 cos(0,)+5
" STUDENT > eq2 := expand(simplify(eq2), trig):;
2
>4 x cos(0,) K 4 B cos(6;) B cos(6,)
4T Y cos(8,)+5 | 4cos(@,)+5  4cos(8,)+5  4cos(,)+5
g cos(6,) . g
4 cos(0,)+5 4 cos(0,)+5
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| STUDENT > eq3 := expand(simplify(eq3), trig):;

eq3 =2 @ +2 B sin(8, ) cos(0, ) +30 g sin(0, ) cos(6,) / [(4 cos(,) +5)°

+16 +25 +40

[9 sin(®,)” 1 cos(8,)” cos(8,) D
(4 cos(8,) +5) (4cos(8,)+5)  (4cos(8,)+5)  (4cos(8,)+5)

+24 g sin(0,) / {(4 cos(8,) +5)

] 2 2 ’
sin(8, ) 1 cos(8,) cos(8,)
9 7 +16 z +25 > +40 2
i (4 cos(6,) +5) (4 cos(0,) +5) (4 cos(0,)+5) (4 cos(6,)+5)
i STUDENT > eqd := expand (simplify(eqd4) , trig):;

eq4d =x—-2PB cos(91)2+B—32g/((4 cos(91)+5)2

[9 sin(0, )’ 1 cos(8,)’ et B

2+16 2+25 2+40 2
(4 cos(6,)+5) (4 cos(0,) +5) (4 cos(0,)+5) (4cos(8,)+5)

~ 50 g cos(8,)’ / {(4 cos(8,) +5)

{ sin(8,) I cos(8,)’ cos(8,) U
9 +40

2+16 2+25 2 2
(4 cos(8,)+5) (4 cos(0,) +5) (4 cos(6,) +5) (4 'cos(el) +5)

~80 gcos(8,) / [(4 cos(8,) +5)

[9 sin( 0, )2 1 cos(9, )2 cos(0,) D

2+16 2-i~25 2 +40 2
(4 cos(6,)+5) (4 cos(0,)+5) (4 cos(0,)+5) (4 cos(0;)+5)

3 +g .
[ STUDENT > famille := factor(simplify(solve({eql, eq2, eg3, eg4d},

{omega, kappa, beta, g}l))):’
1 (10 cos(8,)" +4 cos(8,) - 5) @

e = K = T S cos(8,) + 1) sin(8,)
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1 (4 cos(8,) +5) @ sin(8,)
76 (2005(8;) + 1) (cos(8;) +2) (cos(8,) + 1)° °
o sin(0,)

9
B = (Tl + c05(8,)) (2 cos(8,) + 1) (cos(8,) + 2) |

g:

[=] A.2 Base pour le probléme adjoint

[ STODENT > restart;

| STUDENT > phi[l] := (theta) -> [cos(omega*theta),
afl]l*sin(omega*theta) + b[1l]*cos (omega*theta)];
L ¢, =0 > [cos(@8),qa, sin(00)+b, cos(® )]

[ STUDENT > phi[2] := (theta) -> [sin(omega*theta),

b[l] *sin(omega*theta) - a[l]*cos (omega*theta)]:
] ¢, =0 > [sin(00), b, sin(0 8) —a, cos(®6)]
[ STUDENT > phi[3] := (theta) -> [cos(2*omega*theta),

a[2]*sin(2*omega*theta) + b[2]*cos (2*omega*theta)];

L ¢; =0 > [cos(2m0),a,sin(2aB) +b,cos(2m )]

' STUDENT > phi[4] := (theta) -> [sin(2*omega*theta),
b[2]*sin(2*omega*theta) - al[2]*cos (2*omega*theta) ]

] ¢, =0 > [sin(2w0),b,sin(200)—a,cos(2v00)]

[ STUDENT > ps := (psi, phi) -> (psi(0)[1]*phi(0) [1] +

psi(0) [2]1*phi (0) [2] + beta*int(psi(xi +

tau(ls]) [1]*phi(xi) [1] + psi(xi + tauls]) [2]*phi(xi) [2],
xi = -tau[s]..0) - g™"2*int(psi(xi + 1) [1]l*phi(xi) [2],
xi = -1..0) + int(psi(xi + 2*tau -1) [2]*phi(xi) [1], xi=
—2*tau+l..0));

s = (v, 6) = w(0), §(0) +w(0), §(0) +B f WE+T) 6(8), +w(E+T,) $(E), &

-t
s

—g’Jow(¢+1)l¢(a>2d§+Jo w(E+2T-1), ¢(8), 4
-1

—2T+1

" STUDENT > phi[l] (0);

L [1, bl]

" STUDENT > phi[2] (0);

L [0:_01]

" STUDENT > psi[l] := (theta) -> [K1[1l,1]*phi[l] (theta) [1] +

Ki1[1,2]*phi[2] (theta) [1], K1[1,1]*phi[l] (theta) [2] +
K1[1,2]1*phi[2] (theta) [2]];
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IL w1 =0 > [K1;  6,(8) +KI,;6,(0) . K1,  :(8) +KIy;$,(6) ]

[ STUDENT > psi[2] := (theta) -> [K1[2,1]*phi[l] (theta) [1] +
Ki[2,2]*phi[2] (theta) [1], K1[2,1]1*phi[l] (theta) [2] +
K1([2,2]*phi[2] (theta) [2]1];

v, =0 [Klz, 1 ¢1(e)l +K12,2 ¢z(9)l, Klz, 1 ¢1(9)2 +K12,2 $,(0 )2]

- STUDENT > psil3] := (theta) -> [K1[3,1]1*phi[l] (theta) [1] +
K1[3,2]*phi[2] (theta) [1], K1[3,1]*phi[l1l] (theta) [2]" +
K1[3,2]*phi[2] (theta) [2] 1:

v; =0 > [KI, , 4>1(e)l +KI, , 4,2(9)1, KI; | dn(e)2 +KI; ,6,(0 )2]

STUDENT > psil[4] := (theta) -> [K1[4,1]*phi[l] (theta) [1] +
K1[4,2]1*phi[2] (theta) [1], K1[4,1]1*phi[l1l] (theta) [2] +
Kl[4,2]*phi[2] (theta) [2]];

v, =0 ->[KI,, ¢1(9)1 +K1, , ¢,(8 )1, Kl $,(6 ),‘; +K1, ; 65(8 )2]

STUDENT > matrice b0 := matrix(4,2, [psi[1](0)[1], psi[l](0) [2],
psi(2](0) [1], psi[2](0)[2], psi[3]1(0)[1], psil[3](0)[2],
psi[4]1(0) [1]1, psi[4]1(0)[2]]);

Ki,, KiI,,b,-Kl;a

Kil,, KlI,,b —KI,,a,

Kly, Kiy, b -KI;,a

Ki,, Kl b —-Kl,a

STUDENT > K := matrix(4, 4, (i,]j) -> k[i,]]); detK := det(K);
ki ka2 ks kg
ko ks K3 Kk,

K=
by, b, k3 Kk,
kyy koo kg3 Kkys

detK -= det(K)

matrice_b0 :=

" dont les entrées sont les suivantes:

STUDENT > for i from 1 to 4 do

STUDENT > for j from 1 to 4 do

STUDENT > k[i,3] := ps(phi[i], phi[3j]); print(''k"''[i,]] =

k[i,3]1):

STUDENT > od;

STUDENT > od;

‘%
1

1
= 1+ b,2 _EB (-sin(® t,) — sin(® T,) bl2 + sin(® t,) al2 —cos(@T,) T, ®

2 2
—cos(wt)T,0b, —cos(et)t,0a )/o
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1 & (-b, sin(@) +a, sin(o0) ® — b, cos(e) @) 1 .
+= ' +=(b; sin(2ot—0)
2 o 2
+2a,sif(2ot-0)ot—a,si(20T-0)o+2b,cos(Zot-0)oT

—b,cos(2ot—-0)o)/o

1 Bsin(ot,)(24q b1+m1:,+1:,mb12+tsmalz)
K =—a b, ——
1,2 171 5 [0
1 g2 (a, sin(0) + b, sin(e0) © +a, cos(o) ®) |
+5 o _E(G’ sin(2o 1t — o)

—-2a,cos(2ot-0)ot+a,cos(20T-0)o+2bh sin(2ot—-0)oT

~-bsin(2ot-0)o)/o
1 -
.k'm =1+b,b, +;B (—sin(o t,) +cos(w t,)a, b,—2cos(o t,) b, a,— 2 sin(@ t,) a, a,

~sin(0 1,) b; b, +2sin(2@ 1,) —cos(2 0 1) a, b, +2cos(201T,) b, @, +sin(20 T,) a, a,

1 & (2a, cos(@) +b, sin(0) —2 a, cos(2 ®) — 2 b, sin(2 @))
+2sin(2ot,) b, bz)/m+;

[0
1 a,cos(2ot-0)+bsin(2ot-0)+a,cos(4ot-20)—-25,sin(401T-20)

3 o

'k'1,4 =-b a, —gB (2 cos(o ) + cos(® T,) @, a, +2 cos(o 1,) b, b, + 2 sin(@ ;) a, b,

—-sin(®t,)b,a,-2cos(2oT,)~cos(2o1,)a,a,—2cos(2ot,) b, b,—sin(2w 1) a, b,

1 & (25, cos(e) +a, sin(0) +2 b, cos(2 ®) — 2 a, sin(2 ®))
+2sin(2e@1,) b, a2)/co—§'

o
12qsin(2ot—-0)+2b,cos(2ot—0)-a;sif(4ot-20)-2b,cos(401T-20)

3 o

2 2
1 Bsif(ot,)(2a,b,+01,+1,0b, +T.04a; )

'K =-a b +
2.1 2 o
1 gz(—al sin(fe) +a, cos(e) ® + b, sin(e) ®) 1
—E —'Z'(alsin(zco-c—m)
[0

-2bsin(2ot-0)ot+bh,sif(2oTt-0)o+2a,cos(2oTt-0)0T

~-a,cos(2ot-0)a)/o

1
x, ="12 +§'B (—sin(® t,) —sin(® t,) bl2 + sin(® 1) al2 +cos(® T,) T, ®
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7

'K
2,3

1.3
2,4

3,1

: %
3,2

2 2 1 £ (b, sin(@) — b, cos(e) @ +a, sin(®) ©)
+cos(01,) T, @b, +cos(oT,)T, 04 )/co-*-;

@
+-;-(—bl sin2eot-o)+2b,cos(2ot-0)ot—Hb,cos(2oTt-0)a

+2a sin(2ot-0)ot—-asin(2ot-0)o)/o

=—a; b,+§B(cos(m 1)+ 2 cos(® 1,) a, a, +cos(@ t,) b, b, +sin(@ t,)a, b,

-2sin(et,)b,a,—cos(2ot)-2cos(2o1)a a,—-cos(2wt)b b,
-2sin(2ot)a b, +sin(2o1)d a)/o

1 g2 (2 a, sin(0) — b, cos(®) —a, sin(2 @) +b, cos(2 @))
-
3 o

1 b cos(2et-a)—a,sin(2ot—0)+b cos(401-20)+2a,sin(40Tt-20)

3 (0}

=a;a -7 B (2sin(®t,)+cos(®1,) b, a,—2cos(o1,)a, b,+2sin(o1)b b,

+sin(ot,)a,a,-sin(2o1t,)—cos(2w1,)b a+2cos(2mt,)a b,-sin(2o )b b,

i g2 (2 b, sin(®) +a, cos(w) — b, sin(2 ®) —a, cos(2 ©))
~-2sin(2o ) aq, az)/co-i-;

o

1 25 sin(2ot-0)+2a,cos(2ot-0)+b sin(40t-20)—-24q cos(40T—20)
=
3 o}

1
=1+b, bz—;B (2sin(2o1,)-2sin(2o )b, b,-sin(2o1,)a a,

+2cos(2o1,) b, a,—cos(2 ® 1,) a, b, +sin(e t,) +sin(e t,) b, b, + 2 sin(o 1,) a, a,
-2 cos(®T,) b, a,+cos(owt,)a, b))/ o

1 & (—a, cos(2 @) -2 b, sin(2 @) +a, cos(®) + b, sin(®))
—

3 0]

1 2a,co5(401-20)+2b,sin(40t-20)+2a,cos(2ot-0)-b, sin(2®T-0)
-

3 0]

1
=-a, b, +'3‘B (cos(e@t,)-2sin(2@1,)a, b, +sin(2wT,) b a,+2cos(2w7t)a a,

+cos(2 o T,) b, b, — cos(@ t,) +sin(o 1,) @, b, -2 sin(® T,) b, @, —2 cos(@ T,) @; @,

1 8° (~b, cos(2 @) + 2 a, sin(2 @) + b, cos(®) —a, sin(®))
—cos(ot,) b, bz)/co-f-;

o
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1a,sin(dot—20)+b,cos(401-20)-2a,sin(2oT-0)—-b,cos(2®1T—0)
+—
3 @

1
B, =1+ bz2 +ZB (sin(2ot,)-sin(2oT,) a: +sin(2 @ T,) b.‘,2 +2cos(2o 1) T, 0

+2cos(2mt,)tscoa22+2cos(2mt,) t,mb;)/m

1 g2 (b,sin(2@)-2a,sin(2o)o+2b,cos(2m)e) 1
-3 . +Z(b2 sin(4d 0t -2 0)

+4a,sin(4dot-20)o1-2a;sif(4ot-20)0+4b,cos(40t-20)0T
—-2b,cos(401-20)0)/®

1 Bsin(2ot,)(a,b,+0 ts+1:,ma22+1:,mbzz)
Y =-a,b,——
3,4 272 9 (0]
1 & (a,sin(20)+2b,sin(20)0+2a,cos(2@)®) 1
+Z - +Z(—a2 sin(do0t-20)

+4a,cos(4ot-20)ot-2a,cos(40T1-20)0—4b,sin(40T-20)0T

+2b,sin(40t-20)0)/0

1
'k’4,1 =-b, az—;B (2cos(2ot,)+cos(Zot)a,a,+2cos(2o7T,)b, b,

-sin(2ot,)a b, +2sin(201,) b, a,-2cos(01,) —cos(o1,)a a—2cos(at,)b b,
+2sin(0t,)a, b,-sin(01,)d a)/o
1 £ (a, sin(2 @) — 2 b, cos(2 @) —2 a, sin(@) +2 b, cos(®))
) ®
12b,cos(401-20)+2a,sinf(401-20)-2b,cos(201-0)-a,sin(20T-0)

3 (0]

1
'k’4' =a, a, +;B (sin(2et,)—cos(2at)b a,+2cos(2ot)a b, +2sin(2oT)a a,

2
+sin(2ot,) b, b, — 2 sin(o 1,) + cos(@ 1) b, @, — 2 cos(@ T,) a, b, —sin(w T,) @, a,

1 £ (b, sin(2 @) +2a, cos(2 @) —2b, sin(e) -2 a, cos(a))
-2sin(e 1) b, b,)/ @ -3

®
1 -b,sinfldot-20)+a,cos(40t-20)+2b,sin(2ot~-0)—-a,cos(20T-0)

3 0}

2 2
1Bsin(2ot)(ab+or,+T,0a, +T,0b,)

'k"m:—a2 b2+}: _ o
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—

1 & (—a,sin(2e)+2a,cos(Z2o)o+2b,sin(2o)e) 1
-3 - —Z(a2 sin(do1t-20)

—-4b,sin(401-20)0T+2bhsin(401-20)0+4a,cos(40Tt-20)0T

~2a,cos5(401t-20)0)/0
1
'k'4,4=a22 '*'ZB (-sin(2ot,)-sin(2art,) 622 +sin(2 @ t,) a,2 +2cos(2@71,) T, @
+2cos(2m1,) t,coa22+2 cos(Zmot,) t,mbzz)/m

1 £ (-b,sin(2@)+2b,cos(20)0-2a,sin(20)0) 1
e +:’:(—b2 sin(401-20)

4 o
+4b,cos(40t-20)ot—-2b,co5(40T1-20)0+4a,sin(401-20)01T

-2a,sin(4ot-20)0)/0

[=] A.3 Le sytéme d'équations (17) sur sa variété du centre

[ STUDENT > restart;
[ STUDENT > B := matrix(4, 4, [0, -omega, O, O, omega, O, O, O, O,
0, 0, -2*omega, 0, 0, 2*omega, 0]):;

0 - 0 0
o O 0 0
B=ly 0 0 =
i : 0 0 20 O
| STUDENT > z := matrix(4, 1, [x, y, u, vl]);
X
z:=y
u
v

[ STUDENT > matrice b0 := matrix([[K1[1,1],
Ki[1,1]1*b[1]-K1[1,2]*a[1]], [K1[2,1],
Ki1[2,1]1*b[1]-K1[2,2]*a[1]], [K1[3,1],
Ki[3,1]1*b[1]-K1[3,2]*a[1]], [K1[4,1],
K1[4,11*b[1]-K1[4,2]*a[1]]]);

KIL1 Klubl—Klual
Kl,, KI,,b,-Kl,,a
K1, K13,1b1—K13.2a1

i KI‘,,l KIMbl—KI‘“al

" STUDENT > g := (eta) -> [d[l]*(eta[l](-tauls]))”*2 +
d[2]1*(eta[2] (-1)) "2, d[3]*(eta[2] (-tauls]))"2 +
d[d4]*(etal[l] (-2*tau + 1))*2];

2 2 2 2
= — L-1) A=Y +d. n(-D27r+1)1
g=n— [dl Th( t‘) +d2g‘age 9’ d-’ 1b"'Iapl‘re V Release 5 - Student Version

matrice_b0 =




¢.

STUDENT > phi[l] := (theta) -> [cos(omega*theta),

af[l]l*sin(omega*theta) + b[l]*cos (omega*theta) ]
¢, =0 > [cos(00), a, sin(®0)+ b, cos(® )]

STUDENT > phi[2] := (theta) -> [sin(ocmega*theta),

-af[l]*cos (omega*theta) + b[l]*sin(omega*theta)]:’
¢, =0 — [sin(@ 0), —a, cos(® 8) + b, sin(® 8)]

" STUDENT > phi[3] := (theta) -> [cos(2*omega*theta),

a[2]*sin (2*omega*theta) + b[2] *cos (2*omega*theta) ]
$¢; =0 > [cos(200),a,sin(200) +b,cos(2m0)]

[ STUDENT > phi[4] := (theta) -> [sin(2*omega*theta),

-a[2] *cos (2*omega*theta) + b[2] *sin (2*omega*theta)];
¢, =0 > [sin(2w0),-a,cos(2w00)+b,sin(200)]

[ STUDENT > all] =

(-cos (omega) *omega-cos (omega) *beta*sin (omega*tau(s]) -si
n (omega) *kappa+sin (omega) *beta*cos (omega*tauls]) )/ (g*2)
; b[l] =

(cos (omega) *kappa-cos (omega) *beta*cos (omega*tau(s])-sin
(omega) *omega-sin (omega) *beta*sin (omega*tauls]))/(g"2);
al[2] =

(-2*cos (2*omega) *omega-cos (2*omega) *beta*sin (2*omega*ta
uls])-sin{2*omega) *kappa+sin (2*omega) *beta*cos (2*omega*
taulsl))/(g*2); b[2] =

(cos (2*omega) *kappa-cos (2*omega) *beta*cos (2*omega*taul(s
1) -2*sin (2 *omega) *omega-sin (2*omega) *beta*sin (2*omega*t
aulsl))/(g"2);

—cos(®) ® — cos(o) B sin(o 1,) — sin(®) k + sin(o) P cos(o t,)

g

cos(@) x — cos(®) B cos(o t,) —sin(®) ® — sin(e@) B sin(® T,)

1:
g
—2cos(2o) o —cos(2®) Bsin(2ot,)—sin(20)x+sin(20) P cos(2 o0 1,)

g
cos(Zm)x—cos(2a@)Bcos(2m1,)-2sin(20)o—sin(2e0)Bsin(2 o 1)

2= . gz

a1=

a,=

7T STUDENT > Phi := matrix(2, 4, [phi[l](theta) [1],

phi[2] (theta) [1], phi[3] (theta) [1], phi[4] (theta) [1],
phi[1] (theta) [2], phi[2](theta) [2], phi[3] (theta) [2],
phi[4] (theta) [2]1]);

[cos(@B), sin(®0),cos(2m0),sin(200)]
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[a, sin{00)+b, cos(® ), —a, cos(®6)+b, sin(0b),a,sin(2o00)+b,cos(2a0),

i —a, cos(200)+5b,sin(200)]
[ STUDENT > Phiz := evalm(Phi &* z);
Phiz =

[cos(@B)x +sin(®@O) y+cos(2@0) u+sin(2 ®@0) v]

[(a;sin(@0) +5, cos(@B)) x+(—a, cos(@0) + b, sin(@B)) y

| +(a,sin(2®0)+b,cos(2m0))u+(—a,cos(2m8)+b,sin(2®0)) v]

" STUDENT > Phiz[l,1] := unapply(Phiz[l1,1], theta):

i Phiz, , =0 > cos(00)x+sin(@B8)y+cos(20B)u+sin(2o0O)v

[ STUDENT > Phiz[2,1] := unapply(Phiz[2,1], theta)

Phiz, | =0 — (a,sin(®0) + 5, cos(008)) x+(—a, cos(0 8) + b, sin(@0)) y
+(a,sif(200)+b,cos(200))u+(—a,cos(200)+b,sin(200))v

r STUDENT > Phizv := convert(Phiz, vector):;
| Phizv = [ Phiz, |, Phiz, ]
{STUDENT > gPhiz := g(Phizv):;

gPhiz :=[d, (cos(o t,) x —sin(o t,) y+cos(2o t,) u —sin(2 @ t,) v)2 +d, (
(—a, sin(®) + b, cos(®)) x + (—a, cos(o) — b, sin(0)) y + (—a, sin(2) + b, cos(2 0)) u
+(—a, cos(2 @) — b, sin(2 ®)) v) , d; ((=a, sin(@ 1,) + b, cos(® T,)) x
+(—a,cos(01,)— b, si(e 1)) y+(—a,sin(Zot,)+b,cos{(2o1))u
+(—a,cos(2o1,)-b,sin(2m 1)) v)2 +d,
(cos(o(21t+1))x+sin(o(2Tt+1))y+cos(2o(2t+1))u+sin(2o(-2t+1))v)*
2

L ]

[ STUDENT > zdot := evalm({(B &* z) &+ (matrice b0 &* gPhiz));

zdot ==
[-oy+KI, ,(d) (cos(o1,)x—sin(o1,)y+cos(ZoT,)u—sin(2or7,) v)2 +d, (
(—a, sin(®) + b, cos(w)) x + (—a, cos(®) — b, sin(®)) y +(—a, sin(2®) + b, cos(2®)) u
+(—a, cos(2 @) — b, sin(2 @)) v)') + (K1, , b, — K1, ,a,) (ds (
(—a, sin(e t,) + b, cos(® t,)) x+(—a, cos(o t,) — b, sin(® T,)) y
+(—a,sin(2ot,)+b,cos(2ot,))u+(—a,cos(2mt,)—b,sin(2ot,)) v)2 +d,
(cos{o(2t+1))x+sif(@0(2Tt+1))y+cos(o(2t+1))u+sin(Zo(21t+1)) v
2

)]

[ox+Kl1,  (d; (cos(oT,)x—sin(oT)y+cos(2ot)u—sin(2oT,) v)2 +d, (

(—a, sin(o) + b, cos(®)) x + (—a, cos(®) - b, sin(le@N v +(—a.sin(2®) + b.cos(2 0N u
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+(—a, cos(2 @) — b, sin(2 ) v) ) + (K1, , by — K1, , a,) (dy (
(—a, sin(o t,) + b, cos(® t,)) x+ (—a; cos(o 1) — b, sin(® t,)) y
+(—a,sin(2ot)+b,cos(ot,))u+(—a,cos(2mot,)—b, sin(2co1:s))v)2-4-d4
(cos(a(2t+1))x+sif(e(-2t+1))y+cos(2o(-2Tt+1))u+sin(2o(21t+1))v)"
)|
[20v+K],  (d, (cos(@t,)x—sin(®1,)y+cos(2ot)u—sin(2oT,) v)2+d2(
(—a, sin(®) + b, cos(w)) x + (—a, cos(®) — b, sin(®)) y+(—a, sin(2 ) +b, cos(2e)) u
+(~a, cos(2 @) — by sin(2 @) v) ) +(Kly ; by — Kl , ) (dy (
(—a;sin(@ T,) + b, cos(o t,)) x + (—a, cos(@ T,) — b, sin(® T,)) ¥
+(—a,sin(2ot,)+b,cos(2ot,))u+(—a,cos(2ot,)—b,sin(2o 1)) v)2 +d,
(cos(0(21t+1))x+sin(@(21T+1))y+cos(Zo(2t+1))u+sin(2o(2t+1))v)"
o1
[20u+KI, , (d,(cos(®T,)x—sin(@T,) y+cos(20 T,) u—sin(2 0 7,) v) +d;
(—a, sin(@) + b, cos(@)) x + (—a, cos(a) — b, sin(0)) y + (—a, sin(2 ®) + b, cos(2 0))u
4+ (-ayc08(2 @) — b, sin(2 ©)) v)') + (K1, , by — K,y a,) (d; (
(—a, sin(lo t,) + b, cos(o t,)) x+(—a, cos(o t,) — b, sin(ot,)) y
+(—a,sin(2ot,)+b,cos(Zot,))u+(—a,cos(2mot,)—-b,sin(2e1,)) v)2 +d,
. (cos(o(2Tt+1))x+sin(0(21t+1))y+cos(2o(-21t+1))u+sin(Zo(-21t+1))v)"
LDl
=] A.4 Forme normale du systéme d'équations (1
y q

[ STUDENT > restart;
STUDENT > with(linalg, jacobian): readlib(coeftayl):

STUDENT > B := matrix(4, 4, [0, -omega, O, 0O, omega, O, O, O, O,
L 0, 0, -2*omega, 0, 0, 2*omega, 0]):
[ STUDENT > z := matrix(4, 1, [x, vy, u, v});

x

z:= Y

u
L v
[ STUDENT > matrice bO := matrix([([K1[1l,1],

K1[1,11*b[1]-K1[1,2]*a[1]], [K1[2,1],
K1[2,1]*b[1]-K1[2,2]*%a[1]], [K1([3,1],
K1[3,1]*b[1]-K1[3,2]*a[1]], [Kl[4,1],
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L K1[4,11*b[1]-K1[4,2]1*a[1]]1]1):

| STUDENT > gPhiz :=
[d[1]*(cos (omega*tau[s]) *x—sin(omega*tauls]) *y+cos (2*om
ega*tau[s]) *u-sin(2*omega*tauls]) *v) *2+d[2]*((-a[l] *sin
(omega) +b[1l] *cos (omega) ) *x+ (-a[l] *cos (omega) -b[1] *sin (o
mega) ) *y+ (-a[2]*sin(2*omega) +b[2] *cos (2*omega) ) *u+ (-a[2
l1*cos (2*omega) -b[2] *sin (2*omega) ) *v) *2,
d[3]1*((-al[l]l*sin(omega*tauls])+bl[1l]*cos (omega*taul[s]))*
x+(-a[l] *cos (ocmega*tauls])-b[1l] *sin(omega*taul[s])) *y+ (-
af2]*sin(2*omega*tau(s])+b{2] *cos (2*omega*tau(s]) ) *u+ (-
a[2]*cos (2*omega*tau([s]) -b[2] *sin (2*omega*tau[s]) ) *v) *2
+d[4]1* (cos (omega* (—-2*tau+l) ) *x+sin (omega* (-2*tau+l) ) *y+
cos (2*omega* (-2*tau+l) ) *u+sin (2*omega* (-2*tau+l) ) *v) *2]

[ STUDENT > zdot := evalm((B &* z) &+ (matrice bO &* gPhiz)):
| STUDENT > forme normale := evalm((B &* z) &+ matrix(4, 1, [(Bl*u
- B2*yv)*x + (Bl*v + B2*u)*y, (B2*u + Bl*v)*x + (B2*%v -
Bl*u) *y, Dl1*(x*2 - y*2) - 2*D2*x*y,6 D2*(x"2 - y*2) +
2*%D1*x*y])) ;
©woy+(Blu—-B2v)x+(BIv+B2u)y
ox+(BIv+B2u)x+(B2v-Blu)y
—2av+Dl(X**-)*)-2D2xy
20u+D2(x*-3*)+2Dlxy
STUDENT > jacobian([forme normale[l,1], forme normale(2,1],
forme normale[3,1], forme_ normale(4,1]], [x,y,u,v]);

Blu—-B2v —-o+BIv+B2u BIx+B2y -B2x+Bly
o+BlIv+B2u B2v—Blu B2x—-Bly Blx+B2y
2D1x-2D2y -2Dly-2D2x 0 20
2D2x+2Dly 2D1x-2D2y 20 0

STUDENT > Bl := 1/4%* (coeftayl (zdot[1, 1],I[x, y, u, vl = [0, O, O,
o], [1, O, 1, 0]) + coeftayl(zdot[l, 11,[x, vy, 1, v] =
[0, 0, 0o, 01, [0, 1, O, 1]) + coeftayl (zdotf2, 1], [x,
¥y, u, v} = [0, 0, 0O, O}, [1, O, O, 1]) -
coeftayl (zdot[2, 11,I[x, Yy, u, vl = [0, O, O, O], [O, 1,
1, 01)):

forme_normale =

1
B1F=ZKUL1
(2d,cos(2ot,)cos(o t,)+2d, (—a,sin(2®) + b, cos(2 ®)) (—a, sin(e) + b, cos(a)))
1
+Z(thlbl_K3LzaJ(

2d,(—a,sin(2o1,)+b,cos(2mt,)) (—4, sin(e t,) + b, cos(a t,))

Page 13 Maple V Release 5 - Student Version



+2d,cos(2o(-2t+1))cos(@(-2T+ 1)))+i—KIU

(24, sin(2 @ 1,) sin(e T,) +2 d; (-2, c0s(2 @) — b, sin(2 ©) ) (—a; cos(e) - b, sin(@))) +
i(KIU b,—KI, ,a,)(

24, (-a, cos(2 0 7,) b, sin(2 @ 1,)) (-4, cos(@ 7,) - b, sin(@ 7,))

+2d,sin(2 @ (-2 t+ 1)) sin(o (-2 T+ 1)))1%1(1,”l

(-2d, sin(2 @ 7,) cos(o 1,) +2 d; (~a, cos(2 @) — b, sin(2 ®)) (-4, sin(@) + b, cos(®)))
+i(1<12, by —Kl ,a,) (

2d, (-4, cos(207,) — b, sin(2 0 1,)) (-, sin(0 1,) + b; cos(@ 1,))

+2d,sin(2® (-2 t+1)) cos(@ (-2 T+ 1)))—iK12,1

(-2d, cos(2 @ 1,) sin(® ,) +2 d; (~a, sin(2 @) + b, cos(2 ®)) (-4, cos(0) — b, sin(®)))
—i(Klu b, —Kl, ,a,)(

2d,(—a,sin(2ot,)+ b, cos(2m1,))(—a, cos(o 1,) — b, sin(@ 1:;))

i +2d,cos(2o(2t+1))sif(@(-21t+1))) .

" STUDENT > B2 := 1/4* (coeftayl(zdot[1l, 11,[x, ¥y, u, vl = [0, 0, O,
01, [0, 1, 1, O]) - coeftayl(zdot[l, 1],[x, y, u, v] =

(o, o, o, o1, [1, 0, O, 11) + coeftayl(zdoti2, 1], I[x,

Y, u, V‘] = [OI OI 0/ 0]1 [1r 0/ 11 0]) +

coeftayl (zdot[2, 11,[x, ¥y, u, vl = [0, O, O, O], [O, 1,

0, 11)):

B2 :=;1;K1U
(-2d, cos(2 0 7,) sin(@ 1,) + 2 d, (4, sin(2 ©) + b, cos(2 ®)) (-a; cos(@) — b, sin(®)))
+i(1<11,1 b ~KI, ,a;)(
2d, (~a, sin(2 @ 7,) + b, c08(2 0 1,)) (-, cos(e T,) — b, sin(® 7,))
+2d,cos(2m (-2t +1))sin(o(-21t+ 1)))—%1{11,1
(-2d, sin(2 0 1,) cos(@ T,) + 2 d, (4, c0s(2 ©) — b, sin(2 ©) ) (—4; sin(w) + b, cos(0)))

1
—;(Kll,l b -Kl, ;a,)(
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2d, (-2, cos(2 0 7,) — b, sin(2 © 1)) (-4, sin(@ T,) + b, cos(®@ 1,))
+2d,sin(20 (-2 1t+1)) cos(@ (-2 T+ l)))+iKlu

(24, cos(2 @ 1,) cos(@ 7,) +2 d; (~a, sin(2 ) + b, c0s(2 ©)) (~4, sin(a@) +b, cos(@)))
+%(K12,1 b, —KI, ,a,)(

2d, (-a,sin(2 @ 7,) +b,c0s(2 0 T,)) (~a; sin(o t,) + b, cos(@ 1,))

+2d,cos(2o (-2 t+1))cos(@ (-2 T+ 1))) Jrikv,,1

(2d;sin(2o 1,) sin(@ 1,) +2 d, (—a, cos(2 @) — b, sin(2 ®)) (—a, cos(®) — b, sin(®))) +
1
Z(KIZ,I b —KI1,,a,)(

2d,(—a,cos(2m1,) - b, sin(2 @ 1,)) (-4, cos(w T,) - b, sin(e 1,))

i +2d,sin(2o(-2t+1))sin(o (-21+1)))

| STUDENT > D1 := 1/8%*(coeftayl (zdot[3, 1],[x, v, u, vl = [0, O, O,
01, [2, 0, O, O]) - coeftayl(zdot[3, 1],[x, y, u, v] =
(o, o, o, o1, IO, 2, 0, 01) + 2*coeftayl (zdot([4, 1], [x,
Y, v, vl = [0, O, O, O}, [1, 1, O, O1)):

1
D1 =KL, (24, cos(a,)’ +24; (-, sin(o) + b, cos(0))’)

1
+70 (Kl b,=Kl; 1 @) (2, (-6, si(0 T,) + by cos(0 7,))’ +2 d, cos( (-271+1))?)

RS

- Kl , (24, sin(o 1)’ +2d, (-a, cos(o) - b, sin(0))’)

1
—1—6(K1-3" b, -K1; ,a,) (2d; (—a, cos(o t,) - b, sin(® 't,))z +2d,sin(o (-2 t+1))?)

1
-
4

K1, ,(-2d, sin(e t,) cos(@ t,) + 2 d, (—a, cos(o) — b, sin(o)) (—a, sin(o) + b, cos(a)))
+i(K14, 16, —Kl, 5 a,)(2d; (—a; cos(m t,) - b, sin(o ,)) (—a, sin(o T,) + b, cos(o 7,))

i +2d,sin(o (-2 t+1))cos(a (-2t+1)))

[ STUDENT > D2 := 1/8%* (coeftayl (zdot[4, 1],[x, ¥, u, vl = [0, O, O,
o1, [2, O, O, 0O]) - coeftayl(zdot[4, 1],I[x, ¥, u, vl =
[, o, o, o1, [0, 2, 0, 0]) - 2*coeftayl (zdot[3, 1], [x,
Y, u, vl = [0, O, O, 0], [1, 1, O, Q1)):
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D2 :=%KI4,'1 (24, cos(@ t,)2 +2d, (—a,; sin(o) + b, cos(co))z)
+Il-6-(KI‘“ b, -Kl, ,a,)(2d;(—a, sin(et,)+ b, cos(® 1:,))2 +2d, cos(o (-2 T+1))?)
_%KI‘“ (24, sin(0,)’ +2 d, (~a, cos(@) — b, sin(@))’)

1
~ 7o (Kly by~ K, ;) (2d; (-4, cos(@ 7,) ~ b, sin(o 1)) +2d,sin(@ (-2 1+ 1))?)

1

4
Kl,  (2d,sin(e 1) cos(e 1,) +2 d, (—a, cos(®) — b, sin(®)) (—a, sin(e) + b, cos(e)))

1
—Z(KIJ. 16, —K1; ,a))(2dy (—a; cos(o 1,) — b, sin(@ t,)) (—a, sin(e t,) + b, cos(wt,))

] +2d,sin(0(—2t+1))cos(o(21t+1)))
[ STUDENT > delta := sgn(B1*D2 + B2+*D1l):

[ STUDENT > alpha := (D1*Bl - D2*B2) /abs (B1*D2 + B2*Dl):
. Warning, computation interrupted
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