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Résumé

On considerc les méthodes de Runge-Kutta-Nystrém explicites pour la résolution
directe des équations différenticlles du second ordre aux valcurs initiales de la lorme
' = f(z,y) pour f indépendante de 3. Le contréle de l'erreur locale ¢n y, en 3/ ou
en y et ¥/, se fait au moyen de paires de formules d’ordre respectivernent p —1 ¢l p.
Le pas des approximations numériques se fait soit par les formules d’ordre inférieur
ou celles d'ordre supérieur. On distingue donc cing types de paires. On établit le
nombre minimum de stages pour les cing types de paires pour les formules d’ordre
p=2,...,6 en donnant, pour chaque type et chaque ordre, un excmple de méthodes
qui existent et en démontrant V’inexistence de méthod; d’ordre inféricur. On rappelle
les notions de méthodes et d’arbres de Nystrém ainsi que les conditions d'ordre de

ces méthodes.

Abstract

Explicit Runge-Kutta-Nystrdm pairs, which solve directly sccond order initial
value problems of the form y” = f(z,y) with the first derivative 3’ absent, are con-
sidered. Pairs consisting of formulae of order p—1 and p, respectively, can be designed
~ to control the local error in , in % or in ¥ and ¥'. They may also advance the nu-
merical approximations using the lower order formulac or the higher order formulae.
These two sets of choices lead to five types of pairs. We establish the minimum num-
ber of stages required to form the five types of pairs for p=2,...,6, by producing an
existing pair and disproving the existence of a similar pair with fewer stages. Notions
of Nystrbm methods and Nystrom trees are recalled along with the order conditions

for these methods.
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Chapitre 1

Introduction

On peut obtenir la solution numérique de systémes d’équations différentielles du
second ordre de deux fagons différentes. La premiére consiste & transformer le systéme
en un systéme d’équations différentielles du premier ordre et & appliquer les méthodes
de Runge-Kutia bien connues. La deuxi¢me consiste & appliquer une méthode directe
inventée par Nystrom [9], qu’on nomme méthode Runge-Kutta-Nystrém et qu’on note
RKN. Les méthodes explicites RKN forment une classe d’algorithmes numériques
intéressante pour résoudre les probléemes aux valeurs initiales de systémes non raides

d’équations différentielles du second ordre de la forme:

¥ = f(z,9,9), y(z) =%, ¥'(@)=10
ot f:IRxR"xIR"— R"
Le préscnt travail traite le cas spécial ol f est indépendante de 3/, c’est-a~dire on

considére le systéme:
y” = f(mly)! y(l‘n) = Yo, y’(z'o) = y:)r (1'1)
ol f:IRx R*— IR
Comme c'est le cas pour les systémes d'équations différentielles du premier ordre,

la. majorité des algorithmes de Runge-Kutta-Nystrdm actuels utilisent des paires de

formules emboitées, c'est-a-dire une formule d’ordre inférieur p — 1 et une formule

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2

d’ordre supérieur p . La technique des méthodes de Runge-Kutta-Nystrom emboitées
est généralement reconnue comme étant une technique efficace pour la résolution
numérique des problémes aux valeurs initiales du second ordre.

Les méthodes RKN explicites utilisent les approximations o pour y(zo) et 3
pour 3'(zo) et un pas de longueur hy pour évaluer f & plusicurs points entre xg cl
z) = xp + ho et ainsi approximer y(z;) & ces points.

Lorsque la formule d’ordre supérieur est utilisée pour avancer la solution numé-
rique d'un pas, nous parlons de mode d'extrapolation locale. Par contre, lorsque la
formule d’ordre inférieur est utilisée pour avancer la solution numérique, alors nous
parlons de mode standard.

Au chapitre 2, on étudic la théorie des méthodes de Nystrom d'unc manidre
detaillée et on présente les arbres de Nystrém.

Au chapitre 3, on présente, dans une forme convenable, les condilions d'ordre
jusqu'a 'ordre six. Puis au chapitre 4, on donne les preuves d’inexistence de méthodes
& s — 1 stages et on donne des méthodes & s stages pour les types 1 & V. Finalement,
au chapitre 5, on résume les résultats obtenus et on indique des extensions possibles
& notre travail.

On ne discutera pas des applications pratiques des résultats numériques obtenus.

Tous les calculs ont été effectués avec MAPLE sur l'ordinatcur Amdehl installé &
I'Université d’Ottawa.



Chapitre 2

Théorie des méthodes de Nystrom

I
i

2.1 Pe:ires de formules

On considére le systéme d’équations différentielles du second ordre:

y” = f(:c:y): y(:rO) = %Yo, y’(mo) = yéll

ol f:IRxIR® — IR",
Une paire de formules emboitées de Runge-Kutta-Nystrom (RKN) & s stages se

définit par les formules de récurrence suivantes:

Vi1 = i + hyu + b2 Zl b fi, Us{+1 =u+ Ry Zl b;'f:i: (2.1)
J=.' J=
Gt = +hal + B2 iS5, Gl =ul+ R b, (2.2)
J'=[ J'=1

ol h; = T4 — x; et

h = flz,w), (2.3)
j=1

fi = flmi+hicj,wi + hicgul + B2 Y aedi)y §=2,...,s. (2.4)
k=1

Les deux formules de (2.1) sont d’ordre p et celles de (2.2) sont d’ordre p— 1. Si

on avance les approximations numériques par les formules d’ordre p— 1, alors u; = §;,
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) = §. Si on avance les approximations numériques par les formules d'ordre p, alors
u = Ui, U =Y

Pour les méthodes de Runge-Kutta-Nystrom, 5,- et b; sont les poids des formules
de la solution, 5; et b} les poids des formules de la dérivée, ¢; les nocuds, ajx les
coefficients de couplage de la paire de formules el h; le pas d’intégration. Les y,
Yis1, ¥ €t Ly, représentent les approximations de la solution et de la dérivée ¥ aux
points x; et z;41. Le choix des paramétres mentionés ci-haut a pour but de maximiser
le nombre de termes des développements de Taylor respectifs de i41 ct iy, qui sont
identiques & ceux des développoments de y(z; + ki) et 3/ (z: + hi) lorsque I'on suppose
que 3 = y(z:) et 3 = ¥/ (zs). |

On présente, au tableau 1, dit de Butcher, les coeflicients d'unc paire de formules

de Runge-Kutta-Nystrom emboitées.

Tableau 1. Coefficients d’une paire de formules
de Runge-Kutta-Nystrom emboitées & s stages.
C1 0

Ca2 [£0]] 0
C3 a3 aax O

Cs Qg1 Q2 ' Og4--1 0
b | b b b,
b by b by
b bu o b,
b (- b

2.2 Théorie des arbres

Pour mieux comprendre et mieux apprécier Yanalyse des paires de formules pour
les méthodes RKN, que 'on étudiera dans ce travail, il est importani d’expliquer
quelques notions sur les arbres de Nystrém et la dérivation des conditions d’ordre qui

ont été établies par Butcher et Hairer:
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Definition 2.2.1 (Butcher [3], pp. 80 ct 88, v. Verner [11]) Un arbre enraci-
né , est un graphe conneze sans boucle ot l'on choisit pour racine un neeud ¢ l'une
des exlrémités de Uarbre. L’ordre v(L) est égal au nombre de neeuds de l'erbre. La

hauleur h(t) est le nombre d’arcs du plus long chemin relié d la racine.

Definition 2.2.2 (Hairer [8], p. 145. Arbres enracinés étiquetés) Soit A une
chaine d'indices ordonnés: A= {j<k<l<m<...} et Ay le sous-ensemble des ¢
premiers indices.

Un arbre enraciné éliquelé d’ordre g, q > 1, est une application:
t: A= {3} = A

telle que L(z) < z pour loul 2z € Ag— {j}. L'ensemble de tous les arbres éliquetés est
noté LT, (“Lebelled Trees of order ¢”). On appelle z Uenfant de i(z), t(2) le parent

de z et le neud § la racine de Parbre.

Afin de distinguer la premiére dérivée de la seconde dans les arbres associés aux
méthodes RKN, il est nécessaire d'introduire deux sortes de nceuds: les neuds épais
ct les nauds minces.

Ceci nous conduit & définir certains termes relatifs aux arbres de Nystrom.

Definition 2.2.3 (Hairer [8], p. 263) Un arbre de Nystrim (N-arbre) étiqueté d’or-
dre g est un arbre éliqueté (v. la définition précédente) donné par Uapplicalion:

t: Ay~ {j} — A
et une second applicalion:
t': Ay — {mince, épais},
qui satisfail les régles suivantes:

a) La racine de larbre t est toujours épaisse, c’est-d-dire t'(j) = épais.
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b) Un neeud mince admet au plus un enfant, et cel enfant doit élre épais. Les arbres

de Nystrom éliquetés d’ordre g sont notés LNT, (“Labelled Nystrom Trees of
order q”).

Deux arbres de Nystrém étiquetés ¢ et u sont équivalents (v. [8], p. 264) s'ils sont
du méme ordre ¢ et se distinguent seulement par une permutation de leurs indices.
L’ensemble des arbres de Nystrém équivalents forment une classe d’équivalence qu’on
note NT;. De plus, on note a(t) le nombre d’éléments de la classe d'équivalence.

La solution exacte de I'équation différentielle (1.1) est donnée par le développe-
ment de Butcher:

y@ = 3 F))

LELNT,

= > ot)FO)W)

‘GNTQ-]

on la différentielle F(£)(y) est une somme sur les indices de tous les nccuds épais de
t, (sauf la racine 7), et sur les indices de tous les nccuds minces extrémaux (“end-
vertex”).

Afin de calculer la solution numérique, on a recours & quelques définitions for-

mulées par Butcher et par Hairer:

Definition 2.2.4 (Butcher [3], p. 132, v. Verner [11]) Pour chaque arbre en-
raciné, t, d’ordre r(t), lo fonétion v(t) est Ventier positif calculé de la manitre sui-
vante: on assigne un enlier & chaque neud; les neeuds extrémaux prennent la valeur
1; les autres neuds prennent la valeur I plus la somme des valeurs de lous leurs suc-
cesseurs immédiats. En particulier, la valeur assignée & la rocine est r(t). La valeur

de (t) est le produit de lous les enliers assignés auz necuds de L.

Definition 2.2.5 (Hairer [8], p. 267) Un N-arbre s’appelle arbre spécial ou SN-

arbre si les neeuds épais ont seulement des enfants minces.
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Les SN-arbres sont congus spécifiquement pour les équations différentielles spéciales

(1.1).

Definition 2.2.6 (Hairer [8], p. 266) Pour chaque SN-arbre de Nysirémt, la fonc-
tion p;(l) est définie comme la sommalion sur les indices de tous les neeuds épais de
t, sauf la racine j.

Le lerme général de ;(t) est la somme du produil de:
(a) aw sile neud épais k est relié ¢ un enfant mince I,

(b) c* si le neeud épais k est relié & m neeuds minces qui sont situés au-dessus et

ne sonl pas reliés & d’aulres neeuds.

La solution numérique de ’équation différentielle (1.1) est donnée par le dévelop-
pement de Butcher:

W= 0 T 203 b FE ),

ELNTy—1  j=I

T 90 Y b (OF O w).

LELNTy-y 3=

-1
y’Eil )

Une méthode de Nystrém pour le systéme d’équations différentielles (1.1) est

d'ordre p si et seulement si (v. [8], p. 267)

1
ZJ_: bp;(1) = FOTITD

pour les SN-arbres ¢ d’ordre r(t) < p—1, et

1

;b;'%‘(t) =0

pour les SN-arbres ¢ d’ordre (¢} < p.
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2.3 Les cinq types de formules

On peut distinguer cinq types de paires différents, selon les formules de (2.1) et (2.2)
qu’on utilise. Ces cing types sont representés au tableau 2 ol 1 indique que la formule
correspondante est utilisée et 0 indique qu’elle ne l'est pas. On nole ces paires de

type I, I, II1, IV et V respectivement.

Tableau 2. Représenlation schématique des cing lypes.

Ilp=1|piU|p=-1]p[{Ul|p-1]p]||IV]p-1|p||V|r—=1]p
v 1T |ty | T [tl{v | 1 [1lfvg [ 1T [0lfg | 0 |1
71 1 |ty 1T jolfv | o [1|[¥ [ 1 |1|[y 1T [1

Les paires du type I contrélent I'erreur locale en y et 3. Elles peuvent &tre
utilisées en mode standard (ol le pas se fait au moyen des formules d’ordre p— 1), ou
en mode d’extrapolation locale (ol le pas se fait au moyen des formules d’ordre p).
Les paires du typé I sont l'ccuvre de plusieurs chercheurs, entre autres, Bettis (1973)
[1], Bettis~Horn (1978) [2], et Dormand-El-Mikkway-Prince (1987) [4]-[5]. .

Les paires du type II et III n'ont qu'une formule pour la dérivée; elles controlent
done 'erreur locale en y seulement. Les paires du type II (respectivement du type I1T)
n'ont pas la formule de la dérivée d’ordre supérieur (respectivement d’ordre inféricur);
on ne les utilise donc qu'en mode standard (respectivement en mode d'extrapolation
locale). Quelques exemples de paires des types II et III ont été construites respec-
tivement par Fehlberg-Filippi-Graf (1986) [6], et Filippi-Grafl (1986) [7). Voir aussi
[10].

Les paires du type IV (respectivement V) n'ont qu'une formule pour la solu-
tion; elles contrdlent donc P'erreur locale en i seulement. Puisque les paires du type
IV (respectivement V) n’ont que la formule de la solution d’ordre inféricur (respec-
tivement d’ordre supérieur), alors elle ne peuvent étre utilisés qu'en mode standard

{respectivement en mode d’extrapolation locale).
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Si on échange les formules de la solution et de la dérivée, les paires des types Il et
111 deviennent semblables & celles des types IV et V. Cependant, il y a une différence
importante: presque toutes les paires des types IV et V deviennent des paires du type

I par les transformations suivantes:
bi=(1—c)Bl, bi=(1—c)bly i=1,...,5.

11 cst évident que s'il existe une paire de méthodes a s-stages du type I d’ordre
(p— 1,p), elors il existe des paires & s-stages des types I & V d’ordre {(p — 1,p). On
peut poser la question suivante: “Existe-t-il des paires des types II & V qui ont moins
de stages que celles du méme ordre du type 1?”

Comme c'est le cas pour les paires de Runge-Kutta, on utilise ordinairement
le nombre minimum de stages possible pour les.pa.ires RKN. Dans ce travail, on
détermine le nombre minimum de stages pour les paires des types I & V d’ordre
(p—1,p) ol p=2,...,6. On a inclus les preuves pour les paires d'ordre p=2et p= 3
bien qu’elles soient simples. Toutes les preuves d'inexistence sont par contradiction:
pour chaque type de paires et chaque valeur de p, on suppose I'existence d'une paire
qui admet un stage de moins que la valeur minimum. On montre alors, pour les
paires du type I, soit que les conditions d’ordre pour les formules de la dérivée ne
peuvent pas étre satisfaites ou qué les formules d’ordre (p —1) et p de la dérivée sont,
identiques. Puisque les résultats pour les paires du type I sont basés exclusivement
sur les formules de la dérivée, ils s’appliquent immédiatement aux paires des types
1V et V. Pour les paires des types II et III, les démonstrations utilisent les conditions
d’ordre des formules de la dérivée et de la solution, pour déduire que celles-ci ne

peuvent pas étre satisfaites ou que les deux formules de la solution sont identiques.



Chapitre 3

Conditions d’ordre

Les conditions d’ordre pour la formule de la dérivée d’ordre (p — 1) comprennent les

équations de quadrature:

Zb’c{‘_-——- k=0,1,...,p—-2,

i=1

et les équations de non quadrature:

‘ .
o bSi(a,c) =0, k=1,...,N;—1, g=1,...,p—1,

i=1
oll N, est le nombre d’équations de conditions d’ordre g.

Les conditions d’ordre pour la formule de la solution d’ordre p — 1 sont

thcf m k=0,1,...,p—3,

=1
et
" N
Y biSii(a,c)=0, k=1,...,N;—1, ¢=1,...,p-L
i=]

Les conditions d'ordre pour la formule de la dérivée d’ordre p sont

Zb’c"——-—— k=0,1,...,p—1,

i=1

et

¥.57.(a,¢c)=0, k=1,...,.N,—1, ¢g=1,...,p.
; q

i=1

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Les conditions d’ordre pour la formule de la solution d’ordre p sont

L

Zlbck (T—-T-:l—)m =0,1,...,p-—-2, (3.7)

et
Y buSh(e,c)=0, k=1,...,N,—1, ¢g=1,...,p. (3.8)
i=l

Aux colonnes 1 et 3 du tableau 3, on présente les 57, pour les conditions d’ordre
sur %' et 7/ de 'ordre 1 & 6; les indices j répétés impliquent une sommation et

k2 i-1 .
Qik ==m-§a€j‘:§: i=2,...,s (3.9)

Aux colonnes 2 et 3 du tableau 3, on présente les 57, pour les conditions d’ordre sur
y et 7 de Yordre 1 2 6.
Tableau 3. Les Sf,(a,c) d'ordre q, de un & six, pour les formules

respeclivement de la dérivée et de la solution.

gpour ¥ et 4 | ¢ pour y et.§ Sk
1,2,3 1,2,3,4 aucune
4 5 @i
5 6 a@Qn Qi
6 EQu Qe Qs @iiQn

Au tableau 3, on a supposé que I’hypothese simplificatrice suivante est satisfaite:
2 i
§=Za,-,-, i=1,...,5 (3.10)
j=1
Cette hypothese exprime le {ait que la valeur approchée de y & chaque point z; + hic;j,
: i
u + hcyul + B2 aefis
k=1

ot I'on évalue f; dans (2.4), approxime la solution locale y(z; + hic;) & I'ordre O(hJ)

prés. Sous cette hypothése, certaines des conditions de non quadratures deviennent
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identiques, d’oll une réduction du non.bre de conditions distinctes. Par la suite, on
supposera toujours ’hypothise (3.10).

Les hypoth&ses simplificatrices suivantes:
h=bl=¢), bh=b(1-a), i=1,..1 (3.11)

impliquent 1’existence d'une formule pour la solution ¥ s'il existe une formule pour
la dérivée ¥/. On supposera 'une ou 1'autre ou les deux de ces hy_potht‘-:scs selon les
circonstances.

Pour réduire de un le nombre d’évaluations de f par pas, on ré-utilise le dernier
stage du pas actuel comme premier stage du pas suivant. On appelle FSAL (“First
Same As Last”) les paires qui ré-utilisent le dernier stage et dans le cas contraire,
non FSAL.

Pour les paires FSAL, on doit avoir ¢, = 1 et on doit aussi salisfaire les conditions

suivantes:

bo=0, @;=b, j=1...,s=1, Qu=0. (3.12)
en mode standard, et les conditions semblables:
b3=0, ag’j= 51 j=1,.-.,s—'1, Q‘1=0, (3-]3)

en mode d’extrapolation locale.

On notera ¢! = 1 méme si ¢; = 0.



Chapitre 4

Nomvre minimum de stages

4.1 Paires du type I

Comme on ’a déja mentionné, les paires du type I contrélent 1'erreur locale en y et
3. On doit donc considérer les équations de conditions en y, ¥/, § et §’ afin de trouver

les méthodes pour les paires RKN de 'ordre (1,2) jusqu’a 'ordre (5, 6).

4.1.1 Paires d’ordre (1,2) du type I

1l n'existe pas de méthode & un seul stage (s = 1) pour les paires de formules du type

I. En effet, les équations de conditions pour les ordres 1 et 2 sont respectivement:

Ordre 1 en §: aucune condition d'ordre,
Ordre 2eny: b =1,
Ordre 1en7: B, =1,
Ordre 2eny: b =1,
b’lc; = %

On constate qu’on ne peut pas satisfaire 1’équation de quadrature d’ordre 2 en 3/
puisque ¢; = 0. Il s’ensuit que quelque soit le mode d’avancement, il n'existe pas de
méthode & un stage pour les paires de formules d’ordre (1,2).

1l existe des méthodes FSAL & deux stages pour les paires de formules d’ordre

(1,2) du type I. On donne ci-dessous les équations de conditions pour ces paires:

13
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Ordre 1 en §: aucune condition,
Ordre 2eny: bi+b = 3
Ordre len §: by +bh=1,

Ordre 2eny/: b\ +b,=1,
; 1

oC2 = 3-

Pour les paires FSAL on a:

-1 B2=0, az =0, enmode standard,
bp =0, az =b;, en mode d'extrapolation locale.

Le systéme ci-dessus admet la solution:
1 1
; = 51 b'l = 5:
ot by, by, 3’1 sont arbitraires en mode standard et by, b, et 3’, sont arbitraires cn mode

d’extrapolation locale.

Donc il existe des méthodes FSAL d’ordre (1,2) dans les deux modes.

4.1.2 Paires d’ordre (2,3) du type I

1l n’existe pas de méthode A deux stages pour les paires d’ordre (2,3) du type I. Les

équations de conditions pour ces paires sont les suivantes:

Ordre 2en§: by +bo =1,
Ordre 3 en ¥ b1+bz=;,
baca = 5,
Ordre 2 en §: ?’1+b'2=1;
bl2c2- 2
Ordre 3eny: bi+b,=1,
b;.OZ = %)

2 3 1
Cz=§, b’z—z: b'1=:1'a

N“’
|
oo
—
i
| =
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Done

et on déduit que quelque soit le mode d’avancement, il n’existe pas de méthode &
deux stages pour les paires de formules (2, 3).
Il existe des méthodes FSAL & trois stages pour les paires de formules d’ordre
(2,3). Les équations de conditions pour ces paires sont les suivantes:
Ordre2en: bi+ba+8s= %,
Ordre3deny: bi+ba+bs=3,

bacz + bacy = %
Ordre2en§: b+t +b=1,

Bhca + Byes = i
Ordre 3eny’s b +bh+by=1,
'202+b303= '%':
bycj + bycs = 3.

Pour les paires FSAL on a:

c3=1et by = 0, es = 51,032 =8, en mode standard,
’ by=0, a3 =0bi,a32=">0, en mode d’exirapolation locale.

On peut facilement trouver une solution pour le systéme donné ci-haut et par con-
séquent il existe des méthodes FSAL & 3 stages pour les paires de formules d’ordre
(2,3).

4.1.3 Paires d’ordre (3,4) du type I

Il n’existe pas de méthode & trois stages pour les paires d’ordre (3,4) du type L. Les

équations de conditions pour ces paires sont les suivantes: .
Ordre 3 en §:
31 + 82 + 33 =

8202 4+ 8303 =

S| =2 =
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Ordre 4 en ¥
bitbatby = -
1 2 3 = 21
1
b b k = ———— =
G = ey F bR
Ordre 3 en %'
By+b+b = 1, (4.1)
It 1k _ 1 _
20’2‘+b363 = k+1’ k""1|2: (4-2)
QOrdre 4 en ¥
W+bp+by = 1, (4.3)
1
b’gc§+b§c’§ = k—+1-, ’C=1,2,3, (4.4)
0.

2Q21 + 3Qa1 =
On démontre le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.1 Il n'existe pas de méthode é trois stages pour les paires de formules
d’ordre (3,4).

Démonstration. La démonstration fait appel uniquement, aux équations de quadra-
ture des formules des dérivées # et 4. On suppose 'existence d’une méthode & trois

stages et 1'on considére la matrice et les vecteurs suivants:

111 & b,
A=|0 ¢ |, =8|, b=|bk]|, r=
0 & 4 b . Lt

On écrit 1’équation (4.1) et les deux équations (4.2}, avec k = 1,2, sous forme ma-

Lty | =i
| IE— |
.

tricielle:

Ab' =1,
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ct, de la méme facon, 1'équation (4.3) et les deux premidres équations de (4.4), avec
k=1,2:
Ab' =r.

On a done

Ab' = Ab'.

Si A est régulitre, la solution est unique: b’ = b’, ce qui contredit I’hypothése
d'existence. Donc A est singuliére.

La matrice A est singulidre si et seulement si ¢; = ¢3 ou I'un des ¢; ou ¢a est zéro.
Dans les trois cas, les trois équations de (4.4), pour k = 1,2,3, peuvent s’écrire de la
fagon suivante:

1

- 1 a1l
=3 5 =7 (4.5)

La solution des deux premiéres équations est

Ic ECIZ =

=2 =3
a=g3 T=7

On remarque alors que la troisitme équation n'est pas satisfaite. Par conséquent,
méme si A est singuliére, la paire n’existe pas parce que la formule d’ordre supérieure
ne pecut étre que d'ordre trois. 1

1l existe des méthodes FSAL & quatre stages pour les paires de formules d'ordre
(3,4). On présente une telle méthode au tableau 4.

Tableau 4. Une paire FSAL d’ordre (3,4) & quatre stages du type I

Gt le 12 e 1 [ ] it =3 |
oo O

o S Qo O = 10|

|

[
Y IND = G|
o0 O OO



CHAPITRE 4. NOMBRE MINIMUM DE STAGES 18

4.1.4 Paires d’ordre (4,5) du type I

On montre qu’il n’existe pas de méthode d’ordre (4,5) & 4 stages pour les paires non
FSAL ni & 5 stages pour les paires FSAL. On utilise la méme démonstration pour les
paires non FSAL et FSAL.

Théoréme 4.1.2 Il n'existe pas de méthode RKN d’ordre (4,5) du lype I pour les
paires non FSAL & 4 stages ni pour les paires FSAL 4 5 stages.

Démonstration. La démonstration est par contradiction, en supposant 1’existence
d'une telle paire.

On considére les équations de non quadrature:

byQa1 + 05Qa + UjQu = 0,
bycaQa + bycaQay + HiesQn = 0,

B.Q21 + ByQay + B,Qa 0.

L’existence d'une paire implique que ces équations sont satisfaites. On remarque

(4.6)

I'absence du terme en Qs puisque 5, = b, = 0 pour les paires non FSAL (méthode &
4 stages), et Qs = 0 pour les paires FSAL. _

Si les trois équations (4.6) sont indépendantes, elles adinetient 'unique solution
nuile: Qa1 = Qa; = Qa1 = 0. Mais Q2 ne peut s’annuler parce que la méthode se
réduirait & une méthode non FSAL d'ordre (4,5) & 3 stages qui n’existe pas d’aprés
le théoréme 4.1.1 qu'on vient d'établir, ou & une paire FSAL d'ordre (4, 5) & 4 stages,
que l’on considére dans la premiére partie du présent théoréme.

Alors, les trois équations (4.6) sont dépendantes. Donc, il existe trois nombres «,

B et ~, non tous nuls, tels que:

af} + B8, + e, = O,
aby + b +qles = 0, (4.7)
aby + Bb + e = 0.

Pour chacune des trois valeurs de k, k = 1,2, 3, aprés avoir multiplié les trois équations

de (4.7) par c&, c& et c, on additionne les équations et on utilise les équations de
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quadrature (3.1) et (3.5); on obtient alors le systtme linéaire suivant:

y-W)at+(3-0)B+(3-%)r = 0,
%—.5 a+(3-b)B+(1-b)y = 0, (4.8)
$-b)at (3 -t5) B+ (F—%)r = 0,

qu’on réerit de la fagon suivante:
L3 g ][ -dhe-tiB+ 0
1 31 a+ g =|0]. (4.9)
133 v 0

Puisque la matrice des coefficients est réguliere, le systéme admet 1'unique solution

nulle:

—sta_bg(ﬂ'i‘?):(]a a+p=0, v=0.

On a done 8 = —a, ce qui, combiné avec le premier élément du vecteur nul, donne
b = bi.
Si on substitue ces valeurs de o, A et v dans le systéme (4.7), on voit que ¥, = ¥,
i =2,3,4. Ce résultat, combiné avec les deux premitres équations de quadrature de
(3.1) et (3.5), implique que b} = B, et par conséquent, la paire n’existe pas. i
Dormand, El-Mikkawy et Prince ont construit en [4] une méthode & 6 stages pour
les paires FSAL d’ordre (4,5). On présente, au tableau 5, une nouvelle méthode & 5

stages pour les paires non FSAL d’ordre (4,5).

Tableau 5. Une paire non FSAL d'ordre (4,5) & cinq stages du type I

1 1

3| &

| Bw

P | W o=

_g 29 11897 614‘;55 255 = T

b i s g B &

c 18 28 396 56 B8

po| 1 s 0 _% 3

B P M o2l ¥ 1a
18 14 198 168 88
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4.1.5 Paires d’ordre (5,6) du type I

On démontre I'inexistence de méthode & cinq stages par contradiction.

Théoréme 4.1.3 Il n'eziste pas de méthode ¢ 5 stages pour les paires RKN d’ordre
(5,6) du type I

Démonstration. On suppose qu'une paire existe et on démontre que les équations

de conditions suivantes sont incompatibles pour les paires & 5 stages.

Ordre 5 en §":

bh+brba bt = g, (.10
ok + Bk + Bk + Bk = 0 k=1234 (1)
BhckQa + BychQur + BickQu + BickQsi = 0, k=0,1, (4.12)
by Qe + b3 Qu2 + By Qua + BiQ@s2 = 0,
Ordre 6 en 3"
bi+by+by+b, +b = 1, (4.13)
1

BB RS = o k=15, (1)
byckQoy + byckQar + BickQa 4+ bickQsr = 0, k=0,1,2, {4.15)

bk Qoz + UickQup + Mk Qao + byckQse = 0, k=0,1,

bQ22 + V,Qa2 + bjQaz + b5Qs2 = 0,
bya30Q01 + b} (@2Q21 + 243Q31)
+¥; (252Q21 + a53Qa1 + a54Qu) = 0,
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Ordre Scn 3:

by+by+bs+by+bs = -;-,
R n Y - 1
bock + back + back + bsck = GErDE+D) k=1,2,3,
baQa1 + b3@a1 + baQay + bs@s1 = 0,
Ordre 6 en ¥:
1
b] +b2+ba+b4 +b5 = '2',
bock + back + byck + bset = kL_H, k=1,23,4,
backQat + back Qa1 + backQay + bsciQsy = 0, k=0,1,
baQa2 + baQao + b4Qq2 + bsQs2 = 0.

On proctde comme au théoréme 4.1.2. Quatre équations quelconques parmi les
cinq équations de non quadrature (4.12), k = 0,1, et (4.15), k = 0,1, 2, doivent &tre
dépendantes, sinon Q5 = 0 et par suite c; = 0. Ceci réduirait le nombre de stages
de la méthode & 4; donc celle-ci n’existerait pas par le théoréeme 4.1.2. Alors il existe

quatre scalaires, &, 8, v et §, non tous nuls, tels que
abl + BB, + ybic; + 6, =0, i=2,...,5 (4.16)

On multiplic la ime équation par cf, k = 1,2,3 et on somme sur les 4. Si on utilise

les équations de quadrature (4.11) et (4.14), on obtient le systéme suivant:

BRI
T1El] 7 1T el
4 5 B8

oz
La matrice des coefficients est réguliére. Donc le systéme admet 'unique solution

(@ +8,7,6) = (0,0,0).
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Il s’ensuit que o = —F # 0, sinon la paire n'existe pas.
On remplace @, 8, v et 6 dans (4.16) par lcurs valeurs respectives, et on obtient
¥, =b,i=2,...,5. Enfin, de (4.10) et de (4.13) on peut tirer que b = &,. Donc la

paire n’existe pas. 1

On complite 1'étude des paires d'ordre (5,6) en donnani au tableau 6 unc paire
FSAL & six stages. Un élément du tableau de la forme (a,b) représente le nombre
algébrique a + bv/5.

Tableau 6. Une paire FSAL d'ordre (5,6) & six stages du type |

1 1
] T

G | G o) Cwosp) |

L% | Gom (o) Go-m (53 .
e e &
b B 0 -2 221) (35— 2
b % g 0 Ghd) G- c]>
b : 0 Ly 5 5 G-d)

4.2 Paires du type I1

Comme on P'a déja mentionné, les paires du type II contrélent I’errcur locale en 7 et

on avance le pas avec la méthode d’ordre inférieur.

4.2.1 Paires d’ordre (1,2) du type II

On peut montrer facilement qu’il existe des méthodes & un scul stage pour les paires
non FSAL d'ordre (1,2), mais qu'il n’en existe pas pour les paires FSAL.
Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, s = 1, sont:

Ordre 1en§: b =1,
Ordre 1 en §: aucune condition d’ordre,
Ordre 2eny: b =4.
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On a donc

B,=1, b ==, b arbitraire.

b | -

Dans le cas FSAL, on devrait avoir ¢) = 1, ce qui n’est pas possible puisque ¢; = 0.
On déduit done qu'il n’y a pas de paire FSAL d’ordre (1, 2).
I existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (1,2} du type

I puisqu'il en existe du type I.

4.2.2 Paires d’ordre (2,3) du type II

Il n'y a pas de méthode & un stage pour les paires non FSAL d’ordre (2, 3).

(a) Inexistence de méthode non FSAL 4 un stage.
Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, s = 1, sont:

Ordre 2 en §: B, =1,

Ordre 2cn i b = %
Ordre3eny: b =3,
b;Cl = %.

Il est évident que les équations:

1 1
3 bicy = o

ne peuvent pas étre satisfaites parce que ¢; = 0.

b’,cl =

(b) Existence de méthodes FSAL d deuz stages.
1l existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (2,3). On en

présente une au tableau 7.

Tableau 7. Une paire non FSAL d'ordre (2,3) & 2 stages du type II

—

o o Q-Ir—* o
TI

et 12| e €3]
W= O ol
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4.2.3 Paires d’ordre (3,4) du type II

On montre qu'il n’existe pas de méthode & 2 stages pour les paires non FSAL d’ordre

(3, 4).

(a) Inexistence de méthode & deuz stages.

On énumére les équations de conditions pour les paires & deux stages:

Ordre 3 en §':

B4+b, = 1,

hek = T k=2 (4.17)
Ordre 3 en #:
A~ A 1
by+b; = X
- 1
6262 = '61
Ordre 4 en y:
1
bi+b = 2

1
bz(g = m, k=1,2. (4.18)

Les deux équations en (4.17) impliquent que ¢, = 2/3; d’autre part, les deux
équations en (4.18) impliquent que ¢, = 1/2. Elles sont donc incompatibles ct il n’y

a pas de méthode & 2 stages pour les paires non FSAL (3,4).

(b) Ezistence de méthodes FSAL & lrois slages.
On présente, au tablean 8, une méthode & 3 stages pour les paires FSAL d'ordre

(3,4).
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Tableau 8. Une paire FSAL d'ordre (3,4) & trois stages du type II

%2

1] 11
b | i L 0
p | £ 4 1
. 22 8 12
bl T oo

4.2.4 Paires d’ordre (4,5) du type II

On montre qu'il n’existe pas de méthode du type II & 3 stages pour les paires non
FSAL d'ordre (4,5) ni & 4 stages pour les paires FSAL d’ordre (4,5). On présente
deux nouvelles méthodes, une non FSAL & 4 stages et 1’autre FSAL & 5 stages.

(a) Inezistence de méthode non FSAL & trois stages.
On énumere les équations de conditions pour les méthodes & 3 stages, s = 3, pour

les paires non FSAL:
Ordre 4 en §"

B+b+8 = 1,
1

. R O _
byck + biyck = T k=128 (4.19)
2@ +6,Qn = 0,
Ordre 4 en §:
by+by+b = —;- (4.20)
s g 1
b = ——— = 2 .
Ordre 5 en y:
bi+by+by = }é, (4.22)
1
k _ — =
back + back CESVCESL k=1,2,3, (4.23)

baQ21 + 03Qs = 0.
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On montre que les conditions de quadratures pour y et § sont incompatibles. Soit

la matrice et les vecteurs

11171 _ [b by 3
A=10 ¢ c|, b=k, b=[b2], r=[%].
0 & d bs ba 1

Alors les trois équations (4.20) et (4.21), k = 1,2, d’une part et les trois équations
(4.22) et (4.28), k = 1,2, d’autre part, s’écrivent respectivement de la fagon suivantc:

Ab=r, Ab=r

Donc

Ab = Ab. (4.24)
Si A est régulitre, le systéme (4.24) admet 'unique solution b = b, cc qui contredit
'existence d’une paire. Il faut donc que A snit singulitre.

Dans ce cas, ¢ = ¢3 ou ¢oc3 = 0. Dans ces trois cas, les trois équations (4.19) sc

réduisent A la forme suivante:

On voit immédiatement que ce systéme est incompaitible.

On conclut & l'inexistence de méthode & 3 stages pour les paires non FSAL d'ordre
(4,5).
(b) Inexistence de méthode FSAL & quatre slages.

Les équations de conditions pour les méthodes FSAL & 4 stages sont les suivantes:

Ordre 4 en ¥
By B+ b+ 8, = 1,
1
.r r - . =
byck + byck + bk = 7 F=Las
b5Qa +8,Qu = 0, (4.25)
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Ordre 4 en j:

~ - -~ ~ 1
b1+b2+ba+b4 = E’
1

bock + back 4 bact = ETDwETY’ k=1,2,
Ordre 5 en y:
by+by 4+ by by = %
baCs + bach + bach ='@1ﬁ%§3T k=1,2,3,
b2Q21 + b3Q = 0. (4.26)

On rappelle que Q4; = 0 puisqu’on est dans le cas FSAL. Les équations (4.25) et
(4.26) doivent étre dépendantes, sinon on aurait @2, = 0, une impossibilité. Alors, il

existe deux nombres, « et 8, non tous nuls tels que
obl + b =0, i=2,3.

On multiplie cette équation par c¥, k = 1,2, 3, et on somme sur les 7. Puis on utilise

les équations de quadrature en ' et i pour obtenir le systéme suivant:

G -HJes (400 =
(§-1:4)a+ (Tli—b.s)ﬁ = o,
(3-8)a+(-0)p = o
Si on soustrait la deuxitme équation de la premiére et la troisi¢me de la deuxiéme,
on aura
1

1 1 1
§a+i-2—ﬂ—0, 1—2-a+-@ﬁ—0.

Alors a = § =0 et par conséquent, la paire n'existe pas.
(c) Ewistence de mélhodes non FSAL d quatre stages.

On présente au tableau 9 une méthode 4 4 stages pour les paires non FSAL d’ordre
(4, 5). '
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Tableau 9. Une paire non FSAL d’ordre (4, 5) & quatre stages du type 11

L .

T 28 =

4 8% 8 0

- 1£625 18GO%

p i R T

vl 4 B &L

s 8 473 3@ 2064

y| o @ _Y s
24 473 BT 102

(d) Ezistence de méthodes FSAL & cing stages.

Enfin, on présente au tableau 10 une méthode & 5 stages pour les paires FSAL
d’ordre (4, 5).

Tableau 10. Une paire FSAL d'ordre (4, 5) & cinq stages du Lype [I

L .

112 %3 asme

o | Cam @

10 439000 IU%ZW

o I s S

b — 12 2

'l 7 OB &L

" 54 539 33 1323

¥ 3L 5w _gs 13m0 4
54 539 66 1323

4.2.5 Paires d’ordre (5,6) du type II

Il n’existe pas de méthode & 5 stages pour les paires non FSAL d’ordre (5,6). La

démonstration qui est par contradiction suppose qu'une paire existe.

(a) Inexistence de méthode non FSAL & cing slages.

Les équations de conditions pour les méthodes & 5 stages du type !l sont les

suivantes:

Ordre 5 en 7'

B+ B4+ 8+ b +b = 1, (4.27)
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b+ Bk + Bkl = o k=1234, (429)
BkQor + B4k Qo + BickQu + BickQsy = 0,  k=0,1, (4.29)
8’2@22 + EQQaz + B;Qﬂ + 5’5@52 = 0,
Ordre 5 en 3:
P 1
bhi+bat+bs+b+bs = 3 (4.30)
. o - - 1
sz§ -+ bacg + b4C§ + bsc’§ = m, k=1,2,3, (4.31)
b2Qa21 + bsQar + b4Qar + 55Qs1 = 0, (4.32)
Ordre 6 en y:
1
bi+bo+bs+ba+bs = 5 (4.33)
1
k k IO S
back + back + beck + bsck = FIDGTD’ k=1,2,3,4,(4.34)
backQan + backQay + byciQuy + bsckQs1 = 0, k=0,1, (4.35)

baQas + b3Qza + b4 Quz + b5Qs2 = 0,

On considere les conditions de non quadrature en @, ¢'est-a-dire les cing équations
(4.29), (4.32) et (4.35). Quatre quelconque de ces équations linéaires en les @y,
doivent étre dépendantes, sinon on aura Q9 = 0 et, par une seconde applicat;jon
de ce procédé, le nombre de stages de la méthode se réduirait & 3; alors on aur:é.it
Pinexistence par le cas précédent.

En premier lieu, on considére les quatre équations (4.29) et (4.35) respectivement

pour k = 0, 1. Il existe alors quatre nombres, «, 8, 7y et §, non tous nuls tels que

b} + Bblc + b + Bbici =0, i=2,...,5.  (4.36)
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On multiplie ces équations par ¢}, ! = 1,2,3, on somme sur les i ct on utilise les
équations de quadrature (4.28) et (4.34); on obtient alors le systéme lindaire:

1 1, 1 1
getaft=r+56 =0

2

-1-a+iﬁ+? +16
g 112'7 20

Za+gﬁ+§a'}'+-3—06

0,

La solution générale de ce systéme est:
a=a, f=-a, y=-a, §=0,

oll & # 0, sinon la méthode n'existerait pas. Si on substitue ces valeurs dc a, 8,4, §
dans (4.36) on a:
bi=b—-be, i=2...,5 (1.37)

De méme, si 'on considére les quatre conditions de non quadrature suivanics:

(4.29) avec k =0, 1, (4.32) et (4.35) avec k = 1, on a, comme avant:
obl + Bblc; +4b; + Bbii =0,  i=2,...,5. (4.38)

On multiplie ces équations par ¢, ! = 1,2,3, on somme sur les 7 ¢t on utilisc les

équations de quadrature (4.28), (4.31) et (4.34); on obtient alors le sysiéme linéaire

suivant:
1 1 1 1
?a-!-?ﬁ-!-—?.‘*“{-!--ﬁ'é = 0,
1
—-a+—ﬁ+1—27+2—05 = 0,

i 1

1
Za+§ﬁ+2_07+ﬁﬁ

La solution génrérale de ce systéme est:

a=e f=-a, 7Y=-a, §=0,
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ol « # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue les valeurs de «, 3,7, 6

obtenues dans (4.38) on a:

b=8-ba, i=2...,5 (4.39)

et par les équations de quadrature (4.30) et (4.33), on a by = b;. Par conséquent, la

paire n'existe pas.

(b) Existence de méthodes FSAL d siz slages.
1l existe une méthode & 6 stages pour les paires FSAL d'ordre (5,6) du type II

puisqu'une telle paire existe pour le type I.

4.3 Paires du type III

Les paires du type III contrdlent 1'erreur locale en y et on avance le pas avec la

méthode d'ordre supérieur.

4.3.1 Paires d’ordre (1,2) du type III

On peut facilement montrer qu'il n’existe pas de méthode & un seul stage pour les
peaires non FSAL d’ordre (1,2).

Les équations de conditions pour les méthodes & un stage, c'est-2-dire pour s = 1,
sont:

Ordre 2en y: b =1,

b’]C] = %:
Ordre 1 en §: aucune condition d'ordre,
Ordre2eny: b =1.

Il est évident que la deuxiéme équation de condition en %’ ne peut pas étre satisfaite

- puisque ¢; = 0. On déduit donc qu'il n'y & pas de paire non FSAL d’ordre (1,2).
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Tl existe des méthodes & deux stages pour les paires FSAL d’ordre (1,2) du type
ITI puisqu’il en existe du tyne L

4.3.2 Paires d’ordre (2,3) du type III

Il n'y & pas de méthode & deux stages pour les paires FSAL d'ordre (2,3), mais il y
a des paires non FSAL.

(2) Inezistence de méthode FSAL d deuxz stages.
Les équations de conditions pour les méthodes & deux stages, s = 2, sont:

Ordre3eny”: b+t =1,

Ordre 2en §: by +b = 3
Ordre3eny: b +bh =1

Dans le cas FSAL on a ¢z = 1, b, = 0. Alors on voit clairement que la deuxitme

équation de quadrature en ¥ ne peut, pas étre satisfaite.

(b) Ezistence de méthodes non FSAL é deuz slages.
Il y a des méthodes & deux stages pour les paires non FSAL d’ordre (2,3). On en

présente une au tableau 11.

- Tableau 11. Une paire non FSAL d’ordre (2,3) & 2 slages du lype 1]

o e—}alu o
:l._.

e O A
ENTE R LN |

(c) Existence de méthodes FSAL 4 trois stages.
1l existe des méthodes & trois stages pour les paires FSAL d'ordre (2,3) du type
III puisqu’il en existe du type L.
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4.3.3 Paires d’ordre (3,4) du type III

Il n'y a pas de méthode & deux stages non FSAL ni & trois stages FSAL, maisil y a
des paires non FSAL & trois stages.

(a) Inezistence de méthode non FSAL & deuz stages.
On montre qu'il n’existe pas de méthode & 2 stages pour les paires non FSAL

d’ordre (3,4). On donne ci-dessous les équations de conditions pour les paires & deux

stages.

Ordreficn Y
i+t = 1, (4.40)
S = E‘-ITT k=123, (4.41)

b@n = 0,

Ordre 3 en 3:
by+b, = -;-, (4.42)
byey = %, (4.43)

Ordre 4 en y:
bitby = % (4.44)
bock = (k—+§(7c+—2) k=1,2. (4.45)

Il est, évident qu’on ne peut pas satisfaire la deuxiéme équation de quadrature en
3 pour la méme raison qu'en (4.5). Donc il n'y a pas de méthode & 2 stages pour les

paires non FSAL d'ordre (3,4).

(b) Inezistence de méthode FSAL & irois stages.
Il n’existe pas de méthode & 3 stages pour les paires FSAL d’ordre (3,4). On

donne ci-dessous les équations de conditions pour les paires & trois stages.
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Ordre 4 en ¥":
o+ +b = 1,
1
' t — —
b2‘£+b8cg - k-{-l’ k 1:2:31 (4'46)
2Qn + 65Qa = 0, (4.47)
Ordre 3 en §:
T 1
bit+b+bs = 5
a - 1
bacy + bacy = g
Ordre 4 en y:
1
bi+by+b = §,
1
b k +b - —_— = . 4.

Dans le cas FSAL, on a ¢3 = 1, b3 = 0 et @31 = 0 puisqu’on est dans la mode
d’extrapolation locale. Les deux équations en (4.48) donnent ¢; = %, et avee ces
valeurs de c; et ¢3, les trois équations en (4.46) et 1’équation (4.47) sont incompatibles

puisque @2; ne peut pas étre nul.
(c) Exzistence de méthode non FSAL & irois stages.
On présente, au tableau 12, une méthode & 3 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (3,4) du type IIL.
Tableau 12. Une paire non FSAL d’ordre (3,4) & trois stages du type III

ot
=

O O
S| 53] © ol
[RLL K] P I

e
Q= O N

(d) Ezistence de méthode FSAL & quatre stages.
1l existe des méthodes & quatre stages pour les paires FSAL d’ordre (3,4) du type
III puisqu’il en existe du type I.
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4.3.4 Paires d’ordre (4,5) du type III

On montre qu'il n’existe pas de méthode du type I1I & 3 stages pour les paires d’ordre
(4,5) non FSAL ni & 4 stages pour les paires FSAL d’ordre (4, 5).

(a) Inexistence de méthode non FSAL é trois stages.
Les équations de conditions pour les méthodes & 3 stages, s = 3, pour les paires

non FSAL sont les suivantes:

Ordre 5 en ¥

by+by+by = 1,
1 .
g +bcf = 5 k=1234, (4.49)
bockQar +b5c5Qm = 0 k=0,1,
2@ +biQxn = 0,
Ordre 4 en 3:
by+by+bs = %, (4.50)
- - 1
by = . k=1,2 4.51
bt = ErneTY) (4.51)
Ordre 5en y:
bi+by+b3 = %, (4.52)
1
bock + bacf = FGIDGTD k=123, (4.53)

C bQa +b3Qs = 0.

On montre que les conditions de quadratures pour y et § sont incompatibles.

Soient la matrice et les vecteurs:

111 . by b 3
A=[0c2cajl, b=|§ ,I\b=[b2], r=[%}.
0 q., % Ba ) bs . 12



CHAPITRE 4. NOMBRE MINIMUM DE STAGES 36

Alors les trois équations (4.50), (4.51), k = 1,2, et les trois équations (4.52), (4.53),

k =1,2, s’écrivent respectivement de la fagon suivante:
Ab=r, Ab =r.

Donc
Ab = Ab, (4.54)

Si A est régulidre, le systéme (4.54) admet 'unique solution b = b, ce qui contredit
'existence d'une paire. Dong il faut que A soit singulitre.
Dans ce cas, ¢; = ¢3 0u ¢z = 0. Dans ces trois cas, les trois équations (4.49) sc

réduisent & la forme suivante:

1 1
= - 2= _ 3=—. .
=g T=z z& =7 (4.55)

On voit immédiatement que ce systéme est incompatible.

To

On conclut & l'inexistence de méthode & 3 stages pour les paires non FSAL d'ordre
(4,5).

.
Ay

(b) Ineristence de méthode FSAL d guatre stages. 4

Les équations de conditions pour les méthodes FSAL & 4 stages sont les suivantes:

Ordre 5 en ¥/
b+ = 1,
hek +byck + Hick = klﬁ k=1,2,3,4,
bockQa + YickQa = 0, k=0,1, ’ (4.56)
2@ +b3Qn = 0,
Ordre 4 en §:
by+by+bs+by = % (4.57)
bock +Back bk = —— k=1,2, (4.58)

E+D)E+2)
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Ordre 5 en
by+by+bs+b = % (4.59)
1
bch + bsé + b4cf = m, k=1,2,3, (4.60)
baQ21 +b3Qm = 0. (4.61)

On rappelle que Q41 = 0 puisqu'on est dans le cas FSAL. Les équations (4.56),
pour k = 0, et (4.61) doivent étre dépendantes, sinon on aurait Q21 = 0, une impos-

sibilité. Alors, il existe deux nombres, o et 3, non tous nuls tels que
ab + 8b; = 0, i=2,3.

On multiplie cets équations par ct, k=1,2,3, et on somme sur les 1. Puis on utilise

les équations de quadrature en 3/ et 4 pour obtenir le systéme suivant:

(%—bﬂ)aﬁ(%—ba)ﬁ = 0,
ER O3 P
(%—bﬁ)a+(§%—bd)ﬂ =

Si on soustrait la deuxiéme équation de la premitre et la troisitgme de la deuxiéme,
on aura
1 1 1

1
-2-(!+i—2'ﬂ-—0, -1-§a+§6ﬁ—0.

Alors a = 8 =0 et par conséquent, la paire n'existe pas.
(b) Ezistence de méthodes non FSAL & quatre stages.

On présente au tableau 13 une méthode & 4 stages pour les paires non FSAL
d’ordre (4, 5).



CHAPITRE 4. NOMBRE MINIMUM DE STAGES 38

Tableau 13. Une paire non FSAL d’ordre (4,5) & quatre stages du lype 1]

17 280

7 i) 4

i 288 sfbey  _ 12nsm

-

b : 0 1 0

b ki 200, I 9

¥ i 168 A )
102 11067 21 62

(c) Ezistence de méthodes FSAL d cing slages.
Enfin, on présente au tableau 14 une méthode & 5 stages pour les paires FSAL

d’ordre (4, 5).

Tableau 14. Une paire d’ordre FSAL (4,5) & cing slages du type 111

1 1

5

S

2 - 1495 3sia __.oaag

3 1211500 972%30 486 9

el e o

ol I B A

y| ¥ OB s B
24 aas 48 56

4.3.5 Paires d’ordre (5,6) du type III

Il n'existe pas de méthode & 5 stages pour les paires non FSAL d'ordre (5,6). La

démonstration est par contradiction en supposant qu’une paire cxiste.

(a) Inexistence de méthode non FSAL ¢ cing slages.

Les équations de conditions pour une méthode & 5 stages du type III sont les
suivantes:

Ordre 6 en 7/

b+t +b+b+b = 1, (4.62)
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ik + U+l = g k=15, (469)
b5 Qn + bic§Qa + biogQu + 05cs@a = 0,  k=0,1,2, (4.64)
bychQn + bichQu + UifQu + 0@ = 0, k=0,1,
byQaz + 63Qas + byQus + b5Qs3 = 0,
b3632Q21 + by (a22Q21 + 042Q1)
+b5(52Q21 + as3Qa +a54Qs1) = 0,
Ordre 5 ¢n 7
by +bot b+ by +bs = % (4.65)
C ks kot k3 1
bock + back + back + bsct = GIDGETY k=1,2,3, (4.66)
52@21 + 03Qm + bQn + 55Qs1 = 0, | (4.67)
Ordre 6 en -
bitbatbs+bukls = 3, (4.68)
-1
back + back + beck + bsct = TINGETD’ k=1,2,3,4,(4.69)
bockQay + back Qs + backQa + bscfQay = 0, k=0,1, (4.70)

baQaz + baQa2 + by Qa2 + bsQs2 = 0,

On considére les cinq conditions de non qgadra.ture en @1, c'est-a-dire les équations
(4.64), (4.67) et (4.70). Quatre quelconques de ces équations linéaires en Q;; doivent
étre dépendantes, sinon on aura Qs = 0 et le nombre de stages de la méthode se
réduirait & 4; alors I'inexistence s’ensuivrait par le cas précédent. ]

En premier lieu, on considére les quatre équations (4.64) et (4.70) pour k=0, 1.

Il existe alors quatre nombres, a, 8§, v et §, non tous nuls, tels que

ab + Bbjc; + b + i =0,  i=2,...,5. @an)
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On multiplie ces équations par ¢, | = 1,2,3, on somme sur les i et on utilise les

équations de quadrature (4.63) et (4.69); on obtient alors le systéme linéaire suivant:

1 1 1 1
§a+§6+-§7+1—26 = 0,
1 1
-a+zﬂ+ﬁf}’+§'ﬁ6 = 0,

SR T
Za+—5-ﬂ+2—0'y+§66

La solution générale de ce systéme est:
a=a f=-a y=-e b6=0,

olt @ # 0, sinon la méthode n’existerait pas. Si on substitue dans (4.71) les valeurs

de a, 8,7, 6 obtenues, on a:
b=b—Ha i=2...,5 (4.72)

De méme, si I’on considére les quatre conditions de non quadrature (4.64) avee

k=0,1, {4.67) et (4.70) avec k = 1, on a, comme avant:
obl + Bblc; + b + Bbic; =0, i=2,...,5. (4.73)

On multiplie ces équations par ¢, | = 1,2,3, on somme sur les ¢t on utilisc les
équations de quadrature (4.63), (4.66) et (4.69); on obtient alors le systéme linéaire
suivant:

1 1 1 1

§a+§ﬁ+-§-'r+—1—26=0,
la+—ﬁ+— +-1—5=0
E ALk
Za+gﬁ+-2—67+-§d6=0.

La solution générale de ce systdme est:

a=a, f=-a, y=-a 6=0,
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ol o # 0, sinon la méthode n'existerait pas. Si on substitue dans (4.73) les valeurs

de @, 8,7, 6 obtenues, on a:
h=b—Ho i=2...,5. (4.74)
1 est, évident que (4.72) et (4.74) donnent:
bi=b, i=2,...,5
et par les équations de quadrature (4.65) et (4.68), on a by = b;. Par conséquent, la

paire n’existe pas.

(b) Ezistence de méthodes FSAL 4 six stages.
1! existe une méthode & 6 stages pour les paires FSAL d’ordre (5,6) du type III

puisqu'il en existe du type L.

4.4 Paires du type IV

Les résultats de non-existence sont pareils & ceux des paires du type I, puisqu’on
& utilisé uniquement les formules des dérivées dans les preuves du type I. Ainsi,
Iexistence d’une méthode pour une paire du type I implique ’existence d*une méthode

semblable du type IV.

4.5 Paires du type V

De la méme maniére que pour le type 1V, les résultats d’inexistence pour le type V
sont pareils & ceux des paires du type I, puisqu’on a utilisé uniquement les formules
des dériveés dans les preuves du type 1. Ainsi, existence d'une méthode pour une

paire du type I implique l'existence d’une méthode semblable du type V.
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Conclusion

Dans ce travail, on a déterminé le nombre minimum de stages requis pour l'existence
de paires de formules de Runge-Kutta~Nystrém des ordres (1,2) & (5,6). On a
considéré cing types de paires selon qu’'on emploie une ou deux formules pour ¥ et
y/; par conséquent, ces types se distinguent par le mode d’avancement soit sclon
les formules d’ordre inférieur (mode standard), soit celles d’ordre supéricur (mode
d’extrapolation locale), ainsi que par le contrdle de ’erreur locale sur y, sur 3/, ou
sur 7 et 3. La recherche nous a conduits & trouver des nouvelles paires que nous
n’avons pas essayé d’optimaliser pour une classe donnée. Le but de ces paires est de
confirmer 1’existence d'au moins une paire dont le nombre de stages est minimum.
On résume au tablean 15 les résultats obtenus pour chague type de paires. Le

tableau donne le nombre minimum de stages pour les paires jusqu'a I'ordre (5,6).

Tableau 15. Résumé des résullats. Nombre mininum de stages

pour Vezistence de chacune des paires d'un type donné.

Ordres | Typel Type Il | Typelll | Type IV | Type V
(1,2) 2F INF. 2F oF voir | voir 1
(2,3) 3F 2F ONF 3F | voirl voir |
3,4) 4F 3F 3NF 4F | voirl | voir |
(4,5) | 5SNF 6F | ANF 5F |4NF 5F voir [ voir 1
(5,6) 6F 6F 6F voir1 | voir |

42
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1l est important de remarquer que, si une méthode FSAL existe pour une paire,
alors une méthode non-FSAL existe aussi, puisque cette derniére classe inclut la
premidre. 11 est également important de remarquer que si une méthode existe pour
une paire du type 1, alors une méthode doit exister pour les paires semblables des
autres types. De plus, si une méthode existe pour une paire du type III, alors il en
cxiste une semblable du type II. Les divers types satisfont donc les relations d’ordre
partiel suivantes: I CIII CII, [ C V C IV et FSAL C non FSAL.

On pourrait prolonger ce travail en considérant des paires d’ordres plus élevés, et
cssayer d'établir le nombre minimum de stages pour chacun des types de paires.
Il est important de remarquer qu'au fur et & mesure que l'ordre augmente, les
démonstrations se compliquent.

Une autre extension & ce travail, du point de vue pratique, serait de tester les
nouvelles paires obtenues. Ces paires utilisent le nombre minimum de stages, mais
plusieurs paires admettent des noceuds égaux. Deux questions se posent. Premiérement,
méme si le colit par pas est minimisé, l'est-il par pas unitaire? Deuxi®mement,

1'égalité des nceuds réduit-elle la fiabilité de 'estimation de erreur locale?
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