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Abstract

In this thesis, we develop a stochastic calculus for the space-time Lévy white
noise introduced in [2| as an alternative for the Gaussian white noise perturbing an
stochastic partial differential equation (SPDE). We give a new proof for the Ito6 for-
mula for some integral processes related to this Lévy white noise. Then, we consider
a general non-linear SPDE on R, x R driven by this Lévy white noise and we show
that this equation has a unique random-field solution. Using Rosenthal’s inequality,
we develop a maximal inequality for the moments of order p > 2 of the stochastic
integral with respect to this noise. Based on this inequality, we show that the sto-
chastic wave equation equation has a unique solution, which is weakly intermittent
in the sense of [14, 20|. Finally, we develop a Malliavin calculus with respect to the
compensated Poisson random measure associated to the Lévy white noise. Under cer-
tain conditions, we show that the solution is Malliavin differentiable and its Malliavin
derivative satisfies an integral equation.
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Chapitre 1

Introduction

Durant ces derniéres années, I’étude des équations aux dérivées partielles stochas-
tiques est devenue une zone d’activité de recherche en mathématiques fondamentales
et appliquées, en mécanique des fluides et en physique théorique. D’une maniére gé-
nérale, dans la littérature, on distingue I’approche au sens des champs aléatoires et
celle au sens fonctionnelle.

En 1986, Walsh avait introduit la théorie de I'intégrale stochastique par rapport
a une mesure martingale. Dans [32], il avait mis en place les notions permettant de
définir 'intégrale stochastique et avait donné ces propriétés comme dans le cas de 'in-
tégrale d’It6. Ainsi, dans le cas de I’équation des ondes classiques avec un bruit blanc
Gaussien, il avait montré 'existence et I'unicité de la solution. Plus tard, Dalang et
Frangos dans [8] avaient étudié I’équation des ondes stochastique dans 1’espace a deux
dimensions et avaient donné une condition nécessaire et suffisante pour 'existence et
I'unicité de la solution. Par la suite, dans les années suivantes, plusieurs articles liés a
I’étude de I’équation des ondes stochastiques linéaire ou non linéaire ont été publiés.
Parmi les auteurs qui ont travaillé dans ce domaine, on peut citer : Chen et Dalang
(2015), Sanz-Solé et Siifs (2013), Balan et Tudor (2010), Liu et Lototsky (2010), Hau-
senblas (2010). La liste précédente n’est certainement pas exhaustive. Dans [9], Dalang
avait travaillé sur I'extension de la définition de l'intégrale stochastique au sens de
Walsh pour résoudre ’équation des ondes stochastiques dont la fonction de Green
est une distribution au sens de Schwartz, c’est-a-dire dans le cas ol la dimension est
supérieure ou égale & trois.

Récemment, Khoshnevisan dans [20] a fait une étude détaillée de I’équation de
la chaleur & une dimension en espace avec un bruit blanc Gaussien. Il a introduit la
convolution stochastique, 'inégalité stochastique de Young et a démontré 1’existence
et I'unicité de la solution. Dés lors, on peut se poser la question de savoir, qu’allons
nous obtenir si on travaille plutot avec un bruit blanc de Lévy.

A la différence de la méthode basée sur les champs aléatoires, d’autres cher-
cheurs utilisent ’approche fonctionnelle. Cette derniére qui est utilisée par Da Prato
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et Zabezyk (1992) traite les équations aux dérivées partielles stochastiques comme une
équation différentielle ordinaire dans un espace de dimension infinie avec des coeffi-
cients irréguliers. Cette approche fonctionnelle a permis a certains chercheurs de faire
de la simulation numérique sur les équations aux dérivées partielles stochastiques,
comme cela est traité dans [17].

Comme mentionné ci-dessus, aprés les travaux faits sur les équations aux dérivées
partielles stochastiques avec un bruit blanc Gaussien, il est naturel de s’intéresser
aux équations avec un bruit blanc de Lévy. Ainsi, Applebaum dans [1| a contribué
en travaillant sur l'intégrale stochastique basée sur un processus de Lévy. Dans son
livre, il s’est concentré, en ce qui nous concerne sur la formule d’It6, I'inégalité de
Kunita basée sur un processus de Lévy a une composante en espace et a étudié en
application des équations différentielles stochastiques. On se rappelle qu’on connait
I'ordre de grandeur de la constante dans 'inégalité de Rosenthal. C’est la raison pour
laquelle, dans cette thése, elle sera préférée a I'inégalité de Kunita.

Contrairement a Applebaum, Peszat et Zabczyk ont travaillé sur les équations
aux dérivées partielles stochastiques avec bruit de Lévy en utilisant 'approche fonc-
tionnelle . Ils ont étudié, pour ce qui nous concerne, dans [23], les équations des ondes
et de la chaleur avec un processus de Lévy homogéne en espace. Par ailleurs, QOksendal
dans [10] traite le calcul de Malliavin pour les processus de Lévy avec applications en
finance. Le calcul de Malliavin développé dans les années 1970 est un calcul différentiel
en dimension infinie dans 'espace de Wiener. Ce dernier a pris de I'importance dans
de nombreuses branches de recherche et a donné naissance a d’intéressants résultats.
Parmi ces derniers, on peut citer les travaux de Sanz-Solé (2005), Osswald (2012) et
Solé, Utzet et Vives (2007).

Durant ces derniéres années, plusieurs chercheurs se sont intéressés a étudier I'in-
termittence de la solution. Ce concept nous renseigne sur le comportement asympto-
tique des moments de la solution lorsque la variable liée au temps tend vers I'infini.
Dans [14], Foondun et Khoshnevisan ont introduit des méthodes pour étudier I'in-
termittence des équations aux dérivées partielles stochastiques paraboliques et non
linéaires. Cet article contient des références pour une grande partie de la littérature
sur ce concept, par exemple Carmona et Molchanov (1994) qui ont introduit les défi-
nitions des exposants de Lyapunov.

Par la suite, aprés avoir pris connaissance du travail de Khoshnevisan dans [20]
sur ’équation de la chaleur avec le bruit blanc Gaussien et le travail de Balan dans
[2] sur I'intégration par rapport & un bruit blanc colorié, je me suis intéressé a étudier
I’équation non linéaire des ondes et de la chaleur avec le bruit blanc de Lévy introduit
dans [2]. Je rappelle que Balan dans [2| a traité le cas linéaire de 'équation de la
chaleur et des ondes avec son bruit.

Dans le second chapitre de ce travail, on commence par la construction détaillée
du bruit et les propriétés de ce dernier basées sur [2]. On revoit les notions de base
sur la variable aléatoire de Poisson composée et sa fonction caractéristique. Ensuite,
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on se base sur la théorie de Walsh pour définir I'intégrale stochastique par rapport a
ce bruit, qui est une mesure martingale, et pour énoncer une propriété essentielle de
I'intégrale : I'isométrie d’Tto.

Dans le troisiéme chapitre, on fait une étude détaillée de la formule d’Tt6 pour
un processus de Lévy a deux composantes en espace, en proposant une nouvelle
preuve basée sur 'approximation par “Interlacing” introduite par Applebaum dans
[1]. Par la suite, on présente une variante de deux inégalités connues de la littérature,
les inégalités de Kunita et de Rosenthal. Pour ce travail, on choisira I'inégalité de
Rosenthal, puisqu’on connait 1’ordre de grandeur de la constante dans cette derniére.
Ensuite, pour voir une application de la formule d’It6, on présentera la notion de
martingale exponentielle et pour terminer on parlera du théoréme de représentation
d’Tto. Les résultats de certaines parties de ce chapitre ont été publiés dans [3].

Le quatriéme chapitre est dédié a I’étude des équations aux dérivées partielles
stochastiques non linéaires avec un bruit blanc de Lévy. Dans cette partie, on s’inté-
resse & I'existence et I'unicité de la solution d’une équation stochastique. On montre
que ces derniéres sont satisfaites sous certaines conditions et que la solution est conti-
nue dans L?(Q). Par la suite, comme exemples, on étudie I'équation de la chaleur
fractionnaire et I’équation des ondes. Ensuite, on s’intéresse aux moments d’ordre p
(p > 2) de la solution et on montre que si la mesure de Lévy qui caractérise le bruit
de Lévy et la solution fondamentale ont des moments d’ordre p > 2, alors la solution
de notre équation a aussi des moments d’ordre p.

Le cinquiéme chapitre parle de I'intermittence de la solution de I’équation des
ondes. Sous certaines conditions liées & la mesure qui caractérise le bruit, on prouve
que la solution de I’équation des ondes stochastiques avec un bruit blanc de Lévy est
faiblement intermittent. On commence par parler de I'inégalité de Young en intro-
duisant 'espace des processus prévisibles avec une certaine norme comme dans [20]
et la convolution stochastique. On montre que le moment d’ordre p de la solution
de I'équation des ondes stochastiques est borné exponentiellement en temps. Pour
terminer ce chapitre, on montre la continuité de la solution dans LP(£2). Tout au long
du chapitre, on fera une comparaison avec les résultats existants dans la cas d’un
bruit blanc Gaussien. Certains résultats du quatriéme et cinquiéme chapitre ont été
publiés dans [4].

Dans le dernier chapitre, on étudie la dérivée de Malliavin de la solution d’une
nouvelle équation stochastique avec notre bruit blanc de Lévy. On débute en mettant
en place les éléments de base du calcul de Malliavin. Ensuite, on parlera de la décom-
position en chaos, de I'intégrale de Skorohod et on traitera quelques exemples d’appli-
cation. Pour finir, on montre que sous certaines conditions, la solution de ’équation
considérée est différentiable au sens de Malliavin et que sa dérivée de Malliavin vérifie
une équation intégrale. Les résultats de ce chapitre seront publiés dans [5].



Chapitre 2

Bruit blanc de Lévy

Dans ce chapitre, on donne la construction et les propriétés du bruit blanc de
Lévy (suivant [2|) et on introduit l'intégrale stochastique par rapport a ce bruit.

2.1 Définitions et propriétés

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et v une mesure de Lévy sur Ry := R\ {0},
c’est-a~dire v satisfait les propriétés suivantes : v({0}) =0 et

/R (1A |2)*) v(d2) < . (2.1.1)

Soient N = ZiZI (1., x;,z,) une mesure aléatoire de Poisson sur Ry x R? x R,

d’intensité dt x dx x v définie sur (2, A, P), o t € R, x € R? et N la mesure
compensée (voir Annexe B.3). Soient (£;);50 une suite de nombres réels positifs telles
que : g; -0 quand j —o0oet 1 =gy > €1 > ey > ---. Soient

Ij={:€R:g;<|z|]<gj1},j>1 et [o={z€R;|z|>1}.

Soit %B,(R, x R?) la classe des ensembles boréliens bornés de R, x R,
Pour tout B € %,(R, x RY), on définit

BxT BxTy

i>1

= Z/ Zd(STXZ Z Zl{ZGF}u ]20
i~>1 J BXL;

(T;,X;)€B
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Proposition 2.1.1. Pour tout j > 0,L;(B) est une variable aléatoire de Poisson
composée, de fonction caractéristique

Ele’*LiB)] = exp {|B| /F (e —1) V(dz)} , uelR (2.1.3)

De plus, E[L;(B)] = | B| frj zv(dz) et Var[L;(B)] = |B| frj 22 v(dz).

Démonstration. On a :

Lj(B):/B ) zN(ds,dx,dz):/ 2z N|pxr,(ds,dx,dz),
xL

R4 xRIxRg

ot N|pxr, est la restriction de N a B x I';. Par la Proposition B.3.2, nous pouvons
écrire :

N|pxr, = 25(@*,){;,2;), (2.1.4)

i=1

ou {(T7, X}, ZF) }i>1 sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées de loi (dt x dx)|p X v|r,/ A, ot A = |B|v(I;) et 7 est une variable aléatoire de
Poisson indépendante des autres variables de paramétre A. Alors L;(B) = Y7, ZF et
nous pouvons appliquer un résultat connu sur la construction d’une variable aléatoire
de loi de Poisson composée (voir Proposition A.1.3, Annexe A.1). Pour cela, on a be-
soin de connaitre la loi de Z;. Pour chaque borélien A C I'; et puisque {(7}", X}) € B}
est un événement certain, on a

_ |1Blv(4) _ v(4)
|Blv(T;)  v(Ty)

F(A) = P(2} € A) = P((T}, X;) € B.Z; € A)

Alors

E[eiuLj(B)] = exp {‘B’ V(Fj) /F (@i“Z o 1) l;((clij)) } ) u € R.

g

Notons que {L;(B) —E(L;(B))};>0 est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes. En utilisant (2.1.1) on a :

> Var(L;(B)) = \B|Z/F_z2y(dz) = \B[/{l " 2 u(dz) < 0.

j>1 j>1
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Donc, en vertu du critére de Kolmogorov (Théoréme 22.6 de [6]),
> (Li(B) = E(L;(B)))
Jj=21

converge presque stirement.
Pour chaque ensemble B € %,(R, x RY), on définit alors :

Y(B) = (Lj(B) = E(L;(B))) + Lo(B). (2.1.5)

Jj=1

En utilisant I'indépendance entre les variables {L,(B)},>0 et la Proposition 2.1.1
il s’ensuit que :

E (ez’uY(B))

= {exp [Zzu E(L;(B))) +iuLy(B) }
= HE(GXP {iu(L;(B) — E(L;(B))}) - E(exp {iuLo(B)})

! <exp{|By/ e dz)} exp{zu|B|/ })

exp {|B| G y(dz)}
= exp{|B|/R(ei“Z—1—iu21{z|<1})y(dz)} : (2.1.6)

Pour la suite on suppose que

V= / 2v(dz) < oo. (2.1.7)
On note que E (Y/(B)) = E(Lo(B)) = |B| [p 2 1{jz>13 v (d 2), et

Var (Y/(B)) = Y _Var(L;(B))+ Var (Lo(B))

j>1

= Z|B[/ 22v(dz) +|B|

]>1 |Z|>1

2, (d2) = ]B|/Rz2y(dz).

Pour chaque ensemble B € %,(RT x RY), on définit,
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On observe que :

L(B) = / / 2 N(ds, dz, dz). (2.1.8)
B JR,
Notons que
E|L(B)|* = ) Var(L;(B)) + Var(Lo(B)) = v|B|.
i>1
En utilisant (2.1.6), on voit que la fonction caractéristique de L(B) est donnée par :

E [eiuL(B)] - E [eiu(Y(B)fE(Y(B)))] _E [6iuY(B)€fqu(Y(B))]

= exp{|B|/(emz—l—iuzlﬂzgl}) V(dz)}
R

exp{—z’u|B\ /zl{|z|>1}u(dz)}
R
= exp{|B|/(ewz—l—iu21{|z<1}—iu21{z|>1}) l/(dz)}
R

Ce dernier calcul implique :

E[ef®)] = exp{|B|/R(em—1—iuz)y(dz)}, ueR.  (2.1.9)

Proposition 2.1.2. La famille {L(B), B € %,(R, x RY)} est une mesure aléatoire
indépendamment dispersée (dans le sens de [24]), ¢’est-a-dire qu’elle satisfait les pro-
Priétés sutvantes :

a) pour chaque ensembles disjoints By, -+, B, € %,(RT x RY), L(By), - L(B,)
sont indépendants,

b) pour chaque suite d’ensembles disjoints (By)n>1 dans By(RT x RY) tels que
\U,, Bn est borné, on a

L (U Bn> = Z L(B,,) presque sirement.

n>1 n>1

Démonstration. a) On utilise la propriété suivante de la mesure de Poisson N :
si fi,...,fr sont des fonctions sur RT x R% x (R\{0}) & supports disjoints, alors
N(f1),--,N(fx) sont indépendantes (voir Théoréme 6.6.(v) de [23]). Dans notre
cas, L(B) = 3,50 (N(f}) —E(N(f}))) oules fP(t,x,z) = 15(t, ) z 1p,(2), pour
j > 0 sont des fonctions a supports disjoints. Alors L(B) est mesurable par rapport a
la o —algébre G engendrée par les variables aléatoires indépendantes {N(f]B),j > 0}.
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Puisque les ensembles By,...,B, € %,(RT x RY) sont disjoints, les o—algébres
Gp,,--.,Gp, sont indépendantes. Donc les variables aléatoires L;(By),...,L;(B,)
sont indépendantes.

b) Soit S, = > ,_, L(By) et S = L(B) avec B = |J,~, B,. Par le théoréme de
Lévy (voir page 130 et page 353 de [22]), (S,)n>1 converge presque sirement si et
seulement si (S, ),>1 converge en distribution. Par I'indépendance entre les éléments
la suite {L(By)}x=1..n et (2.1.9), 0on a :

-----

E[eiusn} _ E [eiuzzzlL(Bk)]

= exp{Z!Bk\/R(ei“Z—l—iuz)u(dz)}

= exp{ _ /R(ewz—l—iuz)y(dz)}.

n
U B
k=1
En passant a la limite on obtient :

E [ems"] — exp {|B|/ (emz —1- zuz) V(dz)} =E [ems] ,
n—oo R

et donc (S,,),, converge en distribution vers S. D’ou S,, — S presque sirement, ¢’est-
n—r-s:o0

a-dire, S =), ., L(By) presque slirement.
B O

Lemme 2.1.3. Pour chaque ensemble A, B € B,(R. x RY), on a :
E[L(A) L(B)] =v|ANB]. (2.1.10)

Démonstration. On remarque que : A = (A\B)U(ANB), B = (B\A)U(ANDB), et
donc, par 'additivité de L, on a : L(A) = L(A\B)+ L(ANB) et L(B) = L(B\A) +
L(AN B). Les variables L(A\B), L(B\A), L(AN B) sont indépendants (en vertu de
la Proposition 2.1.2.a) ) et de moyenne 0. Nous en déduisons que :

E[L(A) L(B)]
— E[L(A\B) L(B\A)] 4+ E[L(A\B) L(AN B)] + E[L(B\A) L(AN B)]
+ E|L(ANB))?
= E|L(ANB)?=v|ANB.
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Exemple 2.1.4. Si v est une mesure finie qui satisfait (2.1.7), alors L(B) = P(B) —
E(P(B)), ou P(B) suit une loi de Poisson composée d’intensité |B|v, c’est-a-dire

B0 —exp { 5] [ (e~ ol |,

Ro

(voir Annexe A.1).

Exemple 2.1.5. On considére v(dz) = & b 1501 dz, avec @ > 0 et > 0. Dans
z

ce cas, L(B) a la fonction caractéristique

E(eiUL(B)):eXp{‘B’/ (eiuz_l_iuz)ge—ﬁzdz}.
0 z

Donc L(B) = X(B) — E(X(B)) ou X(B) ~ Gamma(«a|B|, ) (voir Annexe A.2).
Dans ce cas, on dit que L = {L(B)} un processus de Gamma centré.

Pour chaque B € %, (R, x R?), on définit L(1g) = L(B) et on étend cette

définition par linéarité aux fonctions simples : si ¢ = > .©  ¢lp avec ¢; € R et

B; € %,(R,. x R?) disjoints alors on définit L(p) = >" ¢;L(B;). On peut montrer
que cette définition ne dépend pas de la représentation de ¢. De plus, si ¢ est une
fonction simple sur R, x R9, alors en utilisant le Lemme 2.1.3, on peut montrer que :

E|L(p)|* = U/ ©*(t, ) dt dx. (2.1.11)

R+ xRd

Pour chaque ¢ € L*(R; x R%), on construit I'intégrale stochastique :
L(g) = / o(t, ) L(dt, da),
R+ XRd

comme la limite dans L*(Q2) de {L(¢n)}nen 00 (¢n)nen est une suite de fonctions
simples qui converge vers ¢ dans L?(R, x R%). On note que {L(©,)}nen est une suite
de Cauchy dans L?(Q2) puisque :

E[L(¢n) = Llgm)|* = ElL(on = ¢m)I®
— o [ Jenltn) el ) Pdeds
R+><Rd
— 0 quand n, m — oo,

a cause du (2.1.11).
Lemme 2.1.6. Pour chaque ¢ € L*(Ry x RY), on a :

E [eiuL(go)] — exp {/ (6iuz<p(t,z) — 1= Z’uzgp(t,x)) dt dx V(dz) , uce€ R.
R4 xRIXR
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Démonstration. D’aprés le Théoréme 13.5 de [6], il existe une suite (p,,)nen de fonc-

tions simples sur R, x R? telles que |¢,| < ¢, pour chaque n, et o, (t, ) — o(t, )
n—oo
pour chaque (t,z). Par conséquent o, — ¢ dans L?(R, x R%). Supposons que

n—aoo
On = Z?Zl jnlp,,, ot aj, € R et (Bjy) -1k, sont des ensembles disjoints dans
%y(R, x RY). En utilisant I’équation (2.1.9), nous avons :

E [eiUL(Bj,n)} = exp {|Bj,n|/ (eiuz —1- ZUZ) l/(dZ)}
R

= exp{/B dtda:/R(ei“Z—l—mz) I/(dz)}

= exp / (e* —1—iuz) dtdzv(dz) p.
BjynXR

Alors, en utilisant 'indépendance entre les variables {L(B;,)};j=1..k, on a :

kn
E [eiuL(tpn)} — HE(eiuaj‘" L(Bj,n)>
j=1
kn
= Hexp / (e#%n — 1 —iuzay,) dtdrv(dz)
j=1 Bj7n><R
kn
= exp / Z 1p,,(t, ) ("% =1 —iuzay,) dtdov(dz)
Ry xRIxR =1 ’
= exp (/ (etvzent®) 1 —juzp,(t,z)) dtdx y(dz)) . (2.1.12)
R4 xRIxR

On sait que L(¢,), oy converge vers L(p) dans L?(Q2) quand n — oo, donc en pro-
babilité, et par conséquent, en distribution. Nous en déduisons la convergence des
fonctions caractéristiques, c¢’est-a-dire

iuL(pn) iuL(p)
E[e ] —E[e ] (2.1.13)
D’autre part nous avons :

‘ei“w"(t’x) —1—iuzp,(t,z)| w22 i(t,x) <u’2” 9*(t, ),

et a cause de (2.1.7),

/ u? 22 (t ) dtdev(dz) = u2/ O (t, ) dt dx/ 2v(dz) < oo.
Ry xR4xR Ry xRd R
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Comme ¢, (t,z) — ¢(t, z) pour chaque (¢, z), on déduit par le théoréme de conver-
n—o0

gence dominée dans R, x R? x R et (2.1.12) que

n—00

E [6i“L(¢")] — exp </ (eiuz@(t’m) —1—iuze(t,z)) dtde I/(dz)> (2.1.14)
Ry xR4xR

En utilisant (2.1.13) et (2.1.14), on conclut que :

E[eiuL(ap)] = exp (/ (eiuz@(t’x) —1— ZngO(t,;U)) dtdz V(dZ)) .
R4 xRIXR
U

Lemme 2.1.7. a) Pour chaque fonction ¢ € L*(RT x RY) a support borné K, on
définit :

Li(p) = /K ) o(t,x) z N(dt, dxz, dz), j > 0.
xT;

Alors la série

Jj=0
converge presque sirement et sa fonction caractéristique est donnée pour u € R par :
E [eiuL*(w)]

= exp {/ (ei“w“’x) —1—iuzp(t z)) dtde V(dz)} . (2.1.15)
R4 xRIXR

De plus
EIL* ()] = / olt, o) dt di - / 2u(dz).
K R

b) Pour chaque fonction ¢ € L*(R. xR?) & support borné, L(p) = L*(p) presque
strement.

Démonstration. a) On utilise la méme représentation (2.1.4) de N|g.r, comme
dans la preuve de la Proposition 2.1.1 avec B = K. Par Proposition A.1.3 (Annexe
Al

Li(e) =Y Ty, X}) Z;
=1
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est une variable aléatoire de loi de Poisson composée avec fonction caractéristique :

E(e' i) = exp {|K| v(T;) /R(em — 1)F(dz)} ,u € R,

ol F est la loi de la variable U; = p(T, X) Z;}. Pour déterminer la loi F', on observe
que par le Théoréme B.1.1 (Annexe B), on a :

F((—o0,2]) = P(U; < 2) = P (p(T}, X]) Z; < 2) = /F Peei, Xi) 2 < 2) 7y

Donc, pour chaque fonction h : R — R mesurable et bornée,

[ roF) = i [ B X v

_ m/r (/Kh(gp(t,x)z)dtd$) v(dz).  (2.1.16)

En particulier, en utilisant ce résultat pour la fonction h(z) = e'“# — 1, z € R (avec
u € R fixé), on obtient :

E (eiuLj(go)) — exp {/ (eiuw(t,x) _ 1) dt dx y(dz)} _ (2.1.17)
KxI';

De la Proposition A.1.3 (Annexe A.1) et en utilisant (2.1.16), d’une part avec h(z) = z
pour I'espérance et d’autre part avec h(z) = 22 pour la variance, on obtient :

E(L;(y)) :V(Fj)|K|/RzF(dz):/K F.go(t,a:)zdtdxl/(dz), (2.1.18)

Var (L;(p) |K|/ /KF.|gp(t,x)|222dtdml/(dz).

La série >, [L;j(p) — E(L;())] converge presque sirement par le critére de Kol-
mogorov car les variables {L (v) — E(L;(#))},5, sont indépendantes de moyenne 0
avec

Y Var(Li(e) = Z/K F_|¢(t,x)|222dtdxu(dz)

Jj=21 j=21

_ (/K|gp(t,:c)]2dtdx) (/MS1 z2u(dz)> < oo.

En utilisant I'indépendance entre les variables {L;(¢)};>0 et les équations (2.1.17) et
(2.1.18), on obtient :

zuL HE ZU[L Lj(e ))])

7>0
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= H lexp {/ (eiuz@(t’“) —1) dtdx V(dz)} :

j=0

exp {zu /K N zo(t, ) dt dz I/(dz)}]

= exp {/ (e”z“"(t’x) —1) dtda V(dz)} - exp {zu / zo(t, ) dt dz V(dz)}
K xR KxR

= exp {/ (ei“w“’x) —1—iuzp(t z)) dtde V(dz)} :
K xR

b) Nous allons montrer maintenant 'égalité L(¢) = L*(¢) presque siirement. On
se rappelle que L;(B) est donnée par (2.1.2). Observons d’abord qu’elle est vraie pour
les fonctions simples : on note que pour chaque B € %,(R, x R?),

L;(B) = L;(1p),

et donc L(1p) = L(B) = > ;50 [L;j(B) — E(L;(B))] = 3250 [Li(1s) — E(L;(15))] =
L*(1p); par linéarité, il s’en suit que L(p) = L*(¢) pour chaque fonction simple ¢
sur R, x R% Pour montrer I'égalité dans le cas d’une fonction ¢ € L?*(R, x R%) a
support borné, on considére une suite (), de fonctions simples a support borné telle
que o, — ¢ dans L*(R; x RY). On sait que, pour chaque n,

L(@ﬂ) = L*<90n)'

Ensuite, on passe a la limite dans L?(2) quand n — oo. Par construction, on sait
que L(p,) — L(p) dans L*(Q2). Pour le membre droit, par linéarité de L* et la partie

n—--ao0
a), on a :

E|L*(¢n) — L*(¢))> = E|L*(pn — ¢)[°

(/ (0 )(t $)|2dtdx) (/R z2y(dz)) — 0.

Ce qui montre que L*(p,) — L*(¢) dans L*(Q2). Donc L(p) = L*(p) dans L*(2),
et en particulier, L(¢) = L*(¢) presque siirement.
U

Lemme 2.1.8. Pour toute fonction ¢ € L*(R, x R), on a :

:/OOO/Rdgo(t,x)L(dt,dx):/ooo/R/RO ot x) = N(ds, dr,dz).  (2.1.19)
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Démonstration. On commence par montrer le résultat pour une fonction indica-
trice. Soit ¢ = 1p, ot B € %,(R, x RY), alors on a par définition (voir (2.1.8)) :

L(¢):L(1B):/OOO/W 1B(t,x)L(dt,d9c):/B/R 2 N(ds, dz,dz).  (2.1.20)

Si ¢ est une fonction simple c’est-a~dire p = Y a;14,, ot oy € Ret (A;)i=1.... ,, sOnt des
i=1

ensembles boréliens bornés disjoints de R, x R? x Ry, alors en utilisant les propriétés

de l'intégrale et (2.1.20) on obtient :

L) = /0 h /R d ia La () L(dt, da) :;n;ai /0 h /R L, (t,2) L(dt, d)

= Zai/ / / 14,(s, ) 2z N(ds, dz, dz)
—  Jo JriJr

= / / / Zai 1a,(s,2) 2 N(ds,dz, dz)
0o JriJr, S

= / //@(s,x)zﬁ(ds,d:c,dz).
0o JrtJR

Si ¢ est dans L?(R, x R), alors il existe une suite (¢, )nen de fonctions simples telle
que ¢, — ¢ dans L*(R, x R). On sait que pour chaque n, on a :

Le résultat s’en découle par passage a la limite.

2.2 Intégrale stochastique

Dans cette section, nous allons introduire les intégrales stochastiques par rapport
aLetN.

Notons que L;(A) = {L([0,t]xA); t > 0, A € B,(R,)} est une mesure martingale

(au sens de I’Annexe C) par rapport a la filtration (FF);>0 qui est définie pour chaque
t >0 par:

Fl =0 ({Ls(B) s<t,BeBRY}) VN, (2.2.1)

;0<
ou N ={F € F; P(F) = 0ou P(F) = 1}. Pour voir cela, on vérifie les hypothéses
de la Définition C.1.7. On a :
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i) Lo(A) = 0 et L,(AU B) = Li(A) + L(B) presque stirement pour tout A, B €
By(RY) vérifiant AN B = (), d’aprés la Proposition 2.1.2 b).

ii) il existe une suite (Ex)r C %p(R?) avec Ey C Egy1,Vk et U, Er = R? telle que
pour chaque k > 1 fixé, alors sup g E|Li(A)|* = supeq, (vE[A]) < vt |Ey| <
00, ou Ay, = {A S %(Rd),A - Ek} .

iii) si (A,), C %y avec A, | 0, alors par le théoréme de convergence dominée
lim E|Li(A,)]* = lim vt|A,| = 0.
n—o0 n—oo

iv) Pour chaque A € %,(RY), {L;(A ) FE t > 0} est une martingale puisque :
BIL(A) ~ Lu(A)|FH) = EIL(A) - L(A)] = 0.

Sa mesure de covariation est :
Qr([0,t] x Ax B) = (L(A), L(B)); = tv|AN B

et sa mesure dominante est K = @1, (voir Annexe C).
Pour chaque processus prévisible X = {X (¢,z); t > 0, x € R}, qui satisfait :

T
E/ | X (t,z)]?drdt < 0o, VT >0, (2.2.2)
0 Rd

on peut définir 'intégrale stochastique fOT Jga X (t, ) L(dt, dz). Cette intégrale est
une isométrie, c’est-a-dire :

2

X(t,z) L(dt,dx)

R4

T
= UE/ | X (t,2)|* dz dt, (2.2.3)
0 Jrd

ol v est donnée par (2.1.7).

Pour définir I'intégrale stochastique par rapport a N , on peut procéder comme
dans ’Annexe C en observant que {N;(A) = N([0,¢] x A);t > 0,A € A} est une
mesure martingale sur 'espace E = R? x Ry (avec Palgébre A = %, (R? x Ry)) par
rapport a la filtration (F}¥);> définie par :

FY =0 ({N([0,s] x BxT);0<s<tBe%R)TecBR)}) VN, (2.24)
ou N ={F € F;P(F)=0ou P(F)=1}. On introduit les définitions suivantes.

Définition 2.2.1. Un processus (w;s,z,z2) — X(w;s,x,z) est dit élémentaire s’il
est de la forme :
X(w;s,x,2) =Y (w) Lap(s) La(z) 1r(2), (2.2.5)

o0 <a<b Aec B[R T € B(Ry) et Y est une variable aléatoire bornée, FN-
mesurable. Un processus simple sur 2 x R, x R? x Rj est une combinaison linéaire
de processus élémentaire sur  x R, x R? x R,.
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Définition 2.2.2. Soit Pk, «rixr,. 12 0-algebre engendrée par les processus sim-
ples sur Q xR, X R?xRy. Un processus X = {X(t, 2, 2) }>0. verd, -cr, €st dit prévisible
si 'application (w;t,x,2) = X (w;t,x,2) est Poug, xrixr,-Mesurable.

Remarque 2.2.3. On remarque que Po,r, xrixpg, coincide avec la sigma-algebre
engendrée par les processus X qui ont les deux propriétés suivantes (voir page 216

[1]) -
i) t = X(w,t,z,2) est continue & gauche pour tout (w,x, 2)
i) (w,x,2) = X(w,t,z,2) est F¥ x B(R?) x B(Ry)-mesurable pour tout ¢ > 0.

Lemme 2.2.4. Si X = {X(t,2,2)}150,zerd, scr, €5t un processus prévisible, alors la
fonction (w;t, z,2) — X (w;t,x,2) définie sur Qx[0,t] x REx Ry est FN x 2([0,t]) x
B(RY) x B(Ry)-mesurable pour chaque t > 0. En particulier, X (t,z,2) est F}N-
mesurable, pour chaque (t,7,z) € Ry x R? x Ry.

En utilisant la procédure de Walsh, on déduit que si X est prévisible et vérifie :
T
E/ / | X (t,7,2)|*v(dz) dz dt < oo, pour tout T >0, (2.2.6)
0 JreJR,
alors, l'intégrale stochastique fot Jpa S, X (5,2, 2)N(ds, dz, dz) est bien définie dans

L2(Q).

Lemme 2.2.5. Soit X = {X(t,2,2)}i50, zerd, 2er, UN processus prévisible qui satisfait
(2.2.6). Alors, le processus M = (M;)>o défini par

t
M, = / / X(s,x,z)N(ds,dz,dz),t >0
0 JRIJR
est une FN -martingale de moyenne 0, de carré intégrable et de variation quadratique
prévisible (M); = fot Joa Jo, 1X (5,2, 2)Pv(dz) dv ds, t > 0.

Lemme 2.2.6. Soient X = {X(t,2,2);t >0, 2 € RY 2 € Ry} et Y ={Y (¢, 2,2);t >
0,z € RY 2 € Ry} deuz processus prévisibles qui satisfont (2.2.6) , alors

E K/ Xdﬁ) : (/ Ydﬁ)] —E (/ XY V(dz)dxdt) .
[0,T]xR4xRg [0,T]xR4xRg [0,T]xR4xRg

Démonstration. En utilisant le fait que zy = W

| ) Uo7
[0,T]xR4xRg [0,T]xR4xRg

, on obtient :
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2 2
E (X+YMﬁ>—E(/ (X—Ymﬁ>
0 ,TIxREXRg [0,T]xR4 xRy

F/ X+Yfmm@m—E/ (X—m%mam@
[0,T]xR4xRg [0,T] xR xRg

(X +Y)2— (X —Y)
L/‘ V) S a2 dudt
[0,TTxR4xRg 4

= E (/ XY y(dz)da:dt)
OT XRdXRO

1
4
1
4

I
t

g

Le résultat suivant donne la relation entre les intégrales stochastiques par rapport
aletaNN.

Théoréme 2.2.7. Pour chaque processus X = {X(t,x); t > 0,2 € R4} prévisible qui
satisfait (2.2.2), on a :

T T
/ X(t,x) L(dt, dz) = / / X(t,x) z N(dt, dz, dz).
0 JRd 0 JR?JRg
Démonstration. Notons que si X est un processus élémentaire donné par :
X(wit,z) =Y(w) L@ay(t) 1a(z),

o0 <a<b Ac %R etY estune variable aléatoire bornée, F,-mesurable, alors
on a d’une part :

/t » X(s,x) L(ds,dz) = Y (Lipp(A) — Lina(A))

tAb R
= Y/ // z N(ds,dx,dz),
tAa A JRg
et d’autre part

t t
// X(s,x)z N(ds,dz,dz) = // / Y 1o(s) La(x)z N(ds,dx,dz)
0 JR JRg 0 JR?JRg
tAb R
= Y/ // z N(ds,dz,dz).
tAa A JRg

Nous en déduisons 1'égalité des deux intégrales pour un processus ¢élémentaire. La
linéarité de 'intégrale permet d’étendre ce résultat aux processus simples. Finalement,
un passage a la limite nous conduit & la conclusion. O



Chapitre 3

Formule d’It0

Dans ce chapitre, on présente une formule d’It6 pour certains processus inté-
grables par rapport & une mesure aléatoire de Poisson sur R, x R% x Ry, qui est
similaire a celle présentée dans |1| pour une mesure aléatoire de Poisson sur R, x Ry.
Ensuite, on discute quelques applications de cette formule, comme l'inégalité de Ku-
nita et le théoréme de représentation d’It6. Les résultats de ce chapitre ont été publiés
dans [3].

3.1 Approximation par “Interlacing”

Dans cette section, on introduit deux théorémes importants dans la démonstra-
tion de la formule d’It6. Commencons par rappeler un résultat connu.

Soit N une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dt dz v(dz) et N la mesure
compensée.

Remarque 3.1.1. 5i X : Q xR, x R? x Ry — R est un processus prévisible, alors :

E/ / X(s, x, z) N(ds, dz, dz) = E/ / X(s, x, z)v(dz) dz ds.
Ry JRE SR, Ry JRE JRg

On suppose que 'hypothése suivante est satisfaite :
Hypotheése (A). Il n’existe pas une constante € > 0 telle que v([—¢,]) = 0.
Le premier théoréme est une modification du Théoréme 2.6.2 de [1].

Théoréme 3.1.2. Soit Y = {Y (t)}+>0 un processus donné par :

¢
Y(t):/ // z N(ds, dz, dz), (3.1.1)
0 JBJ{o<|z<1}

18
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ot B € B,(R?). On suppose que la mesure v satisfait ’hypothese (A). Alors il existe
une modification cadlag Y de 'Y telle que pour chaque T > 0 :

sup |Y,,(t) — Y ()] — 0, quand n — oo presque sirement, (3.1.2)
0<t<T

ot Y, (t) = f; I f{en<|z‘§1} z]v(ds, dx, dz), pour une certaine suite (€,)nen avec €, |
0. Par conséquent,

sup |Y,(t—) — Y (t=)| — 0, quand n — co presque sirement. (3.1.3)
0<t<T

Démonstration. On observe que Y,, est un processus cadlag parce que

¢
Y,(t) = / / / 2z N(ds, dz, dz)—t|B] zv(dz) =: Y, a(t) + Y, c(1),
0 JB J{en<|2|<1} {en<2|<1}

ou le processus Y, 4 est donné par une somme avec un nombre fini de termes (car B
est borné) et le processus Y, . est continu.

1
Soit £, = sup S, ou S, = ¢ >0,I(¢) < g (ot I(e) = [qpepsi<ey #° (dz). On

observe que [ est une fonction croissante, S,.1 C 5,, et donc €,,1 < €,. De plus,
en 4 0. (Pour voir cela, on suppose que &, | € > 0. Alors Sin > I(g,) > I(g*) pour
chaque n, et donc I(e*) = 0. Ceci est en contradiction avec ’hypothése (A).) Fixons

T > 0. Alors pour tout t € [0,T] et n € N, nous avons :

¢
Yoii(t) = Yu(t) = / / / 2z N(ds, dx, dz).
0 B {€n+1<|z‘§5n}

Puisque {Y,41(t) — Yo(t); t € [0,T]} est une martingale cadlag de moyenne 0 et de
carré intégrable, alors, par I'inégalité de Doob (voir Corollaire 2.6 de |2]) :

B ( sup (Yo (t) —m)\?) < UE Y, (T) - Yu(T)P

0<t<T
1
= T|B] 2v(dz) <AT|B| .
fensi<lzl<en) 8
Maintenant, en appliquant 'inégalité de Chebyshev, nous obtenons :
1
P ( sup |Yoi1(t) = Yo ()| > —) < 4"E ( sup |Yni1(t) — Yn(t)|2)

0<t<T A 0<t<T

1 1
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On considére la suite (A,,),>1 d’événements définies par A, = { sup |Y,11(t) — Yo ()]
0<t<T

1 1
> o M€ N}. Notons que Y P(A,) < oo car ZQ—n < oo. Par le lemme de Borel-

n>1 n>1

Cantelli, on déduit que P(limA, ) = 0. Donc,
. 1
P (h_m sup |Y41(t) — Yo ()| < —) = 1.
n 0<t<T AL
On note Qp = limA¢ et on considére la norme || - || sur D[0, T définie par ||y||c =
sup ly(t)|, pour tout y dans D[0,T]. Pour chaque w € Q fixé, il existe np € N

aleat01re tel que pour tout n > ng, nous avons : ||Y,11 — Yyl < 27" Donc, par
Iinégalité de Minkowski, pour tout n,m > ng

n—1 n—1 1
< Ve = Yal | < Zg
k=m 00 k=m k=m

On déduit que {Y,(-)}, est une suite de Cauchy dans (D[0,T7,]| - [|), donc elle
converge dans cet espace. Notons par Y (+) la limite de Y,,(+) dans (D[0, T, ||||~), ¢ est-

n—1

HYn - YmHoo =

Ys)

a-dire sup |Y,(t)—Y (£)] — 0 presque strement quand n — co. En particulier, pour
0<t<T

chaque t € [0, 7] fixé, Y, (t) — ?(t) presque stirement quand n — oo. Remarquons
que, par définition, la suite Y,,(t) — Y (t) dans L?(Q) et donc il existe une sous-suite
(ng)r telle que Y, (t) — Y (t) presque strement. Par l'unicité de la limite, on a
Y(t) = Y(t) presque sirement. Finalement, la relation (3.1.3) est une conséquence
directe du Lemme B.1.2 (Annexe B).
0

Le deuxiéme théoréme est une modification du Théoréme 4.3.4 de [1]. On consi-
dére un processus H qui satisfait I’hypothése suivante :

Hypothése (B). 1ls n’existent pas T > 0 et ¢ > 0 telles que H(w, t, x,2) = 0
presque partout sur 2 X [0,7] x B x {z;|z| < e} par rapport a la mesure P X dt x
dx x v(dz).

Théoréme 3.1.3. Soit Y = {Y(t)}+>0 un processus donné par :

/ // (s,x,2) N(ds, dz, dz),
0<\z|<1}

ot B€ By(RY) et H={H(t, =, 2); t >0, x € RY z € Ry} est un processus prévisible
qui satisfait Uhypotheése (B) et

t
E/ / / |H (s, 2)?v(dz) dx ds < co, pour chaquet > 0. (3.1.4)
0<|z|<1}
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Alors pour chaque T > 0, il existe une modification cddldg/\f/ de Y telle que
(3.1.2) et (3.1.3) ont lieu, on Y, (t) = fot I f{6n<‘z|<1} H(s,x,z) N(ds, dz, dz), pour
une certaine suite (€,)nen, avec €, L 0 (qui dépend de T').

Démonstration. On utilise le méme raisonnement que pour le Théoréme 3.1.2. On
observe que Y,, est un processus cadlag parce que

t
Y, (t) = /// H(s,x,z) N(ds, dz, dz) —
0 JBJ{e.<|zl<1}
t
/// H(s,z,z)v(dz)deds =: Y, 4(t) — Yo c(t),
0 JBJ{e.<|zl<1}

ou Y, 4 est une somme avec un nombre fini de termes et Y,, . est continue. On note
que Y, . est bien définie car en utilisant Cauchy-Schwarz on obtient :

¢
E[Y,.(t)] < E/ // |\H(s,z,2)|v(dz)dx ds
0 JB J{en<|z|<1}

t 1/2
< (t|Blv{zen < |2 < 1HY? (E/// |H(s,x,z)|2u(dz)dxds)
0 JB J{en<|z|<1}

< Q.

1
Soit g, = sup S, ou S,, = {5 >0,1(e) < 8_”} et

T
I(e) = E/ / / |H (s, 2, 2)|* v(dz) dz ds.
0 JBJ{o<)z<e)

On observe que [ est une fonction croissante, S, 1 C S,, et donc €,,; < ¢€,. De
plus, e, } 0. (Pour voir cela, on suppose par contradiction que &, | €* > 0. Alors
o > I(e,) > I(g*) pour chaque n, et donc I(e*) = 0. Il s’ensuit que H(w, s, z,2) =0
presque partout, ce qui est en contradiction avec I'hypothése (B).) Alors, pour tout
t €10,7] et n € N, nous avons :

t
Yoi1(t) = Yo (¢) :/ / / H(s,x,z) N(ds, dz, dz).
0 JB J{ent1<|z|<en}

Le processus {Y,41(t) — Y, () }icjo,r) est une martingale cadlag de moyenne 0 et de
carré intégrable. Par I'inégalité de Doob,

5 ( sup (Yo (1) — Yn<t>|2) < 4B Y, o (T) — Y (T)

0<t<T

T 2
— 4R (/ // H(s,z,2) N(ds, de, dz))
0 JB J{ent1<|z|<en}
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T
4
= 4E(/ // ]H(s,x,z)|2u(dz)dxds>§—n.
0 JBfenir<lzl<en) 8

Maintenant, en appliquant I'inégalité de Chebyshev, nous obtenons :

1 4
P ( sup |V (t) — Yo, (t)] > —) < 4"E < sup |Yp1(t) — Yn(t)P) < —.
0<t<T 2n 0<t<T 2"

Le reste est comme dans la preuve du Théoréme 3.1.2. On omet les détails.
O

Pour traiter le cas B = R?, on considére des boréliens bornés de R¢ de la forme
K, = [~a,a]? pour a > 0. On introduit les hypothéses suivantes :

Hypothese (C). 11s n'existent pas T > 0 et B € %,(R?) telles que H(w, t, z,2) =
0 presque partout sur 2 x [0, 7] x B¢ x {z € Rq;|z| < 1} par rapport a la mesure
P x dt x dr x v(dz).

Hypothése (D). Tls n’existent pas T > 0 et B € %,(RY) telles que K (w, t, x,2) =
0 presque partout sur €2 x [0,7] x B x {z € Ry;|z| > 1} par rapport a la mesure
P x dt x de x v(dz).

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.1.4. Soit Y = {Y(t)}+>0 un processus donné par :

¢
Y(t) = /// H(s,z,2z) N(ds, dz, dz) +
0 JraJyz<y

t
/// K(s,z,z) N(ds, dx, dz),
0 JrRIJ{z>1)

ot H={H(t,z,2);t >0, 2 € RY 2 € Ry} est un processus prévisible qui satisfait
Uhypothese (C) et K = {K(t, z, 2); t > 0, x € RY, 2 € Ry} est un processus prévisible
qui satisfait 'hypothése (D). On suppose que :

¢
E/ / / |H(s,x,2)|*v(dz) dv ds < co, pour chaquet >0, et (3.1.5)
0 Jra Jya1<1y

t
E/ / / |K (s, x,2)|v(dz) drds < oo, pour chaquet > 0. (3.1.6)
0 JRrREJ{|z|>1}

Alors, il existe une modification cadlag Y deY telle que pour chaque T' > 0,

sup |V, (t) — Y (t)] — 0, quandn —> oo presque sirement, (3.1.7)
0<t<T

ot }7” est une modification cadlag du processus Y, défini par :

t
Yo.(t) = // / H(s,z,z) N(ds, dx, dz) +
0 n {|Z‘§1}



3. FORMULE DITO 23

t
/ / / K(s,z,2) N(ds, dz, dz) = YV (t) + YD (t), (3.1.8)
0 JE, J{|z[>1}

avec B, = K,,, pour une certaine suite (a,)nen (qui dépend de T), avec a,, 1T oo. Par
conséquent,

sup |V, (t—) — Y (t=)| — 0, quandn — oo presque sirement. (3.1.9)
t<T

Démonstration. Fixons 7' > 0. On considére I'intégrale suivante :

T
E/ // H (s, 2, 2) v(d=) d ds +
0 & JH{l=I<1}
t
/// K(s,z,z)v(dz) dx ds.
0 JKg J{|z|>1}

On observe que la fonction est décroissante. Soit a,, = inf S, ou S, = {a > 0,1(a)
1

< 8_”} On observe que S,11 C S,, et a, < a,41, pour chaque n. De plus, a, T
oo. (Pour voir cela, on suppose par contradiction que a, 1 a* < oo. Alors % >
I(a,) > I(a*) pour chaque n, et donc I(a*) = 0. Il s’ensuit que H(w,s,z,z) = 0
(ou K(w,s,x,z) = 0) presque partout sur Q x [0, T] x K¢ x {z;]z] < 1} (ou sur
Q x [0, T] x K¢ x {z;]z]| > 1} ), ce qui est en contradiction avec I’hypothése (C)
(ou (D)).) On considére maintenant les processus Y,, V;{V et V¥ donné par (3.1.8)
avec B, = K,, ol a, est défini ci-dessus. Soit Yn(l)(t) la modification cadlag de

Y\t (t) donné par le Théoréme 3.1.3. Le processus {?n(_lﬂ (t) — ?él)(t)} o est une
te|0,

martingale cadlag de moyenne 0 et de carré intégrable. Par I'inégalité de Doob, on a :

- 2 ~ = 2
E( éi%(t)—y,f”(t)\) < 4E[T(1) - YO
t<T
1) |
_ 4E/ / / [H (s, ,2)] v(dz) du ds
IL+1\K(J {l=1=1}
< 4l(a,
— ((l — 8n

En appliquant I'inégalité de Chebyshev, nous obtenons :
g y

P <sup
t<T

1
T -T00] > i) < 4B sup Vo) - o))

0<t<T
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16

< —. 3.1.10
<5 (3110

Le processus {Y(Q)(t)} : est cadlag, et on a :
te

0,7]
Yn(i) (t) — YD) / / / |K (s, x, z)| N(ds, dx, dz),

Koy \Kay, 7 {12151}

pour chaque t € [0, 7). Donc

E (flglg Yah() —Yéz)(t)D < E / ' /
e[

< I

/ |K (s, z, z)| N(ds, dz, dz)
{lz[>1}

a +1\K¢1n

/ |K (s, z, z)| v(dz) dx ds
{lz[>1}

a +1\Ka
a,) < 8”

Par I'inégalité de Markov, on a :

~ 1 n
P(sup [P0 - T20] > 5) = 2B (B0 - v o))
< 2 (3.1.11)
— 4“' . .

On note Y, (t) := Y,\"(t) + ;P (¢). Alors Y, est une modification cadlag de Y, et
Your(t) — Y (t) = (1775_131 (t) — Yn(l)(t)> (Yﬁl( ) — V(¢ )). En utilisant (3.1.10) et
(3.1.11), on obtient :

_ _ 1 _ _ 1
P (sp[Fon) - Tatt)] > 1) < P (su[ 700 - 500 > )
t<T t<T
~ ~ 1 16 2
v P (s [F00 -TP0]> 5 ) < b
t<T

qui est sommable. Comme dans la preuve du Théoréme 3.1.3, par le lemme de Borel
Cantelli, on conclut qu’il existe un processus cadlag Y qui est la limite de Y dans

(D[0, T, | |lso), ¢’eSt-a- Y, (t) — EN/(t)’ — 0 presque sirement quand n — oo.

Comme Y, (t) = Y,,(t) presque stirement et {Y,(¢)}n Converge vers Y (t) dans L'(Q)
(parce que Yn(l)( t) — YU(t) dans L%(Q) et Yn@)( t) — Y@(t) dans L'(2)), on conclut
que Y(t) = Y (t) presque stirement pour chaque ¢ € [0,7]. La derniére convergence
s’en suit du Lemme B.1.2 (Annexe B).
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0

Finalement, dans le dernier résultat de cette section, on considére le cas H = K.
On introduit maintenant ’hypothése suivante :

Hypothese (E). lls n’existent pas T > 0 et B € %B,(R?) telles que H(w, t, v, 2) =
0 presque partout sur 2 x [0, 7] x B¢ x Ry par rapport a la mesure P X dt X dz x v(dz).

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.1.5. Soit Y = {Y(t)}+>0 un processus donné par :

t
/ / H(s,z,z) N(ds, dz, dz), (3.1.12)
0 JrJR,

ot H={H(t,z,2);t >0,z € R 2z Ry} est un processus prévisible qui satisfait
Uhypothése (E) et

t
E/ / |H(s,x,2)|>v(dz) do ds < oo, pour chaquet > 0. (3.1.13)
Rre JRy

Alors il eriste une modification cadlag Y de Y telle que pour chaque T > 0, les
relations (3.1.7) et (3.1.9) ont lieu, ou Y,, est une modification cadlag du processus
Y, défini par :

¢
/ / H(s,x,z) N(ds, dz, dz), (3.1.14)
0 JE, JRry

avec B, = K,,, pour une certaine suite (ap)nen (qui dépend de T'), avec a,, 1 oo.

Démonstration. Fixons 7" > 0. On utilise un raisonnement similaire a celui donné
dans la preuve du Théoréme 3.1.4. On considére 'intégrale

T
= E/ / |H (s, z, 2)|*v(dz) dz ds.
0 & JRo

Soit a,, = inf{a > 0;I(a) < g }. Par Phypothése (E), a, 1 oo. Soit Y, le processus
donné par (3.1.14) avec E, = K,,. On écrit Y, (t) = YAV (t) + V;Z(¢), on

YyO@) = / / / (s,z,2)| N(ds, dz, dz),
Kap {2 |<1}

Y1) = / / / (s,z,2)| ]/\\f(ds, dz, dz).
Kan /412 |>1}

On observe que Y,® est un processus cadlag. Soit VY la modification cadlag de v,
donnée par le Théoréme 3.1.3. Alors Y,, = =YY + v est une modification cadlag
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de Y,,. Le processus }N/nﬂ — }N/n est une martingale cadlag de moyenne 0 et de carré
intégrable. Par 'inégalité de Doob, on a :

t<T

T
E (sup Yoi1(t) — Yn(t)|2> < 4E/ / |H(s, z, 2)|*v(dz) dx ds
0 Kan+1\Kan RO

4

< —.
= gn

Le résultat s’en suit comme dans la preuve du Théoréme 3.1.3.

3.2 Formules d’It6

Dans cette section nous allons introduire une variante de la formule d’It6 pré-
sentée dans [1].

Notre premier résultat est une modification du Lemme 4.4.5 de [1]. Si {z(t) }1>0
est une fonction cadlag, on note par z(t—) = l;gl z(s) la limite & gauche au point t,

et Az(t) = x(t) — x(t—) le saut au point ¢.

Lemme 3.2.1. Soit

Y(t):/ot/B/FK(s, v, 2)N(ds, dz, d2)

ot B € %,(RY), T est un ensemble de Ry, borné inférieurement (par exemple I' =
{z e Ri|z| > ¢e}) et K ={K( z 2);t >0,z R,z € Ry} est un processus
prévisible. Alors pour toute fonction f € C(R), et pour chaque t > 0, nous avons :

FY () — F(Y(0)) = / / / (Y (5-) + K(s, 7, 2)) — F(V(s=))] N(ds, de, d2).

Démonstration. On commence par spécifier les points de la mesure N dans R, X

B x T'. Soient 0 < T7 < Ty, < ... les points d’une mesure aléatoire de Poisson
sur R, d’intensité |B|v(I') et {(X;, Z;)}i>1 des variables aléatoires indépendantes et
Leb|B . V|F

identiquement distribuées sur B x I" de loi telles que les variables (7;);>1 et

| Blv(T)
{(Xi, Z;)}i>1 sont indépendantes. Alors, d’apreés la Proposition 5.3 de [28], N|r, xxr
est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité Leb|g, x Leb|g x v|pr, et on a :

i>1
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En utilisant cette représentation de N on obtient :
Y(t) = K(Ti, Xi, Zi) Li<y.
i>1
Remarquons que pour chaque w €  fixé, la fonction ¢t — Y (w, t) est une fonction
cadlag étagée donnée par :

n—1

Y(t) = ZK(Tz’7 Xi, Zi)lir,_\<i<t,y avec Ty =0.

i=1
Nous en déduisons que AY(T},) = K(T,,, X,,, Z,). Notons aussi que

n—1

Y(T,—) =Y K(Ti, X;, Zi) = Y(T,-1), (3.2.2)

et Y(T,,) =Y (T,—) + AY(T},). On a pour chaque t > 0 :
fY @) = f(¥(0) = Z FYV(T) = FY (1)) Lzisty- (3.2.3)

Pour montrer cette relation, on observe que les ensembles {7, 1 <t < T,}n > 1,
forment une partition de €. Pour chaque w € Q fixé, la fonction ¢ — Y (w,t) est
constante sur l'intervalle [T, (w), T,,(w)). Donc, si T,,_1 <t < T, :

FY () = f(Y(0)) = Z_: V() = FYV ()] + Y (@) = F(Y (Ti)]
= ‘_ V(1) = Y (1)) = Z[f(Y(Ti)) — V(T zi<ny

Ceci montre (3.2.3).
En utilisant (3.2.3) on obtient :

FY(0) = F(Y(0) = Y [f(Y(Tim) + AY(T3) = f(Y(Ti-1))] Lmssy

= S U (T + K (X Z)) = [T L
= /0 /B/F[f(Y(S_) + K(s, z, 2)) — f(Y(s—))] Zé(Ti,Xi,Zi) (ds, dx, dz)

i>1

_ /Ot/B/F[f(Y(s—)JrK(s, v, 2)) — f(Y(s=))] N(ds, dz, d=).

Le résultat suivant est une variante du Lemme 4.4.6 de [1].
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Lemme 3.2.2. Soit

0 :/OtG(s)ds+/Ot/]3/FK(s, v, 2)N(ds, dx, d2)

ot B, et K sont comme dans le Lemme 3.2.1 et {G(t) }+>0 est un processus prévisible
tel que :

t
E/ |G(s)| ds < oo, pour tout t > 0. (3.2.4)
0

Alors pour toute fonction f € C1(R), et pour chaque t > 0, nous avons :
FYV) = F00) = [ £ () Gls) s
/0 /B/F[f(Y(s—) + K(s, z, 2)) — f(Y(s—))] N(ds, dz, dz).

Démonstration. On considére la méme représentation N, «pxr = D01 x,,2)
i>1

comme dans le Lemme 3.2.1. Soit Y'(¢) =: Y.(t) + Yu(t), o
t
Yo(t) = / G(s)ds,
0
t
Ya(t) = / /K(s, x, z) N(ds, dz,dz) .
o JBJr

Le processus Y, est comme dans le Lemme 3.2.1. Notons que pour 7,,_1 <t < T,, on

FY W)~ FYO) = STHYT) — FO )] + [ (0) — £V (o))
On observe que :
AY(T}) = AYAT) = K(T,, X, Z). (3.2.5)
On écrit f(Y'(t)) — f(Y(0)) = A(t) + B(t) avec :
A= SYVT) - fVT-)] siTo, <t<T,
B)= Y0 (Tm)) ~ FOV (L)) + [V 0) ~ (L)), T S £ < T,

On va traiter les processus A et B séparément. Pour le processus A, on a :

[y

n—1 n—

Alt) =Y IfY(T) = FY(T)] = ) _[f(Y(Tim) + AY(T) = f(Y(Ti-))]

1

=1 )
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n—1

[f(Y(Ti=) + AYa(T3)) — f(Y(Ti-))]

™

_ i FY(Tim) + K (T X0, 2) = (Y (Ti-))]

_ /// Y4 K (s, 7, 2)) — F(Y(5—))] N(ds, da, d2),

ou on a utilisé (3.2.5) pour la tr01s1eme egahte
Il reste & montrer que B(t fo G(s)ds. On note que Y, (s) = G(s).

Donc il suffit de montrer que
t
— [ Fesnavics). (3.2.6)
0
SiT, 1 <t<T,, alors on a :

/Otf'(Y(S))d Z/ 2t /nlf Yi(s)

= [I+1I. (3.2.7)
On va traiter les deux termes précédents séparément. On observe que
Ya(s) =Ya(Tiq) si T, <s<T;. (3.2.8)

Pour chaque 7, 1 <i<n—1,ona:

@@= [ e

T

= [ SO ) V) ds
- /( T O+ YT Y s) s

On considére le processus g; défini par g;(s) = Y.(s) + Ya(Ti—1) si T, < s < T;.
Alors g;(s) =Y. (s) si Tj_; < s < Tj;. On en déduit que :

T;

Ti—1

PO = [ F @) ei(s)ds = flo(T) ~ S0
= JY(To) + Ya(Tier)) = f(Ye(Tima) + Ya(Tio)).

On observe que
Ya(Ti—) = Ya(Tiy)
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(voir la relation (3.2.2) dans la preuve du Lemme 3.2.1, appliquée au processus Yy).
Donce Y (T;) + Yo(T;—1) = Y. (T;—) + Yao(T;—) = Y(T;—), et on en déduit que

| PO avigs) = ;Y (e - Y (Ti). (3.29)
Par conséquent,
1= [F¥(Tim) = F(V(Tia)] (3.2.10)

Pour le deuxiéme terme, on va montrer que :

IT = f(Y($) — f(Y(Th_y)). (3.2.11)

Cette relation est claire si t = T;,_; parce que dans ce cas, les deux termes sont nuls.
SiT,_1 <t<T, alors,

/

IIZ‘L fW@na@w:[;tﬁha@+n@na$%

’

- [ ST e ds = [ f ) (s
(Tn—1,t) (Th—1,)

= fl9(t)) = f(9(Ta-1)) = F(Ye(t) + Ya(Ta1)) — f(Ye(Tnr) + Ya(Th-))
= JYe(t) +Ya(t)) = f(Y (Tomn)) = F(Y(E) = F(Y(Thmn)),

avec g(s) = Yo(s) + Yy(T,,—1), ot on a utilisé la relation (3.2.8) pour I'avant derniére
égalité, parce que T,,_1 < t < T,. En utilisant (3.2.7), (3.2.10) et (3.2.11), on conclut

que :
[ £ = U T—) - 1 @) + 5 0) = 1 (T
= B

Ceci finit la preuve de (3.2.6), ce qui compléte la preuve.
O
Nous allons maintenant introduire une variante de la formule d’Ttd présentée dans
le Théoréme 4.4.7 de [1].

Théoréme 3.2.3. Soit Y = {Y(¢)}+>0 un processus défini par :

Y(t) = /0 " G(s)ds + /0 t /B /{ ) N(ds, dz, d)
4 /Ot /B /{|Z>1}K(s, v, 2) N(ds, dz, d2), (3.2.12)
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ot B € %,(RY), G = {G(t);t > 0},H = {H(t, z, 2);t > 0,z € RY 2z € Ry} et
K = {K(s, z, 2);t > 0,2 € R% 2 € Ro} sont des processus prévisibles, G satisfait
(3.2.4) et H satisfait (3.1.4).

On considére la modification cadlag du processus Y (notée aussi par'Y ) obtenue en
utilisant le Théoréme 3.1.3 pour le deuzieme terme de Y (t). Alors pour toute fonction
fe C2(R) et pour chaque t > 0, nous avons presque strement :

fY(t
/ / /I - f(Y(s—)+ K(s, z, 2)) — f(Y(s—))] N(ds, dz, dz)

-%///KH )+ Hs, x, 2)) — F(Y(s-))] N(ds, dz, d2)

+///WH s)+ H(s, . 2)) — f(Y(s))

— H(s,z, 2) f/(Y(s))} v(dz) dxds+/0 f(Y(s))G(s)ds
= T+ Ty + T3+ Ty (3.2.13)

Démonstration. On suppose que H satisfait ’hypothése (B). (Dans le cas contraire,
le résultat s’ensuit par le Lemme 3.2.2.) On fixe ¢ > 0 et pour chaque n > 1, on
considére le processus cadlag {Y,,(s)}scjo,q défini par :

Y. (s) :/ G(r) dr+/ // H(r, z, z)ﬁ(dr, dx, dz)
0 0 JB J{en<|zI<1}
/ / / K(r, x, z) N(dr, dz, dz),
0 JBJ{z>1}

U (en)n est la suite donnée par le Théoréme 3.1.3 avec T' = {. Pour simplifier ’écri-
ture notons par G1(r) = [, f{€n<|z|<1} —H(r, z, z)v(dz)dz, G(r) = G1(r) + G(r) et
K(r,z, 2) = H(r, z, z) Lfjzj<1y + K (7, @, 2) 1{2j>13. Donc on a :

Yo(s) = / r)dr + / / /W"} r, z, z) N(dr, dz, dz)

= Y, (t)+ Y,
Par le Théoréme 3.1.3 on a :

sup |Y,(s) — Y(s)| — 0, quandn —» oo presque sirement, (3.2.14)
s<t

sup |V, (s—) — Y(s—=)| — 0, quandn — oo presque stirement. (3.2.15)
s<t
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Nous allons appliquer le Lemme 3.2.2 avec (K, G) a la place de (K, G) et 'ensemble
I'={z|z| > e,}. Pour pouv01r appliquer le Lemme 3.2.2, nous devons montrer que :
i) G est prévisible et ii Efo |G (r)|dr < oo.

Pour i), notons que l'application (w;r,z,2) — H(w;r,z,2) est Poug, xrixr,— Me-
surable, et puisque Po,r, «rixr, C Paxr, X B(RY) x B(Ry), on déduit alors par
le théoréme de Fubini que Iapplication (w;r) — [5 [. ..oy —H(r, 2, 2) v(dz) dx est
Poxr,— mesurable. Pour ii), en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on ob-
tient :

Gy )2 < (/B /{%mlgl} H2(r, 7, 2) v(d2) dm) (/B /{%ngl} 12 (d2) dm).

Notons que C, := [, f{€n<‘z|§1} 12 v(dz) dz < co et par conséquent

¢
E/ |G1(r)|?dr < CnE/ / H*(r, z, z) v(dz) dx dr < co.
0 B J{en<|z|<1}

Une autre application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que :

¢ ¢ 1 X
E/ G ()] dr < (E/ |G1(r)\2dr) 1 < o,
0 0

Par Vapplication du Lemme 3.2.2, on obtient :

FA(0) = F(Ya(0)) = / F (Yals)) Gls) s
/ / /|Z>€n} )-I—K(s x, z)) — f(Yn(s—))] N(ds, dx, dz).

En utilisant les définitions de K et G on obtient :

FYa(t) — F(Ya(0)) = / o (f [ s vta) i) i
o [ ) ) = SO )] Vs, . )
_y [ B0+ K, 2 2) = S0 (s )] N, o, )
/0 £ (Ya(s)) G(s) ds. (3.2.16)

Maintenant on rajoute et on soustrait au membre de droite de (3.2.16), la quantité
t :
fo fB f{a"<\z|§1}[f(yn(5) + H(s, z, 2)) — f(Ya(s)] v(dz) dz ds. On obtient :

fYa(t) = f(Ya(0)) =
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/ //{ |>1} s=)+ K(s, z, z)) = f(Ya(s—))] N(ds, dz, dz)
i ///{sn< |<1} s=)+ H(s, z, 2)) = f(Ya(s=))] N(ds, da, dz)

N / / /{ oy FOR(s) £ Hs, 2,2) = £, (9)

— H(s, z, 2) f (Yo(s ))] v(dz) dde/ £ (Ya(s)) G(s) ds
= Tl,n+T2,n+T3,n+T4,n' (3217)

Par la relation (3.2.14) et la continuité de f, le membre de gauche de (3.2.17) converge
presque strement vers f(Y (¢))— f(Y(0)). Il nous reste a prouver le passage a la limite

pour le membre de droit.
On considére deux cas : a) f et f* sont bornées; b)f € C*(R) est arbitraire.

a) On note ||f'||ee = sup|f (z)| et ||f"|lcc = sup|f” (x)|. Pour le premier terme,
remarquons que : oot nes
T = S [fY(Ti-) + K(Ty, Xy, Z) — f(Ya(Ti-)].

T,<t, X;€B, |Z;|>1

Notons alors que T}, est une somme avec un nombre fini de terme (voir la preuve
du Lemme 3.2.1). En utilisant la relation (3.2.15) et la continuité de f, on voit que
Ty, — T presque surement.
On traite maintenant le deuxiéme terme. On va montrer que T5,, — 75 dans
L3(2) (et done Ty, — T5 presque sirement pour une sous-suite {ny }x). On observe
e . E|T2,n — T2|2 S Q(An + Bn)7 ou :
2

A, = (Vi = V)(s, z, 2) N(ds, dz, dz)
{en<]z|<1}
= / // (Vi = V) (s, z, )| v(dz)dx ds,
{5n<|z|<1}
B, (s, z, z) N(ds, dz, dz)
{0<|z \<5n}

E/ / / V (s, z, 2)|* v(dz)dz ds,
0 JBJ{o<|z|<en)

avec V,,(s, x, z) = f(Yu(s) + H(s, z, 2)) — f(Ya(s)) et V(s, z, z) = f(Y(s) +
H(s, x, z)) — f(Y(s)). Pour étudier A,,, on observe premiérement que par la relation
(3.2.14) et la continuité de f :

Va(s, x, z) = V (s, x, z) presque sirement pour chaque (s, x, z). (3.2.18)
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On utilise la formule de Taylor de premier ordre donnée par

F(0) = fla) = (b—a) /0 fa+6(b—a))dd. (3.2.19)

Donc,

Vals, x, 2) = V(s, z, z) = H(s, z, z)/o [f/(Yn(s) +0H(s, z, 2))

— f(Y(s)+0H(s, x, z))] de.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Vi(s, x, 2) = V(s, z, 2)]> < |H(s, z, z)|2/0 f (Yo(s)+0H(s, z, 2))

/

— F(Y(s) +0H(s, z. z>>‘2 do. (3.2.20)

Cette derniére intégrale est bornée par || f'||% . Une application du théoréme de conver-
gence dominée montre que A, — 0, parce que le processus H satisfait I’hypothése
(3.1.4). Pour traiter B,,, on note que, par la formule de Taylor (3.2.19) :

Vis, z, 2) = Hs, z, z)/o F(Y(s) +0H(s, z, 2)) db, (3.2.21)

et donc |V (s, z, 2)| < ||f |le |H(s, x, 2)|. Par le théoréme de convergence dominée,
il s’ensuit que B,, — 0.

Pour le troisiéme terme, on va montrer que T3, — T3 dans L'(2) (et donc
T3, — T3 presque sirement pour une sous suite {ng}x). On observe que E|T3,, —
T3 < C,, + D, ou

t
C, = E/ / / \Un(s, x, z2) = U(s, z, 2)| v(dz) dxds,
0 JB J{en<|z|<1}
t
D, = E/ // \U(s, x, z)| v(dz)dzds,
0 JB J{0<|z|<en}

Uns, ,2) = f(Yu(s)+ H(s, z, 2)) — f(Yo(s)) — H(s, z, 2) f (Yn(5)]3.2.22)
Uls, ,2) = F(Y(5)+ Hs, 2, 2)) — F(Y(5)) — His, 2, 2) f (V(s). (3:2.23)
Par la relation (3.2.14) et la continuité de f et f, on a :

Un(s, x, z) = U(s, x, z) presque sirement pour chaque (s, z, 2). (3.2.24)
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On utilise la formule de Taylor de deuxieme ordre de la forme :

fb) = fla)=(b—a)f (a)+ (b— a)2/0 fla+0b—a)(1—0)d.  (3.2.25)

Donc,

"

Un(s, 2, 2) = Us, @, 2)| < |H(s, z, ZW/O ' (Ya(s=) + 0 H(s, z, 2)

1"

— f(Y(s—)+ 0 H(s, z, z))‘ do. (3.2.26)

Cette derniére intégrale est bornée par || f”||o. En utilisant le théoréme de convergence
dominée et le fait que le processus H satisfait 'hypothése (3.1.4), on conclut que
C,, — 0 quand n — oo. Pour le terme D,,, on observe que par la formule de Taylor
(3.2.25) :

Uls, 7, 2) = H¥(s, 7, ) /01 FV(8)+ 0 H(s, 2, 2))(1— 0)do.  (3.2.27)

Donc |U(s, z, 2)| < ||f ||oo |H(s, z, 2)|?, et D,, — 0 par le théoréme de convergence
dominée.

Finalement, on considére le terme 7} ,. On observe que T, — T} dans LI(Q)
parce que

/

E|Ty, — Ty < E/t f/(Yn(s)) —f(Y(9)] |G(s)|ds — 0  quand n — o0,
0

par le théoréme de convergence dominée. Pour 'application de ce théoréme, on utilise
encore une fois la relation (3.2.14), le fait que f" est continue et bornée, et de plus le
fait que G satisfait (3.2.4).
b) Dans le cas général, on considére une suite (7x)r>1 de temps d’arrét définie
par :
7, = inf{s > 0; |Y(s)| >k}, k>1. (3.2.28)

Sis < 1, At alors par (3.2.14), |Y,(s)| — |Y(s)| presque strement. Comme
Y (s)| < k, il s’en suit qu’il existe ng (aléatoire) tel que |Y,,(s)| < k pour chaque
n > ng. Par le méme raisonnement, si s < 7, A t, alors en utilisant (3.2.15), on a
aussi |Y,(s—)| < k pour chaque n > ng, et donc |AY,(s)] < 2k. On observe que
T, T 00 presque stirement si k& — oo. (Pour montrer cela, on note que 7, < Tyq,
pour chaque k. Donc, il faut montrer que pour chaque 7" > 0, il existe ky aléatoire
telle que 73, > T. Mais 7, > T si et seulement si |Y(s)| < ko pour tout s € [0, 7.

Donc il suffit de prendre ko = [ sup |Y(s)|] + 1), ou [z] est la partie entiére de x.)
s€[0,7T
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On va montrer la relation (3.2.13) pour ¢ A 7 au lieu de ¢, pour un k fixé. La
conclusion s’ensuit. Pour voir cela, on fixe ¢ > 0 et on note par €2, ;, I’ensemble de tous
les w € Q pour lesquelles (3.2.13) a lieu avec ¢t A 7, au lieu de t. Soit Q = {7, 1 0o} et
Qo = kngt’k' Pour chaque w € QN Qo.t, parce que 7 (w) T oo, il existe kg telle que

Tko (W) > t, et donc t A 7, = t. La relation (3.2.13) s’ensuit.

On fixe £ > 1. On écrit la relation (3.2.17) avec t remplacé par t A 7, et on
note par 17,75, T3, et Ty, les quatre termes dans le membre de droite. On note
par T, Ty, T5 et T les quatre termes dans le membre de droite de (3.2.13) avec ¢
remplacé par t A 7.

Dans le membre de gauche, f(Y,(t A7) — f(YL(0)) = f(Y(t A7) — f(Y(0))
presque siirement, a cause de (3.2.14).

On traite le membre de droite, qui contient quatre termes. Pour le premier terme,
on a T}, — T} presque stirement comme dans la partie a). On considére maintenant
le second terme. Nous allons montrer que T3, — T3 dans L*(Q2) comme dans la
partie a). On observe que E|Ty, — T5|* < 2(A} 4 By), o A} et B} ont les mémes
définitions que A,, et B, avec t remplacé par t A 7. En utilisant la Remarque 3.1.1

et le fait que N = ) 0(z, x,, z,), on observe que :
i>1

tATE
A = E/ // (Vi = V)(s, 2, 2)|? v(d2) dz ds
{en<]2|<1}

tATE
= / // \(V,, = V)(s, x, 2)|* N(ds, dz, dz)
{€n<|2\<1}

= VT, X, Zi) = V(T X, Z3)[
T <tA1k, X; eB en<|Z;|<1

Par la relation (3.2.18), V,.(T;, X;, Z;) — V(T;, X, Z;) presque strement pour chaque
i. En utilisant 'inégalité (3.2.20), on observe que :

/

1
0

) 2
0 H(T,, Xi, 2)) = ' (Y (L) + 0 H(T,, X,, Z)] do.
Notons que
\Yo(T3) + 0H(T;, Xy, Z;)| < |
= |
Donc l'intégrale précédente est bornée par 4 [Ny (f')]?,

N(f) = sup |f ()]. (3.2.29)

|z|<3k

(T)| + [H(Ti, X, Zi)

Yo (T3)
Yo(T)| + |AY(T)| < 3 k.
)
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Ce raisonnement montre aussi que |V, (T}, X, Z;) — V(Ti, X;, Z)|* < 4[Ni(f)]?
|H(T;, X;, Z;)|*. On observe que :

E 3 H(T, X, Z)P<E > |H(T, Xi, Z)

T, <tA1, X;€B, e,<|Z;|<1 T;<t, X;€B, | Z;|<1

t
= E/ / / |H(s, z, z)|> N(ds, dz, dz)
0 JB J{|z[<1}
t
= E/ / / |H(s, z, 2)]> v(dz) dz ds < oc. (3.2.30)
0 JB J{|z[<1}

Donc, par le théoréme de convergence dominée, on conclut que A — 0 quand
n — o0o. En ce qui concerne B}, on observe que, par la Remarque 3.1.1 :

tATE
B! = E/ // V (s, x, 2)]> v(dz)dz ds
{0<|2|<en}
tATE
= / // (s, x, 2)|° N(ds, dz, dz)
0<\z|<€n}

= V(T X Z)[*.

T; <tATk, X eB 0<|Z;|<en

Ce terme converge vers 0 par le théoréme de convergence dominée. L’application de
ce théoréme est justifiée parce qu’en utilisant (3.2.21), on obtient :

2

1
V(T X Z)P < |H(T: X, 7)) / £V (T) + 0 H(T, X, 7)) do
0

’

< |H(Ty, Xi, Z)]? [Nk (£,

et E > |H (T}, X;, Z)|* < oo (voir la relation (3.2.30)).

T;<tATk, Xi€B, 0<|Z;|<en

Nous allons maintenant traiter le troisitme terme en montrant que 75, — T3
dans L'(2). Comme dans la partie a), E|Ty, — T5| < Cy + D;, ot C;; et D} ont les
mémes définitions comme dans la partie a) avec ¢t remplacé par ¢ A 7. En utilisant la
Remarque 3.1.1,

t/\T].C
cr = E/ / / \Un(s, x, z) = Ul(s, z, 2)| v(dz) dz ds
{en<|2|<1}

t/\Tk
= / // \Un(s, z, z) = Ul(s, x, z)| N(ds, dz, dz)
{5n<|z\<1}
= (T, Xi Zi) = U(T, Xas Z3)[°

T;<tA1y, X; eB en<|Zi|<1
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Par la relation (3.2.24), U,(T;, X;, Z;) — U(T;, X;, Z;) presque stirement pour chaque
i. En utilisant 'inégalité (3.2.26), on observe que :

1"

1
Un(Th, Xo, ) = U(TL, Xy, 20| < |H(Ts, Xiy Z)) / £ (Ya(T)+
0

OH(T,, Xi, Z) — ' (Y(T)) + 0 H(T;, X, Zi))‘ df.

Cette intégrale est borné par 2 Ni(f"), ott Np(f") = sup |f"(z)|. Donc
<3k

\U(Ty, Xi, Zi) — U(Ty, Xi, Z)| < 2N(f)|H(T;, X;, Z))? et par le théoréme de
convergence dominée C? — 0. En ce qui concerne D}, en utilisant la Remarque
3.1.1

n?’

tATE
D; = E/ // \U(s, x, 2)|v(dz) dz ds
{0<|z|<en}
tATE
= / // U(s, z, z)| N(ds, dz, dz)
0<\z|<8n}

- |U(TH Xi, Z)|

T <tA7g, Xi eB 0<|Z;|<en

Ce terme converge vers 0 par le théoréme de convergence dominée. L’application de
ce théoréme est justifiée parce qu’en utilisant 1'égalité (3.2.27), on observe que :

1

U, X, 20| < B X 2R [ 0@y o, X, Z)| 00
0

< 2Nk<f/,) |H(E7 Xia Zi)|27

et E > \U(T;, Xi, Z;)| < 0.
T; <tATk, X;€B, 0<|Z;|<en
Finalement pour le terme T;,. On observe, que T, — T dans L'(Q), parce

que E[Ty, —Ty| < EftAT’“ (Yo(s)) — f(Y(5)||G(s)|ds — 0 par le théoréme de
convergence dominée. L’ apphcatlon de ce théoréme est justifiée parce que |Y,(s—)| <
k pour chaque n et donc le terme sous 'intégrale est dominée par 2sup|f (z)||G(s)|.
) O

On considére maintenant le cas B = R%.
Théoréme 3.2.4. Soit Y = {Y (t) }+>0 un processus défini par (3.2.12) avec B = R,

ot on suppose que G, H et K sont des processus prévisibles tels que G satisfait (3.2.4),
H satisfait

t
E/ / / |H(s,z,2)|]> v(dz) dx ds < oo, pour chaquet > 0, (3.2.31)
Rd J{]z|<1}



3. FORMULE DITO 39

et K satisfait :

t
E/ / / |K (s,z,2)|v(dz) dx ds < 0o, pour chaquet > 0. (3.2.32)
0 JREJ{|z[>1}

On considére la modification cadlag du processus Y (notée aussi Y) donnée par le
Théoreme 3.1.4. Alors, pour chaque fonction f € C*(R) et pour chaque t > 0, la
relation (3.2.13) a lieu presque sirement avec B remplacé par R dans les intégrales
du membre de droite.

Démonstration. On suppose que H satisfait I’hypothése (B) ou K satisfait I’hy-
pothése (D). (Dans le cas contraire, le résultat s’ensuit par le Lemme 3.2.2 ou par le
Lemme 3.2.1.) Soient (E,),>1 C %,(R?) la suite d’ensembles donnée par la Théoréme
3.14 et Y,, = {Y,,(t) }+>0 le processus donné par (3.2.12) avec B = E,,. On note aussi
par Y, la modification cadlag de ce processus (obtenue en utilisant le Théoréme 3.1.3
pour le deuxiéme terme, qui dépend de H). Par le Théoréme 3.1.4 on sait que :

sup |Yn(s) = Y(s)] —> 0, quand n — oo presque sirement, (3.2.33)
s<t

sup |V, (s—) =Y (s—)] — 0, quand n — oo presque strement. (3.2.34)
s<t

En écrivant la relation (3.2.13) pour Y,,(¢), on obtient :
fYa ) = f(Ya(0)) =
/0 / /{| >1} [f(Ya(s—) + K(s, z, 2)) = f(Ya(s—))] N(ds, dz, dz)

v [ ] [ B0 4 B, ) = (05 (a-)) W, o, )
" /ot/n /{|2S1} e il = I

— H(s,z, z) f/(Yn(s))] v(dz)dxds —i—/o f (Yo(s))G(s)ds
= T+ Doy +Tsn+Thn. (3.2.35)

Par la relation (3.2.33) et la continuité de f, le membre de gauche de (3.2.12)
converge presque sirement vers f(Y(¢)) — f(Y(0)). Il nous reste a justifier le passage
a la limite pour le membre de droite. Pour cela, on note par 1}, T5, 15, T, les quatre
termes dans le membre de droite de (3.2.13) avec B = R?. On considére deux cas : a)
f et f" sont bornées; b) f € C*(R) est arbitraire.

a) Pour le premier terme on note W, (s, z, z) = f(Y.(s)+K(s, z, 2)) — f(Ya(s)),
Wi(s, x, z) = f(Y(s)+K(s, x, 2))— f(Y(s)) et on observe que : E|T} ,,—T1| < L,+J,,
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ou :
t
L - E/// (W, — W)(s, 2, )| N(ds, dz, d)
0 n J {|z|>1}
t
_ E/// (W, — W(s, 2, 2)| v(d=)dx ds,
0 n J{]z|>1}
t
Jn = E// / \W (s, z, 2)| N(ds, dz, dz)
0 5w J{lz>1}
t
= E// / \W (s, z, 2)| v(dz)dx ds.
0 5w J{lz>1}

Par (3.2.33) et la continuité de f,
W, (s, x, z) — W (s, x, z) presque siirement, pour tout (s, z, z). (3.2.36)

Par la formule de Taylor (3.2.19) on a :

(Wa(s, x, z) = W (s, z, z)| < sxz|/ 1f (Vo(s) +0K(s,x,2)) —
f(Y(s)+0K(s,x,z2))|db. (3.2.37)

Par le fait que f est continue et bornée, on voit que |W,(s, z, 2) — W(s, z, 2)| <
211 ||os| K (s, , )| pour chaque (s, , z). Par le théoréme de convergence dominée,
en utilisant le fait que K satisfait (3.2.32), on déduit que ,, — 0. On note aussi que
J, — 0 par le théoréme de convergence dominée, parce que par la formule de Taylor
(3.2.19) on a:

Wi(s, z, z) = |K(s,z,z |/ F(Y(s)+0K(s,x,z2))db. (3.2.38)

et donc |W(s, z, 2)| < ||fl|s |K(s, z, 2)|. Ceci montre que Ty,, — T; dans L'(f2),
et donc Ty, —> T presque sirement pour une sous-suite {ny}.
Pour le deuxiéme terme, on va montrer que Ty, — Ty dans L*(Q) (et donc

15, — T5 presque sarement pour une sous-suite {ny};). On observe que : E|T5,, —
Ty* <2(A, + B,), ou :

2

A, = (Vo = V)(s, z, 2) N(ds, dz, dz)
{211}
= / / / (Vo = V) (s, z, 2)|* v(dz)dz ds,
. |<1}
B, = Vs, z, z) N(ds, dz, dz)
R/ {l=I<1}
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t
E/ / / \V (s, z, 2)|° v(dz)dz ds,
0 JER J{|z[<1}

avec Vy, (s, z, z2) = f(Yo(s) + H(s, x, 2)) — f(Ya(s)) et V(s, z, z) = f(Y(s) +
H(s, x, 2)) — f(Y(s)). Le fait que A, — 0 et B,, —> 0 s’ensuit comme dans preuve
du Théoréme 3.2.3, en utilisant (3.2.33) et le fait que H satisfait (3.2.31).

Pour le troisiéme terme, on va montrer que T3, — T3 dans L'(Q) (et donc

T3, — T35 presque siirement pour une sous suite {ng}x). On observe que E|T3,, —
T3| S On + Dn, ou

t
C, = E/ / / \Un(s, z, z) = Ul(s, x, 2)| v(dz) dxds,
0 JE, J{|z[<1}
t
D, = E/ / / \U(s, z, 2)| v(dz) dzds,
0 JER J{|z[<1}

avec U, et U donnée par (3.2.22) et (3.2.23). Le fait que C,, — 0 et D,, — 0 s’ensuit
comme dans preuve du Théoréme 3.2.3, en utilisant (3.2.33) et le fait que H satisfait
(3.2.31).

Finalement, T} , — T dans LY(Q2) comme dans preuve du Théoréme 3.2.3, en
utilisant (3.2.33) et le fait que G satisfait (3.2.4) .

b) Dans le cas général, on considére la suite (7 )g>1 définie par (3.2.28). Comme
dans la preuve du Théoréme 3.2.3, il suffit de montrer la relation (3.2.13) avec B
remplacé par R? et ¢ remplacé par t A 7, (pour un k fixé).

On écrit la relation (3.2.35) avec t remplacé par t A7, et on note par 17, T3 ., T3 ,
et Ty, les termes dans le membre de droite. On note par 77,75, T3 et Ty les termes
dans le membre de droite de (3.2.13) B remplacé par R? et ¢ remplacé par ¢t A1. Dans
le membre de gauche f(Y,(t A7) — f(Y(tAT)) = f(Y(EAT)) — f(Y(0)) & cause
de (3.2.33). On traite maintenant le membre de droite, qui contient quatre termes.

Pour le premier terme, on observe que : E|T}, — Ty < I + J, ot I* et J; ont
les mémes définitions que I, et J,, comme dans la partie a) avec ¢ remplacé par t A 7.

En utilisant la Remarque 3.1.1 et le fait que N = Y 61, x,, z,), on observe que :
i>1

t/\T].C
I = / / / |(W,, — W) (s, z, z)| N(ds, dz, dz)
n |z\>1}

= \Wo(T, Xi, Zi) — W(T;, Xi, Z;)],

T; <tAtg, X €FEn, |Z;|>1

tATY
Jy = / / / (s, x, z)| N(ds, dz, dz)
4 |z\>1}

- |W(TZ= Xi, Z>|

T; <tA1y, X €E¢S, |Z;|>1
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En utilisant l'inégalité (3.2.37), on observe que :

1
WalTis X, 2) = W (T, Xi, Z)] < KT X, 2] [ 17 0T+
0
0 K(T;, X, 7)) — [ (Y(T}) + 0 K(T;, Xy, Z:))|df < |K(T;, Xi, Z)|[Ne(f),
ou N} est donnée par (3.2.29). Pour la derniére inégalité, on a utilisé le fait que
Yo(Ti) + 0 K(T;, Xi, Zi)| < Yo(T)| + [ K(T;, X, Zi)| = |Va(T3)| + [AY(T3)] < 3k.
Par la relation (3.2.36), |W,.(T;, X;, Z;) — W(T;, X;, Z;) presque sirement pour

chaque 7. On observe que :

E > |K(Ty, Xi, Z) < E ) |K(T;, X;, Zy)|

T;<tAT, X;€En, | Z;|>1 T;<t X;€FEn, |Z;|>1

t
_ E/// K (s, 2, 2)| N(ds, dz, dz)
0 n J{|z|>1}
t
= E/// |K (s, x, )| v(dz) dx ds
0 JE, J{z>1}

t
< E/ / / |K (s, z, z)| v(dz)dxds < oo, pour chaque n > 1.
0 JREJ{|z[>1}

Par le théoréme de convergence dominée, on déduit que I — 0 et J; — 0.
L’application de ce théoréme est justifié parce qu’en utilisant (3.2.38), on obtient :

1

W(T, X, Z)| < |K(T, Xo, Z,) / [ (Y(T) + 0 K(T, X., Z))|db
0

et

E > |K(T, Xi, Z) < E ) |K(T;, Xi, )]

Ti<tA1, Xi€ES, | Z;|>1 T;<t X;€ES, |Zi|>1

t
= E/ / / |K (s, x, z)| N(ds, dx, dz)
0 JER J{|z[>1}
¢
= E/ / / |K (s, x, 2)| v(dz)dxds
0 JER J{|z[>1}

¢
< E/ / / |K (s, z, z)| v(dz)dxds < oo, pour chaque n > 1.
0 JRL J{|z|>1}

Le traitement des trois autres termes est similaire au cas b) de la preuve du Théoréme
3.2.3.
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0

Finalement, dans les deux derniers résultats de cette section, on considére le cas
ou H = K. On commence avec le cas d’une intégrale sur un ensemble B borné.

Théoréme 3.2.5. Soit Y = {Y(t)}i>0 un processus défini par :

= /OtG(s) ds + /ot/B s H(s, z, z) ]/\\f(ds, dx, dz) (3.2.39)

ot B € %,(RY), G = {G(t);t > 0} est un processus prévisible vérifiant (3.2.4) et
H={H(t, z,2);t>0,z€RY 2 € Ry} est un processus prévisible qui satisfait

¢
E/ / |H(s,z,2)|[*v(dz) dz ds < oo, pour chaquet > 0. (3.2.40)
Ro
On considere la modification cadlag du processus Y (notée aussi par 'Y ) obtenue en

utilisant le Théoréme 3.1.8 pour le terme fot I f{|z|<1} H(s, z, z) N(ds, dx, dz). Alors
pour toute fonction f € C2(R) et pour chaque t > 0, nous avons presque stirement :

fW@%ﬂﬂW:/%ws
//@ )+ Hs, a, 2)) — f(Y(s—))] N(ds, dz, d)

//40 $)+ H(s, z, 2)) — (Y (5))

H(s, z, 2) ' (Y(s ))} v(dz) dz ds. (3.2.41)

Démonstration. Ecrivons Y (¢) sous la forme du Théoréme 3.2.3 afin de pouvoir

Iappliquer. On a :
t t R
Y (t) :/ G(s)ds +/ / / H(s, xz, z) N(ds, dz, dz)+
0 0 JB J{|z|<1}

t
/ / / H(s, z, z) N(ds, dzx, dz),
o JB g1y

avec G(s) = G(s) — [, f{|z‘>1} H(s, x, ) v(dz) dx. Nous allons montrer que G(s)
satisfait (3.2.4) afin de vérifier les conditions du théoréme. Nous avons :

E/Ot Gs)|ds < E/Ot|G(s)\ds+E/Ut/B/{|z>l}]H(s, v, 2)|w(d2) d ds.
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au dernier terme du membre de droite,
nous obtenons :

t t
E/ |as|ds§E/|Gs|ds+
0
(// R]stz|2 v(dz) dxds) (///ﬁlzx} (dz) da:ds)
0
/|Gs]ds+
0

¢ 1/2
(t|B|v{z; |z > 1})"? (E/ / |H(s, z, 2)|*v(dz) dx ds) < 00,
0o JBJRg

/2

en utilisant (3.2.4), (3.2.40) et (2.1.1). En appliquant le Théoréme 3.2.3, on obtient :

Iy /f s) ds+
/ //|z>1} =)+ H(s, z, 2)) — f(Y(s—))] N(ds, dz, dz)

/ //|z<1} =)+ H(s, @, 2)) = f(Y(s=))] N(ds, dz, d2)

///M o Hlo 5

Y(s)) — H(s, z, 2) f (Y(s ))} v(dz) dz ds.

En remplagant G par sa valeur, en ajoutant et en retranchant la quantité
fo I f{‘ |>1} s)+ H(s, x, z)) f(Y(s))] v(dz) dxds, on obtient :

Y () = f(¥(0)) :/0 f(Y(s)G(s)d
- /t//H 1}les ) H(s, z, z) v(dz) dx ds

+///wu )+ His, z, 2)) — f(Y(s-))] N(ds, dr, dz)

_ ///|>1} §) + His, z, 2)) — f(Y(s))] v(d2) du ds
+//Am} <)+ His, x, 2) — f(Y(s-))] N(ds, dr, dz)
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/Ot/B/{|z|§1} [F(Y(s)+ H(s, z, 2)) — f(Y(s))—

H(s, x, z) f'(Y(s))} v(d2) dx ds.

///W” $)+ His, 7, 2)) — F(V(5))] w(d2) du ds.

En regroupant le deuxiéme terme avec le dernier, et le troisiéme avec le quatriéme, il
résulte :

fW@%ﬂWWz/fws
///| >1) —)+ H{(s, z, 2)) = f(Y(s—))] N(ds, d, d2)

/ //|z<1} =)+ H(s, z, 2)) = f(Y(s=))] N(ds, dx, dz)

///MH $)+ His, o, 2)) = F(Y(5))~

H(s, @, 2) [ (Y (s »} v(dz) da ds

//ﬂﬂ} $)+ H(s, v, 2)) = F(Y(5))-

Y(s)) H(s, x, 2)| v(dz) dw ds.

[’équation (3.2.41) s’en déduit par linéarité de I'intégrale.

Dans le cas ot H = K et B =R?, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.6. Soit Y = {Y (t) };>0 un processus défini par (3.2.39) avec B = R,
ot on suppose que G et H sont des processus prévisibles tels que G satisfait (3.2.4)
et H satisfait (3.1.13). On considére la modification cadlag du processus Y (notée
aussi par 'Y ) donnée par le Théoréeme 3.1.5. Alors, pour chaque fonction f € C*(R)
et pour chaque t > 0, la relation(3.2.41) a lieu presque sirement avec B = R? dans
les intégrales du membre de droite.

Démonstration. On suppose que H satisfait 'hypothése (E). (Dans le cas contraire
le résultat s’en suit par le Théoréme 3.2.5.) La preuve est similaire a celle du Théoréme
3.2.4. On écrit la relation (3.2.41) pour la modification cadlag du processus Y, =
{Y,(t)}+>0 définie par (3.2.39) avec B remplacé par E,, ol (E,),>1 C %(RY) est la
suite donnée par le Théoréme 3.1.5. Alors la démonstration sera faite en deux étapes
comme dans Théoréme 3.2.4. On omet les détails.

O
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3.3 Inégalité de Kunita

Dans cette partie, on présente un résultat qui est une variante de I'inégalité de
Kunita donnée par le Théoréme 2.11 de [25] (page 332).

Théoréme 3.3.1. Soit Y = {Y(t)}i>0 un processus défini par (3.1.12), ou H =
{H(t, z,2);t >0,z €RY 2 € Ry} est un processus prévisible qui satisfait (3.1.13).
On considére la modification cadlag du processus Y (notée aussi par Y ) donnée par
le Théoréme 3.1.5. Alors, pour chaque p > 2, il existe une constante C, > 0 telle que

pour chaque t > 0,
t P
E (sup |Y(s)|p) <G, {E (/ / |H(s, z, 2)[*v(dz) dx ds)
s<t 0 Re JRg

+ E/ot/R : \H{(s, z, z)|p1/(dz)dxds}. (3.3.1)

/2

Démonstration. Le cas p = 2 s’ensuit par le I'inégalité de Doob parce que :

E(sslg)\Y( ) ) <E[Y (1) / /R [ (s, 2 vid) s

On s’intéresse maintenant au cas p > 2. On applique la formule d’It6 (c’est-a-dire
Théoréme 3.2.6) avec f(x) = |z[P. Alors, f'(x) = plz[P~'sgn(z) = pa|z|P~? et
f(x) =p(p—1)|z[P~2 > 0, ot sgn(x) désigne le signe de . On obtient |V (¢)|P =
M(t) + A(t), ou :

vy = [ [ [0 4 s 2P = (5] R, d )

At) = //R/R 1Y (s) + H(s, 2, 2)]P — |Y(s)[”

— p|Y(s)P2Y(s)H(s, z, 2)] v(dz)dzds.

Puisque que E(M (t)) = 0, alors E|Y (¢)|? = E(A(¢)). On applique la formule de Taylor
de deuxiéme ordre pour la fonction f de la forme :

f(0) = f(a) = (b—a)f (a) + %(b —a) f (a+60(b—a)) pour un certain 6 € (0,1).
Dans notre cas a = Y (s) et b =Y (s) + H(s, =, z). On obtient :
V() + H(s, z, 2)[" = [Y(s)P = p|Y (s)"?Y (s) H(s, w, 2)

= %p(p — 1) H*(s, z, 2)|Y(s) + 0 H(s, x, 2)[P72 > 0. (3.3.2)
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Alors A = {A(t)}+>0 est un processus croissant positif, donc une sous-martingale.
Il s’ensuit que {|Y(t)[?}>0 est aussi une sous-martingale positive. En appliquant
I'inégalité de Doob, nous obtenons :

E (sup |Y<s>|p) < CLE(Y(O)P) = CLE(A(1)), (3.33)

s<t

p—1
qu’en utilisant U'inégalité (a + b)? < 2P~ H(a? +bP) sip > 1 ou (a + b)? < aP + VP si
0<p<1poura,b>0,

P
ou C) = ( z ) . Maintenant on va donner une borne pour E(A(t)). Notons d’abord

Y(s)+0H(s, z, )" < Co(|Y(s)P* + |01 H s, @, 2)"7)

Co ([Y(s)IP* +|H(s, z, 2)["?) |

IAIA

ot Cy = max(2F~2,1). En utilisant (3.3.2), on obtient :

Y(s) + H(s, z, 2)[P = [Y(s)[" = p[Y(s)["* Y (s) H(s, 2, 2)
< Cs(Y(s)P 2 H (s, @, 2)] + | H(s, @, 2)I") ,

ou C3 = %p(p — 1)C%. Par la suite,
t
E(A(t)) < CgE/ / Y (s)[P2|H(s, z, 2)]* v(dz) dz ds +
0 Jre JRg

CgE/O /Rd . |H(s, z, 2)|Pv(dz) deds =: C3 (K;(t) + Ka(t)).

Soit a > 1 une constante arbitraire. En réécrivant Ki(t) et en appliquant I'inégalité
de Holder, on obtient :

K\ (1) :E/Ot /R /R (éms)OH W2 [H(s, z, ) v(d=) d ds
sup (émsﬂ)ﬂ /;/R /R 02 |H(s, 7, =) v(d2) dm]
(e o o) )™ (o[ [ oo

v(dz) dx ds) : } !

() (o)™ (o [ [ f oo

< E

IN

IN
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p, 2
v(dz) dx ds) ’ }p.
p/ q

En utilisant 'iné < - b L; q = £7

p—2 2
Pp;? P2
a = <E {sup ]Y(3)|p]> et b = {E(fg Joa Jp, @2 [H (s, 2, 2)]? v(d2) dx ds) 2}p,

s<t
on obtient :

Ki(t) < Cyia*PE (sup |Y(s)|p) + Cs 2 P2 +2-p

s<t

E (/ot /Rd /Ro |H(s, z, 2)[>v(dz) dxds)g’

2
et C5 = o On observe que 2 (p—2)+2—p = (p—2)(5—1) = 5(p—2)%

-2

OflC4:p

Ainsi

) < oGt B (sup V()1

s<t
1 2 t g
b CyCrad @) E(/// [H(s, 2, ) v(dz) du ds)
0 JrIJRg
¢
+ CgE// |H (s, z, 2)|P v(dz) dz ds. (3.3.4)
0 JrIJRg

Par (3.3.3) et (3.3.4), on obtient :

E (sup \Y(s)|p> <0,030,0*PE (sup |Y(s)|p>

s<t s<t

+ C1C3C502® (/// (s, z, 2)|? (dz)dmds)
Rre JRo

+ O C’;;E/ / |H (s, z, 2)|P v(dz) dx ds.
0 Jrd JRy

Nous en déduisons que :

E(sup|Y( )\)[1—6’103040[ 7] <ozp[ /// (s, x, 2)
s<t R4 JRg

p t
v(dz) dx ds) g E/ / |H (s, x, 2)|Pv(dz) dx ds] :
0 Jre JRg
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ot o, = C C3 max{Cs oz (P=2)? 1}. En choisissant « suffisamment grand pour que
1—CC3Ca* P > 0 (Cest-a-dire a?~2 > Cy Cy, C3), on obtient (3.3.1) avec C), =
Qp

1— Cl Cg 04 042_1).

O

En utilisant la relation entre I'intégrale par rapport a N et I'intégrale par rapport
a L (voir le Chapitre 2 pour la définition de L), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.3.2. Soit Y = {Y(t)}+>0 un processus défini par :

Y (t) = /Ot g X (s, x) L(ds, dz), (3.3.5)

ot X ={X(t, x);t >0, x € R} est un processus prévisible qui satisfait (2.2.2). On
suppose que la mesure v satisfait :

my = [ |2z|Pr(dz) < oo, (3.3.6)

Ro

pour un certain p > 2. On considére la modification cadlag du processus Y (notée
aussi par Y ) donnée par le Théoréme 3.1.5 avec H (s, z, z) = X (s, z) z. Alors, pour
chaque t > 0,

t p/
E (sup |Y(s)\p) < G {vf”/Q E (/ 1 X (s, 2)|* dz ds)
s<t 0 JRd
t
+ mpE/ / | X (s, :c)|pd:cd5},
0 JRrd

ou C, est la constante donnée par le Théoréme 3.3.1.
Démonstration. On utilise le résultat du Théoreme 2.2.7 qui lie I'intégrale par
rapport & L a I'intégrale par rapport a N. Soit H(t,z,z) = X (t,z) z. On note que le
processus H vérifie les hypothéses du Théoréme 3.3.1. En appliquant ce dernier, on
obtient :

t p/2
E (sup ]Y(s)|p) <G, {E (/ X (s, 2)|* dv ds Els V(dz))
s<t 0 JRd Ro

t
+ E/ | X (s, :E)|pd:pds/ |z\p1/(dz)}.
0 JR4 Ro
t p/2 t
= G, {UP/QE (/ | X (s, z)]? da:ds) —i—mpE/ |X (s, w)]pdxds} :
0 JRd 0 JRd

O

2



3. FORMULE DITO 50

3.4 Inégalité de Rosenthal

Dans cette section, nous allons déduire par une autre méthode I'inégalité (3.3.1)
de la section précédente. Cette méthode se base sur I'inégalité de Rosenthal (Théoréme
B.2.3, Annexe B). L’avantage de cette méthode est qu’elle montre qu’on peut prendre
la constante C,, dans (3.3.1) comme la constante B, dans I'inégalité de Rosenthal, qui

est de 'ordre de P .
Inp

Théoréme 3.4.1. Soit Y = {Y(t)}+>0 le processus donné par :

¢
Y(t):/ // H(s,z,z) N(ds, dz, dz),
0 JBJ{z>e

ot B€ %,(RY), e >0et H={H(t x, 2);t>0, 2R 2Ry} est un processus
prévisible tel que :

t
E/ / / |H(s,x,2)|*v(dz) dz ds < oo, pour chaquet > 0. (3.4.1)
0 JB J{|z|>e}

Alors il existe une modification cadlag du processus Y (notée aussi Y') tel que pour

chaquet >0 etp>2:
1/p t p/2
{E <sup \Y(s)\p)l < B,¢ |E (/ / / |H(s,z,2)]> v(dz) dx ds>
0 JBJ{z|>e}
t 1/p
- {E/ / / |H (s, x,2)|" v(dz) dzx ds] } . (34.2)
0 JBJ{z|>e}

s<t
ot B, est la constante dans l'inégalité de Rosenthal donnée dans le Théoreme B.2.3
(Annezxe B).

1/p

Démonstration. En utilisant la définition de I'intégrale par rapport a N , on peut

écrire :
t
Y(t) = /// H(s,z,z) N(ds, dz, dz) —
0 JB J{|z|>¢}

/Ot /B /{|z>s} H(s,z, z)v(dz) dv ds = Ya(t) + Ye(?).

On observe que Yy(t) est donné par une somme avec un nombre fini de termes et par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

BIY.(0)] < (¢|Blv(sil:| > e (& [ g /{ L Hs () d ) s
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On utilise le Théoréme B.2.2 (Annexe B). On observe que Y est une martingale cadlag
de variation quadratique prévisible donnée par :

V(1) = /0 t /B /{ (s ) vlas) deds, (3.4.3)

De plus, le saut de Y au temps t est donné par AY (t) = AY,(t), car Y. est un processus
continu. Soit I' = {# € R; |z| > €}. On utilise la représentation de N|r, «pxr donnée
par (2.1.4) avec B remplacé par [0, t] x B et I'; remplacé par I'. Alors 'application
t — Yy(t) est une fonction étagée donnée par :

Yo(t) =Y H(T:,X:,Z;) si T,1 <t <T,.

i=1

On en déduit que la fonction t — Y a un saut de taille H(T;, X;, Z;) au temps T;.
On obtient alors, en utilisant le fait que application s — Yy(s) a un nombre fini de
sauts dans [0, 1] :

B (swplav(e)r) = B (swplavie)r)

s<t s<t
< E (z |AYd<s>|p> 5 (z |H<n,xi,zi>|p)
Sgt Tigt

t
= E/// |H (s, x,2)|" N(dz, dzds)
0 JBJ{z|>e}

t
= E/// |H(s,z,2)|" v(dz)dx ds,
0 JB J{|z|>e}

ou la derniére égalité est obtenue en utilisant la Remarque 3.1.1. La conclusion s’ensuit
en appliquant le Théoréme B.2.2 (Annexe B) au martingale cadlag M = Y, et en
utilisant la relation (3.4.3).

O

Théoréme 3.4.2. Soit Y = {Y (t)}i>0 le processus donné par :

t
Y(t):// / H(s,x,z) N(ds, dz, dz),
0 JRE J{|z|>e}

otie >0 e H={H(t x, 2);t >0,z €RY 2z Ry} est un processus prévisible
vérifiant (3.4.1) avec B = R4, Alors il existe une modification cadlag du processusY
(notée aussi Y ) tel que pour chaquet >0 etp > 2 :

{E (sup \Y(s)\”)r/p < B, E(/Ot/R /{|Z>E}|H(s,:c,z)\21/(dz) d:cds)p/2]

1/p

s<t
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+ {E /0 t /R d /{ () via:) dxds] l/p}, (3.4.4)

ot By est la constante dans "inégalité de Rosenthal donnée dans le Théoréme B.2.2

(Annezxe B).

Démonstration. Fixons ¢ > 0. Si un des deux termes dans le membre de droite de
(3.4.4) est égal a l'infini, alors on a rien a démontrer. Donc, on suppose que les deux

intégrales sont finies. Ecrivons RY = | Ej, ot (Ey)k>1 C %y(R?), E), C Ejyq pour
k>1
chaque k et considérons :

t
Y () :/ / / H(s, x, z) N(ds, dx, dz), pour tout k > 1.
0 JE, J{|z[>¢}

En appliquant le Théoréme 3.4.1 & Y}, on obtient :

)] < o[ [ ross)”
+ [E/Ot /E /{z|>€}|H(s, 2, 2) (dz) da;ds] l/p}. (3.4.5)

On aimerait passer a la limite sur k. Pour cela, on va montrer que (Yy)r>1 est une
suite de Cauchy dans 'espace LP(£2; D([0,¢])). En appliquant le Théoréme 3.4.1 au
processus Y; — Y, on obtient pour tout k > [ :

1/p

2 (suplvics —Yl<s>|p>r/p < By(Ayi+ Br).

s<t
ou

1/p

i t p/2
Ay = |E (/ / / |H(s, z, 2)]*v(dz) dx ds) et
L 0 JER\E; J{|z|>¢}

r t 1/p
Bry = E/ / / |H (s, z, 2)|Pv(dz) dx ds] )
L JO JE\E J{|z[>e}

Soit X, = fg fEk f{‘z|>€} |H (s, z, 2)|?v(dz) dx ds. Alors, puisque (Xj), est une
suite de Cauchy dans LP/?(2), on déduit que Ay; = [E(X, — X;)?/?] Up _ || X% —
Xl||1/2 — 0, quand k,l —> oo. En effet, si on note

Lr/2(Q)
t
X:/ / / |H (s, x, 2)|*v(dz) dx ds,
0 JRE J{|z|>e}




3. FORMULE DITO 53

alors nous avons :

" p/2
E(X,— X)P?=E </ / / |H(s, , 2)|*v(dz) dx ds) — 0,
0 v J{lzl>e}

par le théoréme de convergence dominée. [’application de ce théoréme est justifiée
p/2
par le fait que E (fot Sz f{\2|>€} |H (s, z,2)|]* v(dz) dx ds) < 00.

Maintenant, en notant par ay = Efot s, f{\z|>a} |H (s, x, 2)|P v(dz) dz ds, on dé-
duit par le théoréme de convergence monotone que :

¢
lim a, = E/ / / |H (s, z, 2)|P v(dz) dx ds.
k—o0 0 JRI J{|z|>¢e}

Par conséquent (ay)r est une suite de Cauchy, et on en déduit que By, = (ar —
a))'/? — 0, quand k, | — oo. En résumé, on vient de montrer que (Y})g>1 est une
suite de Cauchy dans LP(£2; D([0,t])), qui est un espace complet. On en déduit qu’il
existe Y = kli_r)noon dans P'espace LP(§2; D([0,t])). En particulier, pour chaque s < t,
Yi(s) — Y(s) quand k —» oo dans LP(2), ce qui implique que Yi(s) — Y (s)
quand k£ — oo dans L?(Q). Par construction, Y (s) est la limite de {Yy(s)}x>1 dans
L2(Q). Donc Y(s) = Y (s) presque sirement, c’est-a-dire Y est une modification de

Y. Le passage a limite quand k& — oo dans (3.4.5) donne le résultat.
O

Finalement, on considére le cas ou I’ensemble {z;|z| > €} est remplacé par Ry.

Théoréme 3.4.3. Soit Y = {Y (t)}i>0 le processus donné par (3.1.12), ot H est un
processus prévisible qui satisfait (3.1.13). Alors, il existe une modification cadlag du
processus Y (notée aussi Y ) tel que pour chaquet >0 et p > 2 :

s ior)]” < sl Je([ [, [ wonorvaims)]

+ {E/Ot/]R : |H(s,x,z)|py(dz)dxds]l/p}, (3.4.6)

ot B, est la constante dans l'inégalité de Rosenthal donnée dans le Théoréeme B.2.2.

Démonstration. Siune des intégrales dans le membre de droite de (3.4.6) est infini,
alors on a rien & démontrer. On suppose maintenant que les deux intégrales sont finies.

Soit Ry = | Tk, avec I'y C Tga1, Tk = {2 € Ro; |2| > er} et €, L 0 quand & — 0.
k>1
Pour chaque k, on considére la modification cadlag du processus

t
Yi(t) :/ / H(s, x, z) N(ds, dx, dz), t>0,
0 JreJry
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donnée par le Théoréme 3.4.2. En appliquant le Théoréme 3.4.2, on obtient :

[E (Ss‘ilf !Yk(s)lpﬂl/p < B, E(/Ot/R i |H(s,:c,z)|2y(dz)dxds)p/2
[E/Ot /R RECERIRE dxds} Up}.

On va montrer que la suite (Yy)r>1 est de Cauchy dans Pespace LP(2; D([0,
appliquant le Théoréme 3.4.2 au processus Y, — Y}, on obtient pour tout & >

1/p
+

t])). En
l

1/p
[E (sup Yi(s) —YZ(SHPH < 27 B,(Ay + By,

s<t
avec
1/p

i t p/2
Aps = |E </ / / |H (s, z, 2)|*v(dz) dz d3> ] et
I 0 JreJr,

_ ¢ 1/p
By, = E/ / / |H (s, x, 2)|Pv(dz) dx ds] :
L Jo JrdJrr,

Le reste de la démonstration est similaire & celle du Théoréme 3.4.2.

O

Le dernier résultat de cette section est similaire au Corollaire 3.3.2 dans lequel
on considére le cas d’une intégrale stochastique par rapport a L.

Corollaire 3.4.4. Soit Y = {Y (t) }+>0 un processus donné comme dans le Corollaire
3.3.2. Si la condition (3.3.6) est vérifiée pour un certain p > 2, alors il eriste une
modification cadlag du processus Y (notée aussi Y ) tel que pour chaque t > 0,

1/p ¢ p/2
[E <sup|y<s)|p>] < B E(/ X (s, a;)\2dxds)
s<t 0 JRd
t 1/p
+ mzl/p {E/ / | X (s, a:)|pdxds] },
0 Jrd

ot B, est la constante donnée par le Théoreme B.2.2.

1/p

Démonstration. On utilise le résultat du Théoréme 2.2.7 suivi de 'application du
Théoréme 3.4.3 avec H(s,z,2) = X(s,z) z. On obtient ainsi :

t p/2
E (/ X (s,2)|” da ds>
0 Jrd

1/p
+

[E (sup \Y(swﬂw < plor

s<t
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t 1/p
my/? [E/ | X (s, )" dwds] }
0 Jrd

Le résultat s’en déduit.

3.5 Martingale exponentielle

Dans cette section, nous allons introduire la notion de martingale exponentielle,
qui, par la suite, sera utilisée dans l’apphcatlon du théoréme d It6 (voir (3.2.6)).
Pour tout h € L2*(Ry x R?), on note Ly(t) = [ [au h(s,2) L(ds,dz) pour t > 0.
On note d’aprés le Théoréme 3.1.5 que L, admet une modlﬁcatlon cadlag et nous
travaillons avec cette modification. En remarquant que :

t) = /000 /Rd Lio,q(s) h(s,x) L(ds, dx) =: L(¢),

ot ¢(s,x) = 1p4(s) h(s,x), par le Lemme 2.1.6 avec u = 1, on obtient que :

E [eZLh

_ exp{/om/R/ (¢i% Tl >—1—¢z1[0,ﬂ(s)h(s,x))u(dz)dxds}
= exp{/o /R/RO e ZM8T) 1 — iz h(s,z)) V(dz)dxds}
_ exp{/ /qu dxds}

ou ¥(u fR e'#* — 1 —izu) v(dz), pour u € R. On en déduit que E(M,(t)) = 1
pour tout t >0, ou

M (t) = exp {z La(t / /R ) da ds} (3.5.1)

Le résultat suivant est 'analogue du Lemme 5.3.3 de [1| pour le bruit L.

Lemme 3.5.1. Pour tout h € L*(R; x R%) continue a gauche en t (t > 0), on a
presque sdrement :

t)=1+ /Ot /]Rd/IR (2157 — 1) My (s—) N(ds, dz, dz). (3.5.2)
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Démonstration On apphque le Theoreme 3.2.6 a la fonction f(z) = €'* et le
processus Y (t) = )+ Zfo Jpa ¥( )) dx ds. On note alors que :

Y(t) = //Rd s, x)L(ds, dx) —i—z//Rd ) dxds
_ /O/Rd/Roh(s,x)zN(ds, dx,dz)+/0 (z /Rd\ll(h(s,x))dx) ds,

ou la derniére égalité est obtenue en utilisant le Lemme 2.1.8. En remarquant que
dans notre cas H(s,z,z) = h(s,z) z et G(s) =i [ V( )) dz, on obtient alors :

M, (t)—1_/tz'e‘y<><z/Rdxp(h(s,x))dx) ds
//R/RO VHh(s)2) _ (Y (6)] N(ds, da, dz)
v //R/R Y()+hlsa)2) _ oY) _ (s, 1) zie Y] w(d) da ds
_ _/0 (V) (/dell(h(, ))dx) ds
n / t /R d /R YOO 1) (s, d o)
n //Rd [/R (€MD _ 1 — i 2 h(s, ) v(dz)| duds.

En se rappelant que W(h(s, 7)) = [, (et=®= —1 —izh(s, z)) v(dz), on obtient :

/ / / zY(S zh(sz)z )N(ds dx, dZ)
Re JRg

Le résultat donné par (3.5.2) s’en déduit puisque M;(s—) = e?¥ (7).

Lemme 3.5.2. Pour chaque fonction h € L* (R, x RY) ett >0, on a :

t
E|M,(t)]* = exp{// |e”h(s’x)—1|21/(dz)dxds} (3.5.3)
0 JR? JRg

T
< exp{v/ |h(s,x)]2dxds}.
0o Jre
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Démonstration. On note que :

exp {z’/t/Rd h(s. ) L{ds, dx)_/ot [ R
- //Rd dxds}
) eXp{ (/ /R S H ) //R dxds)
B /0 RdR(‘I’(h(S,x)))dxds}7

ou R et Z désignent la partie réelle et la partie imaginaire. Puisque R(¥(h(s,x))) =
fRO(Cos((h(s,x)) — 1)r(dz), on en déduit que :

M (t)

E|My(t)| —exp{ / R(U x)))dxds}

- exp{/o /Rd/RO(Q—QCos((h(s,x)))y(dz)da:ds}.

On obtient le résultat en remarquant que pour tout z € R, on a |e'® — 1] = 2 —
2cos(z) = 4sin* £ < |z]?
Ul

Nous énoncons un résultat qui est ’analogue du Lemme 5.3.2 de [1] pour le bruit
L. On note que pour chaque A € %,(RY) fixé, le processus { L;(A)}+>o (voir la section
2.2) est un processus de Lévy a sauts purs. Donc il posséde une modification cadlag et
on travaille avec cette modification. On fixe T' > 0 et on considére LA (Q, FE, P), 'es-
pace des variables aléatoires & valeurs dans C de carré intégrable qui sont mesurables
par rapport a F% qui est donnée par (2.2.1).

Lemme 3.5.3. L’ensemble S = {exp <z > iy U Ltj(Aj)) ,t; € 00,7, uj € R,
Aj € B (RY))} est total dans LE(Q, FE, P).

Démonstration. Soit G € Li(, Fk, P) telle que E(G - F) = 0 pour tout F € S.
On doit montrer que G = 0. Pour cela, pour tout ¢; € [0,7], A; € B,(R?),u; € R, on
a:

0 F (ei S Ltj(Aj)) _E [ 12w b (ADE(GIL, (A, ..., L, (AD)] -

Par le Lemme de Doob-Dynkin (voir page 8, Proposition 3 de [26]), il existe une
fonction mesurable go : R” — C telle que :

E(G|Li, (A1), ... L, (An)) = 9 (L, (A1), ..., L, (A)) .
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Si on note par p, la loi de (L, (A1), ..., L, (An)), on déduit que :

/ eizyzl ujxjgg(l'l,.--,ﬂfn)d,un(xl""7x”):0'

n

Par le Lemme 5.3.1 de [1], il s’ensuit que g (z1,...,2,) = 0 pour u, presque tout
(x1,...,2,). Donc

E(G|L, (A1), ..., Li, (An)) = g6 (L, (A1), ..., Ly, (A,)) =0 presque sirement.
(3.5.4)
On note Ty = [0, 71N Q, et on note (s,)n>1 la suite des éléments de Ti. On considére
la filtration (F,),>1 donnée par :

Fo=0({Ls,(A1),..., L, (A); Ai € Bp(R?),1 <i <n}) VN. (3.5.5)

On note Foo =0 ( U .7-"n> = \/ F,.. Montrons que

n>1 n>1
Foo = Fr. (3.5.6)

Il est claire que F,, C F% pour chaque n, et donc F,, C FE. Pour 'autre inclusion, on

fixe t € [0,7] et A € %,(RY). 1l existe une suite (r,), C Ty telle que r, | t. Puisque

le processus {L;(A)}i>o est continu a droite, on a L;(A) = lim L, (A). Donc pour
- n—oo

chaque ensemble ouvert B € R,

{Lu(A) e BY = | J ({L..(4) € B}. (3.5.7)

m>1n>m

Puisque 7, € Tp, il existe une suite k,, telle que 7, = si,. Donc {L, (A) € B} =
{Ls, (A) € B} € Fi, C Fu, pour chaque n. Ceci montre que L;(A) est mesurable
par rapport a F, et donc FE C F,.. Ceci montre (3.5.6).

Par le corollaire du théoréme de convergence martingale (voir Corollaire C.9 dans
[10]), on a :

G = E(G|FF) = E(G|Fx) = lim E(G|F,) = 0, presque siirement,

n—oo

ot on a utilisé (3.5.6) pour la deuxiéme égalité et (3.5.4) pour la derniére égalité.
0

Le lemme suivant est ’analogue du Lemme 5.3.4 de [1] pour le bruit L.

Lemme 3.5.4. Pour chaque h € L*([0,T] x RY), I’ensemble {M,(T), h € L*([0,T] x
R} est total dans He := LA(Q, FE, P), ou My,(T) est donnée par (3.5.1).
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Démonstration. Soit G € Hc telle que E(GM,(T)) = 0, pour tout h € L*([0,T] x
R?). Alors on a :

0 = E (eiLh(T)*foT Jrd ¥(h(s,x))dzds G)

— oo e Vs deds gy i Ln(T) )

1l s’ensuit que E(e’ L+ G) = 0 pour toute fonction h € L2([0, T] x RY). En particulier,
on prend h = Y77 | u;ljgy1xa; avec u; € Rty € [0,T] et A; € Z(R?). Pour une
telle fonction h, on a

Lu(T) = /0 ' /R (s, ) L(ds, dr) :i " /0 ' /]R Vo) (9)14,(2) (s, da)
= z: u; Ly, (A;j).

On obtient que E(e' >i=1 XA G) = 0 pour tout u; € R,¢; € [0,T] et A; € B,(RY).
Par le Lemme 3.5.3, on conclut que G = 0. U

3.6 Théoréme de représentation d’Ito

On rappelle qu'un processus X = {X(¢,7,2);t > 0,z € RY 2 € Ry} est pré-
visible 8’il est mesurable par rapport & Po,g, xrixr, (Voir (2.2.1)). Pour montrer
qu’un processus X est prévisible, il suffit de montrer qu’il satisfait les deux proprié-
tés données dans la Remarque 2.2.3. Nous allons maintenant donner le Théoréme de
représentation d’Ito6 qui est I'analogue du Théoréme 5.3.5 de [1]|. Soit T' > 0 fixé et
(FF)i>0 la filtration donnée par (2.2.1).

Théoréme 3.6.1. Pour chaque F € L%(Q) qui est Fk-mesurable, il existe un unique
processus prévisible 1 = {¢(t,z, 2);t € [0,T), 2 € RY, x € Ry} qui satisfait :

T
2
E/o /Rd 5 [(t,x, 2)|*v(dz) dz dt < oo, (3.6.1)

tel que
T
F:E(F)+/ / W(t,x, z)N(dt,dx,dz). (3.6.2)
0 JrdJR,

Démonstration. Pour la démonstration, nous allons considérer trois cas :
Cas 1. On prend F = M;(T) pour un certain h € L*([0,T] x RY) qui est continue a
gauche en t. Dans ce cas, par le Lemme 3.5.1, on déduit (3.6.2) avec ¢(t,x,2) =
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(e?#ht2) — 1) My (t—). Il reste & montrer que v est prévisible et satisfait (3.6.1).
On observe que 1) est prévisible parce qu’elle satisfait les propriétés i) et ii) dans
la Remarque 2.2.3. Pour i), ¢ est le produit de deux fonctions continues a gauche
en ¢, donc 1 est continue a gauche en t. Pour i), on note que M, (t—) est Fl-
mesurable, donc F}Y-mesurable car FF C F}¥ ; et puisque Mj,(t—) est F;¥-mesurable
et (t,m,2) — h(t,z,2)z est B(R,) x B(RY) x B(Ry)-mesurable, on conclut que
Iapplication (w,,2) — ¥(w,t,z,2) est F¥ x B(R?) x B(Ry)-mesurable pour tout
t > 0. On observe que pour chaque t € [0,7], si (¢,), C [0,7] est telle que ¢, 1 t,
alors My (t—) = nh_{](r)lth(tn) presque stirement et donc par le Lemme de Fatou on a :

E[My(t-)* =E (h_m |Mh(tn)|2) < lim E|M,(t,)* < C,
n—oo n—oo

ot C' est une constante positive (voir Lemme 3.5.2). En utilisant I'inégalité | —1|> <
|z|?, on a :

T
2
E/o /Rd 5 [(t, x, 2)|*v(dz) de dt

T
< // M) 1P EM, (1) v(d=) da dt
0 R4 JRg

g T
< C/ / / 2 |h(t, 2)|* v(dz) dxdtzcv/ Ih(t, 2)|? de dt < oo.
0 JRIJRo 0 JRrd

Cas 2. On considére F = Y- a; My, (T) pour a; € Cet h; € L*([0, T] xRY). Le résultat
k

=1
découle de la linéarité deJl’intégrale.
Cas 3. On suppose que F' € Hc est arbitraire. Par le Lemme 3.5.4, il existe une suite
(F)n>1 qui est une combinaison linéaire complexe de variables aléatoires de forme
M,(T) et E|F, — F|> — 0 quand n — oo. D’aprés le deuxiéme cas, pour chaque
n>1,ona:

T
F, =E(F,) + /0 /R A Un(t, z, 2)N(dt, dz, d2), (3.6.3)

pour un certain processus prévisible v, qui satisfait (3.6.1). On montre que (¢,),
est une suite de Cauchy dans L2 (Q x Ry x R? x Ry, Paxr, xrixry, P dt dx dl/). Pour
voir cela, on observe que :

(F, — F,)) — B(F, — F,,) = /OT /R /R (0 — ) (£, 2, 2) N (A, dz, d=),

et

E|F, — F,|* — |[E(F, — F,)|*> = E|(F,— F,) —E(F, — F,)?
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T
_ 2
B /0 /R 16—t 2Pt e

Le membre de gauche de la relation précédente converge vers 0 quand n,m — oo,
car (F},),>1 est une suite de Cauchy dans L(2) (donc dans L{(2)). Ceci montre que
(¥n)n>1 est une suite de Cauchy dans I'espace mentionné ci-dessus et on note par
sa limite dans cet espace. Par passage a la limite dans L?(2 x R, x R? x Ry) dans
(3.6.3), on déduit (3.6.2).

O

Exemple 3.6.2. (Représentation d’'Ito de F' = L4(B)) On rappelle que :
t
L(B) = / / / zN(ds,dx,dz) pour chaque t >0 et B € %(Rd). (3.6.4)
Ro

En utilisant la formule d’'Ttd (voir Théoréme 3.2.5) pour le processus Y (t) = L;(B)
avec G =0, H = z et la fonction f(z) = x?, on obtient

[2(B) = zs|B|v+///R (2L (B) + ) = N(ds, dz, d-)
0

= t|B|v+/0 /B(QLS_(B)—l—z)L(ds,dx).

En particulier, pour ¢ = T', on obtient la représentation d’Ito6 pour L3 (B) :
T
[2(B) = T|Blv+ / / (2L, (B) + 2) L(dt, dz). (3.6.5)
Exemple 3.6.3. (Représentation d'Ito de F = Z(T) = ¥ ™)) Soit

//]Rd/]R (s,2) 2 N(ds, dz, dz) //Rd/R 91 (s, 2)2Ju(dz) da ds.

oit h € L?([0,T] x R?) est une fonction cadlag en t, Z(t) = e¥'® et

/ / / ‘eh(s’z)z — 1= h(s,x)z| v(dz) dz ds < oo. (3.6.6)
0 JriJRr

En utilisant la formule d’Itd6 (Théoréme 3.2.6) pour le processus Y et la fonction
f(z) = e, on obtient que :

Z(t) = 1+/0t /Rd/R Z(s—)(e"*"* — 1)N(ds, dz, dz). (3.6.7)

En particulier, pour t = 7', on obtient la représentation d’It6 pour Z(7) :

T)=1+ /O ' /R d /R Z(t=) (") — 1)N(dt, dz, dz). (3.6.8)



Chapitre 4

EDPS avec un bruit blanc de Lévy

Dans ce chapitre, nous considérons ’équation stochastique :

Lu(t,z) = o(u(t,z)) L(t, z) + b(u(t,z)), t>0, xR, (4.0.1)
avec certaines conditions initiales déterministes, oit £ est un opérateur pseudo-diffé-
rentiel d’ordre deux & coefficients constants, b et o sont des fonctions réelles sur R et
L est le bruit blanc de Lévy introduit dans le Chapitre 2 (dans le cas d = 1).

Dans la section 4.1, nous allons montrer que cette équation a une solution unique
uw = {u(t,z);t > 0, € R} qui est continue dans L?(Q). Dans la section 4.2, nous
considérons deux exemples d’équations pour lesquelles on peut appliquer les résultats
de la section précédente : I’équation de la chaleur fractionnaire et I’équation des
ondes. Pour terminer, nous allons montrer dans la section 4.3 que, sous certaines
conditions, la solution de I’équation (4.0.1) a des moments d’ordre p. Ce résultat peut
étre appliqué pour I’équation des ondes, mais pas pour ’équation de la chaleur.

4.1 Existence et unicité

Nous allons donner un théoréme d’existence et d’unicité de la solution dont la
démonstration repose sur les itérations de Picard.

On note par w = {w(t,z);t > 0,z € R} la solution de I’équation homogéne
Lu(t,z) = 0 avec les mémes conditions initiales que (4.0.1) et par G, la solution
fondamentale du méme probléme (voir [12]). On suppose que G; est une fonction
positive dans L'(R) N L?(R). On note par FG; sa transformée de Fourier :

FG(§) :/e_ingt(x) dr, & €R.

R

On suppose que les applications ¢ et b sont globalement Lipschitziennes de constante
C, et (Y, c’est a dire :

lo(x) —o(y)] < C,lr—y| pourtout z,y € R, (4.1.1)

62
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lb(z) —b(y)] < Cplz—y| pourtout z,y € R. (4.1.2)
Donc, |o(z)| < |o(xz) — a(0)| + |0(0)] < Cy|z| + |o(0)]. Il s’ensuit que :
lo(x)| < D,(1+ |x|) pour tout = € R, (4.1.3)
ot D, = max(C,,|c(0)|). De la méme maniére, si on note D, = max(C, |b(0)]), alors :
|b(x)| < Dyp(1+ |z|) pour tout z € R. (4.1.4)
On note qu’il existe une constante Ly = max(C,, Cy) telle que :
max {|o(z) — a(y)|, |b(x) — b(y)|} < Lo |x —y| pour tout z, y € R. (4.1.5)
En choisissant Ly > max {D,, Dy}, nous avons :
max {|o(z)|, [b(z)|} < Lo (1 + |x|) pour tout x € R. (4.1.6)

De plus on suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

a) K:= sup |w(tz)* < oo,
(Hy) (t,z)€[0,T]xR
b) w(t,z) est continue par rapport a (¢, x),
et
a) = fOT Jo Gi(z)dxdt < oo et vp:= fOT Jp G7(z) dz dt < oo,
(H) b) t — FG(&) est continue pour tout & € R,
2 c) il existe € > 0 et une fonction positive k(-), telle que pour tout ¢ > 0
et h € 0,¢,
| FGrin(§) — FGE)] < k().
et

/OT/Rk?(@ dé dt < oo,

(voir hypothése C de la correction de [9]).
On introduit maintenant la définition de la solution de (4.0.1).

Définition 4.1.1. Un processus u = {u(t,z);t > 0,z € R} est une solution de
(4.0.1), si u est prévisible et pour chaque t > 0 et z € R, on a :

u(t,r) = wlt,x)+ / / Gy o(x — y) o(uls, ) L(ds, dy)

t
+ / /Gt_s(x—y) b(u(s,y)) dyds, presque surement. (4.1.7)
0 JR
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Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.1.2. On suppose que w satisfait ’hypotheése (Hy) et G satisfait ’hypo-
these (Hy). L’équation (4.0.1) admet une unique solution u = {u(t,x), t >0, x € R}
qui est continue dans L*(Q) et qui satisfait la condition suivante : pour chaque T > 0
on a :

sup  Elu(t,r)]? < cc. (4.1.8)
(t,x)€[0,T]xR

Démonstration. La démonstration est basée sur les itérations de Picard. On définit
alors la suite suivante :

Unt1(t,x) = w(t,x) +/0 /RGt_S(x —y) o(un(s,y)) L(ds, dy)

+ /0 /RGt_S(x — ) blun(s,y))dy ds, n >0 (4.1.9)
up(t,z) = w(t,x) (4.1.10)

Notons que par un changement de variable, on peut écrire u,,; sous la forme
t
wnltin) = w(ta)+ [ [ Gia—y) olun(s.) Lids, dy
0o Jr

¢
+ / /Gs(y) b(un(t — s,x —y))dy ds, n > 0. (4.1.11)
o Jr
Montrons d’abord la propriété suivante :
un,(t, x) est bien définie,
K,:= sup Elu,(t,2)]* < oo,
(t,2)€[0,T] xR (P)

u, est continue dans L?(f2), c’est a dire
| Elun(t +h,z+h) —u(t,z)* — 0 quand h — 0

D’aprés la propriété (H;), la propriété (P) est vraie pour n = 0. On suppose
alors que la propriété (P) est vraie pour u, et on va la montrer pour u, 1. Montrons
d’abord que u, est bien définie. On commence par montrer que la derniére intégrale
au sens de Lebesgue de (4.1.9) est bien définie. Notons que par l'inégalité de Holder
(voir la relation (B.1.1), Annexe B), en utilisant (4.1.6) et a) de ’hypothése (Hz) on

obtient :
E ( / t [ st =) (o) ds)2

</ t [Grta=vayas [ t [ G =) Bl o) Py s
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t 2
< 2L (1+K,) (/ /Gs(y)dyds> =2T7 L3 (1+ K,) < oo. (4.1.12)
0 JR

Maintenant, il suffit de montrer que l'intégrale stochastique du membre de droite de
(4.1.9) est bien définie. Pour cela on doit prouver que :

i) u, a une modification prévisible (qu’on appelle aussi u,,),

ii) Efot fR |Gi—s(x —y) a(un(s,y))|2 dy ds < oo.
Pour i), on observe que, par la troisiéme condition dans (P), u, est continue dans
L?(2) et par la définition de l'intégrale stochastique, u,(t,z) est F— mesurable
(voir (2.2.4)). Par une extension aux champs aléatoires de la Proposition 3.21 de [23]
(voir Proposition C.1.6, Annexe B), il découle que u,, a une modification prévisible.
Pour ii), notons qu’en utilisant (4.1.3), le fait que u,, satisfait la deuxiéme propriété
de (P) et le théoréme de Plancherel, on a :

B[ [ 1Gete =) otunlsn)F dyds

< 2L2//G W)L + Elun(s, y)[?) dy ds
< 205 (1+K,) //G?S y)dy ds =2L5 (1+ K,) v < oo.

La derniére intégrale ci-dessous est finie par (Hs) a).
On montre maintenant que wu, satisfait la deuxiéme propriété dans (P). Pour
ceci notons en utilisant (4.1.9), (2.2.3), (4.1.12) et le calcul précédent que :

Eluni(t,z)* < 3[ (t,x) +UE/ /Gf . y) |o(un(s,y))|?dy ds

s onaem ([ o dydsﬂ

< 3sup|w(t,z)|” +3v L3 (1 + K,,) //Gfsx— ) dy ds

(t,z) € [0,T]xR
+ 615 L5 (1+ K,) < oo,

ou v est donnée par (2.1.7).
Par I'hypothése (Hs) a), nous en déduisons que  sup  Elu,1(t,7)|? < oco. Ceci
(t,z)€[0,T]xR
montre que u,1 satisfait la deuxiéme propriété dans (P).
On va montrer la troisiéme propriété dans (P) pour u,;. Pour cela, nous com-
mengons par prouver la continuité en espace. Soit alors h > 0. En utilisant (4.1.11),
(2.2.3) et (4.1.3) et (4.1.3), nous obtenons :

Eltns1(t, z + h) — tpr (t,2))* < 3|w(t,x + k) —w(t,z)?
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+ 3v/ /E|a(un(s,y))|2|Gt_5(a:—y—l—h)—Gt_s(x—y)|2dyds

+ 3E(// sz —y+h) — blun(t — 5,7 — )] dydjj.lg)

D’aprés la propriété (Hy) b), le premier terme du membre de droit converge vers 0, si
h — 0. Le second terme est borné par :

3120 /Ot /(E|un<s,y)\2 1) [Grs(z =y + h) — Gralx — 1) dy ds
<3Liv(l+K,) //|Gt5 (x —y+h) — Gs(z —y)|* dy ds.
Par un changement de variable et le théoréeme de Plancherel nous obtenons :
[ G =y ) = Goosla =P dy
[ Gt 1) =GPy = o [ (FGuuho+)(6) = PG e
o [I= e G P

Notons que lim 1 — e ™¢12 =0 et |1 — e ?"¢|2 < 4. Par le théoréme de convergence
H

dominée, on conclut que le second terme de (4.1.13) converge vers 0, quand h — 0.
Pour le troisiéme terme, en utilisant 'inégalité de Holder (voir Annexe B, (B.1.1)),
on peut le borner par :

t
3L§FT/ /Gs(y)E|un(t—s,x—y+h)—un(t—s,fc—y)\zdyd&
0 R

Puisque u,, est continue en espace dans L?(2), on conclut par le théoréme de conver-
gence dominée que le troisiéme terme de (4.1.13) converge vers 0, quand A — 0.
Nous allons ensuite prouver la continuité en temps, uniformément en z. Pour
€ [0,7] et h > 0 telle que t + h < T', nous avons :

Eltn1(t +h, 1) — tupy1 (8, 2)]* < 3|w(t+ h,z) —w(t,v)|?

+ 6v {/ /E\a un(8,9)) |Gt+h s(z — )—Gt,s(:c—y)IZdyds
t+h
e [ [ Bt )P G o =) d s
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+ 6( //G unt—l—h—s:U—Z/))—b(un(t—s,x—y))]dyds)2

- 6( /Hh/ b(un(t +h — 5,2 — ))dyds)Q. (4.1.14)

D’aprés la propriété (Hy) b), le premier terme du membre de droite de (4.1.14)
converge vers 0, si h — 0. Les autres termes sont bornés par :

6vL;(1+K,) [/ /’Gt+h s —1y) — G (x—y)dyds

t+h
-I-/ / t+h9 dyds}

_’UL2 1 +K |:/ / |fGt+h 5 fGt—s(€)|2 dgds

t+h
+ / /|fGt+h s df d5:| )

ol on a utilisé le théoréme de Plancherel pour la derniére égalité. Puisque
fﬁh | FGin_s(&)| ds = foh | FG,11(£)|?dr, on déduit par le théoréme de convergence

dominée que hlirno ftHh Jo |FGrin—s(€)[? d€ ds = 0. En remarquant que
H

/ / FGrona(€) — FGo_ () deds = / / FGon(6) — FGL(E)? de ds,
0 R 0 R

et qu’en vertu de la propriété (Hy), Papplication s — FG4(&) est continue et
| FGein(§) — FG(E)]* < k2(€), alors, on déduit par le théoréme de convergence
dominée que :

lim / / | FGiin_s(&) — FG_s(6))? dé ds = 0.
R

h—0+ 0

Pour I’avant dernier terme de (4.1.14), en utilisant I'inégalité de Holder (voir inégalité
(B.1.1), Annexe B ) et (4.1.5), on peut le borner par :

GLQFT// Y E|un,(t +h —s,2 —y) — u,(t — 5,0 —5)|* dy ds.
Puisque u, est continue en espace dans L?(€2), ce dernier tend vers 0 par le théoréme

de convergence dominée. De la méme maniére, le dernier terme de (4.1.14) est borné
par :

t+h
GFT/ / y) Elb(u,(t +h — s, —y))|* dy ds
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t+h
<12L2Tr(1+ K,) / / y) dy ds

qui tend vers 0, quand h tend vers 0.
Pour la continuité a gauche en temps, soit ¢t € [0,7] et h > 0. Nous avons :

E |tupi1(t, %) — upia (t — h, x)]* < 3Jw(t, z) — w(t — h, z)|?

t—h
+ 6v [/ /E\J Un (8, Y7 |Gis(x —y) — Gips(z —y) > dy ds

[ ] Blotunts ) 6 e =y
+ 6 (E / / Go(y) [un(t — 5,2 — ) = blun(t —h — 5,2 — y)] dyds)2
+ 6<E /tih/RGs(y) b(un(t—s,x—y))dyds>2. (4.1.15)

De la propriété b) de (H;), on déduit que le premier terme du membre de droit
converge vers 0, si h — 0. Les autres termes qui suivent sont bornés par :

t—h
oo+ 5) | [ [ 16ite =) = Guaa = ) dyas

+ / /Gf s dyds}
t—h

t—h
- orask, {/ / FGoo(€) = FGrn (O] de ds

+ /th/m;t . dgds].

On remarque qu’en utilisant le changement de variable r =t — h — s, on obtient :

t—h
/0 / FC(€) — FCrp (O deds
t—h t
_ 2 B 2
/0 /R FCoon(€) — FCu(E) dedr < /0 /R FCrn(€) = FGE) de dr.

En utilisant la continuité de l'application s — FGs(&), et le fait que |FG,yn(§) —
FG,(&)] < E.(§), on conclut par le théoréme de convergence dominée que :

t—h
lim / | FGi_s(€) — FGy_p_s(€)]? dé ds = 0.
R

h—0 0
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De plus, puisque ftt_h | FG,_(6)|* ds = foh |FG,(€)|?dr, on déduit par le théoréme de
convergence dominée que hlirno [5 e [FGi—s(&)° dé ds = 0. Par l'inégalité de Holder
—

(voir inégalité (B.1.1), Annexe B), et (4.1.5), Pavant dernier terme de (4.1.15) est
borné par :

t—h
60 L / / V) Elun(t — 8,2 —y) —un(t — h —s,2 —y)|* dyds,

qui tend vers 0 quand h tend vers 0 par le théoréeme de convergence dominée et la
continuité de u,, en espace dans L*((2). Ceci conclut la preuve de la continuité de u,,
en temps, uniformément en espace.

Montrons l'existence de la solution. Soient

Jni1(t,x) = uppi(t,x) —uy(t,z), n>0

Jo(t,x) = wup(t,x), (4.1.16)

et H,(t) = sup E|J,(¢,z)|*. Notons que par (4.1.9),
z€eR

Jusr(t,2) / / Gy — y) [0(tn(5, 1)) — 0 (ttn-1(5,9))] L(ds, dy)
/0 / Gra( — ) D(un(5,9)) — bltnr(5,9))] dyds.  (4.1.17)

Alors par (2.2.3), (4.1.5) et 'inégalité de Holder (voir inégalité (B.1.1), Annexe
B), nous obtenons :

2

Bl Tt ) < 2 s Gis(@ —y) [o(un(s,y)) — o(un-1(s,y))] L(ds, dy)

/ [ G =) Blotun(s ) = oluns () dy s
+oory ( / / Gyvlz— ) E!b(w(s,y))—b(un1<s,y>>\2dyds)
212y //G y) ElJn(s, y)[?2 dy ds

+ 4L3I‘T/ / Gi_s(z — 1) E|Jn(5,y)|? dy ds
0o Jr

L E / / Gl — ) [b(tn(5,9)) — bt _1(5,9))] dy ds

IN

IN
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< 10 [ t sup |, (s.)f ([t 6t wla) as
e / .9 ([ 162,00+ Gl ) as
o C, = L max(v, I'r). (4.1.18)

Ainsi, en prenant le borne supérieure pour x € R, on a, pour tout n > 0 :
Hia) < 00 [ Bus) ot s)ds
0
ou
g(t) = /R[Gf(x) + Gi(z)] dx. (4.1.19)

En appliquant le Lemme 15 de |9] avec ky = ko = 0 et p = 2, nous déduisons que

Z sup [H,(t)]*? < (4.1.20)

t<T

Par conséquent, {u,(t, )}, est une suite de Cauchy dans L*(€2). On note par u(t, z) sa
limite. Pour chaque t > 0 et x € R, il existe une sous-suite {ny } telle que u,, (t,x) —
u(t,z) presque strement. Comme wu,, (t,z) est F}¥— mesurable pour chaque k, il
s’ensuit que u(t, z) est ¥ — mesurable. Montrons que {u, (¢, z)}, converge vers u(t, z)
dans L*(Q) uniformément en (¢, z) € [0,T] x R, ¢’est-a-dire :

sup  |un(t, x) — u(t, )| 12(0) — 0. (4.1.21)
(t,2)€[0,T] xR —00

Pour cela, on note par || - || la norme dans L*(Q2) et s, = > p_, sup |[J(t,2)||.
(t,x)€[0,T]xR
Par (4.1.20), >, -, sup  ||Ju(t,2)|| < co. Donc, (s,), est une suite de Cauchy et
= (t,2)€[0,T]xR
pour tout n > m

swp  ualtsr) —unlt ) = s | Y St
(t,2)€[0,T|xR (t2)e[0TIXR 207y
< sup Z [ Jx(t, )|l
(t,x)e[0,T]xR jR——

n

IN

sup || Ji(t, )| = S — Sm.

pRa— (t,z)€[0,T]xR
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On obtient que

sup  |un(t,2) — up(t,z)]]| — 0 . (4.1.22)

(t,x)€[0,T|xR T,M—=>00
Par l'inégalité de Minkowski, pour tout (¢,x) € [0,T] x Ret n > m, on a :
[un(t, ) — u(t, 2)|| < lua(t, 2) = wm(t, 2) || + [Jum (E, 2) — u(t, 2)]].
On prend m — oo et donc
funt,2) = ult, )| € T [fun(t, ) = tn(t,2)].
Ensuite on prend la borne supérieure pour (¢, x) dans [0, 7] X R et on obtient :

sup  fun(t,2) —u(t,2)|| < sup Tm Jlun(t, x) = un(t, 2)||
(t,x)€[0,T]xR (t,x)€[0,T]xR M7
< lim sup Un(t, T) — U (T, 2)]|.
S s () = w0

Pour voir pourquoi la derniére inégalité est vraie, on observe que celle-ci est équiva-

lente & linégalite Lim |ju,(t,2) — up(t,7)]| < lim sup  |un(t, ) — up(t, x)||
m—s00 M=% (¢,2)€[0,T] xR
pour chaque (¢, z), qui est vraie parce que ||u, (¢, ) —un,(t,z)|]| < sup  ||u,(t,x)—
(t,x)€[0,T]xR

um(t, )|, pour chaque m, et pour chaque (¢,x) € [0,T] x R.
En prenant maintenant n — oo, on obtient en utilisant (4.1.22) que :

m sup |’un(t>x) —U(t,aj)H
N0 (¢,2)€[0,T] xR

© Meo0m——00(; 1) [0, T] xR

Ce qui montre le résultat (4.1.21).

Nous allons maintenant montrer que u est une solution. Notons que ’application
(t, ) — un(t, ) € L*(2) est continue. En utilisant (4.1.21), il s’ensuit que (¢, ) —
u(t,r) € L*() est continue. Puisque u(t,x) est .#;— mesurable, il s’ensuit par une
extension aux champs aléatoires du Proposition 3.21 de [23]) (voir Proposition C.1.6,
Annexe B) que u a une modification prévisible. Par la suite, on travaille avec cette
modification.

Montrons maintenant que wu satisfait (4.1.7). Ceci découle par passage a la limite
dans L*(Q)) dans la relation (4.1.9). En effet, pour le membre de gauche notons que
Uny1(t, ¥) — u(t,z) dans L*(Q) par construction. Pour le membre de droite,

w(t, x) +/0 /RGt_S(x — ) o(un(s,y)) L(ds, dy)
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[ [ ettt v

— w(t,x) —I—/O /RGt_S(a: —y) o(u(s,y)) L(ds, dy)

/t/G”<“j —y) b(u(s,y)) dyds

| Gio s(x =) [o(un(s,y)) — o(uls, )] L(ds, dy)

dans L*(Q), car

2

- vE/”/G%s )0 (un(s, ) — o(uls, ) Pdy ds
1M%EAbéGiAx—wWA&w—USwNﬂwk

IN

¢
< vl sup E]un(t,x)—u(t,x)]2/ /Gfs(x—y)dyds
(t,2)€[0,T] xR 0 Jr
1 t
< govld s Bluto) - uaf [ [ IFGOFdsds 0
2w (t,2)€[0,T] xR o Jr n—>00

en utilisant (4.1.21) et par I'inégalité de Holder (voir Annexe B, (B.1.1)) avec p = 2,
on obtient
2

A Gis(z = y) [b(un(s,y)) = b(uls,y))] dy ds

E
0
t t
< Lg/ /Gt_s(y)dyds/ /Gt_s(a:—y)Emn(t,:v)—u(t,m)|2dyds
0o JR 0o JR

t 2
< L3 sup  Eluu(t,z) —u(t,2)| (/ /Gt_s(y) dy ds) — 0.
o Jr

(t,x)€[0,T]xR n—>00

On conclut que u satisfait (4.1.7).
Montrons maintenant que, la suite {u, }, satisfait :

sup  sup  Elu,(t,7)]* < co. (4.1.23)
n>1 (t,z)€[0,T]xR

La relation (4.1.8) s’en suit, car  sup  Elu,(t,z)]>? —  sup  Elu(t, z)|?
(t,z)€[0,T] xR (t,z)€[0,T]xR

quand n — oo. Pour montrer (4.1.23), observons en utilisant les équations (4.1.9),

(2.2.3) et (4.1.6) que :

2

t
Elu,1(t,2)> < 2w(t,z)]* +4E Gi_s(x —y) o(uy(s,y)) L(ds, dy)
R
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IN

IN

<

2

w| [ [ [ Gt =) Wt dy s

2K+4v/ /Gf (2 =) B lo(un (s, )| dyds

[ [ecavas [ [ G- Bt s
0 R 0 R
t
2K +8v Lg/ (1+SupE|un(s,y)|2> (/ Gfs(a:—y)dy> ds
0 yeER R
t
szite [ (1esw Bl () ([ Gete—nar) o
0 yeER R

¢
2K +8C / <1 +sup E |un(s,y)|2) g(t —s) ds,
0

yeR

ot g(-) est définie par (4.1.19) et C, par (4.1.18). En notant M, (t) = sup E |u, (¢, z)|>

zeR

et en prenant la borne supérieure pour z € R, on obtient :

M,1(t) <2K+ 8C) /Ot(l + M, (s)) g(t — s) ds.

En utilisant le Lemme 15 de [9] avec k; = 2 K et ks = 1, on obtient (4.1.23).

Pour T'unicité,
—u/(t,z). Alors par (2.2.3) et (4.1.1) :

d(t,x) = u(t, x)

Eld(t,z)]* <

<

supposons qu’il existe deux solutions u et u' de (4.0.1). Soit

| G (z =) lo(uls,y)) —o(u'(s,y))] L(ds, dy)

2

/0 RGH(ilf — ) [bu(s,y)) — b(d(s,y))] dyds

20 / [ 62 x =) Blotu(s.) — o (s.9) P dy ds
er/O /R ooz — 1) Blb(u(s, ) — b (5, )| dy ds

Cr / / (G2 (2 — y) + Grs(x — )| Eld(s,y)? dy ds,

ot Cr = max(v,['7). Soit maintenant H(t) = sup E|d(t, z)|>. Nous obtenons :

zeR

Bldtof < Cr [ 1) [67.e =)+ Grslo =) dyds

0
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= CT/OH(S)g(t—s)dS.

Par conséquent :

H(t) < CT/OH(S) g(t — s)ds.

En appliquant le Lemme 15 de [9] avec k; = ko = 0, on conclut que H(t) = 0. Donc
u(t,z) = u'(t,x) presque stirement pour chaque ¢t € [0,7],z € R.
0J

4.2 Exemples

Nous allons étudier deux exemples d’application du résultat précédent.

4.2.1 L’équation de la chaleur fractionnaire
Considérons 1’équation de la chaleur fractionnaire stochastique :

%(i, ) =— (=A)Y2u(t,z) + o(u(t,z))L(t,z) + blu(t,z)), t>0,z€R,
u(0,z) = g(z),

(4.2.1)
ou L est un bruit de Lévy introduit précédemment, o € (0,2], o est globalement
Lipschitzienne de constante Ly et g est continue et bornée. On suppose que g €
L'(R) U L*(R).

Dans ce cas G est une fonction de densité, c’est-a-dire [, Gi(z)dr = 1. En
fait, Gy est la densité d’une loi symétrique stable d’indice a, S,(¢,0,0) (voir [30]). 11
n’existe pas de formule exacte pour G, sauf dans les gas a = %, a=1leta=2 On

note par Gy(-) la solution fondamentale de 'équation 2% = —(—A)*/2u. Dans ce cas,

notons que la transformée de Fourier de la solution fondamentale G; est donnée par
FGi(§) = exp (—t[£]7),
et la solution homogéne est donnée par :
w(t, x) = / Gi(z —y)g(y) dy.
R

Lemme 4.2.1. a) L’hypothése (Hy) est vérifiée si a € (0, 2].
b) L’hypothese (Hs) est vérifiée si o > 1.
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Démonstration. a) Notons que :

2
sup Iw(t,x)F:( sup Iw(t,x)!> < 00,
(

(t,z)€[0,T]xR t,z)€[0,T]xR

puisque |w(t, )| < [ Gi(z —y) [9(y)| dy < ||g|lse < 0o (en utilisant le fait que Gy est
une fonction de densité).
Pour la continuité en espace de w, on a par un changement de variable :

w(t,z+ h) — w(t,z) = / (Golz + h— ) — Golz — y)] 9ly) dy
_ / o) lg(x + h— ) — gz — §)] d,

et donc |w(t,z +h) —w(t, z)| < [ Gi(@)|g(z +h —7§) — g(z — §)|dj — 0, quand
h — 0, par le théoréme de convergence dominée.

Pour la continuité a droite en temps de w, on suppose premiérement que g €
L'(R). En utilisant I'inégalité de Holder (voir Annexe B, (B.1.1)) avec p = ¢ = 2, on
obtient :

2

w(t + h,z) —w(t, )] = [Gt+h(w —y) = Gz —y)] g(y) dy

< / Grnle — y) — Gula — )2 l9(y) dy - / 9()| do
R
< 1lglle Ah) 9]l

ou Ay(h) = [3|Gen(x —y) — Ge(z — y)|> dy. Par le théoréme de Plancherel et le
théoréme de convergence dominée, on obtient :

Ah) = / FGran(€) — FGAO)? de

_ « —h any 2
— 27T/e2t£| (1 —e k"™ de — 0,

quand h — 0, car (1 — e*h|5|a)2 < 1sih > 0. Ce qui montre que w est continue
en temps a droite, uniformément en x. Pour la continuité & gauche en temps de w,
en utilisant (B.1.1), on a, pour chaque h > 0 :

2

w(t,z) —w(t —h2)]” = [Gt(fr— y) = Grnlz —y)] g(y) dy

< /\Gtx— — Gronle — ) |g<y>|dy-/R\g<x>|dx
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< Mlglleo Be(h) llgllr e,

ou
Bi(h) = /Wfat _ FG () de

= o e 2t=mE (1 — ~MEMY? gg — 0,

quand h — 0, car (1 — e*hma)Q < 1 et e 2NE" < e20=DE"  pour chaque
h € (0,1].
Si par contre g € L?(R), alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

[w(t + h,2) —w(t, o) < AW)lglliam — 0

— 0t
Pour la continuité a gauche en temps, si h > 0, alors par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

wit) = w(t = bl < Bl —.0-

b) Pour 'hypothése (Hs). On observe premiérement que I'y = fo Jp Gi(z) du dt =
T, car G, est une fonction de densité. On va montrer alors la propriété Sulvante :

//|fG |2d§d5<oo<:>/1+|§|a 0. (4.2.2)

Pour ceci, il suffit de montrer que

t
wm 1 / > @ 1
¢ ——— < | FGs(&)|7ds < ¢/ ————, (4.2.3)
el T bl
pour certaines constantes cil) >0 et CEQ) > (0 qui dépendent de ¢.
Notons que :
/ | FG,(6))? ds = | = (1 —exp(—=2t[|Y)). (4.2.4)
Pour [£| > 1, 0n a:
(e (21 ) < - (425)
— (1 —exp < 2.
€l ISI“ 1+ €]
Maintenant si |{] < 1, en utilisant les inégalités 1 — e ® < z, Vo > 0 et % < 1+|1£‘a,
nous obtenons que :
1 1 1 1
(1—exp (-2t [€[%) < ——2tf=dt~ <4t o (4:2.6)
53 53 2 L+ [¢]*
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En utilisant (4.2.5) et (4.2.6), on obtient :

(4.2.7)

(1 —exp(=22¢]*)) <4(t+1)

1
€] L4 [€]*

Remarquons que 1 —e™* > Vx > 0, et cela implique

1+ )
1 2t
== (1 —exp(=2t[{]?) > ——7=
€] 142t ||
On considére deux cas :
i) si2t|€]* > 1, alors 14 2¢ [{]* < 4t €] <4t (14 [£]Y),

i) si 2t [€]* <1, alors 142t [€]* <2< 2(1 + [¢]*).

Donc
1 2t 2t 1
e (P2 = e M e e (é “)

Par conséquent, en utilisant (4.2.4), (4.2.7) et (4.2.8), on obtient :

(1/4) A (E/2)
1+ ¢l

(4.2.8)

L+ [l

t+1
L4 [€]*

/|]—"G £)|%ds < 2

Ceci montre (4.2.3). On observe que fR 1+|§|a < oo si et seulement si & > 1. On en
déduit que la propriété a) de (Hs) est satisfaite si et seulement a > 1.

Il est clair que Papplication t — FG(§) = exp (—t |£]|%) est continue pour tout
£eR.
Pour la propriété c), on a, pour chaque ¢t > 0 et h > 0

[ FGen(€) = FGu(&)| = exp (—t[¢]*) (1 — exp (—h|¢]*))
< exp (—t[E]") = ke(£),

et [ [ ki(€)%dedt < oo si et seulement si @ > 1 (voir (4.2.2)).

]
4.2.2 L’équation des ondes
Considérons maintenant I’équation des ondes stochastique :
2 2 ‘
%(t,x) = %(t,x) +o(ult,2)L(t,2) +blu(t,z)) t>0,z€R
u(0,2) = g(x), z€R (4.2.9)
ou

—(0,2) = h(z), zeR,
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ou o et b sont globalement Lipschitzienne de constante Lj,. On suppose que g est
continue, bornée et h € L*(R).
On note que la solution fondamentale est donnée par :
1

Gi(2) = 5 jai<tps (4.2.10)
et sa transformée de Fourier par
sin (2 [¢])

i

La solution de I’équation homogéne est donnée par :

wit) = [ G hwdy+ 5 [ Gila ot dy

FG(€) = (4.2.11)

— l/m hy) dy + %[g(m +1) +g(z —1)].

2 Jos
Lemme 4.2.2. Les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées.
Démonstration. On commence par montrer que w satisfait 'hypothése (H;). No-
tons que :

w(t, )] < gl1hlls + gl < oo. (4.2.12)
Le fait que w est continue en (¢, z) résulte de la continuité de g et du fait que h € L'(R)

(par le théoréme de convergence dominée).
On vérifie maintenant 1’ hypothése (Hy). Pour la partie a), on observe premié-

rement que I'p = fo Jz Gs(x)dxds = 5 fo 2sds = - On va montrer maintenant
que :
(y__d¢ //;G 2dd<<> de 1213
& 1+|£|2 — | | 5 S & +|€|27 ( i )

pour certaines constantes ci >0 et cg )0 qui dépendent de t.

Si [€] < 1, on utilise le fait que |sin&| < [€], et donc sin®(s [¢]) < s%[€]?. On a :

sin® (s [¢]) _

1
G, 2
FEOF = =g <P

7 Lezny + 5" Lgg<y

< n 2 <o its
— S — —
= 14+ |§|2 {|£|>1} 1+ |§’2 {lg1<1}y = 1+ |£‘2

En intégrant nous obtenons :
t+1%/3

¢ 2
/O\st@\ ds < 2

Maintenant montrons qu’on peut borner inférieurement l'intégrale précédente. On
considére deux cas :
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i) Sit|¢] > 1, alors

Csinf(slgl) 1 [t
/o G 215\2/0“ cos(2 5 [€])] ds

1 [t_ 1
2021 2

Nous savons que sin(2 x) < x pour tout z > 1, alors

sin’(s Je) '
/o e T aEe

sin(2 ¢ [¢])

1
et en utilisant — |€|2 Z 7 |€|2, nous obtenouns :
[y, 1
o € AL+ P
iy . sinfr _ ., .
ii) Sit|¢| <1, dufait que —— > sin“(1) pour tout r € [0, 1], on déduit que :

sin®(s |€]) , ! sin?(1) 3
/0 |£|2 ds > Sln2(1)/052d32 3 ITEE

Par conséquent :

sin?(1) 3 At t+1t*/3
FGL(6)2ds < 2 .
3 1+\5P—/’ (©)Fds < 2

On en déduit que la propriété a) de (H) est satisfaite si et seulement si :

1
4—1+|€|2d§<m.

Cette condition est clairement satisfaite. Pour la partie b), on note que I'application

t— FGi(&) = sntlé) est continue pour tout & € R. Pour la propriété c), en utilisant

l€]
le fait que sina — sinb = 2sin a2b Ccos “erb, on a:

FGrn(6) = FGi(e)| = ‘5, sin (¢ + A1) [€]) — sin (¢ [¢])
- o (e)o((2) )
- 2\sm<%|5\)l‘

€l
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Remarquons que pour tout r e Ret 0 < h <1,

| sin(h x)| < V2

| T (2

Pour voir cette derniére inégalité, on observe que :

Pour chaque ¢ > 0 et h € [0, 2], on obtient :

2v/2
e e

Comme [, |k(&)[*d€ < oo, la propriété c) est vérifice.

| FGin(§) — FGi(&)| <

4.3 Moments d’ordre p

Dans cette section, on montre que si la mesure de Lévy v (qui caractérise le bruit
blanc de Lévy L) et la solution fondamentale G de opérateur £ ont des moments
d’ordre p > 2, alors la solution de I’équation (4.0.1) a aussi des moments d’ordre p.

Théoréme 4.3.1. On suppose que pour un certain p > 2 :

/Ot /R |Gs(y)|P dy ds < o0, (4.3.1)

my = |z|Pr(dz) < 0. (4.3.2)
Ro
Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.2, la solution u = {u(t,z), t > 0, x € R} de
Uéquation (4.0.1) satisfait la condition suivante : pour chaque T > 0,

sup  Elu(t, z)]P < oo. (4.3.3)
(t.x)€[0,T]xR

Démonstration. Soient (u,),>o la suite des itérations de Picard définie par (4.1.9)
et (Jn)n>o la suite définie par (4.1.16). Soit H,(t) = sup E|J,(t,z)[P. On rappelle
zeR

que J,11(t, x) contient un terme donné par une intégrale stochastique par rapport au
bruit L (voir la relation (4.1.17)).
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Alors, en utilisant le Corollaire 3.4.4, on obtient :

p

E[Jpi(t, )P <2771 E s Gis(@ — y)lo(un(s,y)) — o(un-1(s,y))] L(ds, dy)

p

+ 2B [ ] Gl = )bl (5, 9) — blunr(s,0)] dy ds

0
t p/2
< 22@‘”35{1)”2 (E / / |Gt_s<x—y>|2|a<un<s,y>>—a(un_1<s,y>>|2dyds)
0 R

by [ [ 1Gre = )Plotun(su)) = otuncs(s. ) dyds

P
+ 27'E

9

A Gis(z = y)[b(un(s, ) = b(un—(s,y))] dy ds

ou B, est la constante de (3.4.6). Pour le premier terme, on applique 'inégalité de

Holder avec p' = p/2 , ¢ = p/(p = 2), f(s,9) = |o(uals,y)) = o(un1(s,9))|" et
9(s,y) = |Gi_s(x — y)|* (voir la relation (B.1.1)). Pour le dernier terme, on applique
aussi I'inégalité de Holder ((B.1.1)). On obtient :

ElJuga (£, 2))"
t

< 22<p1>B£{vp/2uf/21 | [ G2 ta =0 Blotuns.) — oluns(s. )P dyds
0 JR

| / [ 62— ) Elotuats.) - <un1<s,y>>|pdyds}

(o o)

/0 / Groa( — )E (bt (5, )) — B(trnr (5, 9))IP dyds.

En utilisant I'inégalité (4.1.5), on obtient pour chaque t € [0,7] et z € R :

t
E|J, 1 (t,z)|p < 227D BY L {Up/2 Vf/2_1/ /G?s(x_y)E‘Jn(Say)|p dyds
0 Jr

+ / /G y) E| (5, y)[? dyds}

v / / Gru(z — y) Elu(s, )] dyds

/H d(t — s)ds,

IN



4. EDPS AVEC UN BRUIT BLANC DE LEVY 82

ou

!

C' =221 max( B Lgmry, LATP"Y mp, = max(vP/? Vg/%l, myp) (4.3.4)

5(t) = / [(G2y) + G2 () + Guly)] dy.

A cause de la condition (4.3.1) et I'hypothése (H,), la fonction § est intégrable sur
[0,7]. On prend la borne supérieure pour = € R. On obtient que pour chaque n > 0
et pour chaque t € [0, 7],

Hyo(t) < C / Ho(s) 6(t — s) ds. (4.3.5)
En appliquant le Lemme 15 de [9] avec k; = ko = 0, nous déduisons que

Z sup [H,(t)]'/? < co. (4.3.6)

n>0 t<T

Par conséquent, {u, (¢, z)}, est une suite de Cauchy dans LP(2). On note par u(t, z)
sa limite. Comme dans le cas p = 2, il s’ensuit que {u,(t,z)}, converge vers u(t, )
dans L?(2), uniformément en (¢,z) € [0,7] x R.
Montrons maintenant que {u,}, satisfait :
sup  sup  Elu,(t,z)|P < oc. (4.3.7)
n>0 (t,z)€[0,T]xR
En utilisant le Corollaire 3.4.4 on obtient :
p

t
Elu,1(t,2)]P < 22772 E Gi_s(x —y) o(un(s,y)) L(ds, dy)
R

p

+ 227 Nw(t, x) P + 2272 E Gt_s(x — ) b(un(s,y)) dy ds

p/2
< QSMBP{UP/Q( / / G2 (x — y)lo(ua(s. y>>|2dyds)

+ m, / / GE(z — )l (s, y>>|pdyds} + 9 fult, )P

p

+ 22p—2 E

s Gi—s(x —y) b(u,(s,y)) dy ds

En appliquant 'inégalité de Holder (B.1.1), on obtient :

t
Elty1(t, )P < 2573 BY {W Y / / G?_(z — y)E|o(ua(s, y))|P dy ds
0 JR
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t
b [ Gt ot )l dydsf + 27 ot
b ooz 1/ /Gt (& — 1) Elb(un(s, y)|P dy ds.

En utilisant I’équation (4.1.6), on obtient :

t
Blaa(tof < K+ [ (1+supE|un<s,y)|p) 5t — 5) ds,
0

yeR
ot K =2""1  sup |w(t,x)|” et C" est une constante qui dépend de p. En notant
(t,2)€[0,T] xR
M, (t) = supE|u,(t,z)?, et en prenant la borne supérieure pour = € R, nous en
zeR

déduisons que :
oot
My(t) <K+ C / (14 M,(s)) 6(t — s)ds.
0

En utilisant le Lemme 15 de [9] avec k; = K et ko = 1, on obtient que :

sup  sup  Elu,(t,2)|P < co.
n>0 (t,z)€[0,T]xR

La relation (4.3.3) s’en suit, car  sup E|u,(t,z)|P — sup E|u(t, z)[P
(t,z)€[0,T]xR (t,z)€[0,T]xR
quand n — oo.
0

Exemple 4.3.2. Dans le cas de I’équation des ondes, la condition (4.3.1) est satisfaite
pour tout p > 1. Dans ce cas, Gy(z) = % L{jz|<t}, €t on en déduit que pour tout p > 0

1
/ ey / it ds = 575, (4.3.8)

t t 1 1
P = [ ——sds=—+#>
/0 /RGS(y) dy ds —/0 2p,15d5 2pt : (4.3.9)

Remarque 4.3.3. Malheureusement, la condition (4.3.1) n’est pas satisfaite par 1'é-
quation de la chaleur pour p > 3. Pour cette équation :

1 p\y\Q 1-—p
/GP 27T8>p/2/ 2s dy—Cp 2

et donc
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oit ¢, = p /2 (27)1=P)/2 et donc

t t
/ /Gfs’(y) dyds = cp/ s =00 si p > 3. (4.3.10)
0 JR 0

Etudier les moments d’ordre p > 3 de I'équation de la chaleur stochastique avec un
bruit blanc de Lévy reste un probléme ouvert.

Remarque 4.3.4. La condition (4.3.2) est satisfaite pour tout p > 2 si L = {L(B);
B € By(R;+ x R)} est un bruit blanc de Gamma, c’est-a-dire sa mesure de Lévy v est
donnée par : v(dz) = az7' e #*1(,.0 dz (voir Exemple (2.1.5)). Dans ce cas

o r
m, = / |z|Pv(dz) = a/ Fle P dy = aﬁ < 0.
R 0 or



Chapitre 5

Intermittence pour ’équation des
ondes

Dans ce chapitre, nous allons montrer que la solution de I’équation des ondes
stochastique (4.2.9) avec un bruit blanc de Lévy L posséde la propriété d’intermittence
faible et est continue dans LP({2). Pour ceci, on suppose que la mesure v qui caractérise
le bruit L satisfait la condition (4.3.2) pour tout p > 2. Les résultats de ce chapitre
ont été publiés dans [4].

On note par GG la solution fondamentale de 1’équation des ondes dans R :

1
Gt(l‘) = 3 1{|$‘<t}, t>0, xR (5.0.1)

On se rappelle que T'; = fot Jo Gs(@)drds =t*/3 et v, = fot Jp G%(x) du ds = t* /4.

5.1 Inégalité stochastique de Young

Dans cette section, nous allons définir la convolution stochastique par rapport a
L, puis nous allons présenter une inégalité stochastique de Young pour le bruit blanc
de Lévy.

Comme dans [20], pour chaque processus prévisible ® et pour chaque 5 > 0 et
p > 2, on définit :

[0l = sup e Pt )], (5.11)
(t, z)€[0,00) xR

ot ||-||, est la norme dans LP(2). On note par £ I'espace des processus prévisibles ®
tel que ||®||s, < 0o. On identifie deux processus @y et @y tels que Oy (t, ) = Po(t, )
presque strement pour presque tout ¢ > 0 et z € R.

Lemme 5.1.1. £°P est un espace Banach.

Démonstration. On commence par montrer que £%? est un espace normé.

85
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i) 1l est clair que pour tout X € £°?, ||X]||5, > 0. De plus, si [|X||s, = 0 alors
|| X (t,2)||, = 0. On en déduit que X (¢, z) = 0 presque sirement pour tout (¢, ).

ii) Pour tout a € R, on a ||a X||g, = |a||| X||s,p, parce que ||.||, est une norme.
iii) Puisque || - ||, est une norme, l'inégalité triangulaire s’en déduit facilement.

Il est évident que £%P est un espace vectoriel. En effet, si a,b € Ret X, Y € LPP,
alors en utilisant le fait que la somme de deux processus prévisibles est prévisible et
les propriétés de la norme, on conclut que a X +bY € £8P,

Soit maintenant (X,,),, une suite de Cauchy dans £#? c’est-a-dire || X,, — X,n||5,
= sup e Y| X, (t,z) — X,(¢,7)||, tend vers 0 quand n, m tend vers I'infini.

(t,z) € [0,00) xR

Alors, on a pour chaque (¢, ), || X, (t,2) — X, (¢, z)||, tend vers 0 quand n, m tend
vers 'infini. Ainsi {X,,(¢,z)}, est une suite de Cauchy dans LP(f2), donc elle converge,
et on note X (¢,x) sa limite dans LP(2). Il faut montrer que :

a) X € LPP (¢est-a-dire X a une modification prévisible et || X||5, < 00),
b) || X, — X||s, tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
a) On observe que (X,,), une suite de Cauchy dans 'espace B = L? (2 x Ry x R,

Paxr, xr, P x e PPte A dt x Hlmg alx)7 ot A > 0 et Poyr, xr est la o— algébre en-

gendrée par les processus prévisibles sur {2 x R, x R, parce que :

1

16, = Xally = [ [ BIXu0) = Xl e
0

e Mdx dt
14 22

o 1
< HXn_XmHg,p/O e“dt/Rl_i_ﬂdx%O quand n,m — oo.

Comme B est un espace complet (voir Théoréme 19.1 de [6]), on conclut qu’il existe
X =lim X,, dans B. Par définition, X est prévisible. Comme la convergence dans L”

entraine la convergence en mesure (par U'inégalité de Markov) et la convergence en
mesure implique la convergence presque partout pour une sous-suite (par Théoréme
9 —2 Cde [7]), on conclut qu'il existe (ng)y telle que X, (w,t,z) = X (w,t,z) pour

p— presque tout (w,t,z), oit = P x e~ ANt 4t x HlIQ dx. 1l reste a montrer que

X est une modification de X. Puisque v = P X dt x dx est absolument continu par
rapport a p, on déduit que :

X, (w,t,z) — )N((w,t,x) pour v — presque tout (w,t,z). (5.1.2)

k

Soit N = {(w,t,x);(5.1.2) n’a pas lieu pour ce (w,t,z)}. On sait que v(N) = 0.
On considére la section N;, = {w € Q;(w,t,z) € N}. Par le théoréme de Fubini,
0=wv(N)= [ [z P(Nis)dxdt, donc P(N,;) = 0 pour presque tout (¢,2). On en
déduit que :

X, (t,x) — )~((t, x) presque sirement, pour presque tout (¢,x). (5.1.3)
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D’autre part, on sait que pour tout (¢,z), X, (t,z) — X(t,z) dans LP(Q2), ce qui
implique qu’il existe une sous-suite (ng, )y, telle que Xy, (t,z) — X (t,x) presque si-
rement. Cette derniére relation et (5.1.3) donnent X (¢, ) = X (¢, z) presque sirement,
pour presque tout (£, x). Ceci montre que X est une modification de X.

On montre maintenant que || X||g, < 0o. Puisque (X,,), est une suite de Cauchy
dans £°7, alors pour tout € > 0, il existe N, telle que pour tout n,m > N, on ait
e P Xn(t, x) — X, (t,2)||, < e. En faisant tendre m vers U'infini, on obtient :

e P X (t,2) — Xu(t,2)||, <& pour tout (t,x) et n > N.. (5.1.4)
Donc,
e IX (), < e X () = Xat 1)l + e[ Xa(t, D)l
< e+e X, (t,2)|l, pourtout (t,z) et mn > N..

En prenant la borne supérieure en (¢, z), on en déduit que :
1X(E,2)[|sp < €+ [[Xnllsp < oo

b) En prenant la borne supérieure en (¢,x) dans (5.1.4), on observe que ||X —
Xullpp < € pour tout n > N.. Ceci montre que || X — X, ||s, — 0 quand n — oo.
0J

Le résultat suivant est une variante de I'inégalité de Rosenthal (donnée par le Co-
rollaire 3.4.4) qui jouera le méme role dans notre étude que 'inégalité de Burkholder-
Davis-Gundy donnée par la Proposition 4.4 de [20] dans le cas d’une équation avec
un bruit blanc Gaussien.

Proposition 5.1.2. Soient h : R, x R — R une fonction mesurable telle que h €

L%([0,t] x R) pour tout t > 0. Alors pour tout ® € |J L*2, lintégrale stochastique
£>0

f(f Je h(s,y) ®(s,y) L(ds, dy) est bien définie et pour tout p>2 et t >0, on a :

[ [ s 965,00 L, ) p

¢ 1/2
< Bp{v”? ([ [ s ot iayas)
0 JR

ol ( / t / |h<s,y>|p||<1><s,y>\|gdyds> /} (5.1.5)

ot B, est la constante dans {inégalité de Rosenthal.
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Démonstration. L’intégrale f(f Sz h(s,y) (s, y) L(ds, dy) est bien définie car :

t t
B / / (s, )2 [B(s, )2 dy ds = / / (s, y)P 1|95, y) |3 dy ds
0 R 0 R
t
< ez, / / 253\ (s, ) 2dy ds
0 R

t
< 0|2, / / (s, y)Pdy ds < oc.

En appliquant le Corollaire 3.4.4 avec X (s,y) = ®(s,y) h(s,y), on obtient :

\ his,y) (s,y) L(ds, dy)

B[ [ et

t 1/p
ST <E/ /|h(s,y)|p|<1>(s,y)|pdyds) }:: B, (W21 +miPIT).
0 R

Par I'inégalité de Minkowski, on a :

p/2]1/P

S Bp ,Ul/2

1/2

[ [ sy o6, s

</ /mhs y) (s, dyd5>
— (/o /R!h(&y)\z\![(I)(s,y)]z"p/Qdde)l/Q

2

_ (At4|h<s,y>|2||<I><s,y>||§dyds)l/ ,

ou pour la derniére égalité, nous avons utilisé le fait que pour toute variable aléatoire
2 _ 2
YAl = Y]]
Pour le second terme, on note que :

" (/ot/R\h(s,y)!”E[@(S,y)‘pdde)l/p
- (/;/RIh(s,y)|p||c1>(5,y)||£dyd8)1/p

Le résultat s’ensuit. O

/2

IN
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Définition 5.1.3. Pour chaque ® € |J £%2, on définit la convolution stochastique
8>0
G® P par :

(G®D)(t,x) = / /Gt s(x —y) ®(s,y) L(ds, dy), (5.1.6)

pourt >0, z € R, avec (G ® ®)(0,z) = 0.

On observe que (G & ®)(¢, x) est bien défini par la Proposition 5.1.2 car
fot Jo Gi_(x —y) dyds < oo, pour tout t > 0 et x € R.
On rappelle que la convolution au sens habituel est définie par :

(G *D)(t,x) := /0 /RGt_s(x —y) (s, y) dyds, (5.1.7)

pour tout ® € |J L£72. Cette intégrale est bien définie car par I'inégalité de Holder
5>0
(voir la relation (B.1.1), Annexe B ) on a:

Gt sD(s,7) dyds

< //Gts y)E|P(s,y)| dyds//Gts y) dyds

il [ [ Gt =) dyds < 1201302 < ox.
0

IN

Le résultat suivant donne une inégalité stochastique de Young pour la convolution
de la solution fondamentale G de ’équation des ondes avec le bruit blanc de Lévy L.
Ce résultat est I'analogue de la Proposition 5.2 de [20] qui traite la convolution de la
solution fondamentale de G de 1’équation de la chaleur avec le bruit blanc Gaussien

Ww.
Proposition 5.1.4. Pour tout 3 >0, p>2 et ® € LP2, on a :

w21 (2m,\ VP
G all,, < {Mﬁ 3 (2z) " el 5.9

Démonstration. On fixe t > 0 et € R. On suppose que ||®||5, < 0o, sinon on a
rien a démontrer. En utilisant le fait que :

12(s, )], < ™ [|]5, (5.1.9)

et l'inégalité (5.1.5) avec h(s,y) = Gi_s(z — y), on obtient :

||(G®(I)) Gt s 1:_ ( 7y>L<d37dy)

p
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g<B{ ([ [ere-v mwwuwm)
o ([ - kumwwﬁm}
< Bpwmbm{ ([ [ate- dwﬁ)UQ
(o et}

Par la relation (4.3.8), on déduit que pour chaque p > 0,

QAQW8(4G?4x—yww)w

1 [ 1 [
= 2p_1/ep'gs(t—s)ds:%_l/epﬁ(t_s)sds
0 0

1 t 1 &
= —epf“/ e PP sds < epﬁt/ sePPs ds
0 0

1/2

2r—1 — 2r-1
1 1 e 1 1
_ Bt —r _ Bt
= 2])—1 Gp (pﬂ)z A Te dT = F W Gp . (5110)

On en déduit que :

1/2 1/
(Go o, < Bl {0 (S7) +mi (55 )
P P 84 2r-tp? B

p1/2 1 [/2m, 1/p
Bt
< &”@Wm{XEE+E(WBQ .

En divisant par e’? et en prenant la borne supérieure pour tout ¢t > 0 et z € R, on
obtient le résultat. 0

Remarque 5.1.5. Si G est la solution fondamentale de I'équation des ondes et W
est un bruit blanc Gaussien, alors en utilisant le méme raisonnement que dans la
démonstration de la Proposition 5.1.4, on obtient pour tout 5 > 0, p > 2 et & €
U £h2 .

B>0

Gt—s(y - ZL’) @(37 y) W<d87 dy

1
< zp == 1®l]g,
» 2V2 P
ou z, ~ 2,/p est la constante dans I'inégalité¢ de Burkholder-Davis-Gundy.
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5.2 Borne supérieure pour le moment d’ordre p

Dans cette section, nous allons montrer que le moment d’ordre p de la solution de
’équation des ondes stochastiques (4.2.9) posséde une borne exponentielle en temps.
On suppose que g est une fonction continue et bornée et h € L'(R). On note Ly =
max(C,, D,) ou C, et D, sont les constantes données par (4.1.1) et (4.1.3).

Soit (uy), la suite des itérations de Picard définie par (4.1.9) et (4.1.10).

Théoréme 5.2.1. Si la mesure v satisfait la condition (4.3.2), alors pour chaque
t>0,p>2etn>0,ona:

sup E|uy, (t, 2)[? < L¥ exp(L5/? pp/? Mpl/2 t), (5.2.1)

zeR

ot M, = max(v,my,), Ly et Ly sont des constantes positives qui ne dépendent pas de
.

Démonstration. On utilise le méme raisonnement que dans la preuve de la Propo-
sition 5.8 de [20]. Par définition, ug(t,z) = w(t, x) et

Upt1(t,x) =w(t,z) + (G ® o(uy))(t, x) + (G * b(uy,))(t, ). (5.2.2)

On rappelle que (voir (4.2.12))
1
w(t, 2)| < SllAllz + llgll =: K. (5.2.3)

En utilisant I'inégalité (4.1.6), on observe que :
|0 (un(t, 2))[” < L (L + Jun(t, 2)])".
En prenant 'espérance et puis la puissance 1/p, on obtient :
o (un(t, 2)[lp < Loll1 + |ua(t, )] |[-
Par I'inégalité de Minkowski, ||1 + |u, (¢, 2)| ||, < 1+ [|un(t, x)]||,, et donc
o unt 2y < o (14 fn(t, )1l
On multiplie par e ?* et on prend la borne supérieure pour tout ¢t > 0 et z € R.

Comme sup e #* =1, on déduit que :
>0

o (un)llsp < Lo (14 [[unllgp) - (5.2.4)

En utilisant les inégalités (5.1.8) et (5.2.4) on obtient :

(%

1/2 1 /2m, 1/p
6ot < Bism s () lotwll,
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< CopLo (14 llually, ) (5.2.5)

. w21 (2m,\ VP
o B e P) | 5.2.6
B.p P 2\/§ﬂ 9 (pzﬁz ( )

On note aussi que par U'inégalité de Minkowski, les relations (4.1.6), (4.3.10) et (5.1.9)

que :
‘//bu — y)blun(s, y)) dy ds
0

g//@sm-mmwwmmm
SI@AAGH@—w@Hm@wM@%

t
gLﬁ//Gmm—wu+Jw%maww

t2 t
= L5 Hllullay [ ([ Grate - may) as}
0 R

t? 1 g,
= Loq g *lunllapgse™ |

ou pour la derniére égalité, nous avons utilisé (5.1.10) avec p = 1. Ainsi, en multipliant
par e A, nous obtenons :

Ly _ Ly
< 5 P 4 @H%Hﬁm-

p

: Gis(z — y)b(un(s,y)) dy ds

Par conséquent, en utilisant le fait que sup (£ e #t) = 62452, on a :

>0

2L L
IG * bun)llsp < S5+ 55

Par application de I'inégalité de Minkowski dans U'espace L7? et les inégalités (5.2.3),
(5.2.5) et (5.2.7) on obtient :

[l [5.p- (5.2.7)

luniillop < [lwllsp + |G @& a(un)llsp + |G * b(un)]ls,p
2Ly LO

S Kt Cap Lo (Lt [lunllsp) + z55 + o llunllss

2 L
= K+4CppLo+ -

252 +L0<Cﬂp 52)||un||ﬁp (528)
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On fixe p > 2 et on doit trouver la constante 5 (qui dépend de p) telle que :
L Lo 1
Coplog< - et — <= 5.2.9
B,p +0 4 e ﬁ 4 ( )

Pour ceci, il suffit de choisir 3 telle que :

b
" 1
By Lo (5) "< 1
my NP (NP1
Bolo (#5) (#) <3
ce qui est équivalent a dire que :
ﬂQ > 4L
52 B2 v 4L )
f% > Bp m” > (4 Lo)P.

On se rappelle que B, = O (m ) Donc pour tout p > 2,ona B, < C’— < Cyp,
np

ou C' est une constante positive et Cy = ln2' On prend M, = max(v, mp). Ainsi, il
suffit de choisir 5 > 0 telle que :

62>02 2Mp<4L )2
{ 525 C?, 54/2 (4 LoV (5.2.10)

On observe que pour chaque p > 2, on a pP p+/2 =2pP 2 > %2. De plus, si on choisit
Lo > %, alors (4 Ly)? > (4 Ly)?, et si on prend C suffisamment grand telle que Cy > 1,
alors C§ > C2. Donc pour que (5.2.10) soit satisfaite, il suffit de choisir 3 telle que :
62 > Cp 2/2 (4 Lo)p == 2pp M (4 CO LD)

Comme 2 < 27, il suffit de prendre 3 telle que 5% > pP=2 M, (8 Cy Lo)P. On prend
B =p"2M,(9Cy Lo)P = p" > M, L5, Ly =9CyLy. (5.2.11)

Avec ce choix, la condition (5.2.9) est satisfaite. Par les inégalités (5.2.8) et (5.2.9),

on obtient : 1 1 1
||Un+1||57p <K+ - 1 + 22 + 3 HunHﬁp

alors pour tout n > 0, on a :

1 1
D définit K
onc, si on définit v = +4+22,

htnillsy <7+ 5 il (5.2.12)
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En utilisant la relation (5.2.12) de maniére récursive, on obtient :

n—1
5 1 5 1 1
E—f- ||UO||BP<2’Y+ K—-K‘f‘ +—: L1

jZO

Il résulte que :
|nl5,, < L, (5.2.13)

pour tout n > 0, avec $ donné par (5.2.11). Ceci signifie que pour chaque t > 0 et
v € R, [[un(t,0)]], < Ln 7, et donc

Blun (t, 1) < L} exp(p 1) < LY exp(Ly p* M,/ 1),

Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoréme 5.2.2. Si la mesure v satisfait la condition (4.3.2), alors la solution u =
{u(t,z);t > 0,z € R} de l'équation (4.2.9) vérifie pour tout p > 2 et v € R :

sup Elu(t, «)|P < L exp(LE p?/? MY? 1), (5.2.14)

z€R
ou Ly et Ly sont les constantes données par le Théoréeme 5.2.1.

Démonstration. Par la relation (4.1.17), on a :
Upt1 — Up = G ® [o(uy) — o(up_1)] + G * [b(uy,) — b(uy—_1)]. (5.2.15)

De la méme maniére que (5.2.5) et (5.2.7), en utilisant la propriété (4.1.1), on peut
montrer que :

1G @ [o(un) = o(un-1)lllg,, < Cap Lo l[un — un-llsp,

et
Ly
|G * [b(un) — b(un—1)]ll5, < o i |tn — 1],

avec Oy, donnée par (5.2.6). Donc, en utilisant I'inégalité de Minkowski, on obtient :
|| tngr — un“ﬁ,p < [IG® [o(un) — o(un-1)] ||5p + |G * [b(un) — b(un—1)]l[p

< CppLo [|un — un_]-H,B,p ﬁg Hun un—lylﬁ,p'
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En procédant comme dans le Théoréme 5.2.1, pour chaque p > 2 fixé, on peut choisir
la constante 8 (qui dépend de p) telle que (5.2.9) a lieu. Donc [[un41 — unllg, <
1 )

5 |[tn, — up—1]|5,- Par récurrence,

1

1
[tns1 — unlg,, < on |Jur — uol[ 5, < 2—n(2L1),

ott on a utilisé (5.2.13) pour la derniére inégalité. L'espace £7P étant complet et
> om0 |[tng1 = un|lz, < oo, on en déduit que (u,),>o converge dans cet espace. Sa
limite u est la solution de 'équation (4.2.9). Le résultat s’en suit en passant a la limite
dans (5.2.1). O

On introduit maintenant la définition des exposants de Lyapunov et de l'inter-
mittence faible (voir Définition 7.5 de [20]).

Définition 5.2.3. Soit u = {u(t,z);t > 0,2 € R} un processus aléatoire.

a) L’ezposant de Lyapunov supérieur de u est défini par :

1
¥p(z) = lim sup i log Elu(t,z)|’, p>0,z€R.

t—o00

b) L’exposant de Lyapunov inférieur de u est défini par :

1
v (x) = ligninf; logE|u(t,z)|’, p>0,zeR.
—00

¢) On dit que le processus u est faiblement intermittent si pour chaque = € R, on a
7,(x) >0 et 7,(z) < oo pour tout p > 2.

Remarque 5.2.4. Par le Théoréeme 5.2.14, on déduit que pour tout p > 2,¢ > 0 et
reR

1
JlogEfu(t, )" <

|3

log Ly + L& pP/? M1/,
et donc 7,(z) < L2 p2/2 M2 pour tout p > 2 et > 0.

Remarque 5.2.5. (Comparaison avec le cas du bruit blanc Gaussien) On considére
I’équation des ondes suivante, avec un bruit blanc Gaussien W :

0*u 0*u -
w(t, xr) = @(t, z)+o(u(t,z))W(t,z) t>0,zeR

u(0,2) = g(x), zeR (5.2.16)
ou

E(O,x) = h(z), zeR.
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On se rappelle que W = {WW(h);h € L(Ry x R)} est défini comme un processus
Gaussien de moyenne 0 et de covariance

B[ (g)W (h)] = /0 h /R o(t, ) h(t, z) de dt. (5.2.17)

L’intégrale stochastique par rapport & W a été construite par Walsh dans [32].
Soit (uy), la suite des itérations de Picard. Dans ce cas, en utilisant la méme méthode
que dans la preuve de la Proposition 5.8 de [20] (pour I’équation de la chaleur), on
peut montrer que pour chaque ¢t > 0 et = € R, ||u,||g, < Ly pour tout n > 0, avec
B = Lyp/?, ot Ly et Ly sont des constantes positives. Dans ce cas, pour tout ¢ > 0,
p>2,0na:
sup E|u, (t,z)[P < L? exp(Ly p*?t), n >0,
zeR
et aussi
sup Blu(t, z)[P < L¥ exp(Lq p*/?t). (5.2.18)
zeR
Par conséquent, I’exposant de Lyapunov supérieur de u satisfait ip(x) < Lop3/2.
Si on compare (5.2.18) et (5.2.14), on voit que la dépendance en p dans I'expo-
nentielle est plus compliquée dans le cas du bruit L que dans celui de W.

5.3 Borne inférieure pour le moment d’ordre 2

Dans cette section, nous allons montrer que la solution u de I’équation (4.2.9) est
faiblement intermittente. Pour ceci, il nous reste & montrer que pour chaque z € R,
on a vy, (x) > 0.

Théoréme 5.3.1. On considere ’équation (4.2.9) avec h =0 et b = 0. On suppose
qu’il existe une constante a > 0 telle que pour tout x € R, g(x) > a, pour tout x € R
et L, := i% lo(x)/z| > 0. Alors, il existe to > 0 tel que pour tout t > to,

a? v 1/2
i%Em(t, z)[* > - exp {LU (§> t} : (5.3.1)

Par conséquent, pour tout v € R, on a v, (x) > L, (v/2)"2.

Démonstration. Nous suivons la démonstration du Théoréme 7.8 de [20]. On se
rappelle que la solution de (4.2.9) est donnée par (4.1.9), et l'intégrale stochastique
par rapport a L dans (4.1.9) a une moyenne nulle. En utilisant la propriété d’isométrie
(2.2.3) et le fait que b =0 et E(u(t,z)) = w(t,x) on a :

Var(u(t,z)) = Eu(t,z)]* — w(t, z)? = Elu(t, z) — w(t, z)|?
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= o [ [ o plotuts. )P dyds

En utilisant les hypothéses sur g et h, on déduit que w(t,x) > a, pour tout t > 0 et
x € R. Puisque |o(z)| > Ly|z| pour tout x € R, on a par conséquent,

t
mmez&+ﬁv//bL@—wmwwW@@,
0 R

pour tout ¢ > 0 et x € R. On note I(t) = inﬂf{E]u(t,q:)P. En utilisant (4.3.8) avec
TE

p = 2, nous obtenons :

Liv [
Elu(t,z)|* > a® + % / I(s)(t — s)ds.
0

En prenant la borne inférieure pour tout x € R, on obtient :

I(t) > a2+% /Ot](s)(t—s)ds.

On utilise maintenant le Théoréme 7.11 de [20] basé sur la théorie de renouvellement.
On observe que ce théoréme est vrai pour n’importe quelle fonction g telle que §(t) =
e M g(t) est une fonction intégrable, pour un certain A > 0. On déduit que

I(t) > f(t) pour toutt > 0, (5.3.2)

—a—l—/f g(t—s)d

At pour un certain A > 0, nous obtenons :

ot f est la solution de

avec g(t) =
t
ftye M =a?e + / e M f(s) g(t — s)ds.
0
En faisant un changement de variable u =t — s, on déduit que :
t
ft)e™ = a?e? 4 / e Mt —u) g(u) du
0

t
= a’e M+ / e AWt —w) e M g(u) du.
0
Ainsi, on obtient :

fit)y=de? + / flt—s) (5.3.3)
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avec h(t) = e h(t) pour toute fonction h. Puisque I g(s)ds = ; sz, 1l suffit

de choisir \? = # pour que g devienne une densité sur (0,00). Donc (5.3.3) est
une “équation de renouvellement”. Avec ce choix sur A, en utilisant le Théoréme de
Renouvellement de Feller (voir page 363 de [13]), nous obtenons que :

hmf() fooo 2 —)\tdt: a2>\—1 _ a2 )\220,_2
s [tg(tydt — vI2ZA3 w2 2’

(5.3.2), on obtient liminf(e *I(t)) > %, et donc, il

t—00 2

existe to tel que in£E|u(t,x)|2 =1I(t) > % ert pour tout t > t.
Tre

car [;7sg(s)ds = %5

O

5.4 Continuité dans I’espace L?((})

Dans cette section, nous allons montrer la continuité de la solution u de ’équation
(4.2.9) dans l'espace LP(2). On commence avec deux résultats préliminaires sur les
accroissements de la solution fondamentale G' de ’équation des ondes.

Lemme 5.4.1. Soit G la solution fondamentale de I’équation des ondes. Alors, pour
tout p>0,t>0et helR

/ /|G Gs(y+ h)[P dyds = 2'77|h|t. (5.4.1)

Démonstration. On se rappelle que Gy(z) = $1{j5<¢ et on en déduit que G,(y) —
Gs(y+h) =3 (Ly<sy = L{yni<s)- Ainsi,

1 .
B _J 3 siy€ls—h,s)U(=s—h,—s]
Gl - Gty ={ § 52
Sans perte de généralité, on peut supposer que h > 0. Dans ce cas, on a

//|G y+h)|pdyds——// dyds——th
—h,s)U(—s—h,—s]

O

Lemme 5.4.2. Soit G est la solution fondamentale de l’équation des ondes. Alors,
pour tout p >0,t >0 et heR

BP(h / / Goanly) — Gu(y) dy ds = 27 |h ¢, (5.4.2)
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et pour h > 0

h
3
:/ /G§+h(y) dyds:ghz- (5.4.3)
o Jr

Démonstration. On suppose que h > 0. On remarque que :

siy € (—s —h,—s]U]ls,s+ h)
sinon.

G.0) = Gl = { ¢

On en déduit que :

t
[ [166)-Geraas = o [ [ dyds
0 JR (—s—h,—s]U[s,s+h)

= —th
2p

Le cas h < 0 est similaire. Par la définition de G, on a :
h h
® gy = L _ 1 _ 3 e
C, (h) = o /0 /Rl{|y|<5+h} dy ds = 2 /0 2 (8 + h) ds = 5 h=.

Les deux résultats suivants sont les analogues des Lemmes 5.3 et 5.4 de [20]
pour la convolution stochastique avec le bruit L. Le premier donne une estimation du
moment d’ordre p de ’accroissement en espace de la convolution stochastique avec un
processus P et le second en temps. Ces résultats seront appliqués pour ® = o(u,).

O

Proposition 5.4.3. Si G est la solution fondamentale de (4.2.9). Alors pour tout
p>2,6>0,tc[0,T] etx, 2’ €R, avec |z —2'| < K, pour un certain K >0, on a :

E|(G®0)(te) - (Goo)ta)| < Crxpe |0f e -

ot Cr i p est une constante qui dépend de T, K et p.

Démonstration. En utilisant (5.1.5), on a :

Hm®@wwywa®@@f)

p

Gt st —y) — G S(ZE — )] ®(s,y) L(ds, dy)

p
< By 1/211/2 1/1’11/”) (5.4.4)
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avec

{ L= fy Jy |Ges(e = y) = G (@ =yl (s, y)I [} dy ds
Iy = Jy Ju 1Gesle = ) = Grsla’ = p)P|| @(s. )| dy ds.

En utilisant (5.1.9), suivi de (5.4.1) on obtient :

’

/ 1
L < eM|0Y[5, AP (@ — o) = 7|3, e — |1,
Ainsi, on déduit que :
1 /
07 < ePt|D|| 5, —=|a — 2|2 Y2, 5.4.5
<0l sl < (5:4.5)
De fagon similaire, en utilisant (5.1.9), suivi de (5.4.1), on déduit que :
L < ey, A (@ — o) = e |||, 2" Pl — o |1,

et
IMP < ePH|®]|5, 277 |2 — o' |VPEYP, (5.4.6)

En utilisant (5.4.4), (5.4.5) et (5.4.6), nous obtenons :
’ 1 ’
[ceeyta) - Gooyws)|| < Bl (/ s lo—a 2
v V2
+ mll)/p 25" |z — x’|1/p tl/p>

En posant Cr = max (T2, TY?), K, = B, max(v'/?, mzl,/p) et puisque 251 < 9371

(car }l) < 1), on déduit que :

Hm®®m@ywa®@@5)

p
1 / ’
< Ky Cre @l (o= o[ o =2 P).
En utilisant I'hypothése |z — 2’| < K, on déduit que :

H(G® O)(t,x) — (G®P)(t,2)|| < Crupe’||®p,lz— 2|7,

p

ou Cr i p est une constante qui dépend de T, K et p. Le résultat découle en élevant a

la puissance p.
O
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Proposition 5.4.4. Si G est la solution fondamentale de (4.2.9), alors pour tout
p>2,>0,t, €[0,T] etz €R, on a :

! p !
E|(G@®)(t,x)— (G®®)(t,z)| < Crrype’ @5, [t —1],

ot Cr i, est une constante qui dépend de T, K et p (qui n’est pas la méme que dans
la Proposition 5.4.3).

Démonstration. On suppose que t < t et on écrit :
(G® )t ) (G ® D))
- [ / r-ulo = 0) = Gl = )] B(s,0) L(ds, d)

/t /R Gy_J(z—y) (s,y) L(ds, dy).

Par l'inégalité de Minkowski, on a :

[Goatn - @oaE.o| < Ltk (5.4.7)
b ={[Jy Gy sle = 9) = Giele = )] @(s.9) Lids. dy)||
‘ S Je Go_ (= y) ®(s,y) L(ds, dy)

Pour le terme I3, en utilisant (5.1.5), on obtient :
1< By (o207 + mifrifr),
ou

{ = Jy Jo |Ge (o = y) = Guslo = y)P [|2(s,)|1*dy ds
Iy = Jy Jo 1Gy (= ) = Gisla = )P [|2(s, ) P dy ds.

On note h =t — t. En utilisant (5.1.9), suivi de (5.4.2), on obtient :
t
o< @Yol [ [ 1600 - Goite - )P dyds
0o Jr

t
1
= @0l [ [ 1Genl) - Gl dyds = 3 @] .

et

Ly < @t |a|, //rGt (T —y) — Grs(x —y)Pdyds
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t
o ally, [ / Geen(y) — Galy)P dyds = 217 P [|0][2 ht.
0
Par conséquent,

1 1-p
L < B, |5, (vlﬂﬁhlﬁt”%m}ow v hl/ptl/p)

IN

Crcp®! [|®]|5p(RY? + hYP) < Crcp e®t [|®]]5, hYP,  (5.4.8)

ou Cr i, est une constante qui dépend de 7', K et p.
Pour le second terme I5, en utilisant de nouveau (5.1.5), on obtient :

L < B, (0200 + mifr 1)

ou

{ I = [ Jo 1Gy_ (& — ) [18(s.9) 12 dy ds
Ly = [} [ |Gy = y)PP||®(s,p)|I” dy ds.

De nouveau, en utilisant (5.1.9), suivi d’un changement de variable u = t—s et (5.4.3),
on obtient :

h
3
<@ i, [ [ 1) dyds =3 ol
0 R

et
h
3
Ba <@ 0l [ [ Gl duds = el 1

Par conséquent,
3 3l/p
I < B, |[0]]s, (v1/2§h+m;/p7h2/”>

< Crupe’ [|®]lay (b + B*P) < Crcp ' [|®], 7P, (5.4.9)

ou Cr i, est une constante qui dépend de 7', K et p.
En utilisant (5.4.7), (5.4.8) et (5.4.9), on déduit que :

|@e o)) - @oo) )| < Cruye |[Blls, .

Le résultat découle en élevant a la puissance p. O
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Remarque 5.4.5. (Comparaison avec le cas du bruit blanc Gaussien) Soit G la
solution fondamentale de I’équation des ondes. On définit la convolution stochastique
G ® ® par rapport au bruit blanc Gaussien par :

W

(G % Q) (t,x) == /0 /RGt_s(x —y) D(s,y) W(ds, dy), (5.4.10)

pour t > 0, = € R. Alors, il est possible de montrer que pour tout p > 2, >0, t,t €
[0,T] et z, 2" €R, on a :

E '(G@ D)(t,z) — (G® ®)(t,x)

2

p< Z i zpepﬁt||¢>||p |x—x/|p/2
e W = P P8

et
P
E\(Gv@wm —(@®a)(f a)| <T@l |t — 2.

Le premier résultat suivant donne une estimation du moment d’ordre p de ’ac-
croissement en espace de la convolution avec un processus ® et le second en temps.
Ce résultat sera appliqué pour ® = b(u,,) .

Proposition 5.4.6. Si G est la solution fondamentale de (4.2.9), alors pour tout
p>28>0tt e€l0,T),etzeR, ona:

E|(G®)(t.x)— (G @)t 2)| < Ay e[|l It )"

ot Ar, est une constante qui dépend de T et p.

Démonstration. On suppose que t < t et on écrit :

(G*®)(t,z) — (G D)(t,z) = // v —y) — Gi_s(x —y)] D(s,y) dy ds

+ / /Gt/sx—y O(s,y) dyds.
t Jr

Par I'inégalité de Minkowski, on a :

H(G*<I>)(t',x)—<G*¢>)(t,x) < L+ (5.4.11)

p

ol

Iy Je[Gy_(z —y) — Giy(z — y)] O(s,y) dy ds

| fa —y) (s, y) dyds

p

p
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Pour le terme I3, en utilisant I'inégalité de Minkowski, (5.1.9) et (5.4.2) (avec p = 1),
on obtient :

L < //|G — Gralz — )| [|0(s, )|l dy ds
< HCI)HBp/ /\G — Gy s(x— )|eﬂsdyds

< Bth)Hﬁp t t —t)t.

Pour le terme I, en utilisant I'inégalité de Minkowski et (5.1.9), on obtient :
L o< / [ Ge e =it ayas

< ||<1>||ﬁp// y) e dy ds
< 1®ll5, ¢ // y) dy ds.

Par un changement de variable et en utilisant (4.3.9) avec p = 1, nous obtenons :

t/
/ /Gt'_s( dyds—/ / y) dy ds = 1(t’ —t)2
t JR 2

Par conséquent,

! / 1 / ’
[(@x@)t 0) = (GrO)ta)|| < IRl (¢ = )1+ 5™ |@llgy (¢ 1)

p
< Ap et [@||s, (¢ 1),

ou Ar est une constante qui dépend de T'. Le résultat s’en suit en élevant a la puissance

.
U

Proposition 5.4.7. Soit G la solution fondamentale de (4.2.9). Alors pour tout p >
2, >0,t,€[0,T], etz, 2’ €R, on a :

E|(G*@)(t,2) — (Gx®)(t,a)| < Ap, et |05, |z — '],

ot Ar,, est une constante qui dépend de T et p.
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Démonstration. En utilisant (5.1.7) on a :

(G5 B)(tx) — (G + //G (@ —y) — Guua — )] B(s,y) dyds,
Par U'inégalité de Minkowski, (5.1.9) et (5.4.1), on a :

H(G £ ®)(t,2) — (G % B)(t,2)

p
< //|Gtsx— — Guo(a — I 1G5, Yy dy ds
< //|Gt J& = y) = Goo(' — )] € ||8]]5p dy ds
< ﬁtwbnm//remx— ~Giula — )| dyds

= 1 |@f|g, |2 — 2| ST ||®||s, |2 — |-

En élevant a la puissance p, on obtient le résultat.
O

Le prochain résultat montre que la solution u de I’équation des ondes avec un
bruit L de Lévy est continue dans LP(2). Il est clair qu’on ne peut pas obtenir I’exis-
tence d’'une modification de la solution qui est continue au sens de Holder (comme
dans le cas du bruit blanc Gaussien) car dans notre cas, le bruit L n’a pas de trajec-
toires continues.

Théoréme 5.4.8. Si la mesure v satz’sfaz't (4.3. 2) alors la solution u de l’équation
(4.2.9) wérifie : pour tout p > 2, t,t' € [0,T] et x,2" € R vérifiant |z — z'| < K pour
un certain K >0

/ ! p ! /
E|u(t, z) — u(t, « )‘ < Drycp{It =1+l -2'I}, (5.4.12)
ot Dr i, est une constante qui dépend de T, K et p.

Démonstration. On commence premiérement par montrer le résultat pour la suite
(un)n donnée par (5.2.2), c’est-a-~dire

E

! ! p ! !
un(t, ) — un(t, @ )‘ < Drgey (It =11+ |z =) (5.4.13)

La conclusion s’obtiendra en passant a la limite pour n — 0o. Pour montrer (5.4.13),
on considére premiérement les accroissements en temps de u,. On note que :

E

Un(t, ) — un(t x)"’ < gr-1 {E’(G ® 0 (un_1))(t, ) —
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'}
En utilisant la Proposition 5.4.4 avec ® = o(u,_;) et la Proposition 5.4.6 avec & =
b(u,—1) et , on obtient :

(G & olun )t 2)| + B|(G b)) (t ) = (G bl 1) (¢, )

E

! p /
unlt, @) = un(t, 0)| < 27 Crcy e flo(un I, 1t~ ¢
Ay @b I, [ — )
En utilisant I'inégalité (5.2.4) et 'inégalité analogue pour b(u,_1), on a :

E

’ p _ /
unlt, 2) =t )| < 27 Crcp P LE U+ lumoa |y [t~ |

+ Ary @ L (14 llun-allsy)” [t =17}

On déduit de I'inégalité (5.2.13) et du fait que [t — '[P < Cp|t — |, ot Cp > 0 est
une constante qui dépend de T que :

E |un(t, ) — un(t , @) '

< 277 erft [B(1 4 L¥) max(Crcp, Ar,p) Or Jt —t]. (5.4.14)

Par analogie, en utilisant la Proposition 5.4.3 avec ® = o(u,,) et la Proposition
5.4.7 avec ® = b(uy,), on a :

I / i p I
B funt', 2) = un(t', )| < 27 Crucper™lloun )|l — 2

+ Ary ()|l — 7P}

Par un raisonnement similaire, en utilisant I'inégalité (5.2.13) et le fait que |z —2'|? <
Dk |x — :1:/\, ou Dk > 0 est une constante qui dépend de K, on obtient que :

1 |P
E|un(t, ) — u,(t, x)
< 2P LA IP (1 IB) max(Croxp, Arp) (1 + Di) |z — 2| (5.4.15)
La relation (5.4.12) se déduit des inégalités (5.4.14) et (5.4.15) en prenant :

DT,K,p = 2217—2 GPBT Lg (1 + LZ{) max(C’T,K,p, AT,p) (1 —|— maX(CT, DK))



Chapitre 6

AN

Calcul de Malliavin par rapport a N

Dans ce chapitre, nous allons étudier la dérivée de Malliavin par rapport a N de
la solution u(t, x) de I'équation de la chaleur (4.2.1) avec a = 2 ou de 'équation des
ondes (4.2.9). Pour cela, nous allons commencer par introduire les éléments de base
du calcul de Malliavin par rapport a N. Les résultats de ce chapitre font I'objet de
Particle [5].

6.1 Décomposition en chaos

Soit N une mesure aléatoire de Poisson sur R, x R? x Ry d’intensité dt dx v(dz)
et soit N sa mesure compensée. On note par (FN)i>o sa filtration donnée par (2.2.4)
et on suppose que v est une mesure de Lévy qui satisfait (2.1.7). On note aussi que
pour chaque t > 0 et B € By(R?), L;(B) est donnée par (3.6.4) et la filtration (FF);>o
par (2.2.1).

On fixe T" > 0. On considére ’ensemble G,, défini par :

G, = {(tl,fEl,Zl), ceey (tn,xn,zn),o <t <...<t,<T x; € Rd,zi € Ro} (611)

Définition 6.1.1. On note L*(G,,) espace des fonctions f : G, — R tel que :

||f||%z(Gn) = /G |f(t1, 21,21, sty Ty 20) P dtydoyv(dzy) . dtpdw,v(dz,) < oco.

Alors l'intégrale itérée de f par rapport a N d’ordre n est définie par :

s = [ L st tine

N(dty, da, dzl)> . .)N(dtn_l, 1, dzn )N (b, dzn, dz,).
On a la propriété suivante :

107
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Proposition 6.1.2. Pour toutes fonctions f € L*(G,,) et g € L*(G,,), on a :
0 si n#m
ElJ.(f)Im =
=4 iy

s >L2(Gn) si n=m,

ou <f g 12 Gn fG tl;l‘l)Zl)"'7tn7$nazn)g(tl7ajlyzla" tn,f]}n,zn)
dt\drviv(dz) ... dt,dr,v(dz,). En particulier E|J,(f)[* = |[f][72q,)-

Démonstration. La démonstration de la proposition est similaire a la preuve de la
Proposition 1.4 de [10] dans le cas on N est remplacé par une mesure aléatoire de

Poisson sur R, x Ry d’intensité dt v(dz). On omet les détails.
U

Nous allons maintenant définir 'intégrale multiple d’une fonction symétrique par
rapport & N d’ordre n. Soient :

H = L*([0,T] x R? x Ry, B([0,T]) x B(R?) x B(Ry), 1) (6.1.2)

et H®" = L2(([0, T] xR xRy)™, (AB([0, T)) x B(RY) x B(Ry))"™, u™), ot pu = dtdrv(dz).
On note par Hc et HE" les espaces analogues de fonctions & valeurs complexes.

Définition 6.1.3. Pour chaque fonction f € HE™ symétrique, on définit 1’intégrale
multiple de f par rapport & N d’ordre n par :

Ln(f) = nt Ju(f)-

On utilise la notation suivante :

I’n,(f) — / f(thxla Zlye-- 7tn7xn7 Zn)N(tla Z1, Zl) o N<tm L, ZTL)'
([0,T)xR4xRy)
Le résultat suivant est une conséquence de la Proposition 6.1.2.

Proposition 6.1.4. Pour toutes fonctions symétriques f € H®" et g € H®", on a :

MMﬂmwnz{ 0 sin #m

n! (f, g)nen sin=m.
En particulier E|L,(f)[* = n![|f|[3n-

On se rappelle la définition de la variable M (t) pour ¢ > 0 qui est donnée par
le Lemme 3.5.1.

Lemme 6.1.5. Si F' = M(T) pour un certain h € L*([0,T] x R?), alors
My(T) = ZJn(gZ) dans L*(Q),
n>0
ot

gZ(t17$17217"'7tnaxnazn H 3(t5.3) 1) : (613)

J=1
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Démonstration. On se rappelle que M, (T) veérifie (3.5.2), c’est-a-dire :

T
T) =1 —|—/ / / (6121 hityen) _ 1) Mh(tl—) N(dtl, dI‘l,le).
0 R4 JRO

En utilisant de nouveau (3.5.2) pour Mj(t;—), on déduit que :

_].+/ / / Zzlhtlxl — )N(dtl,dxhdzl / / / </ /
R2 JRO R4 JRRO R4

/ (61Z1 h(t1,e1) _ ]_) (6122 h(ta,z2) _ 1)Mh(t2—)ﬁ<dt2, dl’g, dZQ)) N(dth de‘h dzl)
RO

En répétant cette procédure aprés n étapes, on obtient :

F=My(T) = ij(glg) + Rp 1 (F),

oil g7 est donnée par (6.1.3) pour k > 1 et g/ = 1. On va montrer que :

EIM(T)* = > ElJi(gh) . (6.1.4)

k>0

On se rappelle que E|Mj,(T)|? est donnée par (3.5.3). On a :

ElTu(gn)* = llgnllZ2 .

1
= ) |g7’;”(t1, L1, 21, -ty Ty 20) [P dty dov(dzy) . . dt, d2gv(dz,)
+ J([0,T]xR%xRg)™

1 n
-] (/[OT} RIXR |91 (tr, 21, 20)Pdty dﬂUlV(dzl)) ;
° 5 X XIRo

et

Y El(gn)l® =

</ g1 (t, 71, 21) [Pdty dIﬂ/(le))
n>0 n>0 [0.T)xR4xRo

= exp </ |g?(t1,l‘1721)|2dt1 dxly(dzl)) = E|Mh<T)|2
[0,T]xR4xRg

S|

Ceci termine la preuve de (6.1.4).
O

Le résultat suivant est ’analogue du Théoréme 5.4.6 de [1] pour le cas d’une
mesure aléatoire de Poisson N sur R, x R? x R,,.
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Théoréme 6.1.6. (Décomposition en chaos) Pour chaque variable aléatoire F €
129,

Fk, P), il existe une unique suite de fonctions (f,,)n>1 syméltriques telle que f, € HE"
pour chaque n € N el

FY+ Y L(f.) dans LL(9). (6.1.5)
n>1
De plus,
EIF]? = [E(F)]”+ > _nl||fal[3en- (6.1.6)
n>1

Démonstration. On commence par montrer Uexistence. On utilise le méme raison-
nement que dans le cas classique quand N est une mesure aléatoire de Poisson sur
R, xR d’intensité dtv(dz) (voir Théoréme 5.4.6 de [1] ou Théoréme 10.2 de [10]). Par
le théoréme de représentation d’Itd6 (Théoréme 3.6.1), il existe un unique processus
prévisible ¢y = {1 (t1, 21, 21),t1 € [0,T], 21 € RY, 2, € Ry} satisfaisant

T
/ / / E\wl(tl,xl,zl)\zy(dzl)d:1:1 dt, < o0, (617)
0 R4 JRg

tel que :
/ / Y1 (ty, x1, 21)N (dtl,d%,dzl) (6.1.8)
R JR,

On observe que par (6.1.7), E[(t,z1,21)|> < oo pour p-presque tout (ti,zy,2;).
Supposons alors que cette condition est satisfaite pour (t,x1,21) ¢ Ny ou Ny C
0, 7] x R x Ry avec u(Ny) = 0. Fixons (¢, 21,21) ¢ Ni. On applique de nouveau le
théoréme de représentation d’Ité a la variable aléatoire 1y (t1, 1, 21). Donc il existe
un processus prévisible vy = {1y (ta, 7o, 22),t2 € [0, 1], 22 € RY, 2y € Ry} satisfaisant

t1
/ / / Bl by (b, 72, 20)Pv(d22) diva dts < o0, (6.1.9)
0 R4 JRg
tel que :

¢1(t1,l’1,21) - ¢1 tlaxlazl)]

t1 .
/ / ¢2 tl,CL'l,Zl,tg,.Ig,ZQ)N(dtQ,dZEQ,dZQ). (6110)
Re JRg

On insére la relation (6.1.10) dans (6.1.8) pour obtenir :

+// [ (Bt )
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t1 R N
+ / / 152(151,%1,21,t2,332,22)N(dt2,d932,d22)) N(dty,dxy,dz)
R JR,

= go—i‘///gltl,xlazl N(dty,dxy,dz) ///
R JR, R JR,

+ (/ / ¢2(t17 Xy, Zl,tQ,I27 ZQ)N(dtQ, de‘Q, dZQ)) N(dtl, de‘l, dzl),
0 R4 JRg

ou go = E(F) et g1(t1, 21, 21) = E[t)1(t1, 1, 21)]. En répétant cette procédure aprés n
étapes, on obtient :

F = E(F)+ Y Ju(g) + Roa(F), (6.1.11)
k=1
ol g1, .., g, sont des fonctions déterministes telles que g, € L*(Gy) et

tﬂ+1_
Ry ( / / / / / / / / Y1 (ty, 21, 21, .- -
Rd JR, rRd JR, Rd JR,

bnt1s T, Zn+1)N<dtl> dxy, dZ1)) . ')N(dtn+17 dTpq1, dzny1).
On montre d’abord que, pour tout f, € L*(G}) avec k=1,...,n

E[Jy(fo) Rt (F)] = 0 (6.1.12)

11 suffit de montrer (6.1.12) pour n = 2 (le cas général s’ensuit par récurrence). On

a .
T t1— to—
/ / / (/ / / </ / wg(t17x1?Zl7t27x2,22,t3,x3723)
0 Rd Ro 0 R4 Ro 0 R Ro

N(dtg, dl‘g, ng)) N(dtg, dl[‘g, dZQ)) N(dtl, dlEl, d21>

T t— R
///(/ / fQ(tl’l"bZlvfzvaz,Zz)N<dt2,dx2,d22>>
0 R4 Ro 0 Rd Ro

N(dtl, del, le).

Donc par le Lemme 2.2.6, on déduit que :

E[Jo(f2)Rs(F / /d/ X(t1,21,21) Y (t1, 21, 21)]dt1 dy v(dz),
rd JR,

avec

t1— to—
X(tlaxlyzl) = / / / (/ / ¢3(t17'x17Zlthax27Z2yt37I3723)
0 R JRg 0 R4 JRg
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~

N(dts, dzs, dz3)> N(dts, dis, dz),

et
t1— R
Y(ti,21,21) = / / fa(t1, @1, 21, ta, T2, 22) N (dts, dxs, dzs).
0 rRe JR,

En appliquant de nouveau le Lemme 2.2.6, on obtient que pour chaque (ty,x1,21) €
0, 7] x R? x Ry,

t1 to—
E[X(tlymlyZl)Y(ththl)] :/ / fQ(tlyxlazlat27$2722)E (/
0o JrdJRr, 0
/ Y3(ty, 21, 21, t2, T2, 20, t3, T3, 23)]/\7(dt3,d$37d23)> dtadzov(dzy) = 0,
R JR,

car fo est une fonction déterministe et 'intégrale par rapport a N a une moyenne 0.
Ceci finit la preuve de (6.1.12) pour n = 2.
De (6.1.11) et (6.1.12), on déduit que :

E|Ff? =) ElJk(gi) + E|Rui (F)P,
k=1

et donc .
ZE|Jk(gk)|2 < E|F|?, pour chaque n > 1.
k=1

Il s’ensuit que la série Y Ji(gr) est convergente dans L?(2), et donc {R,1(F)}n>o
k>0

converge dans L?(€2). On note par R(F) sa limite dans L*(2). On montre maintenant
que pour chaque suite (fi)r>o telle que fi € L*(Gy)

E[Jy(f)R(F)] = 0. (6.1.13)

Pour voir cela, on observe que E[J(fx)Rn1(F)] = 0, pour tout n > k par (6.1.12).
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient (6.1.13). Nous allons montrer maintenant
que :

R(F) =0, (6.1.14)

ce qui est équivalent a dire que :

F =Y Ju(ga) dans L*(Q). (6.1.15)

n>0
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Pour montrer (6.1.14), on observe que pour toute fonction h € L?([0, 7] x R?) continue
a gauche en t, par le Lemme 6.1.5, on a :

=> E[Julgh) - R(F)] =0,

n>0

E[M(T) - R(F)] = E [ZJn(gfi) - R(F

n>0

ou pour la derniére égalité on a utilisé (6.1.13). Puisque ’ensemble des combinaisons
linéaires de M, (T) est totale dans LZ(S), F%, P) (voir Lemme 3.5.4), on conclut que
R(F) = 0.

On définit maintenant les fonctions symétriques f, = ¢,, ot on définit g, = 0
sur ([0, 7] x R? x Ry)\G,,. Alors I,(f,) = nlJu(fn) = nlJn(9n) = nlJ,(gn).

Pour l'unicité, on suppose qu'il existe une autre suite (f,),>o de fonctions Sy-

métriques avec f, € HE" pour chaque n tel que F = E(F) + Y IL,(f,). Alors
n>1

S L(fo — f)) = 0 et donc S E|L(fn — f)I? = SSnl|lfn — £, ||H®n = 0. Tl s’en-

n>1 n>1 n>1

suit que f,, = f, dans HE™ pour tout n > 1.
O

Exemple 6.1.7. (Décomposition en chaos de L%(B)) On se rappelle que la représen-
tation d’Ito de F' = L%(B) est donnée par (3.6.5) (voir Exemple 3.6.2), out B € %,(R?)
est fixé. En utilisant cette formule de maniére récursive, on obtient :

T
L%«(B) :T|B”U—|—/ / / (2Lt1_(B)—|—Zl) z1 N(dtl,dxl,dzl)
0 B JRyg

T t1— R
= T|B|’U—|—/ / / (2 / / / ZQN(dtQ,dZEQ,dZQ) +Zl)
Ro B JRp

N(dtl, dl’l, le

== / / N dtl;dxl,d21>
Ro
+ 2/ // (/ // 2122]/\\7(dt2,d332,d22)) N(dtl,dﬂfl,dzl)
Rd Ro
= / / 2N(dty, dzy, dz)
Ro
+ //////ZlZQN(dtQ,dl’g,dZQ)]/\}(dtljdml’dzl)'
0 JB JRoJO JBJRg

Ceci montre que la variable L2(B) a la décomposition en chaos L2(B) = S 21,(f,)
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avec,
fo .= E[L3(B)]
fi(ty, vy, 21) = 1g(21) 2% (6.1.16)
fo(t1, @1, 21, ta, o, 22) == 1p(21) 21 1p(22) 22.

Exemple 6.1.8. (Décomposition en chaos de Z(T) = e¥™)) On se rappelle que la

représentation d’Ito de la variable Z = e¥ () est donnée par (3.6.8) (voir Exemple
3.6.3). Dans cet exemple on suppose que h satisfait (3.6.6) et de plus que :

/ / / ht)z _1)? ) (dz) do dt < oo. (6.1.17)
R4
Alors,

T
T) =1 +/ / / Z(tl—)(eh(tl’zl) )N(dtl,dxl,dzl)
Rd JRy
= 1—1—/ / / (1—|—/ // (tg—)(ehtzw2) 22 )N(dtz,dﬂf%d@))
R4 ]Ro R? JRg

h(t1,z1) — dtl, dl‘l, le)

t1—
_ 1+/ // CACERE —1)N(dt1,da:1,dzl)+/ LI L]
Ra Ro 0 R4 Ro JO R Ro

=) (Mm% 1) (T B YN (dty, day, dze) N (dty, day, dz).

En répétant ce procédé, on obtient aprés k étapes :

Z(T) = Sk_1+/OT/Rd/RO.../OtZ_/Rd/ROZ(tl_)

k
H(fih(t @2 — 1)N(dty, dwy,dz) ... N(dty, dug, dz),

=1

k-1
avec Sg—1 = > I,(fn), o fo =1 et pour chaque n > 1
n=0

Folti, 1, 21, oty Ty 2) = HH(eW“ Dz 1) (6.1.18)
1 h(t,z) z n
= —'(6 ’ —1) (tl,xl,zl,...,tn,xn,zn).
n!
On va montrer que Z(T) = . I,,(f,) dans L%*(Q), c’est-a-dire
n>0

lim E|S,_; — Z(T)|* = 0. (6.1.19)
k—o0
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Pour cela il suffit de montrer que :

2

lim E = 0.

k—o0

Z(t1 =) (") — 1)E N (dt, dx, dz)

Rd JRy 0 Rd JRy

En utilisant I'isométrie de l'intégrale cela revient & montrer que :

/OT /Rd /RO o /0t2 /Rd /RO E[ZQ(tl_)]ﬁl@h(ti,xi)zi 1y

dtidxiv(dzy) ... dtgdxgr(dzy)

converge vers 0 quand k — oo. Par la relation (3.6.7), pour chaque t € [0, 7], on a :

—1+/ // hisz)z _ )]v(ds dz,dz),
Rre JRg

E|Z(t— —1+// / E|Z(s—)[*e"*®)* — 1>v(dz)dzds,
Rre JRg

Par le Lemme de Gronwall, on déduit que pour chaque ¢ € [0, 7]

et donc

T
E|Z(t—)|* < exp (/ / |ehto) = 1|2V(dz)dxdt) = Cp < o0.
0 JrdJRrg

Par conséquent,

k
k' R4 Ro

quand k — oo. Ceci prouve (6.1.19).

6.2 Intégrale de Skorohod

Nous allons utiliser la décomposition en chaos donnée dans la Section 6.1 pour
définir l'intégrale de Skorohod. On suit la présentation donnée dans le chapitre 11 de
[10], mais dans notre cas le processus X a intégrer dépend de t > 0, z € R% et z € Ry.

On fixe T' > 0. Soit X = {X(¢,2,2); t >0, # € R? 2 € Ry} un processus tel que
pour tout (t,z,2), X(t,z,z) est FE -mesurable et E|X (¢, z,2)*> < co. On considére
la décomposition en chaos de X (¢, z, z) donnée par :

X(t,z,2) Z[ (fulst 2, 2)), (6.2.1)

n>0
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ou fr(+,t,z,z) € H®" est une fonction symétrique. Soit . la symétrisation de f, dans
les n + 1 variables :

ﬁ(ul,...,un,u)
1 n
= U, oo, Uy, W) + Uty ooy Uiy Uy Uit 1y e e oy Uy, Uy
| fa(w ) ;f( 1 1 +1 )
Ll )+ 3 )
= n\Uly ..., Up, U n\Uly ooy U1, Uit 1y ooy Up, U, Uj
1 1 2 1 1, Wit1
ou u; = (t;,x;, z;) et u= (t,z,z). On note fo(t,x,z) = folt, z, 2).

Définition 6.2.1. On dit que le processus X avec la décomposition en chaos (6.2.1)
est intégrable au sens de Skorohod par rapport a N si

Bl ()l = Y+ 1

n>0 n>0

) Ifallen < o0.

Dans ce cas, on définit {’intégrale de Skorohod de X (par rapport a ]/\\f) par :

T
= X(t,z,z)N 5t 0x,0z) I, fn
I -3

n>0
ot la série converge dans L?*(Q), on écrit X € Dom(9).

Remarque 6.2.2. Cette définition a été donnée par Kabanov (voir [18]). On note
que :
EB(X)P =) (n+ 1| fallfen < o0

n>0
De plus on a les propriétés suivantes :
1. 6 est un opérateur linéaire c’est-a-dire 6(aX +bY") = a d(
a,b e Ret X,Y € Dom(0),
2. si X € Dom(6), alors pour chaque t € [0, 7] fixé, alors 1j 4 X, 1z X € Dom(6)
et 5(X) = 5(1[07t]X) + 5(1[t,T]X)~

X)+b6(Y), pour tout

Lemme 6.2.3. Si X € Dom(4), alors EfOT Jpa Jo, 1X (8,2, 2)Pr(d2)dsdt < oco.
ZIN(fn('7taI7Z>> ’

n>0

= Zn| ||fn<7 ta xz, Z)Hg-{(@”

n>0

Démonstration. On rappelle que X (¢, z,z) = donc

E’X(t, xZ, Z)|2 = ZEun(.fn(a t? €, Z))|2

n>0
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On en déduit que

T
///E|X(t,x,z)|2y(dz)dxdt
o JriJrg

T
— Z/ / / n!an(-,t,x,z)H?{@nu(dz)dxdt
n>0 0 R4 JRy

= Yot [ ] ] e (@) dear

n>0
< Y (D fall3en < oo
n>0
U
Lemme 6.2.4. Pour chaque X € Dom(d) on a E[§(X)] = 0.
Démonstration. Puisque E[I,(fx)] = 0 pour chaque k, on a :
0 < [E[(X)]| = [E[6(X)] - E lzlk(fk)”
n k=0 n Ny
= |[E|d(X) —ka(fk)] < S E0(X) =) Lil(fr) —0
k=0 k=0
U

On énonce maintenant un résultat qui montre que dans le cas d’un processus X
adapté, I'intégrale de Skorohod coincide avec I'intégrale d’Ité. Pour cela, on a besoin
d’un résultat préliminaire. On rappelle que la définition de la filtration (F});>0 est
donnée par (2.2.4).

Lemme 6.2.5. Soit X = {X(t,z,2);t > 0,7 € RY, 2 € Ry} tel que pour chaque
(t,z,2), X(t,z,2) est FEk-mesurable et E|X (t,z,2|*> < co. On considére la décompo-
sition en chaos de X (t,x, z) donnée par (6.2.1). Alors pour chaque (t,z,2), X(t,x,2)
est F}-mesurable si et seulement si

falti, @1, 21, o b, Ty 2y ty e, 2) = 0 lorsque ¢ < maxt; (6.2.2)
1<i<n

Démonstration. On suit les lignes de la preuve du Lemme 2.8 (|10]) pour le cas
de lintégrale par rapport & un mouvement Brownien. On rappelle que pour tout
processus prévisible X tel que EfOT Joa Jo, 1X (8,2, 2)Pv(d2) dv dt < oo pour chaque
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t > 0, le processus {M; = fo Jpa fR (t,x,z N(ds, dr,dz),t > 0} est une martingale
par rapport a la filtration (EN)tzo (V01r Lemme 2.2.5). Alors, pour toute fonction
symétrique g € H®™, on a :

ElL(9)| 7] = n'B[J(g |fN—”'EU /// // /

= //g(tl,xl,zl,...,tn,xn,zn)N(dtl,dxl,dzl)...N(dtn,dxn,dzn)
Rd JRy

oS L L

//g(tl,xl,zl,...,tn,xn,zn)]/\\f(dtl,dxl,dzl)...N(dtn,dxn,dzn)
Rd JR,

o[ L LT

/ / g(tlaxlazlw'wtn’xnyzn) 1{maxti<t} N(dtlvdxludzl) ]/\\[(dtnad'rnydzn)
R4 RO i<n

= n'Jn(g ¢(a t))a ol ¢(t17 s 7tnvt) = 1{maXti<t}

i<n

ou on a utilisé le fait que g ¢(-, t) est une fonction symétrique pour la derniére égalité.
L’hypothése que X (¢, ,z) est F¥ -mesurable est équivalent a dire que :

7

E[X(t, 2, 2)|FN] = X(t, 2, 2). (6.2.4)

Dans le membre de gauche de (6.2.3), on a :

EIX(t,2, )| FY] = E [an<fn<-,t,x,z>> EN]
= ZE[[n(fn('vtvxv Z))‘ftN] = Z[n(fn('utvxa Z)(b(',t)),

ou pour la derniére égalité, on a utilisé (6.2.3) avec g = f,.(-,t, z, z). Dans le membre
de droite de (6.2.4), on a :

X(t,z,z) ZI (fu( t,z, 2)).

n>0

Par unicité de la décomposition en chaos, on obtient :

fn(tlawla Zlyew- 7tn7$n72n)¢(t17 ce. atn) - fn(tlaxla Zlyeoe 7tn7$nazn)-
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Donc f,(t1, 21,21, -« s tny T,y 20) (L= 0 (1, . .., t,)) = 0, ce qui est équivalent a dire que

fn(tla L1y, 2150 7t’m L,y Zn) ]-{maxtizt} = 0.
i<n
Cette derniére relation est équivalente a dire que f,(t1,x1,21,...,tn, Tn, 2,) = 0 si
maxt; > t.
i<n

U

Théoréme 6.2.6. Soit X = {X(t,7,2);t € [0,T], z € RY 2z € Ry} un processus
prévisible tel que pour chaque (t,z,2) € [0,T] x R? x Ry,

T
E/ / | X (t, 2, 2)|*v(dz)dxdt < .
0o JriJrg

Alors X € Dom/(0) et l'intégrale de Skorohod de X par rapport N coincide avec son
intégrale d’Ité par rapport a N, c’est-a-dire

T T
/ / X(t, 2, )N (51, 03,62 = / / X(t, 2, 2)N(dt, do, ). (6.2.5)
0 JRIJRy 0 JR?JRg

Démonstration. On suit les mémes lignes de la preuve du Théoréme 2.9 ([10])
pour le cas de l'intégrale par rapport & un mouvement Brownien. Soit X (¢, z,z) =

S L(fa(-,t, 2, 2)) la décomposition en chaos de X (¢, z, 2), avec f, € H®" pourn > 1
n>0
et fo(t,x,z) = E[X (¢, 2, 2)]. Soit la symétrisation de f,, dans les n + 1 variables :

fn(tl,xl,zh...,tn,xn,Zn,tn+1,$n+1,2n+1>
n
1
= TL+1 fn(tlaxlazla"'7tﬂaxn7Znatn+17xn+17zn+1>+ E fn(tlaxlazla"'atifh
i=1
Ti—1, Zi-1s b1, Tnt1s Znt1s Lit 1, Tikds Zit 1y - - -5 Liy Ti Zz)} : (6.2.6)

Soit t; = maxt;. Alors t; > ¢; pour tout 7 = 1...n + 1 et donc pour tout i # j
1<i<n

on a max{ti,...,ti—1,tn41,tit1,- - tn} =t; > t;. On observe que X (t,z,z) est F}-
mesurable par le Lemme 2.2.4. Par le Lemme 6.2.5 tous les termes du membre de
droite de (6.2.6) sont nuls sauf le terme qui correspond a i = j. Donc

fn<t17 T1,215--- 7tn7 Ty, Znathrla Tni1, Zn+1>
1
= o7 1fn(t1:$17 21y b1y X1y 21, btk 1 Tt 1y s Ljrs Ty 2y - - -

tn, Ty Zn, tj, SL’j, Zj) = fn(tb T1y21y.-- 7tj—17 xj—l; Zj—l; tj—i—la Ij—i—h Zj+1, “vey

n+1
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tnaxnaZnatn—&-lvxn—&—lyzn—&—l;tjaxjaZj); (627)

ou pour la derniére égalité on a utilisé le fait que f,, est symétrique dans les premiers
n variables. On s’intéresse au cas particulier quand j = n + 1. Ainsi, on obtient si

tpr1 = maxt; :
1<i<n+1

1
n+1

fTL(tlJ:UluZl?‘"7tn+laxn+172n+1> = fTL(tl?xl?le"7tn+17xn+lazn+1)' (628)

Dans le calcul suivant, les points (¢;);=1,..n+1 sont ordonnés (t; <ty < ... < t,41), et
on a :

T T
anuimw—///...// ot 21, s bt st 2t )
Rd JRg R JRg

le de’l dtl dzn—H den+1 dtn—H

tn+1
et [ o[ L
R4 JRy R JRg Re JRg

bt ts Tty Zna1) |2 v(d2r) day diy - . v(dzpg1) Ao Aty

1 tn+1
- n+ / / / / / / / / |fn tlaxlyzh...,
n+1 R4 JRg Re JRy R JR,

bty Tntt, Zns1) |2 v(d2r) doy dty .. v(dzpi1) dpg At

sl L L L

oy Ty 20y b, 2)|“0(dzy) daey diy . v(dzy) day, dt,v(dz) do dt

LT LT L e

by Ty 2n, 2, 2)|2v(d2y) day dity . . v(d2,) do, dt,v(dz) do dt,

ou on a utilisé le Lemme 6.2.5 pour la derniére égalité : f,(t1,x1, 21, ..., tn, Tn, Zn,
t,x,z) = 0sit, = maxt; >t (c’est-a-dire t,, € [¢t,T]). Ainsi, puisque f,(-,t,z, z) est
1<i<n

symétrique, on obtient :

~ 1 T
Wlliocs = w5 [ [ [ It o) optas) dedr
0

Par conséquent,

> 4+ DUIful By = n+1 // ROan (-, t, 2, 2)|[> v(dz) de dt

n>0 n>0
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N /OT/Rd/R > 0l ooty 2, 2)|[3en v(d2) da dt

0 n>0

T
= ///E|X(t,x,z)|2y(dz)dxdt<oo,
o JriJr,

ce qui prouve que X € Dom(d). Il reste a prouver I’égalité (6.2.5). On a :

/OT/W | X(t,z.2)N(dt,dr,dz)
B /T/Rd/RO D La(fuleot, 2, 2))N(dt, da, dz)

n>0

— >0/ /R/R (-, t, 2, 2))N(dt, dz, d2)
Lo L Lo L e

tn, T, 20, t, T, z)]/\\f(dtl, dry,dz) ... ]V(dtn, dz,, dzn)]/\\f(dt, dx,dz).

En utilisant de nouveau (6.2.8), on observe que cette derniére somme est égale a :

Sof L L L L vn

215yt Ty, 20y X, z)ﬁ(dtl,dxl,dzl) N(dtn,dwn,dzn)]v(dt,dx,dz)
= jg:(ﬂ,+-1 'Jﬁ+1 fﬁ ji:]ﬁ+1 fn —‘5 )

n>0 n>0

Ceci termine la preuve.

O
Finalement, on donne la définition de I'intégrale de Skorohod par rapport a L.

Définition 6.2.7. Soit Y = {Y(t,z);t € [0,T],x € R%} un processus tel que pour
tout (t,z) € [0,T] x RY, Y (¢, x) est FE -mesurable et E|Y (¢, 2)]* < co. On dit que YV’
est intégrable au sens de Skorohod par rapport & L si le processus X = {X(t,z,z2) =
Y(/t\, x)z;t €10,T], z € RY, 2z € Ry} est intégrable au sens de Skorohod par rapport

a N. Dans ce cas, on définit 'intégrale de Skorohod de Y par rapport a L par

/0 ) /R Y (t,0)L (ot 0x) = /O ' /R ) /R Y (t,2)2N(8t, 0z, 02), (6.2.9)

et on écrit Y € Dom(d%).
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Le résultat suivant est une conséquence directe du Théoréme 6.2.6.

Corollaire 6.2.8. Soit Y = {Y(t,z);t € [0,T],z € R} un processus prévisible tel
que :

T
E/ Y (t,7)]2dzdt < oo.
0o Jrd

Alors Y € Dom(6%) et I'intégrale de Skorohod de'Y par rapport ¢ L coincide avec son
intégrale d’Ité par rapport a L, c’est-a-dire

/OT /RdY(t,x)L(cSt,ch) = /OT /RdY(t,x)L(dt,dx). (6.2.10)

6.3 Dérivée de Malliavin

Dans cette section, on introduit la dérivée de Malliavin par rapport a N et on
présente ses propriétés. On suit 'approche du Chapitre 12 de [10]. La différence est

que dans notre cas, IV est une mesure aléatoire de Poisson sur 'espace R, x R? x R,
(au lieu de R, x Ry).

Définition 6.3.1.  Soit F' € L*(Q) qui est F -mesurable avec sa décomposition

en chaos donnée par F = > I,(f,), ou f,, € H®" est symétrique. On dit que F est
n>0

différentiable au sens de Malliavin par rapport a N (et on écrit F' € DM?) si

Znn! || ful [50n < 00

n>0

Dans ce cas, on définit la dérivée Malliavin de F (par rapport & ]V) par :

DigoF =Y nlyi(fult,1,2)). (6.3.1)

n>1

Remarque 6.3.2. La série donnée par (6.3.1) est convergente dans L?(Q2) pour pres-
que tout (t,7,2) € Ry x R? x Ry fixé . En effet on a :

2

E|DoFI* = EY nloa(fult2,2)| =D n*ElLa(fal 1,2, 2)))

n>1 n>1
= ZnQ(n — D[ ful 8, 2, Z)H?—,{@(n*l)
n>1

= Zn n! ||fn(7 l,x, Z)H?—(@(n—l)?

n>1
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T
///E|Dt,xsz\zu(dz)da:dt
R JRo

Znn'///llfn 2, 2) By (@) dadt = 3 || e < ox.

n>1 n>1

Donc ceci montre que

EIDFIR, = 3 nnt][fullfen < oo,

n>1
c’est-a-dire DF € L*($;H), ot H est donné par (6.1.2).

Remarque 6.3.3. L'opérateur D : D'? C L?(Q) — L*(;H) est un opérateur
linéaire, c’est-a-dire D(aF +bG) = aD F +bD G pour chaque a,b € Ret F,G € D2

Exemple 6.3.4. Soit F = [ [ [ f(t,2,2)N(dt,dz,dz), o f € H. Donc F =

Ii(f) et Dy F = 1y(f(t,x,2)) = f(t,z, z). En particulier, on considére F' = Ly (B),
c’est-a-dire

F:LT(B):/OT/B/IR zﬁ(cht,clgg,dz):/OT/B/IR 1p(z) 2N (dt, dz, dz),

avec B € %,(RY). Dans ce cas f(t,z,2) = 1p(x) 2 et donc
D, ,.Ly(B) = 15(x) z. (6.3.2)

Exemple 6.3.5. Dans 'exemple 6.1.7, nous avons montré que F' = L?(B)
2
= > L,(fn), out fo, f1 et fo sont données par (6.1.16). Ainsi, on a :
n=0

Dyay Ly(B) = ann 1lals b2, 2)) = Io(fils 4,2, 2)) + 20 (ol 2, 2)

= Ltox,z +2/ / fo(ty, z1, 21, t, @ z)ﬁ(dtl,dail,dzl)
R JRg

= 1B($)Z2+2/ / / 13(1’1)21 1B($)Zﬁ(dt1,d$1,d21)
R JRg

=1 ( )Z +21B / // ZlN dtl,dxl,dzl)
Ro
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En utilisant (6.3.2), on observe que :

Di..L3(B) = 1p(z)2*+21p(z) z Ly(B)
= [Dis.Ly(B))? +2Lp(B)Dy o Lr(B) + Lp(B)? — Lp(B)?
= [Ly(B) + Dia.Lo(B)]* — Lo(B)*.

Ceci montre que la dérivée de Malliavin est un opérateur de type différence, et
pas un opérateur différentiel (comme dans le cas du mouvement Brownien).

Exemple 6.3.6. On considére la variable F' = Z(T) donnée dans I’exemple 3.6.3.

Dans I’ exemple 6.1.8, nous avons montré que Z(T') = > I,(f,), ot f, est donnée
n>0

par (6.1.18) et fo = 1. On suppose que h satisfait (3.6.6) et (6.1.17). La dérivée de
Malliavin de Z(T") est

Dt,:p,z Z(T) = Zn In*1<fn('7 t,x, Z))

n>1
= Z”% (eh(t,x)z - 1) I, ((eh(t"’”)z B 1)®(n—1)>
n>1
x)= 1 z) z ®(n—1)
= (M=) ;m[nl ((eh(t, = 1) >
n>1

= (eMt)z 1) Z(T).
Le résultat suivant est 'analogue du Théoréme 12.6 de [10].

Théoréme 6.3.7. Soit F € L?(Q) et (Fi)i>1 € D2 telle que Fy, — F dans L*(2) et
(DFy)i>1 converge dans L*(Q;H). Alors F € DY? et DF), — DF dans L*(;H).

Démonstration. Ou utilise le raisonnement que dans le cas du mouvement Brownien
(voir par exemple Théoréme 3.3 de [10] ). On suppose qu’on a les décompositions chaos
suivantes :

F = Zln(fn) et Iy = Z]”(f’gk))’

n>0 n>0

ou fn, f,gk) € fn € H® sont des fonctions symétriques. Alors par la linéarité de
lintégrale multiple, on a :

Fy—F =) L(f® - f.),

n>0

et donc

EBIF, — FI =Y ! [[£ = fulFon-

n>0
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Puisque Fy — F dans L*(Q2) quand k& — oo, on obtient :

i 11| £R) 2 _
Tim S0l | £ = fol fen = 0.

n>0

En particulier, pour chaque n > 0 on a :
lim || f%) — f,|[2en = 0. 3
Tim (19— ful By = 0 (633
Par la Remarque 6.3.2, on note que :

B||DE = DFj|fjon = Y nnt 11 = [ on

n>1

Puisque (DFy)g>1 est une suite de Cauchy dans L?(Q;H), on obtient :

Jim lim St |1 = £9|Ben = 0. (6.3.4)
n>1

Pour chaque k > 1 fixé, par (6.3.3) et le lemme de Fatou, on a :

2t = Fallien = D _nnd lim [[£ = £ [en

n>1 nzl
< lim Y Snnl || = 19
J—00

n>1

On prend maintenant kh_m et on obtient par (6.3.4),
— 00

k—o0
n>1 n>1

Tim (k) _ 2 Tim BLm (k) _ 2
i > nnl {1/ = fallien < T Ty nnl | = falfen = 0. (6.3.5)

On observe que, par I'inégalité de Minkowski et I'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?) :

2
(1fa = Fi0llsen + 11£3 lpesn)
2 (Ilfa = £ 1ien + 112 o)

1 fallfen <
<

pour chaque n > 1. Donc

D nnlllfallien < 2) nnlllfa— fEBen + 2D _n |l £ 5.

n>1 n>1 n>1

Soit € > 0 arbitraire. Par l'inégalité (6.3.5), il existe k. > 1 telle que pour tout
k> k., Znn!Hf,(lk) — full? < 5. On fixe k > k.. Puisque F, € D2, c’est-a-dire

n>1
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Znn!Hf?gk)H?{@n < 00, on déduit que > nnl||fu]3e. < oo. Ceci montre que F €
n>1 n>1

D'2. Finalement par la Remarque 6.3.2 et (6.3.5), on conclut que :

E||DF, — DF|3, = Znn!HfT(Lk) — fall3en — 0, quand k — oo.

n>1

On introduit maintenant les variables exponentielles.
Lemme 6.3.8. Soit G une variable aléatoire de la forme G = e pour un certain
h € L*([0,T] x RY) qui est continue a gauche en t, ou L(h) = fOT Jga h(t, z)L(dt, dz).
Alors
Dy..G = ("= — 1)G.

Démonstration. On considére la variable aléatoire Z(7') définie dans ’exemple
3.6.3. On observe que G = aZ(T'), ol a est une constante donnée par :

a= exp{/OT /Rd /R [0 1 — h(t, x)2|v(dz) dz dt}.

Alors en utilisant la relation D, , . Z(T) = (eh(t’”")z — 1) Z(T) de 'exemple 6.3.6, on
obtient :

D:,.G=aD;, . Z(T) = az(T)(eh(tw)z —1) = G(eh(t,x)z ).
O

On considére maintenant D} 'ensemble des combinaisons linéaires de variables
aléatoires de la forme e avec h € L([0,T] x R?) continue & gauche en ¢, c’est-a-
dire :

D!? = {ZaieL(h’?); a; € R h; € L*([0,T] x RY)  continue & gauche en t} :
i=1

Remarque 6.3.9. En utilisant le méme raisonnement que dans le lemme 3.5.4, on
peut montrer que l’ensemble {e?™: h € L2([0,T] x R?)} est total dans L2(2, F%, P)
et donc D}? est dense dans L*(Q2, F&, P).

Lemme 6.3.10. Pour toute variable aléatoire F,G € D?, on a :

Dt,a},z(FG) - F(Dt@"zG) + G<Dt,m7zF) ‘I— (Dt,x,zG)(Dt,x,ZF)' (636)
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Démonstration. Par la linéarité de la dérivée de Malliavin, il suffit de montrer le
résultat pour F' = e et G = e*2), Pour deux fonctions hy, hy € L2([0,T] x RY)
continues a gauche en ¢. On a :

Dt,x,z(FG) _ thyz(eL(hl)eL(hg)) _ Dtyx’z<€L(h1)+L(h2)) _ Dt7x72(eL(h1+h2))
(€(h1+h2)(t,x)z _ 1)6L(h1+h2) _ (€h1(t,:v)zeh2(t,ac)z . 1>6L(h1)6L(h2)
— Fehmtw)z cehato)z _ peo

= [F+F (M0 —1)] [G+G (77 —1)] - FG

= (F+Dy,.F)(G+D,,.G)— FG

= F(Di2:G) + G(Dig o F) + (Dt .G) (Do . F)

g

Lemme 6.3.11. Pour toute variable aléatoire F' € DL et pour tout n > 1, on a :
Dy (F") = (F + Dy . F)" — F". (6.3.7)

Démonstration. On utilise un raisonnement par récurrence. Le résultat est vrai
pour n = 2 d’aprés le Lemme 6.3.10. Supposons qu’il est vrai a 'ordre n. On a :

Dt,:v,z(Fn—H) = Dt,x,z(FnF) = Fn(Dt,x,zF) + F(Dt,:c,an) + (Dt,ac,zF)<Dt,m,an)
= F"(Diyp . F)+ F(F+ Dy, F)' — F"| 4+ Dy . F [(F + Dy . F)" — F™]
= (F+ Dy F)"(F + Dy .F) — F"™ = (F + Dy, . F)"™ — FrtL

Le résultat suivant est 'analogue du Corollaire 3.13 de [10].
Proposition 6.3.12. Soit X = {X(s,y,&);s € [0,T],y € R4, € € Ry} un processus
tel que pour tout (s,y,€), X(s,y,&) est FE—mesurable et X (s,y,&) € DY2. Alors :
1. Dy X (5,y,8) est FE mesurable pour tout (t,z,z) € [0,T] x R x Ry,
2. Dy X(s,y,€) =0 pour chaque t > s el pour tout (z,z) € R x Ry.

Nous donnons maintenant la régle de chaine pour la dérivée de Malliavin pour
rapport & N, qui est 'analogue du Théoréme 12.8 de [10] (voir Théoréme 12.8).

Théoréme 6.3.13. (Reégle de chaine) Si F € D' et ¢ : R — R est une fonction

continue telle que o(F) € L*(Q) et o(F+DF)—o(F) € L*(Q;H), alors o(F) € D2
et

Dioz[o(F)] = @(F+ Dyp.F) — @(F).
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On introduit maintenant le théoréme de dualité entre l'intégrale de Skorohod et
la dérivée de Malliavin.

Théoréme 6.3.14. Soit F € D? et X € Dom(6). Alors :

g {F/OT/W R X(t’x72)ﬁ(5t,5x,6z)} —
E UOT /Rd ROX(t,x,Z) Dyo-Fu(2) dzdt]. (6.3.8)

Démonstration. On suit le méme raisonnement que dans le cas de I'intégrale par
rapport au mouvement Brownien (voir Théoréme 3.14 de [10]).
Soit F' = > I,(f.) la décomposition en chaos de F, avec f, € H®" symé-

n>0
trique et X (¢t,z,2) = > Ir(gk(, t, z, 2)) la décomposition en chaos de X (t,x, z) avec
k>0
gr(-,t,w,2) € HE symétrique. On se rappelle que §(X) = > I.11(gr), ot i est

k>0
la symétrisation de g, dans toutes les k + 1 variables. Alors par 'orthogonalité des
intégrales multiples, le membre de gauche de (6.3.8) devient :

E[F6(X)] = E [(ZMW) <Zlk+1<§k>>] =D Ellea(fis1) ki1 (G0)]

n>0 k>0 k>0
= Z(/f"‘ 1)!/ ey Jer1 (B, 20, 20, - b1, Ty, 2
k>0 ([0,T]xR4 xR )
Gr(t1, 1,21, - - tegt, Thgt, Zeg1 )V (dzr)dondty . v(d2gy)dog i dt .
(6.3.9)
Pour le membre de droite de (6.3.8), on observe que Dy, ., F = > nl,_1(fu(-,t, 2, 2)),

n>1
et donc ce membre devient :

B [/OT/R /R (Zlk(gk(-,t,x,z))> (Zn[n_l(fn(-,t,x,z))) u(2) dxdt]

k>0 n>1

— /0 /Rd/R E[(k+1) I(gx(, t, 2, 2) Ie(fra1 (o b, 2)] v(2) da dt

T
== / / / (k‘"‘l)]{?'/ kfk+1<t1,l'1,2!1,...,tk,l,’k,Zk)
0 JRrIJRg ([0,T]xR4xRo)

Or(t1, 1,21, -« tey g, 2) V(d21)daydiy . . v(dzy)dagdty v(dz)dzdt.
(6.3.10)

On remarque que (6.3.9) et (6.3.10) sont égales et ceci termine la preuve.
U
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Théoréme 6.3.15. Soit (X,),>1 C Dom(9) telle que X,, — 0 dans L*(Q;H) et
{6(X,)}ns0 converge dans L*(Q). Alors §(X,,) — 0 dans L*(Q).

Démonstration. Par le théoréme de dualité (Théoréme 6.3.14), pour chaque F' €
D'2etn>1,ona:

E[F5(X,)] = E [ /0 : /R | Xt D Pt de (6.3.11)

On observe que le membre de droite de (6.3.11) converge vers 0, car par I'inégalité de
Caucy-Schwarz, on a :

T
’E/ / Xo(t,x,2) Dy Fv(dz) de dt'
0 JreJrg

IN

T
E/ / | X, (t,x,2) Dy F|v(dz) do dt
0o JrtJRrg

T 1/2 T 1/2
(e / / Xo(t, 2, 2)Pudz)dadt) / / Dy FP0(dz)
0 R JRg 0 Rd JRy

T 1/2
= ||Xn||L2(Q;’H) (/ / |Dt,x,zF‘2 l/(dZ) dl' dt) — 0.
0 R2 JRg

IN

n—o0

Donc E[F§(X,)] — 0 pour chaque F € D', ¢’est-a-dire §(X,,) — 0 faiblement dans
L3(2). Mais {6(X,)}n>1 converge dans L?(Q) vers une variable aléatoire Y, ce qui
implique que {§(X,,)},>1 converge faiblement vers Y dans L?*(2). Par I'unicité de la

limite, Y = 0. Ceci termine la preuve.
0

Nous allons énoncer le résultat du théoréme fondamental de calcul pour N qui
est I’analogue du Théoréme 12.15 de [10], sauf qu’ici nous sommes dans le cas d’une
mesure aléatoire sur l'espace R, x R? x R,.

Théoréme 6.3.16. (Théoréme fondamental de calcul pour l'intégrale de Skorohod
par rapport & N) Soit X = {X(s,y,€);s € [0,T],y € RLE € Ry} un processus qui
vérifie les hypothéses suivantes :

i) X(s,y,&) € DY2 pour chaque (s,y,&) € [0,T] x R? x Rg ;
i) EfOT Jpa Jo, 1X (5,9, )P v(dz) dy ds < o0 ;
i1) {D;..X(s,y,€);8 € [0,T],y € R, E € Ry} € Dom(8) pour chaque (t,z,2) €
[0,7] x R x Ry ;
) {6(Ds2.X(+); (t,2,2) €10, T) x REx Ry} € L2(Q;H) c’est-a-dire

gy

2

T
// Dy .. X (8,9,6)N(ds,0y,066)| v(dz)dxdt < .
0o JraJR,
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Alors X € Dom/(6), 6(X) € D'? et [’égalité suivante a liew dans L*(;H) :

T ~
Dy . (/0 /]Rd s X(S,y,f)N((Ss,dy,(Sﬁ)) =

T
/ / Dy X (5,5, )N (85, 8y, 66) + X (1,2, 2).
0 Rd Ro

Démonstration. La démonstration est presque similaire a celle du Théoréme 3.18
de [10]. On omet la preuve.
O

Le résultat suivant est une conséquence du Théoréme 6.3.16.

Corollaire 6.3.17. (Théoréme fondamental de calcul pour lintégrale de Skorohod
par rapport a L) Soit Y = {Y(s,y);s € [0,T],y € R4} un processus qui vérifie les
hypothéses suivantes :

i) Y(s,y) € D2 pour chaque (s,y) € [0,T] x R¢;
i) EfOT Jea 1Y (s,9)Pdyds < o0 ;
iii) {D;,.Y (s,y);s € [0,T),y € RY} € Dom(6%) pour chaque (t,z,2) € [0,T] x R% x
RO ;
2
i) EfOT Jra fRo fOT Jra Dm’ZY(s,y)L(ésﬁy)‘ v(dz)dzdt < oo.
Alors X € Dom(d%), §(X) € D'? et 'égalité suivante a lieu dans L*(Q;H) :

T T
Dy .. (/ / Y (s,y)L(ds, 5y)) = / D: .Y (s,y)L(0s,0y) + Y (t,x)z.
0o JRrd 0o Jrd

6.4 Différentielle de la solution au sens de Malliavin

Dans cette section, on suppose que d = 1 et N est une mesure aléatoire de Poisson
sur Ry x R x Ry d’intensité dt dzv(dz) comme dans le Chapitre 4. On considére
I’équation suivante :

Lu(t,z) =o(u(t,x)) L(t,z), t>0,xeR, (6.4.1)

avec conditions initiales déterministe, ot £ est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
deux a coefficients constants, o est une fonction réelle sur R et L est le bruit blanc de
Lévy introduit dans le Chapitre 2. Dans le Chapitre 4, nous avons montré que, sous
certaines conditions (voir hypothéses (Hp) et (Hs) du Chapitre 4), cette équation a
une unique solution. On suppose que ces hypothéses sont satisfaites.

Le résultat suivant est analogue des Lemmes 7.2 et 7.3 de [29] pour le bruit
blanc de Lévy.
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Lemme 6.4.1. Soit (u,)n>0 la suite des itérations de Picard pour ’équation (6.4.1)
donnée par (4.1.9) avec b= 0. Alors

a) un(t,r) € DY2 pour tout t € [0,T],x € R et

Api= sup  El[Du,(t,z)[[5 < oo,
(t,z)€[0,T]|xR

b) sup A, < oc.

n>1

Démonstration. a) On se rappelle que (u,),>; est donnée par :

tyer () = w(t, 7) b/‘j/<;ts v —y) o(un(s,y)) L{ds, dy),

et K, := sup Elu,(t,z)]* < co. Ici w est la solution de 'équation déterministe
(t,x)€[0,T]xR

Lu = 0 avec les méme conditions initiales que (6.4.1). Nous allons montrer le résultat

par récurrence. Pour n = 0, uo(t, ) = w(t,r) est déterministe, donc uy(t, z) € D2

On suppose que le résultat est vrai a Pordre n et on va montrer que pour tout ¢ € [0, T

et € R, upy1(t, ) € DY et A, 1 < oo. Puisque u,, est prévisible, par le Corollaire

6.2.8, l'intégrale de Skorohod coincide avec I'intégrale d’'Tt6, d’oi :

Unt1(t,x) = w(t, x) / /Gt sz —vy) o(uy(s,y)) L(ds, dy).

On fixe t > 0 et x € R. On va appliquer le théoréme fondamental de calcul (Corollaire
6.3.17) au processus Y = {Y(s,y) = ljq(5)Gi—s(x — y) o(un(s,y));s > 0,y € R}.
Pour cela, on doit montrer que le processus Y satisfait les conditions du Corollaire
6.3.17.

Pour i), on doit montrer que pour chaque s > 0 et y € R, Y(s,y) € D2
Pour ceci, on va appliquer la régle de chaine (Théoréme 6.3.13) & la variable aléatoire
F = u,(s,y) et la fonction ¢ = 0. On vérifie d’abord que les hypothéses du Théoréme
6.3.13 sont satisfaites. Puisque o est une fonction Lipschitzienne, on a :

Elo(un(s,y))I* < D7(1+ Elun(s, y)|*) < Dy(1 + K,) < o0, (6.4.2)

et
EA.A 0Tt (5,9) + Dre.stin(5,)] — 0 1, 9))Pw(d2)deidr

Ro
T
< @ElﬁéRLQW%@wWMMMMT
0

= C2E||Du,(s,9)|3, < C2A, < 0o par 'hypothése de récurrence.
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Donc par le Théoréme 6.3.13, o (u,(s,y)) € DY? et

Dye2[o(un(s,y))] = oun(s,y) + Dreun(s,y)] — o(un(s,y)).

Puisque 1j94(5)Gi—s(z — y) est une fonction déterministe, on en déduit que :
Y(s,y) € D'? et

D¢ [Y (s, y)] =
Lo (8)Gios(x — y) [0(un(8,Y) + Dygotin(s,y)) — o(un(s,y))] . (6.4.3)

Pour la condition i), en utilisant (6.4.2) et la condition a) de ’hypothése (Hy)
du chapitre 4, on obtient :

B[ [t = [ [ G- pElotunt )i

< DX(1+ K,)v; < oo. (6.4.4)

Pour la condition 44i), par la Proposition 6.3.12, on a D,.¢ ,u, (s, y) est FX— mesu-
rable pour tout (1, &, 2) et de plus, D, ¢ ,u,(s,y) = 0sir > s. Alors, {D,¢ ,u,(s,y);s €
[0,7],y € R} est un processus prévisible, et donc, par la relation (6.3.1), on obtient
{D,¢.Y(s,y);s € [0,T],y € R} est aussi un processus prévisible. En utilisant le ré-
sultat du Corollaire 6.2.8 sur la coincidence entre l'intégrale de Skorohod et d’It6, on
déduit qu’il suffit de montrer que {D,¢.Y (s,y);s € [0,T],y € R} est intégrable au
sens d’Itd6 par rapport a L, c’est-a-dire

T
/ /|Dr,57ZY(s,y)|2dyds < 00. (6.4.5)
o Jr
Par (6.4.3) et le fait que o est une fonction lipschitzienne, on obtient :

[DreY (s.9)lF < 1pg(s)Giy(@ = y)Co|Drg zun(s, y)) I

Alors

/ /|Dr5ZY S,y ] dyds < CQ / /Gf s Y)| Dy g2t (5, y))| dyds,

pour tout (7, &, z). En intégrant maintenant par rapport a drdv(dz) sur [0, T] xR xR,
et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

/OT/R/RO (E /OT/R ‘DT75»2Y<Svy)|2dyd8> v(dz)dedr
< C2 /Ot/Raf_s(x—y)E </0T/R A |Dye2un(s, y)2v(d2) dfdr) 1y ds
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= 02/ /Gf s y)E||Du, (s, y)||5,dyds < C2, A, < oo. (6.4.6)

Ce dernier résultat signifie que (6.4.5) a lieu pour presque tout (r, £, z) par rapport
a la mesure drdév(dz). En conclusion {D,¢.Y (s,y);s € [0,T],y € R} est aussi
intégrable au sens de Skorohod et

T T
/ / D¢ .Y (s,y)L(ds,dy) = / / D¢ .Y (s,y)L(ds, dy), (6.4.7)
o Jr o Jr

et la condition iv) découle de (6.4.6) et (6.4.7).
Puisque les conditions du Corollaire 6.3.17 sont satisfaites, par application de ce
dernier, on obtient que u, (¢, ) € D' et

DT,&ZunJrl(t?m) = Gir(z = §o(un(r, )z
+ / /Gt s(x —Y) Dy g [0 (un(s,y)] L(ds, dy)
= Gt—r(x — 5) O'(Un / /Gt s\ & — (un<57y)
+ Dyeun(s,y)) —o(u, (S L(ds, dy). (6.4.8)

En utilisant Iisométrie d’Tto, l'inégalité (a + b)* < 2(a® + b?) et le fait que o est
Lipschitzienne, on obtient :

B|Dygsttni1(t,2)|* < 2GE(x — &) Elo(ua(r, €))|* 2+

% / [ 62— Bl (5.0) + Drata(5.) — ol (s, P s
< 2D2(1+ K,) G} (v —&) 2+
2C%y / /G? s Y) E|D, ¢ .un(s,y) | dy ds.

Ainsi, en prenant l'intégrale par rapport a dr d§ v(dz) sur [0, 7] x R x Ry, on déduit
que :

t
E||[Du, 1 (t,2)|5, = E/ / |Dyg 2t (t, ) [Pv(dz) dé dr
Ro
< 20D%(1+K,) / /Gfr €)dédr

+ 2U02/ /G V)| Dun(s, y)| Zdyds  (6.4.9)
< 20D2(1+ K,)vr +2vC2%ur A,
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En prenant la borne supérieure pour tout (¢,z) € [0, 7], on obtient :
Ap1 <20D2(1+ K vr +20vC2%up A, < o0,
par hypothése.

b) Il nous reste & montrer que sup 4, < oo. Soit J,(s) = sup E||Du,(s,y)||3,. En
n>1 yEeR

utilisant (6.4.9), on a :

E||Du,1(t,2)|3, < 20D2(1+ K,)vr+2vC? /t/RGf_S(x — ) Ju(s) dy ds.
0
Maintenant, on prend la borne supérieure pour = € R et on obtient :
Jop1(t) < 20D2(1+ K,)vp +2vC? /t /]R G? (x —y) Ju(s) dyds
0
< 20D2(1+ K,)vr + /t Jn(s)p(t — s)dy ds,
0
ou
p(t) = 2vC? /R G?(x) dx. (6.4.10)

En appliquant le Lemme B.4.1 (voir Annexe B) avec C, = 2v D2 (1 + K,,) vy, nous

déduisons que sup sup J,(t) < oo, c’est-a-dire sup A4, (t) < oo.
n>0t€[0,T] n>1

Ceci termine la preuve.

g

Le dernier résultat montre que la solution de 'équation (6.4.1) est différentiable
au sens de Malliavin et sa dérivée de Malliavin vérifie une équation intégrale. Pour ce
théoréme, on suppose que o est une fonction affine.

Théoréme 6.4.2. On suppose que o(x) = ax + b, avec a,b € R. Alors, pour chaque
t>0etzeR, ult,z) € DY et sup E||Du,(t,z) — Du(t, z)||3, — 0 quand n — cc.
n>1

De plus on a :
DT7£7ZU(t,3§') - Gt r l’ - ( (T 5))
/ / Gt 5 - rg,zu(svy)L(dS7dy)’

dans L*(S;H).
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Démonstration. On va appliquer le Théoréme 6.3.7 avec F,, = u,(t,z) et I =

u(t,z). Pour cela, on fixe t > 0, x € R et on doit montrer que {Du,(t,z)},>1

converge dans L?(Q; H). Soit M, (t) = sup E||Du,41(s,y) — Du,(s, y)||3,. En écrivant
zeR

la relation (6.4.8) pour Du,.1 et Du,, et en prenant la différence entre les deux
équations obtenues, on obtient :

Dyg sty (t, x) — Dygun(t, ) = Gip(x — &) [0 (un(1,€)) — 0(tp-1(r,§))] 2
/ [ Gt = fon(:9) + Do) = (s, )
= [o(un-1(5,y) + Drgztn-1(s,y)) — o(un-1(s, y))]} L(ds, dy).
En utilisant Pisométrie d’Tto (2.2.3) et U'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?), on obtient :

E‘Drﬁzun-i-l (t,x) Drfzun(t :E)P <2a’ Gf (7 = EEun(r, &) — up_1(r,§ )|2 ?

+ 2a® v/ /G’t2 5 Y)E|Dyg un(8,y) — Dy g otin_1(s,y)|*dyds.
Soit b2 :=  sup  Elu,(s,y) — un_1(s,y)[*. On note que par (4.1.20), > b, < oo.
(s,9)€[0,T]xR n>1

Il résulte de l'intégration par rapport a v(dz)dédr sur [0,7] x R x Ry que :
E||D; ¢ stuns1(t, x) — Dye sun(t, $)||H<2a vvpb?

+ 2a? U/ /G? s Y)E||Du,,(s,y) — Du,_1(s,y)|3,dyds
< 2a*vurpb? +2ad? v//Gfsoc— M, (s) dyds

< 2a? vl/TijL@ p(t—s)M(s)ds,
ou p est donnée par (6.4.10). Maintenant, en prenant la borne supérieure pour z € R,
on déduit que :

2

t
My (t) <2a*vvrp b2 + E / p(t —s) M,(s) ds.

En appliquant le Lemme B.4.1 (voir Annexe B) avec p = 2, nous déduisons que :

Z sup [M 1 2 o

t<T

Par conséquent, { Du,,(t, z)}, est une suite de Cauchy dans L?(Q; H). On conclut qu’il

existe une variable U(t,z) € L*(; H) telleque  sup  E||Du,(t,2)=U(t, x)||3, —
(t,)€[0,T]xR



6. CALCUL DE MALLIAVIN PAR RAPPORT A N 136

0 quand n — oo. Il découle du Théoréme 6.3.7 que u(t,z) € D' et Dun( T) —
Du(t,z) dans L*(2;H). Par unicité de la limite, on déduit que : U(t,z) = Du(t, )
presque stirement et donc,

sup  E||Du,(t,z) — Du(t,z)||3, = 0 quand n — co. (6.4.11)
(t:2)€[0,T]xR

En utilisant (6.4.8) et le fait que o(x) = ax + b, on obtient :
Dyg tnia(t,z) = Gir(z— &) o(un(r,§)) 2
+ a / /Gt s(x —Y) Dy un(s,y))L(ds, dy). (6.4.12)

On passe a la limite dans L*(Q;H) dans (6.4.12). Le membre de gauche tend vers
D, ¢ u(t,x) par (6.4.11). Pour le premier terme du membre de droite on a :

B / / /G )[0(unlr, €)) — o u(r, )2 v(dz) dé dr

— va? / / G2 (a — OB|o(un(r,€)) — o (ulr,£))Pde dr

< wvalvy  sup  Elu,(r, &) —u(r,&)|* = 0 par (4.1.21).
(r&)€l0,T]xR

Pour le second terme du membre de droite, on a :

[ L
_ / / /]R 0 / / G2 (& — )E|Dycoun(s,y) — Dreruls, y)*dydsv(dz)dedr

2

Gt—s(l’ = Y[Dre-un(s,y) — Dy uls, y)|L(ds,dy)| v(dz)dEdr

- / | Gta = wBIDus (5.) = D )y s
< wvvr sup E||Du,(s,y) — Du(s,y)||3, — 0 par (6.4.11).
(t,x)€[0,T] xR

On conclut que le second terme du membre de droite converge dans L?(Q; H) vers 0

quand n tend vers 'infini.
O



Conclusion

L’étude des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) nécessite cer-
taines notions de calcul stochastique. Dans cette thése, aprés avoir fait une étude
détaillée sur la construction du bruit blanc de Lévy introduite dans [2], on met en
place les outils qui sont nécessaires pour développer le calcul stochastique par rapport
a ce bruit. Ces outils se basent sur la théorie de Walsh et c’est ce qui permet d’utiliser
I’approche des champs aléatoires. Nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution
d’une EDPS générale avec ce bruit. Ensuite, sous certaines conditions, nous montrons
que la solution de I’équation des ondes est faiblement intermittent en utilisant une
version de 'inégalité de Rosenthal pour I'intégrale stochastique. Un probléme ouvert
est I’étude de I’équation de la chaleur avec ce bruit, puisque, dans ce cas cette ap-
proche ne fonctionne pas. Dans la derniére partie, on introduit les éléments de base
du calcul de Malliavin par rapport & ce bruit. On montre que la solution d’'une EDPS
avec ce bruit est différentiable au sens de Malliavin et, sous certaines conditions, sa
dérivée de Malliavin satisfait une équation intégrale.
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Annexe A

Processus de Lévy

Rappelons d’abord la définition d’un processus de Lévy.

Définition A.0.1. Un processus X = {X(t)}+>0 s’appelle un processus de Lévy s’il
satisfait les propriétés suivantes :
i) X(0) = 0 presque strement ;
i) X(t1), X(t2) — X (t1), ..., X(tn) — X(t,—1) sont indépendantes pour chaque 0 <
1 <...<ltlpn;
iii) la loi de X (t) — X (s) dépend seulement de t — s, pour chaque 0 < s < t;

iv) {X(¢)}i>0 est continue en probabilité, c’est-a-dire X (t,,) N X(t) sit, — t.

Si X = {X(¢)}+>0 est un processus de Lévy, on peut montrer que la fonction
caractéristique de X (¢) est donnée par :

2 2
E (ei“X(t)) = exp (t {iua v 20 +/ (e —1—iuzly,<y) V(dz)}) , u€eR;
R
’ (A.0.1)
ot a € R, 0> > 0 et v est une mesure sur R qui satisfait : v ({0}) = 0 et fRO(l A
2*)v(dz) < oco. (voir Théoréme 1.3.3 de [1]). La mesure v s’appelle la mesure de Léuvy.
Siv=0et o? >0, alors le processus W = {W(t) = X (t) — at};>o est un mouvement
Brownien. Si 02 = 0 alors X s’appelle un processus de Lévy ¢ sauts purs.
Dans ce travail, on s’intéresse seulement aux processus de Lévy & sauts purs. On
va en donner deux exemples.

A.1 Processus de Poisson composé

Dans cette section, nous allons introduire le processus de Poisson composé. On
commence d’abord avec la définition d’une variable aléatoire de loi de Poisson com-
posée.
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Définition A.1.1. Soit v une mesure finie sur R avec v ({0}) = 0. Une variable
aléatoire X suit une loi de Poisson composée d’intensité v si la fonction caractéristique
de X est donnée par :

px(u) = E(e"™Y) = exp {/R (e'"* —1) y(dz)} , u€eER (A.1.1)

0

Remarque A.1.2. Sion note A = v(R) et F = v/, alors (A.1.1) peut étre écrite
comme :

ox(u) = exp{)\/ (e'** —1)F(dz)}, u€eR. (A.1.2)

Ro

Le résultat suivant donne une représentation d’une variable aléatoire avec une
loi de Poisson composée.

Proposition A.1.3. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson de moyenne .
Soient (X;)ien des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a
valeurs dans R, de loi F, d’espérance p et de variance o*. De plus, on suppose que
N et (X;)ien sont indépendantes. Alors

est une variable aléatoire de loi de Poisson composée d’intensité v = \F, avec :
E(X) = Au=2A /zF(dz) = / zv(dz),
R R

Var(X) = A0®+ ) = A / 2 F(d2) = /R 2 u(dz).

R

Démonstration. Pour la démonstration de la premiére propriété, on utilise un condi-
tionnement sur N. On a E(X|N = n) = E (Z,-N:l Xi|N = n) B, XN =n) =
E (3", X;) = nu. Donc E(X) = E[E(X|N)] = E(Nu) = Ap. La deuxiéme propriété
est démontrée de la méme maniére. On observe que :

E(XYN=n) = E (ZX) N=n|=E <ix) ‘N:n

[ n 2_ n
- E (ZX) :Var< Xi> 4+
=1 =1

= no’+(np)?,
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et donc E(X?|N) = N o? + (Nu)? Ainsi, on obtient :
E(X?) = E[E(X?IN)]=E(No*+ N?p?)
= GPB(N) 4 12 B(V?) = 0? At (A4 ),
et Var(X) = E(X?) — [E(X)? = o> A+ > A+ A?) — (A p)? = o2 A + 2 A Pour la
fonction caractéristique, on a :
px(u) = B(e"Y) =B (¢ E0 %) = B [B [ ER 5 N]]

et du fait que N et (X;);en sont indépendantes, nous en déduisons :

E equf:lXﬂN = n} = E [ei“'Z?ZIXﬂN = n} =E [em' ?ZIXJ}

= J]EE") ={E (")} = ox, ()"

Jj=1

Par conséquent,
n_-— Au
ex(m) = Blox ("] =Y {ox e
n> ’

= et (W = exp {)\/ (e""® — 1)F(dz)}.
R

0

O
On présente maintenant une inégalité pour le moment d’ordre p d’une variable
aléatoire de Poisson composée.

Lemme A.1.4. Soit X une variable aléatoire avec une loi de Poisson composée d’in-

tensité v =AF, oo A = v(R). On suppose que E(X) = [, zv(dz) =0 et

/ |z|P v(dz) < oo, (A.1.3)
{lz121}

pour un certain p > 2. Alors,
E|X[P < C, (W2 +)),
ot C), est une constante qui dépend de p.

Démonstration. On considére Y une variable aléatoire donnée par la Proposition
A.1.3,cest adireY = Eiil Y; avec (Y;);>1 sont des variables aléatoires indépendantes
de loi F' et N est une variable aléatoire de Poisson de moyenne A, indépendante de
(Yi)iz1. Dans ce cas, E(Y;) = [p 2F(d2) = 0 et E[Y}|? = [, [2[PF(dz) < oc.



A. PROCESSUS DE LEVY 141

On remarque que f{|z‘<1} |z|Pv(dz) < f{|z‘<1} |z|? v(dz) < oo. On note my = E|Y;|?,
m, = E|Y;[P. On a

N p N p
EYP =3, :E[E(ZYi ‘N) .
=1 =1
Notons que :
N p n p n P
E<ZY (N=n>=E<Zm ‘N:n>=E<Z}g )
=1 =1 =1

En utilisant I'inégalité de Rosenthal (voir la relation (B.2.2), Annexe B), on obtient :

n n p/2 n
Y Y| < g (ZE(Y?)) +Y B
=1 =1 =1

= cp{(nmg)p/2+nmp}, pour tout n.

p

E

On en déduit que :

“

ou C) =, max{mgﬂ, m,}. En utilisant le fait que E(N) = X et Pinégalité E(NP/2) <
C’;(/\—H\p/Q) pour une certaine constante C’g > 0 (voir page 95 de [31]), nous obtenons :

ElY [P < C, (W2 +)),

n p

>V

=1

\N) < o {(Nma + Nomy}

Ainsi

E|Y|r < C, {E(N??) +E(N)},

ou C, = C]; (C’]/H—l). On conclut en utilisant le fait que Y est égale a X en distribution.
O

Définition A.1.5. Soit v une mesure finie sur R. Un processus de Lévy P = {P(t) }+>0
pour lequel P(t) — P(s) suit une loi de Poisson composée d’intensité (t — s) v pour
chaque 0 < s <t, s’appelle un processus de Poisson composé sur R, d’intensité v.

Remarque A.1.6. Si P = {P(t)}+>0 est un processus de Poisson composé d’intensité
v, alors la fonction caractéristique de P(t) est donnée par :

E (e'"F®) = exp {t/R(e“” —1) y(dz)} . u€eR.

Donc P est un processus de Lévy a sauts purs, v est sa mesure de Lévy et la constante
a dans (A.0.1) est donnée par a = f{|z\<1} zv(dz).
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Remarque A.1.7. Si la mesure v satisfait [ 2| v(dz) < oo, alors on a E(P(t)) =
t Jo zv(dz) et le processus L(t) = P(t) — E(P(t)) a la fonction caractéristique

E (e/20) = exp {t/(ei“ —1—iuz) v(dZ)} , ueR
R

Si la mesure v satisfait [, 2°v(dz) < oo, alors Var(P(t)) = E|L(t)|* =t [, z*v(d2).
Lemme A.1.8. Soit P = {P(t) }s>0 un processus de Poisson composé d’intensité v.

Si I = (a,b] avec 0 < a <b, alors on note P(I) = P(b) — P(a). Si v satisfait (A.1.3)
pour un certain p > 2, alors

EIP(D)F < Cp {11 + |11}, (A1.4)
ot C,, est une constante dépendant de p et |I| =b—a est la mesure de Lebesgue de I.

Démonstration. La fonction caractéristique de P(I) est donnée par :
E(ePD) = exp {|]| / (e —1) V(dz)}
Ro

- exp{/\ /R (¢ — 1) F(dz)},

v(dz)
v(Ro)

ou A = |I|v(Ry) et F(dz) = En appliquant le Lemme A.1.4, on obtient :

Q

?(Ap/z +A) = Gy {([T|v(Ro))"”? + ] v(Ro)}
{1112 + 1113,

p

EIP(D] <
<

Q

ot C, = max{v(Ro)"'? v(Ry)}.

A.2 Processus Gamma

Dans cette section nous allons introduire le processus Gamma.

Définition A.2.1. Une variable aléatoire X suit une loi Gamma de paramétres o > 0
et B > 0 si sa fonction densité est donnée par :

flz) = %xaleﬁx, x> 0.

Dans ce cas, on écrit X ~ Gamma(a, [).
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Remarque A.2.2. Si X ~ Gamma(a, 3), alors E(X) = «/f, Var(X) = a/f? et

E<€iuX) — <1 _ %> ,u € R. De plus, E(xp) — F(Fcz;rf)ﬁip, pour chaque p > —a.

Définition A.2.3. Un processus de Gamma de paramétre o > 0 et § > 0 est un
processus de Lévy X = {X(t)}4>0 pour lequel X (t) — X (s) ~ Gamma (a(t — s), )
pour chaque 0 < s < t.

Remarque A.2.4. Si X = {X(t)};>0 est un processus de Gamma de paramétre
a>0et 8> 0, alors la fonction caractéristique de X (t) est donnée par :

. —at
E(emX") = (1 — %) , u€eR.

Lemme A.2.5. Si X = {X(¢)}1>0 est un processus de Gamma de paramétre o > 0
et >0, alors la fonction caractéristique de X (t) est donnée par

B (em¥0) — exp{t /OOO (e — 1) y(dz)}, weR (A1)

o
ou v(dz) = ;e*W lizs0y dz. Donc X est un processus de Lévy a sauts purs, v est

sa mesure de Lévy et la constante a dans (A.0.1) est donnée par a = ozfol e P dz =
a(l—e?)/8.

Démonstration. On observe que E (ei“X(t)) = exp(t¢(u)), ot ¢Y(u) = —a log(1l —
iu/B),ueR. On a:
/ 1Q 1 1Q

V(u) = — = S elu),

ou ¢ désigne la fonction caractéristique de Y (1) et Y = {Y(¢)}1>0 est un proces-
sus de Gamma de paramétres o = 1 et S. En utilisant la définition de la fonction
caractéristique de Y'(1), on peut écrire :

’ ZO[ . x
U (u) :? e’“zﬁeﬁzdz:ioc/ e Pz,
0 0

On en déduit que :
Y(u) = /@Z/(s)ds:/ (za/ e”ze‘ﬁzdz) ds
0 0 0
ia/ (/ e”zds) e P2 dz
0 0

ooeiuz_l
= a/ — e P74z
0
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Définition A.2.6. Le processus Gamma centré est défini par

X(t) —at/p,

h
=
I
>
=
|
o
>
=
I

ou X = {X(t)}+>0 est un processus de Gamma de paramétres a > 0 et 3.

Lemme A.2.7. Si L = {L(t) }+>0 est un processus de Gamma centré, alors la fonction
caractéristique de L(t) est donnée par :

E(eiuL(t)) :/ (e —1—iuz)v(dz), ueR; (A.2.2)
0

ot v(dz) = azte P 1,50 dz.
Démonstration. On a :
E(e*)) = Elexp(iuX(t) —iuat/B)] =exp(—iuat/B) E [eiux(t)}

= exp(—iuat/B) exp {t /OOO (e*—1) l/(dz)}

~ exp {t U:O (e~ 1) y(d@_iw/ﬁ”

En remarquant que o/ = [° zv(dz) on obtient (A.2.2).



Annexe B

Résultats de la théorie des
probabilités

B.1 Résultats élémentaires

Théoréme B.1.1. Si X etY sont des variables aléatoires indépendantes et h : R? —
R une fonction mesurable positive ou bornée, alors

E[h(X,Y)] = / B [h(z, V)] Px(dz),

ot Px est la loi de X.

Démonstration. Par le théoréme de Fubini, on a :

e ) = [ aenPestand) = [ [ aenrvn) pa

- /RE[h(x,Y)]PX(dx)
O

On se rappelle qu'une fonction x : R, — R est dite fonction cadlag si elle
est continue & droite et a des limites a gauche. On note par DI[0,T] I'ensemble des
fonctions cadlag définies sur [0, 7.

Lemme B.1.2. Soit (x,,),>1 une suite de fonctions dans D[0,T] et x € D[0,T] telle
que :

sup |z, (t) — z(t)| — 0, quand n — oo.
t<T

Alors

sup |z, (t—) — z(t—)| — 0, quand n — oc.
t<T
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Démonstration. Soit ¢ > 0 arbitraire. Alors il existe un N, tel que pour chaque

n > N, on ait |z, (t) —z(t)| < e, pour tout ¢t € [0, T)]. Soit t € [0, T] arbitraire et (tx)y

une suite dans [0, 7] telle que t; 1 t. Alors |z, (t—) —x(t—)| = klim |zn(te) —x(ty)| < e
— 00

pour chaque n > N..
O

Le résultat suivant est une variante de 'inégalité de Holder.

Théoréme B.1.3. Si (X, X, u) est un espace de mesure et f: X - R, g: X - R
sont des fonctions mesurables, alors, pour tout p > 1 on a :

"< [ 1Pl (/ |g<x>m<das>)p1. (B.1.1)

/X £(x) g(x) ulde)

B.2 Inégalité de Rosenthal

Nous présentons premiérement 1'inégalité de Rosenthal pour une martingale a
temps discret.

Théoréme B.2.1 (Théoréme 2.12 de [15]). Soit (S,)n>0 une martingale de carré
intégrable telle que Sy = 0, et soit X; = S; — S;_1,1 > 1. Alors pour chaque p > 2,

n p/2 1/p n 1/p\
A E(ZE(X%») + ZE\W] < (B[S, )"
i=1 i=1

/

1/p

> BIXP . (B.2.1)
=1 |

n p/2] VP
< a8 e (Teo) |
=1

o A, et B, sont des constantes positives qui dépendent de p. En particulier, si (X;)i>1
sont des variables aléatoires indépendantes de moyenne 0, de carré intégrable et S, =
> Xi, alors pour chaque p > 2,

n p/2 n
E[S,[P < ¢, (Z E(Xf)) +Y EIXP b (B.2.2)
=1 =1

N _ op—1
ot ¢, = 2P B,,.

On présente maintenant 'inégalité de Rosenthal pour une martingale a temps
continu. On note par || - ||, la norme dans L?(Q).
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Théoréme B.2.2 (Lemme 2.1 de [11]). Soit M = {M(t)}+>0 une martingale cad-
lag de carré intégrable avec M(0) = 0. On note par (M) = {(M):}+>0 la variation
quadratique prévisible de M et AM(t) = M(t) — M(t—), le saut de M au temps t.
Alors, pour chaque p > 2, ils existent deuz constantes A, > 0 et B, > 0 telles que
pour chaque T > 0,

- {[Jon|| + ||| } < [|sw o]
< BP{H(MW)I/Q sl @ \H} (B.2.3)

Remarque B.2.3. L'ordre de grandeur des constantes A, et B, dans le Théoréme
B.2.2 a été trouvé par Ren et Tian dans [27]. Plus précisément, ces auteurs ont montré
que :

A, =0(/p) et B, —o(lnp)

(Dans le cas de martingales a temps discret, I'ordre de grandeur des constantes A, et
B, a été donnée dans [16]).

B.3 Mesure aléatoire de Poisson

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et (F,E,v) un espace mesuré. On note
par & = {A € A, v(A) < co}. On commence par rappeler des résultats connus sur
la mesure aléatoire de Poisson.

Définition B.3.1. Soit N = {N(A); A € &} une collection de variables aléatoires
définies sur (92,4, P). On dit que N est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité
Vst

i) pour A € &, N(A) suit une loi de Poisson de paramétre v(A),

ii) pour Ay,--- A, € & disjoints, N(A;),---, N(A,) sont indépendants et

n
N (U Ai> Z N(A;) presque surement.
i=1
On peut montrer qu'une mesure aléatoire de Poisson admet la représentation
¥ =Y,
i>1

ou les (X;);>1 sont des variables aléatoires dans E et J, est la mesure de Dirac en a.
Le résultat suivant donne une construction directe de N dans le cas ou (E,&,v)
est un espace mesuré fini.
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Proposition B.3.2. Soit (E,&,v) un espace de mesure fini. Soient T une variable
aléatoire de Poisson de moyenne v(E) et (&)i>o une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées de loi = v/v(E) et indépendantes de T.
On définat

= 0, (A), A€ &, (B.3.1)
=1

Alors le processus N = {N(A), A € &} est une mesure aléatoire de Poisson d’inten-
sité v(A).

Démonstration. Voir page 134 de [28]. O
Pour définir lintégrale stochastique [ fdN, on commence par définir cette der-

niére pour une fonction f simple du type f = > " ¢ 1a, avec ¢; € Ret 4; € &.
Dans ce cas on définit :

_/Ede_ic,»N(A)

On note que E[N(f)]* = [, |f]?dv. Si f est une fonction mesurable quelconque, alors
du Théoréme 13.5 de [6], il existe une suite (f,),>1 de fonctions simples qui converge
vers [ v-presque partout. Ainsi, si [, |f|*dv < oo, on définit N(f) comme la limite
dans L*(Q) de {N(f.)}n>1-

Pour une fonction mesurable f : F — [O, 00), on peut définir N(f) = > f(X;) si
i>1

N = 3"0x,. Notons que E[N(f)] = [, f(z)v(dz) et E|N(f)|* = [,|f|*dv. Pour une
i>1
fonction f: E — R mesurable telle que fE |f|ldv < oo, on définit :

N(f)=N(f")=N().

On observe que E[N (f*)] = [, ftdv < 0o, E[N(f7)] = [, [ dv < 0o, donc N(f7) <
oo presque stirement et N(f7) < oo presque stirement.

Définition B.3.3. Soit N une mesure aléatoire de Poisson sur E. On définit la
fonctionnelle de Laplace de N par :

‘IJN(f) = E (e_N(f)) 9
pour toute fonction f: E — [0, 00) mesurable.

Théoréme B.3.4. (Théoréme 5.1 de [28]) Si N est une mesure aléatoire de Poisson
d’intensité v alors sa fonctionnelle de Laplace est donnée par :

Un(f) = exp {—/E (1—e /@) y(dzp)} : (B.3.2)

pour toute fonction f: E — [0,00) mesurable.
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Définition B.3.5. On définit ]V, la mesure compensée de Poisson associée a N, par
N(A) = N(A) —v(A) pour tout A € &. On note pour toute fonction f: £ — R
mesurable telle que [, |f|dv < co, on a :

/Ede:/Ede—/Efdy,

et donc E <fEfd]v> =0.

B.4 Extension du lemme de Gronwall
Nous présentons une extension du Lemme 15 de [9].

Lemme B.4.1. Soient g : [0,T] — Ry une fonction & valeurs réelles positives telle
que fOTg(s)ds < 00 et (fn)n>o une suite de fonctions positives sur [0,T) telle que

M = sup fo(t) < oo et
t€[0,T]

fut) <Ch + /Ot fao1(s)g(t —s)ds Yt e [0,T],Vn >0,

pour une suite (Cp,)n>0 de nombres réels positifs. Alors, il existe une suite (a,),>0 de
nombres réels positifs avec ai/p < 00 pour tout p > 0 telle que :
n>0

n—1
falt) <Co+ Y Cianj+Coan MVt €[0,T],%n >0, (B.4.1)

j=1

En particulier, si ) C}L/p < 00 pour un certain p > 1, alors
n>0

sup fo(t)/P < 0.
n21t€[0,T}

Démonstration. On suit les lignes de la démonstration du Lemme 15 de [9]. Soient
G(t) = fot g(s)ds, (X;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-

t
9(t) et S, = >_X,. Alors, par un changement
1

quement distribuées sur [0, 7] de loi G 2

de variable, on obtient :
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= GO [ alt= ) (Po X))
= Cpo +G(T)E[fr1(t — X1)1(04(X1)]
= G+ O(D) [ Ay fost = X)) dPE).  (BA2)
On utilise maintenant (B.4.2) pour fo_,(t — X;(w1)). Ainsi,
fama(t = Xa(w1)) € Cpr + G(T)
[ s st = i) = Xafen) dPs). (BA3)

En utilisant les inégalités (B.4.2) et (B.4.3), on déduit que :
fa(t) < Co + G(T) / Lixi @<ty [Cn—l +G(T)
Q

/Ql{Xz(w2)§tX1(W1)} fra(t — Xi(w1) — Xo(wa)) dP(wa) |[dP(w1).
= Co+ Coy G(T) P(Xy < 1) + GX(T)
//1{X1(w1 Y+ Xa(wa)<t} Jn—2(t — X1 (w1) — Xa(ws)) dP(ws)dP(w:).(B.4.4)

En utilisant (B.4.2) pour f, o(t — X;(w1) — X2(ws)), on a :
fa—2(t = Xi(w1) — Xa(ws)) < Cz + G(T)
[ ittt Fo-alt = Xaor) = Xalee) = Xa(an)) dP(e).
" (B.4.5)

Maintenant, on insére (B.4.5) dans (B.4.4) pour obtenir :

Falt) < Cot Cun GIT) PO <)+ G(D) | [ Uixitasitsoncr [ Cuca + G(T)
QJQ

/ L X5 (ws) <t— X1 (w1)— Xa(wa)} Jn—3(t — X1(w1) — Xo(wa) — X3(w3)) dP(w;;)}
Q

dP(wy)dP(w)
= Cp+Cr G(T)P(Xy <t)+ Coa GXH(T) P(X1 + Xo < t) + G¥(T)

/ / / LX) (1) 4+ Xa (wo) = X (ws) <t} fn3(t — X1 (w1) — Xo(wa) — X3(w3))
aJaJa

dP(w3)dP(we)dP(wy).
En répétant cette procédure, on obtient a la derniére étape :

fat) < Co+Cri GTYPS; <)+ ...+ CLG"HT) P(S,—1 < t)
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+ Cy Gn(T)E[l{SnSt}fO(t — Sn)]
Du fait que fo(t — S,) < M et en notant ay = G*(T)P(S), < t), il résulte que :

fn(t) < Cn+Cn—l a+ ... +Cl Ap—1 —|—00M6Ln.

Cette derniére inégalité montre (B.4.1).

On suppose maintenant que ZC’,}/ P < 0o pour un certain p > 1 et on défi-
n>0

nit ap = 1. Soit My = max(M,ag). Alors f,(t) < M) Cja,_;, donc [f(D)]VP <

Jj=1

1/pZC’1/p 1/p . Ainsi, en prenant la borne supérieure pour ¢t € [0,T], on déduit

que : sup [fn(t)]/? < Ml/pZC’l/p 1/p . Par conséquent :

te[0,7
Z sup [fk(t)]l/p < 1/p Z Z Cl/Pallg/P]
k=0 €10.T] k=0 j=0

—Jj

_ 1/p Cl/p al/p _ 1/p Cl/p /p
g -
Mll/p (Z C;/P) (Z all/p> <C,
j=0 1=0

car la suite (a,),>1 vérifie I'hypothése Za}/p < 00, pour tout p > 0 (ce qui a été
n>0

montré dans la preuve du Lemme 15 de [9]).

IN

0



Annexe C

Mesure martingale

Dans cette section, nous allons introduire la mesure martingale au sens de Walsh
et donner ses propriétés. Nous suivons [32] et [19].

C.1 Définitions

Soient %, (R?) la classe des ensembles boréliens bornés de R? et Z(R?) la classe
des ensembles boréliens de R? .

Définition C.1.1. Un processus simple sur {2 x R, est une combinaison linéaire de
processus élémentaire sur 2 x R,. Un processus élémentaire sur 2 x R, est de la
forme X (w,t) = Y(w) Lap, 0t 0 < a < b, et Y est est une variable aléatoire bornée,
F.-mesurable.

Définition C.1.2. Un processus { X () }:+>o défini sur (Q, F, P) est dit prévisible par
rapport & une filtration (F;);>¢ si I'application (w;t) — X (w;t) est Pqoxr, -mesurable,
ol Poxr, est la o-algébre engendrée par les processus simples sur 2 x R,.

Définition C.1.3. Un processus sur  x R, x R est dit élémentaire s’il est de la
forme :
g(w;s,x) =Ly (s) La(z) X(w), (C.1.1)

o1 0 < a<b, A€ %(RY et X est une variable aléatoire bornée, F,-mesurable. Un
processus simple sur Q2 x R, x R? est une combinaison linéaire de processus élémentaire
sur 2 x R,.

Définition C.1.4. Soit Pk, «re, la o-algeébre engendrée par les processus simples
sur  x Ry x R% Un processus g = {g(t, z) }1>0.0cra est dit prévisible si Papplication
(wit, o) = g(w;t, z) est Pougr, xra-mesurable.

Remarque C.1.5. P, xra C Paxr, ® B(RY).

152



C. MESURE MARTINGALE 153

Le résultat suivant est une extension aux champs aléatoires de la Proposition
3.21 de [23].

Proposition C.1.6. Soit X = {X(¢,2); t > 0,27 € R?} un processus qui est continu
en probabilité (c’est-a-dire X (¢, ;) K X(t, x) sit, — tetx, — x)tel que X(¢, )
est J,— mesurable pour tout ¢t > 0 et z € R% Alors X a une modification prévisible.

Démonstration. On omet la preuve. O

Définition C.1.7. (/32/, p 289) Une collection {M;(A),t > 0,A € %, (R%)} de
variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (£2,.#, P) est une mesure
martingale par rapport a une filtration (.%;):>o continue a droite (c’est-a-dire .%; =
(F1+) == (4ot Fs, pour chaque t ) si :
i) My(A) =0.
ii) Pour chaque t > 0, {M;(A); A € %,(R%)} est une mesure o-finie dans L*((),
c’est-a-dire elle satisfait les propriétés suivantes :

a) My(AU B) = M;(A) + M;(B) presque sirement pour tout A, B € %,(R?)
avec AN B =),

b) il existe une suite (Ex)r C %By(R?) avec By C Egy1,Vk et U, B = R? telle
que pour chaque k > 1 fixé :
— Sup ez, E|Mi(A)]? < o0, ot B, = {A € B(RY); A C Ei},
— 81 (An)n C B avee A, | 0, alors lim E|M;(A,)]* = 0.
n—oo

iii) Pour chaque A € %,(R?), {M;(A), F;, t > 0} est une martingale.

C.2 Mesure martingale “worthy”

Nous allons maintenant, définir la notion de mesure martingale “worthy”.

Définition C.2.1. (/32/, p 289) Soit M = {M;(A),t > 0, A € B,(R?)} une mesure
martingale. La covariance fonctionnelle de M est définie par :

Qi(A,B) = (M(A), M(B));.
ou (-,-) désigne la variation quadratique prévisible. Dans le cas ou il s’agit d’un

ensemble de la forme (s,t] x A x B C Ry x %,(R%) x %,(R%) (appelé rectangle), la
covariance fonctionnelle est définie par :

Q((S’t] X A X B) = Qt(AvB) - QS(A7B)

Cette derniére, par additivité s’étend aux ensembles de la forme U (s;, ;] x A x B.
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Définition C.2.2. Une mesure signée K (dt, dz, dy) sur R, x R? x R? est définie
positive si pour chaque fonction bornée pour la quelle I'intégrale a un sens, nous
avons :

/ Fat) (g, K (dt, dr, dy) > 0.
R4 xR xR4

Définition C.2.3. Une mesure martingale M de covariance () est dite worthy s’il
existe une fonction K : Qx ZB(R,)x B(RY) x B(R?) — R qui satisfait les propriétés
suivantes :

a) pour chaque w € Q, K(w,-) est une mesure définie positive telle que K (w, [0,t] X
Ax B) = K(w,[0,t] x B x A), pour chaque A, B € Z(R%),

b) pour A et B fixé, {K((0,t] x A x B),t > 0} est prévisible;

¢) pour tout n, E{K((0,T] x E, x E,),t > 0} < oo, ou (FE,), est la suite de la
Définition C.1.7;

d) pour tout rectangle I', |Q(T")| < K(I').

Dans ce cas K s’appelle la mesure dominante de M.

Si g est un processus élémentaire sur Q x R, x R? donné par (C.1.1), on définit :
(g . M)t<B) = Y(Mt/\b(A N B) — Mt/\CL(A N B)) (021)
Cette définition s’étend par linéarité aux processus simples. On utilise la notation
t
(9 M0(B) = [ [ gls.0) M(ds, o)
o JB

Remarque C.2.4. Si g, et g, sont des processus simples et a,b € R, alors

/Ot/9<a91(s,x)—l—bgz(s,x))M(ds, dx) = a/ot/Bgl(s,:c)M(ds, dx)

+ b/ot/ng(s,x)M(ds, dz).

Proposition C.2.5. (Proposition 5.18 de [19]) Si g est un processus simple sur
QO xRy x RY, alors :

El(g- MBI~ B [ [ [ st 5650 Quitsdyas)). (€22

ot Qpr est la covariance fonctionnelle de M.

Proposition C.2.6. (Proposition 5.23 de [19]) Si g est un processus simple sur
QxR x R4, alors :
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a) g- M ={(g- M)y(B),t >0,B € B,(R?)} est une mesure martingale worthy de
covariance fonctionnelle

Qyrr((0,4] x B x C) = /Ot /B/Cg(s,m) o(5,9) Qur(dz dy ds),

b) la mesure dominante de g - M, notée Ky est donnée par :

K,u(0,t x BxC) = /Ot/B/C]g(s,x) 9(s,y)| Ky (dx dy ds).

Soit maintenant &3, I'ensemble des processus prévisibles g = {g(t,z);t > 0,z €
R?} tels que : pour chaque T' > 0 et B € %,(R?) :

t
lolfs = E [ [ [ lots0) gls)| Kuulde dy ds) < .
0 JBJB

On définit pour g € &}, la norme de g par :

LA gk
gl = ) ———=*,

ok
k>1

out (E))k>1 est une suite dans B, (R?)} avec Ej, C Egy1 pour chaque k et |-, Ex =
RY. B

Le théoréeme d’approximation suivant joue un role important dans la construction de
Iintégrale stochastique par rapport a M.

Théoréme C.2.7. (Proposition 5.25 de [19]) On suppose que pour chaque w :

ot ks (w;dt) est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesque. Alors pour
chaque processus g € %, il existe une suite (gn)n>o0 de processus simples telle que
llgn — gllpe — 0 quand n — oc.

C.3 Intégrale stochastique

Soit M = {M;(A);t > 0,A € %,(R?)} une mesure martingale worthy. Dans
cette section, nous allons construire une intégrale stochastique par rapport a M et
donner ses propriétés. Nous suivons de nouveau [32] et [19]. On commence avec la
construction de l'intégrale. Si g € &7}, alors par le Théoréme C.2.7, il existe une suite
(gn)n de processus simples telle que ||g, — g||sr — 0 quand n,m — oo. Nous en
déduisons que ||gn, — gm||l7.8 — 0 quand n, m — oo pour tout 7' > 0 et B € %,(RY).
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En utilisant la linéarité de U'intégrale et 'équation (C.2.2) (voir Remarque C.2.4), on
obtient :

El(g -M)t(3)|2ZE!((Qn—gm)‘M)lt(B)l2

= " / / / (8:2) (gn — gm)(s,y) Qu(dz dy ds)

< lgn = gmllr.B — 0 quand n,m — oo,

Par conséquent la suite {(g, - M);(B)}, est de Cauchy dans L?(Q) et on note par
{(g- M)r(B)} sa limite dans cet espace.
Soit &) I'ensemble des processus g € &5, qui satisfont la condition :

E/O /R [ Jats.2) glo. )] Kos(d dy ds) < oo, (C.3.1)

On étend la définition sur R? par (g - M);(R?) = klim (g- M)¢(Eg) dans L*(Q). Pour
—00
cela on remarque que pour k > [

E|(g- M) (Ex) — (g~ M)t(El)’2 =E|(g- M)t(Ek\El>’2
< 9llr.g\ee — 0 quand k,l — oo.
Remarque C.3.1. Proposition C.2.5 et Proposition C.2.6 restent vraies pour g €
P
Théoréme C.3.2. Pour chaque g € Py,
a) le processus {(g- M) (R?)};>0 est une martingale par rapport a (Fy):,
b) pour chaquet >0 :

Bl(g MR = (/// 5.2) 9(5,9) Quilde dy 4 ) .(C.3.2)

Démonstration. Notons qu’on a par définition (g- M);(R?) = khm (g- M) (Ey) dans
—00

L3(9).

a) Puisque par construction {(g- M).;(Ex) }+>0 est une martingale pour chaque k£ > 1,

la limite dans L?(€2) d’une suite de martingales bornées est une martingale, on en
déduit que {(g- M);(R%)};>0 est aussi une martingale.

b) Par application de la Proposition C.2.5 aux ensembles Ej, nous obtenons :

Bl(g- M), (//E/E 52) sy)QM<dxdyds>)

Le résultat découle en passant a la limite quand k£ — oo.
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