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Abstract

It is important in practice when solving linear systems to have an economical
method for estimating the condition number x( A) of the matrix of coefficients.
Different algorithms involving O(#?) arithmetic operations are described; they
give reliable indications of the order of magnitude of x(4).

Numerical experiments are presented in order to illustrate and compare the
practical performance of these algorithms.

Résumé

Apres la résolution d’un systéme linéaire Az = b, il est toujours important
d’avoir une méthode économique pour estimer le conditionnement &( A) delama-
wrice des coefficients. Différents algorithmes utilisant un ordre de O( %) opérations
arithmétiques sont décrits.

Afin d’illustrer et de comparer la performance de ces algorithmes en pratique,
certains résultats expérimentaux sont présentés.
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Introduction

L approximation de la solution de beaucoup de proble:nes que 1’on rencontre en
mathématiques appliquées, en physique ou dans les sciences de V'ingénieur, con-
duit le plus souvent & des problemes d’analyse numérique matricielle, et plus par-
ticulitrement  la résolution de systemes d’équations linéaires de la forme Az = b,
et par conséquent au probleme de I’estimation du conditionnement d’une matrice.

Nous verrons, 3 propos du conditionnement des problemes, I'influence que
peuvent avoir les erreurs sur les données; elles résultent de ce que les données
(composantes d’une matrice A, coordonnées d’un vecteur b) peuvent souvent n'étre
connues qu’approximativement, comme par exemple les données expérimentales.

Méme quand la précision sur les données est tres bonne, de petites periur-
bations des données peuvent avoir une influence absolument désastreuse sur le
résultat.

Ces problemes interviennent notamment régulitrement dans I’appliquation de
la méthode des éléments finis & des equations aux dérivées partielles elliptiques, &
des problemes de vibrations et d’élasticité, ou en hydrodynamique.

Méme lorsque les problémes considérés ne sont pas linéaires, il arrive trés
souventqu’on les raméne par des chemins appropriés, (par exemple des itérations),
A des suites de problémes linéaires.

Dans notre étude du conditionnement d’une matrice, on s’est restreint aux cas
des normes l;, Lz et Lo, qui sont les plus utilisées en analyse numérique.

Afin de ne pas trop allonger ’expos¢, nous avons dd renoncer A inclure la

description des algorithmes €t programmes correspondants aux méthodes étudiées.



Chapitre 1

Rappels sur les matrices et I’analyse
numérique matricielles

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de rappeler, sans démontrer, un certain nombre de résultats
relatifs aux matrices, leurs normes, ainsi que certains domaines de leur application
dont le plus connu est le systtme linéaire d’équations algébriques. La derniere
section introduit la notion de conditionnement d’une matrice.

1.2 Représentation matricielle d’un opérateur linéaire

1.3 Algebre des matrices

1.4 Normes vectoriclles

1.5 Normes matricielles

1.6 Décomposition en valeurs singuliéres

1.7 Théorie de la perturbation

1.8 Conditionnement de matrices

1.2 Représentation matricielle d’un opérateur linéaire

Soit V; = R™ et Vo = R "™ deux espaces vectoriels réels.

Soit T : V; — Va un opérateur linéaire.

11 est connu que 7" est représentable par une matrice réelie A A nlignesetm
colonnes de fa maniére suivante:
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Tout z€R ™ peut s écrire sous la forme veciorielle

T

I2
T =

Im

Appliquer T" sur z pour obtenir y = T'(z) revient 2 multiplier z par A et obtenir
le vecteur colonne y
n
y2
Ya
ol y; = T, 6z représente la -Eme composante de y.

1.3 Algébre des matrices [12, p. 5]

Soit R™™ |’espace vectoriel de toutes les matrices réelles A i = lignes et m
colonnes:
a1l - QIm

AeR™™ & A=

Qnl vee Qum d

Aestdite de type (n,m) sin # m;elleestdited’ordre nsim = n.
Deux sous-espaces importants sont associés i toute matrice A de type (n, m).
Le sous-espace image de A defini par

Im(A) = {y € R"|y= Az pouruncertainz € R™}
et le kernel , ou noyau, de A par
Ker (4) = {z e R™| Az =0}.

Im( 4) est le sous-espace vectoricl de R™, engendré par les colonnes de A Le
rang de A est défini par

rang (A) = dim(Im(A4)).
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C’est le nombre maximal de colonnes de A qui sont linéairement indépendantes.
Si n = m, il est bien connu que les trois propositions suivantes sont €équivalentes.

(i) A est réguliére

(ii) Ker (A) = {0}

(il rang(A) =n

Ci-dessous, une liste de matrices spéciales est donnée. Elle servira comme
référence pour le reste de 1’exposé. Une matrice A d’ordre n est dite:

Symétrique si AT=A

Définie positive si gTAz>0,0Fz€R"

Positive si zTAz >0, pourtoutz € R*
Orthogonale si ATA=AAT=1

Permutation si A=[e5,..., €5l

Diagonale si a; =0 pourtouti j

Tridiagonale si a; =0 pourtouts,;telsque|i—jj>1

Triangulaire supérieure si a;; =0 pourtouti > j
Hessenberg supérieure  si a; =0 pourtouti > j+1

1.4 Normes vectorielles [12, ch. 2]

Une norme vectorielle sur R ™ est une application

Ff:R*—R

qui vérifie les propriétés suivantes:

—

. f(x) > 0 pourtout z € R™ avec égalit€ ssiz =0,

(&%)

. flz+y) < f(x) + f(y) pourtoutz,y € R™,

[Fs )

. flaz) = |a|f(z) pourtout z € R™.

Une telle fonction sera notée par ||.||.
Une classe importante de normes est

lzlls = (2 P+ ...+ {2zaP) /P p 21,

8



parmi lesquelles
izl = Uz + ..+ |24,
llzilz = (=1 + ...+ |za*)'7,
llljoo = maxizi],

sont les plus importantes en analyse numérique. La norme (l;), appelée norme
euclidienne, a une importance particuliére du fait qu’elle est la vraie distance dans
R*,

Un résultat classique concernant les normes [, est I'inégalité de Holder qui
suit:

1Ty < llzllelivlle (/D) +(1/@) =1.

Un cas spécial de cette derniére est I'inégalité de Cauchy-Schwartz:

="yl < llzllzIivll--

Une autre particularité de la norme euclidienne est son invariance par transforma-
tion orthogonale. Soit Q une matrice orthogonale d’ordre =, alors

1QzI = (Qz,Qz) = z7(QTQ)z = ||=Ii®,

ol (z, y) dénote le produit scalaire de z ety

Toutes les normes sur R ® sont équivalentes. C’est-a-dire, €tant donné deux normes
quelconques ||.||, et ||-||; sur R™, il existe deux constantes positives m et M telles
que:

mllzll, < llzlle < Mlizllp

_pour tout .

1.5 Normes matricielles

De manitre analogue & la définition d’une norme vectorielle sur R", une norme
matricielle sur R ™™ est une fonction f : R™™ — R qui vérifie les propri€iés
suivantes: '



(a) f(A) >0 pour tout A € R™™avec ’égalit€ ssiA=0
(by f(A+ B) < f(A)+ f(B) pour tout A € R™™et B € R™™
(&) fl(aA) =|a|f(A) pour tout A € R™™eta € R

Les normes dont I’utilisation est trés fréquente en analyse numérique sont:

la norme F (norme de Frobenius)

m n

A l=123 lssP1'7, (1.1)

Jj=1 4=l
(dans certains livres, elle est aussi appelée norme euclidienne ou de Schur),
et les normes [, (spécialement pour p = 1,2et 00)

Il A= sup "” """ (12)

On peut izcilement montrer que pour les normes ci-dessus et n’importe quelles
matrices A, B appartenant respectivement 3 R™™ et R™*7 on a:

NAB |l < Allell Bl (13)

Remarjue:
Pas toutes les normes matricielles satisfont (1.3). Par exemple si on definit la
norme de A par

| All.= max |ay;]

)
ctsionprend A= B = [ n 3 ],on voit bien que || AB ||, > || A ||| B |l

— r

Dans ce qui suit, on considérera uniquement les normes qui vérifient (1.3). De la
définition de la norme 4, d’une matrice, il s’ensuit que

| All= SUP | Az |l (1.4)
zllp=1
Du fait de 1a continuité de la fonction
" Az ||,
Iz |l»
10
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sur la sphre unité || z ||,= 1, il existe toujours un z* € R™ tel que

| Az llp = Il Allli = Il (1.5)

Les nommes F et [, (spécialement ), 2 et ly), satisfont certaines inégalités tres
utiles dans la suite de ce résumé.
Pour toute matrice A € R™*® on a:

Al <N Alle< Vil Al (1.6)
max |a;| <|l A< Vnm max {ay;] (1.7
lAlk< ViIATIAlL s
HAHm=r@m§;wd (19)
Il Al = max 3 Jay] (1.10)

i=1
Tl Ale <4l < VI Alke (1.10)
Tl <Al VRl Al (1.12)

Une proprieté particulidre aux normes F et l; est qu’elles sont invariantes par
transformations orthogonales, c’est-i-dire pour n’importe quelles matrices ortho-
gonales @ et Z d’ordres appropriés on a:

I QAZ ||lr=|AllF (1.13)
et
1QAZ |2 =|l Al - (1.14)

1.6 Décomposition en valeurs singuliéres DVS [8, p.5]
Théoréme 1.1 Si A est une matrice réelle d’ordre n, il existe deux matrices or-
thogonales U et V telles que UT AV est une matrice diagonale .. En plus, on

peut toujours choisir U et V de maniére que les éléments de £ vérifient I'inégalité

11
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suivante:
G102 -2 G >0 =--=0,=0,
ot r est lerang de A.
En particulier si A est réguliére on a
c12>022>-> 0, >0

Les nombres o; sont les valeurs singulitres de A. Ce sont les racines carrées po-
sitives des valeurs propres (nécessairement positives), de la matrice AAT quiest
symétrique ¢t définie positive.

AAT est définie positive car pour tout z € R”, non nul ona

T (AAT)z = (ATz, ATz) =|| ATz |} >0

1l découle de ce théordme que A peut s’écrire sous la forme décomposée

A=UzvVT
oll
(+78 0
= R
0 On
U= [uly"‘:un]
ct
V= [vl‘l"'ivﬂ] .
Par conséquent
Av; = oy (1.15)
et
ATy, = o (1.16)
12



1.6.1 Interprétation géométrique

Les valeurs singuliéres o; d’une matrice carrée réelle sont précisément les longueurs
des branches de 1’hyperellipsoide

E={yly= Az, ||z =1}

Par conséquent, il existe une droite L) de R™ qui est étirée (ou rétrécie) du facteur
o1 quand elle est transformée par A en une autre droite AL, de R". De méme
il existe une seconde droite L., perpendiculaire Ly, qui est elle aussi €tirée (ou
rétrécie) du facteur o, quand elle est transformée par A en une autre droite AL,
perpendiculaire & AL,.

Un cercle de rayon unité pris dans le plan de L, et L, sera transformé par A en
une ellipse dont les branches sont de longueurs respectives o} et oq. C'est la plus
grande déformation qu’un cercle de R™ puisse subir, quand transformé par A.

De la définition de la norme {3,

| All= sup || Az |f2,
lizlk=1

et du fait qu’elle est invariante par transformations orthogonales, on a
| All=l| UTEV [l2=|| 2 jl2= o
et puisque A~ = VE-IUT,
| A7 =l VETUT |o=il 27 [l= 07",
Comme généralisation du théoréme 1.1ona

Théoreme 1.2 Etant donné une matrice réelle de type (n, k) et de rang r il existe
dewx matrices orthogonales U et V de types respectifs (n, ) et (k, k) telles que

(o3| 0

on
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1.7 Théorie de la perturbation [25, ch. 4]

Considérons un systéme linéaire

Az = b (1.17)

11 est admis que la méthode de Gauss est la plus simple et la plus couramment
utilisée pour résoudre un tel sysiéme, lorsque la matrice A n’a pas de propri€té
particuligre suggérant ’emploi d’une méthode plus élaborée.

S'il apparait des multiplicateurs trop grands au cours de I’élimination de Gauss
il est toujours possible de remédier & cette difficulté en adoptant un choix appro-
pri¢ de pivots. Une autre difficulté pouvant se présenter en pratique est celle d’un
systeme dit "mal conditionné", c’est-a-dire dont la solution est trés sensible a de
pelites perturbations des données initiales A et b .

Considérons d’abord Ia sensibilité de la solution du systtme Az = b & des
perturbations du vecteur b. [25, ch. 4].
Si b est remplacé par b + k et = + h est la solution du nouveau systéme, alors

A(z+h) = b+ k. (1.18)
On obtient par soustraction de (1.17)
Ah = k, (1.19)
¢'est-d-dire h = A=k,
Soit || . || une norme vectorielle quelconque et || . ||, 1a norme matricielle qui lui

est subordonnée; ¢’est-ii-dire

14 l= sup LAZN
w0 ||z "p

Nous avons

A1 <ItA™ ol & lp - (1.20)
Puisque || 6 [l5<I| A= [ll] 2 [l on &
Il A llp iy HElle
<|| A A X (1.21)

14
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Ce qui montre que le nombre || A ||,|| A~! ||, joue le role d’une borne supérieure
pour la ransformation associant 2 la perturbation relative de la donnée b, 1a per-
turbation relative de la solution z. On appelle ce nombre conditionnement de la
matrice A (relatif & la norme L,). Si le conditionnement || A |[p|| A~ |}, est re-
lativement trés grand, la majoration (1.21) sera trés pessimiste pour la plupart des
vecteurs de droite b et des perturbations k. La plupart des b seront tels que

A8 (=12 ll< Il A7 [lpll ]l - (1.22)

Mais il existe toujours certains choix de b et k pour lesquels la majoration (1.21)
est fine, et donc pour lesquels I"effet relatif d’une petite perturbation sur la solution
est considérable.

Supposons maintenant que ce soit la matrice A qui soit perturbée par une ma-
rice E:
(A+ E)(z+h) = b, (1.23)
d’ol
(A+ E)h = —Ez. (1.24)

M&me si A est réguligre, ce que nous supposons, A + E peut étre singuliere si E
est quelconque. Ecrivons

(A+ E)=A(I+ A™'B).

Théoreme 1.3 Si pour une certaine norme matricielle || . |l,onall A |l,< 1,
alors T — A est réguliere et son inverse (I — A)~' = £33 A* satisfait

AT S-S
On voit bien que A + E est siirement réguliére si
AT E|l.< 1. (1.25)
En supposant cette condition satisfaite, on obtient
=—(I+A'E)'A Ex, (1.26)

15
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et donc, d’apres le théoréme précédent,

LA“E Ll 2l 1A Il E lll 2 Ll
bl < < , (1.27)
Whlb< AT, S T-NA- TGl Bl

pouva que [| A" fll] B [lp< 1.

Pour la perturbation relative || A ||p / || z ]|», on peut écrire (1.27) sous la

forme —1 A
Lol o _IATNAT llell £l /1ALl (1.28)

Nell, = 1= AL A LI ElL /1l Al

Ce qui montre, qu’ici encore, le conditionnement de A joue un rdle déterminant
dans la majoration de la perturbation relative.

Plus généralement, si I’on considére une perturbation a la fois de A etde b, on
aura le systeme perturbé

(A+ E)(z+h) = (b+ k). (1.29)
Si on combine les majorations (1.21) et (1.28) on obtient

Théoreme 1.4 Soit ||.||, une norme marricielle. Si ||E|lp||A~"||, < 1 et [\I|l, =
1, alors pour toute norme vectorielle ||.||, (compatible avec ||.|},), on a pour le

svstéme (1.21) la majoration suivante.

|IhI| iy Lkl | 1Bl
< K(9)||AlI1A \ 1.30
avee
K(p) = (1 = ||E|LIA" I " (1.31)

En résumé, puisque X (p) > 1, la variation relative en z est bornée par K (p)|| Allol1A~' |l

multiplié par

1. la variation relative de A si b n’est pas perturbé.

2. la variation relative de b st A n’est pas perturbée.

16



3. la variation relative de A plus la variation relative b si A et b sont tous deux
perturbés.

Pour (1.21) on a K(p) = 1, alors que pour (1.28) et (1.30), K (p) sera voisinde 1
si || E||, est suffisamment petite.

Dans tous ces cas on voit bien que ta quantité [|A]|5]|A~" || notée xp(A), est
la quantité prépondérante dans 1'étude des perturbations de la solution du systeme
linéaire Az = b. Si x,( A) est petite, 'effet d’une petite perturbation de A ou de
b sur la solution z sera modéré ou méme négligeable, alors que si x,(A) est tres
grand, cet effet peut étre considérable pour certains couples ( E, k). La majoration
(1.21) est 1a meilleure possible car [8, p. 21], I’égalité peut &tre atteinte.

Bien entendu, le fait que x,{ A) soit trés grand n’entraine pas que

llAlle
lizlla

soit toujours grand. Mais en général il existera des couples ( E, k) pour lesquels,
cette perturbation relative sera inadmissible et nécessitera en pratique la prise de
précautions efficaces (par exemple calcul en précision double), pour controler
’effet des erreurs.

1.8 Conditionnement de matrices

Comme le cas précédent nous 1’a montré, la raison qui nous amene 2 étudier et
établir des algorithmes efficaces pour estimer le conditionnement d’une matrice
est que dans beaucoup de problémes matriciels, ce demier nous donne une idée
approximative sur I’effet de 1a perturbation des données sur la solution exacte.

Le cas Ie plus populaire en analyse numérique est le systéme linéaire Az = b;
c’est pourquoi il constituera notre unique référence dans ce résumé. Onavuqu’en
général quand A et b sont tous les deux perturbés on a

lalle o _LALIA" (Ilkllq +IIEIIp).
lzlle = 1= IEWIA~ L \Hetle 1Al

Ce résultat nous donne aussi une idée, assez bonne sur 1’erreur dans la solution cal-
culée %, quand le systéme a été résolu par une méthode stable telle gue la méthode
de Gauss avec pivot. Car en réalité, ce que la méthode de Gauss nous donne quand

17
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clle est appliquée pour résoudre Az = b, est une solution approchée qui satisfait
le systeme perturbé [12, p.67]:

(A+ E)z=0, (1.32)

o E satisfait
2
IElle < 87 pn)jAlloots + O(u7), (1.33)
ol p, est le facteur de croissance et u I’unit€ d’arrondi de I"ordinateur utilis€. Une
borne rigoureuse pour I'erreur relative sur %,

|i& — =l

ll=Ils

peut &tre obtenue en utilisant (1.30) et (1.33) pourvu que & A) ou bien une borne
supérieure de celui-ci soit disponible.

Avant de mieux clarifier cela, rappelons qu’en calcul arithmétique en "virgule
flottante”, les ordinateurs représentent les nombres sous forme

T~ iO.d;dz...d, Xﬁe,

ot les ¢; sont des entiers en base B (par exemple 8 = 2), et ol le nombre ¢, fixé
une bonne fois pour toutes, par exemple par les caractéristiques de !’ordinateur,
est le nombre de chiffres en base 8 qui représentent la mantisse de z. Par exemple
les ordinateurs pour lesquels ¢ = 15, représentent le nombre z = 732 .67 en base

B =2, comme
z = 0.101101110010101 x 2'°,

ot 'erreur commise sur z est inférieure 3 2=t = 2-15, Par conséquent, la solution
approchée (1.32) donnée par la méthode de Gauss satisfait: voir [2]

& — =]l -t
T ~ BT rp(A), (1.34)
[i]]™ P
ol |lE||
1 —t
| Ll 1| S i (1.35)
A, "~
Maintenant supposons que sp{ A) ~ g9 Donc
[1E — =l ~ B ' (1.36)
flllp
18



Heuristique [12, p. 72]

La méthode de Gauss produit une solution approchée %, avecenviront log,, S—
log ;o[ Reo( A)] chiffres significatfs exacts. [12,p. 71}
Comme on a déji vu dans la section (1.5), x2( A), est donnée par x2(4) = o, /On
oit oy est la plus grande valeur singuliére de A et g, est la plus petite valeur
singulitre de A car ||JA~'||. = o7! et|]4| = o1. L'estimation du condition-
nement d’une matrice, est requise dans beaucoup d’autres domaines de "analyse
numérique matriciclle. Quelques exemples importants sont:
I’'optimisation {4, p. 55}, [9], (10, pp. 135-320], le calcul des moindres carrées
[12, chap. 6], [19], [20], I'estimation du condiionnement des valeurs et vecteurs
propres [24], le calcul des racines carrées d’une matrice [17] et de I’exponentielle
d’une matrice [21], les solutions des équations matricielles de Sylvester etde Lya-
punov [1], [11], [15], le calcul avec les matrices creuses [7], [13] et la solution
numérique d’équations differentielles et intégrales.

Dans ces domaines d’application, la matrice en question est presque toujours
ou bien déja triangulaire, ou bien décomposée en une expression qui contient un
facteur triangulaire. Dans les deux cas le conditionnement de A peut €tre obtenu A
partir de celui du facteur triangulaire. C’est pourguoi d’ailleurs, dans les chapitres
qui suivront, ’étude du conditionnement d’une matrice sera restreinte au cas d’une
matrice triangulaire.
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Chapitre 2

Techniques pour estimer le
conditionnement d’une matrice.

2.1 Introduction

Comme il a déja été souligné dans le chapitre précédent, aprés la résolution d’un
systéme linéaire d’équations algébriques Az = b, ce qui est généralement fait
par la méthode gaussienne qui produit une solution approchée %, il est toujours
important d’avoir une idée sur I’ordre de grandeur de x,(A). La connaissance de
celle quantité nous permet d’avoir une idée approximative sur la précision relative
de z.

Ditférents algorithmes et techniques pour estimer x,( A) , ainsi que les résultats
numériques concernant leur performance en pratique seront le sujet de ce deuxiéme
chapitre.

2.2 Généralités

Parmi beaucoup d’autres critéres, la préférence d’une méthode, ou plus exacte-
ment de ’algorithme qui en découle, est basée essentiellement sur sa fiabilit et le
nombre d’opértions algébriques de la forme s = s + auzi, qu'il utilise.

Dans la littérature anglo-saxone, une telle expression est appelée “flop”, ce qui
désormais, remplacera le terme opération algébrique.

Pour plus de details sur la définition du mot flop, voir [12, p. 32].
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Puisqu’en pratique, les normes les plus utilisées sont les normes [y, Iz et L,
notre éwude se restreindra 2 ces demnieres.

Avant d’exposer les différentes méthodes connues, on rappelle que pour toute
matrice carrée

an - Gla
_ . . . nxn
A=] : : : € R™",
Gnl - OGm

ona

Al = max 3 |ay

1ssnia

Ao = max 3 la]

1<i<n =1

lAllz = s(ATA)'2,

o p est le rayon spectral de AT A.
Le conditionnement de A par rapport & la norme p est

sp(A) = Al IlIA~" ), P =1,2 etoo.

Pourp = 2, on adéja vuque 2(A4) = o /o, Oll 31 €t oy, SONT respectivement
la plus grande et la plus petite valeur singuliére de A.

Maintenant sip = 1 oup = oo, on voit bien que le calcul de | Aj|, ne pose
aucune difficulté, tandis que celui de ||4||> peut toujours étre estimé ou bien par
Pinégalité (1.12), ou bien par la méthode des puissances [25, p. 570}.

Dans les trois cas, 1a difficulté provient du facteur ||A='|,, p = 1,2, 00. Car,
non seulement la connaissance de A~! n’est pas toujours nécessaire, mais le coilt
de son calcul est de ’ordre de #® /3 + O(x?) flops; ce qui est assez cher compa-
rativement 3 la décomposition de Gauss. :

Penser pouvoir estimer le conditionnement spectral 52 (A) par &, /&y, 0l G et
&, sont calculées par le sous-programme [SVD] de, LINPACK [6] ou EISPACK
[23], ne résoudra pas le problzme non plus. Car ce dernier utilise approximative-
ment 15 fois plus de flops que I’élimination gaussienne.
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Ce qui nous intéresserait plutt, ce serait des méthodes qui utiliserajent un
ordre de O(#2) flops au plus.

Finalement, puisque A est généralement supposée avoir €i€ décomposée en
une expression contenant un facteur triangulaire, que son conditionnement peut
gtre obtenu 2 partir de celui du facteur triangulaire et que la difficult€ vient du terme
A=l p = 1,2, 00, il est clair qu'il suffira de s’intéresser au facteur {7~ |,
p=1,2, 00,0l T est une matrice triangulaire.

Forsythe et Moler [8] ont proposé une méthode intéressante pour estimer £oo(A) -
Elle est basée sur les itérations effectuées sur la solution approchée & pour améliorer
su précision.

2.3 Estimation de x..( A) par laméthode itérative [8]

Soit le systéme linéaire

Az =b.

En supposant que la solution approchée Z soit calculée au moyen de la décomposition

gaussienne PA = LU, ces deux auteurs ont posé

Kool A) = B||2lloo/ |12 |oo

ot 3 est calculé en résolvant les deux systémes Lw = Pr etz = w avec le résidu
r = b — A# calculé en double précision.

Ici, 8 représente la base en virgule flottante utilisée par I’ordinateur et ¢, le
nombre de chiffres significatifs avec lequel sont repésentés les nombres.

Malgré ’efficacité de cette méthode, son utilisation est limitée & cause des
prablémes de portabilité associés au calcul de = en double précision et 1a nécessité
d’avoir n* cases mémoires additionnelles.

Sa fiabilité n’a pas été prouvée mais il apparait qu’elle fonctionne assez bien.

Le coilit de cette méthode est de 1’ordre de O(n?) flops.

Plus tard, une méthode intéressante pour estimer |JA~!||,, p = 1,2, 00, donc
xp( A), aété proposée par A.K. Cline, C.B. Moler, G.W. Stewart et J.H. Wilkinson,
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2.4 Meéthode de Cline, Moler, Stewart et Wilkinson

Si y est la solution approchée du sysiéme linéaire Az = b, c’est-a-dire (A+ E)y =
b, oti E est une petite perturbation de A, alors

lly —=ll -'cll = LEW
< e|Allp }A™ ), ob €= (2.1)
Sic’est le vecteur des données b qui est perturbé, c’est-3-dire Ay = b+e,ona
|y — =i Gl
2 ey (A), ou €> — (2.2)
ll=1l g Ital}’

L analyse en termes de décomposition en valeurs singulieres de A donne:
Soit
A=UzVT, (2.3)

ot U et V sont orthogonales et £ = diag(o1,...,0n),0001 > --+ 2 0a > 0
sont les valeurs singuliéres de A.
De (2.3)ona
Av.- = gpug (2 .4)

el
ATu.- = Oy, (2 5)

Exprimons les vecteurs b et e en fonction des vecteurs orthogonaux u; de la
maniére suivante:

b=||b||ia.-u;, ot y.af=1, (2.6)
i=1 =1
et n n
e=ellb]| > Biui;, o Y B =1. (2.7)
i=1 i=1
De (2.4)et(2.5)ona
T = "b" z(al/ol) v, (2.8)
i=1 ’
et .
y—z = ¢|b|| ) (Bi/odwi. (2.9)
=1
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D’ou
Wy =2ll _ o/, = exz(a), (2.10)
li=ll
uniquement dans le cas ot b = [|b|u) ete = €|[bljua-

Quand g, /o, est grand, ||y — z]|/€f|z]] est de I’ordre de I'unité pour n’importe
quel e inférieur ou égal 2 €]b]|, 2 I’exception du cas ol o, est trés petit. Puisque
aussi

» 12
el = (Saso®) (2.1
i=1
ce rapport sera de 1’ordre de o' & moins que a,, ne soit exceptionnellement trés
petit.
Maintenant on voit bien que pour Rz = b, o R est triangulaire, on a

"5"2 T

Cette borne est bien siir atteinte quand b = u,,.
La décomposition en valeurs singuliéres nous suggere de résoudre les deux
systémes

RTz=b e Ry=uz. (2.13)
Sion pose b = Y"1, a;v;, on aura
=) (/o)) u; ' (2.14)
i=1
et n
y= (aifo?)v;. (2.15)

i=1

Pourvu que la composante a,, de b ne soit pas trop petite, le vecteur y sera dans
In plupart des cas dominé par la composante de v;,.

Ona

1/2
[E(a‘loz) /E( al/Gl) . (2.16)

i=1

IIIII

Si &, /0y, n’est pas trop petit relativement aux autres facteurs, le rapport don-
nera une assez bonne approximation de o;!. On voit aussi que cette estimation
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est d’autant meilleure que o, < o1, ce qui est bien sir le cas quand A est mal
conditionnée.

Si on prend un b arbitraire, la probabilit€ d’obtenir une bonne estimation de
o' est grande. Afin d’augmenter cette probabilit€ naturelle, ces quatres auteurs
ont propos¢ de faire un choix judicieux de b. ‘

Ce dernier se fait de maniére que la solution = du systéme RTz = bdonne un
rapport ||z]|/|1b]] aussi grand que possible.

L’idée suivante se présente d’elle-méme. .

Choisir b, = =1, ob les signes des b, sont determinés a 1étape ol z, est calculé
par la relation

TyTss = by — (171 + "‘Ts—l,sﬂ:a-—l)- (2.17)

Ce signe est choisi comme 1’opposé de celui du produit scalaire entre pa-
renthéses.
Cette méthode serait bonne si ce n’était le contre-exemple suivant:

Soientn=4 et
T _ I 0O _ +1 —1
R‘[kE r|®E=l 1«

RT= [ r 0 ] et||RT|h = ||IR Tl = 1+ 2k.

Donc

—kE I

Si k est grand, alors ||RT}|s et ||R~T|| sont grands. Sion pose by = +1, ce qui
donne z; = 1, les deux signes possibles de b, donneront |z2| = 1.

Si on pose bz = +1, alors |23| = |z4| = +1 et on n’aura pas une grande norme
pour X. Si on prend b, = —1, on aura la méme situation avec

+1 +1
E= [ +1 +1 ] '
Pour le premier FE, si on prend b, = +1 2 chaque €tape on aura

R™b=b e Rb=b

Ceci n'indique pas si R est bien ou mal conditionnée.
Il est clair que la faiblesse de cette méthode réside dans le fait que la décision
sur le choix du signe de b, est basée sur un critére local.
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Les mémes auteurs ont remédié A cela en ajoutant 2 la méme méthode, une
technique qui consiste & regarder en avant, [look-ahead], avant de décider du signe
de b,.

Cela conduit a la stratégie suivante:

Chaque z; (i > s) est déterminé par la relation

T3ty = (=TT — - = T3l iTaml) + (—ToiTg — -+ - — Tim15Ti-1 + b)) (2.18)

oil ’expression de droite est divisée en deux parties. La premiére parte est cal-
culée une fois que z,,...,%Z,-1 sont calculées. On note cette partie par pS"n.
Juste avant de donner un signe 2 b, et calculer z,, supposons qu’on a déja calculé
et emmagasiner les quantités pg"'” (i = s,...,n). Maintenant les deux valeurs

possibles de z, sont données par
reszs = —pi* P + by = —pi* N £ 1. (2.19)

On notera ces deux valeurs possibles de z, par z} et z;. Une fois calculées, ces

deux valeurs de x, nous serviront pour renouveler les quantités p§=-" par les quan-

tités pt qui seront déterminées de la manidre suivante.
On écrit

PN =V h gz et plT=pl 0 +rany (2.20)

Notre décision sur le signe de b, dépendra des grandeurs de ces |p§”| etde |z°|
lui-méme.
Comme critére on peut prendre b, = £1 selon que

n n
=D+ 3 BT 2 o < -1 3 ) (2.2D)

i=a+l i=a+]

L’algorithme qui découle de cette méthode est le suivant:

Algorithme 1

1¢ étape: Choisir b de maniére que la norme de la solution de Rz = & soit grande
relativement i cetle de b.

2¢ étape: Résoudre Ry = .
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3¢ étape: Poser £1(A) = ||Bllillvtl1 /1|zlh-

Pour la motivation de la deuxiéme €tape, 1’idée est que si

NzlI/114] ¢~ IR7TID

est grand, alors
lyll/il=l (= R[]

est au moins aussi grand.

Aprés beaucoup d’expérimentations, O’Leary a suggéré de modifier cet algo-
rithme en prenant

IR
comme
max {[|z]|eo/ Ilblfoo, flwlls /111113,
puisque
R M = B lloe = llzlloo/|Blleo-

Le cofit de cet algorithme est de (5 /2)n* flops. Pour en tester la performunce,

O’Leary [22] a calculé la moyenne sur les rapports

_JIA7 [ estimé
~ |JAY[rexact

pour 100 matrices de dimensions variant de 5 & 50, dont les €léments sont choisis
d’une distribution uniforme entre -1 et +1.

T

n | 7 moyen

5 0.69
10| 0.60
20 0.52
401 043

Table 2.1: Moyenne des r

Les auteurs ont considéré que cette méthode est fiable. Si le conditionnement
de A est grand, son estimation est grande.
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Ce qui est toutefois décevant, c’est que, sionprend z = | . | etque I'on

résout Ay = z, on aura les résultats ci-dessous.

Posant . .
_ 2=l leq

§= ]
1A= 1k
ol ||A="||, est approximée par la somme des valeurs absolues des €léments de la
premigre colonne de A1, ||y||:. on a les résultats suivants: [W. W. Hager]

n | r moyen
5 0.61
10| 0.55
201 042
40| 040

Table 2.2: Moyenne des r

On remarque bien que cette derniére méthode est presque aussi performante
que la premiere.

Un peu plus tard, Cline, Conn et Van Loan [2}, ont généralisé cette méthode
en lui incorporant une technique, qui, dans la détermination des composantes b,
du vecteur b de la premidre étape de I'algorithme 1, nous permet de regarder en
arritre, [look-behind], et de changer les composantes b, déja choisies.

Pour un systeme linéaire

Ty=d,

cette méthode nous permet de faire un choix du vecteur d, d’une meilleure maniére
que dans 1’algorithme précédent, afin que la solution y du systéme ci-dessus soit
grande en norme.

Pour illustrer cette méthode, qu’on appellera "méthode avec regard rétrograde”,
supposons que la matrice T soit d’ordre 6 et que les trois premigres composantes
dy, da et d3 soient connues et vérifient



De plus, supposons qu’on a résolu le systéme

ty 0 O " d
tz1 tn O rl={dl, (2.22)
i i3z im v3 d3
et qu’on a calculé les quantités
s =tay + iy +lays,
ps =iaiy1 +ts2y2 + tsays,
s =taith +le2yz2 + Leaya.
On veut maintenant déterminer les deux paramétres
=Ccos a
et
s =sin g,
de manigre que si
thn 0 0 O y’, sdy
thg t»n 0 O V3 sd>
= 2.23
ty tx tn O ) sdy |’ (2.23)
ta1 taz taz taa Ya | ¢
I’expression
u 2, o 2
PCARE DI (2.24)

i=l =5
ol pl=sp;+tiys, (i=25,6) soit maximisée.
Les quantités p} représentent des renouvellements des quantités p;.
Remarquons que le vecteur de droite du systéme (2.23) reste de longueur unité

et que la solution de ce systéme est donnée par

vy = (c—spa)/taa

et
vi=sy; (i=1,2,3).
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En général, i la k-&me étape quand la composante by est calculée, on regarde
en arriére pour réviser les composanies d;, - - -, dg—1, déja calculées, et on regarde
en avant pour anticiper effet sur les quantités pg,y, - - -, pn. L'expression (2.24)
est une fonction de a qu’on notera par @ (a). Le paramétre ¢ qui maximise @ (&)
peut étre facilement déterminé en dérivant la fonction ¢ par rapport a a.

Finalement, une fois qu’on obtient la solution du systéme (2.23), on a une
approximation de la plus petite valeur singuli¢re de T'.

dn = |lyllz" = ou-

Si au lieu de maximiser la fonction @, on la minimise, la quantité ||y||5 ', donnera
une approximation de la plus grande valeur singuliére de T

61 = |lyll;" ~ o1.

Lapplication de cette technique dans le cas de la norme [, se fait comme suit:
Reprenons la matrice d’ordre 6, utilisée pour illustrer cette technique dans le
cas de la norme [>.
Supposons que les composantes d), dz et d3 soient connues et vérifient

|d}|+ |dz|+ |d3|= 1.

Supposons aussi que le sysieme (2.23) soit résolu et que les quantit€s ps, ps €t pg
soient calculées. Cette fois-ci on cherche un paramétre A € [0, 1] de maniére que
si

tin 0 0 O v Ad,
tn t2 0 0 || Mz
= 2.25
ty tm tas O vi s | ( )
In ta2 tlaz las vh 1=\
I'expression
4 6
2 lyit+ X I, (2.26)
i=] =5

o pi = Ap; + tuys, (i =35,6), soit maximisée. Puisque 1’expression (2.26)
est une fonction convexe de ), il suffit de vérifier ses valeursen A =0etA=1.
Dans ce cas, 1a solution y du systéme T'y = d, nous donnera une estimation de
=" :
Nyl = 177"l
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Les mémes auteurs ont incorporé a cetie méthode une technique qui consiste &
diviser pour conquérir, [divide and conquer]. Pour I'illustrer considérons deux
matrices triangulaires inférieures, Tl € RPP et T € R¥9,

Supposons que les deux systemes

Tun =di o ||dijlz =1

et
Ty =d2 oil lldz2]|2 = 1,
soient résolus.
On cherchera ¢ = cos a et s = sin a, de maniére que si
™ 0 X1 = Cdl
Tn Tz || 22 sdy |’
I'expression

o(a) = [lz1|l3 + |l=2[12,
soit maximisée.
Définissons w € R par
Tnw=Tan.

La solution du systéme précédent est donnée par

21 =¢chn

et
23 = 8y — Cw.

Par cons€quent
®(a) = Elm i + wlF] - 2seyfw + 8* el

Le paramétre a qui maximise ®( a) est obtenu en dérivant cette derniere. Pour les
détails sur les algorithmes dérivés de ces méthodes voir [2].

Notons E1 1'algorithme "diviser pour conquérir” et E2 I’algorithme avec regard
rétrograde.

E1 et E2 ont été testés dans le cas de la norme ;. Ces tests ont été effectués sur
1000 matrices triangulaires dont les ordres varient de 5 & 50, avec 100 de chaque
ordre. Les éléments de celles-ci ont été pris aléatoirement dans I'intervalle [-1,
+1). Soit g, = &7 /a7
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Algorithme El | E2
> <= Gn n
9 1.0 | 65.1% | 62.6%
3 9 [124% | 11.6%
.6 71| 47% | 3.5%
5 .6 4% 4.4%
0 S| 7.6% | 10.6%

Table 2.3: Pourcentages des réussites

Avec la méthode E1, 65.1% des rapports ¢ sont compris entre 0.9 et 1.

On remarque que les résultats obtenus avec I'algorithme E1 sont légérement
meilleurs que ceux obtenus avec E2.

Pour les matrices générées par la décomposition QR d’une matrice pleine 4,
les résultats obtenus sont de loin meilleurs que ceux présentés ci-dessus. Pour plus

de déuils, voir [2].

Plus tard, William W. Hager [ 14], a présenté une approche tout i fait différente
pour cstimer ||A~"[]; avec une grande précision. Cette dernigre méthode est basée

sur I'optimisation convexe.
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2.5 Méthode par Poptimisation convexe [14]

Pour une matrice B de R ™" la norme {; de B est la valeur maximale de la fonction
convexe

£(z) = 1Bzl = 31D by, (2.27)
=l j=1
sur I’ensemble convexe

S={zeR"||lzh <1} (2 .28)

Des résultats sur la convexité, il s’ensuit que f atteint son maximum en 'un
des sommets ej, j = 1,...,n,de S, od e; désigne la j-éme colonne de la matrice
identité.

Les 2n sommets de S sont

{:{:ej j‘= 1,'-',11}.
Puisque f est convexe, elle satisfait I'inégalité

f(y) > f(z) +0f(z)(y— ) pourtoutz,y € R™. (%)

On note 8f(x) le sous-gradient de f en .
Si .
b,'jIj 7‘ 0 pourtouts,

j=

alors 8f(x) est le vecteur gradient usuel. Sipourtouti=1,.--,7,0n définit

f‘ - +1 si E?:l b;,-:z:,- 2 0
} —1 autrement,

on aura

af(x) = ¢TB.
Dans le cas od B = A~!, calculer 8f(z) revient 2 résoudre les deux systémes:
Ay=z, ATz=¢,

ol
g =1 sini20
*7 ] =1 autrement,
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ctdf(z) = 27.
L*algorithme pour estimer ||B||; commence en un point z de la frontigre de S.
On wouvera alors un indice j pour lequel |8 f( z);] = max;[8f(z)il.
Si|0f(z);| € 8f(z)z, arréter.
Si [8f(x);| > 8f(x)z, par I'inégalité (¥) et le fait que f(e;) = f(—ej),on
conclut que f(e;) > f(z).
11 suffit alors de remplacer z par e; et de répéter le processus.
L’algorithme qui découle de cette méthode est:

Algarithme 2

Choisir z tel que |lz[l; = 1 e.g. z=n"1(1,..., D7)
Répéter
Résoudre Ay = .
+1 st y; > 0,

Formcrfoflfi={_1 si ¥ <0.

Résoudre ATz = €. (*)
Si{lz]|... € 2Tz donc

7=l = (=)

arreter
z=¢ ol |z]=][z]le

L’algorithme peut étre interprété de la mani€re suivante.

On peut montrer que le vecteur z calculé A I'étape (*) est un sous-gradient de
la fonction fen x.

11 découle des propriétés de la convexité que f(te;) > f(x) + 27 (Le; — ),
j = 1,...,n de manidre que si |z;| > zT=, pour un certain 7, alors f peut étre
augmentée en se déplacant du point 2 au sommet e; de S.

Par contre si ||2|] < 2Tz et siy; # 0 V7, on peut prouver que x est un
maximum local pour f sur S.

La condition y; # 0 pour tout 7, assure que I’ensemble des sous-gradients de
f en x est un singleton dont 1’élément unique est le vecteur gradient usuel.

Hager a construit un contre-exemple pour cet algorithme; ce quin’est pasd’une
grande importance car la précision de 'estimation est dans 1’ensemble meilleure
que toutes les précédentes.

Le coilt de cet algorithme est de 212 ou 3n* flops.
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Pour tester la performance de celui-ci, I’auteur a calculé le rapport

_ JlA7Y|lrestimé

B = A |lrexact”

(2.29)

pour 200 matrices de méme dimension, dont les €léments sont pris d’une distribu-
tion uniforme sur ’intervalie [-1,1].

1
Lechoixde zinitialaétén~! | : |. On voitque la fiabilit€ de cet algorithme
1
n | t, moyen

5 0.96

10 0.97

20 0.98

40 0.97

80 0.98

Table 2.4: Moyenne des 1)

estindépendante de la dimension nde lamatrice. Lamoyenne du nombre de cycles
nécessaires pour atteindre le maximum local est de 2.1.
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Une amélioration pour augmenter la précision de I'estimation de [|A~|; a €€
donnée par 'auteur. Elle consiste 4 appliquer la méthode précédente pour certains
sous-espaces appropriés. Pour une description detaillée voir [14].

Dans le chapitre 3 qui suit, on présente une autre technique, pour estimer le
conditionnement spectral de A, ainsi qu’une comparaison des différentes méthodes
exposées jusqu’alors.

!

il
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Chapitre 3

Estimation du conditionnement
spectral d’une matrice

3.1 Introduction

Puisque dans beaucoup de problémes linéaires, la norme vectorielle euclidienne I
et la norme matricielle induite sont utilisées, ce chapitre a pour but de présenter une
technique économique et facilement incorporable pour estimer le conditionnement
spectral d’une matrice, et de comparer sa performance en pratique & celles des
méthodes présentées au chapitre précédent.

3.2 Généralités

3.3 Estimation de ||R™!]|, quand R est triangulaire

3.4 Estimation de ||A™"||, quand A est pleine

3.5 Comparaison des différentes méthodes et conclusion

3.2 Généralités

Avant de résoudre un systéme linéaire Az = b, il est préférable de lui faire subir
une certaine mise 3 1’échelle ("scaling"), destinée & réduire si possible le condi-
tionnement de la matrice du systéme.

Wilkinson (1965) recommande d’"équilibrer” la matrice A d’aprés un proces-
sus que nous allons définir et qui s’accompagne presque toujours d’une diminution
du conditionnement de la matrice du systéme.
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Définition 3.1 On dit qu’ une matrice A est équilibrée si toutes ses lignes et ses
colonnes ont une longueur de I' ordre de I'unité, et si I'on a de plus

1 ;
ESllgj.igﬂlﬂijISl (i=1,...,n)
el 1
E S maIlsiS“[O,‘jl S 1 (j = 1:---:“):

ot B estla base dusystéme d’ arithmétique en point flonant utilisé par I’ ordinateur.

Pour résoudre un systéme linéaire, la décomposition gaussienne avec pivotage
PA = LU esten général la plus utilisée, 2 moins que la matrice A ne posséde des
propriétés particulieres.

Par exemple, si A est une matrice bande symétrique et définie positive, il est
préférable d’utiliser la décomposition de Cholesky, A = LL*, ou L est triangulaire
inférieure.

Dans ce dernier cas on doit souligner que s2(A) = x2(L)? . Ceci raméne
I’estimation du conditionnement spectral de A A celuide L . De méme sion a la
décomposition QR de A on aura k2 (A) = 2 (R).

On a aussi vu au chapitre 2 que dans tous les cas, la dificulté pour estimer
r,{ A) provient du terme ||A™'||, . Le facteur || A]|, peut toujours &ire estimé par
’une des inégaliiés (1.6), (1.11) ou (1.12).

Par conséquent, on se contentera d’estimer ||[R~]],, od R est une matrice tri-
angulaire .

3.3 Estimation de||R™!||, quand R est triangulaire

Reconsidérons encore une fois I’ analyse du probléme en termes de la décomposition
en valeurs singuliéres:
Soit
R=UsV}, (3.1)
ol
U=[u1,...,tu],V =[v1,...,05]

sont orthogonales, et

£ = diag (o1,...,00), avec o) > ... > Op.
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Soit le systéme
Rz =), (3.2)

ol R est une matrice triangulaire inversible.
Par définition de la norme matricielle on a

IR ||z = sup ”bllllz (3.3)

On a vu au chapitre précédent que 1’algorithme avec regard rétrograde nous
permet de faire un choix du vecteur b de maniére que la solution z du systtme
(3.2) soit grande en norme.

Cette méthode peut étre améliorée au moyen d’un regard doublement rétrograde,
de la mani€re suivante:

Supposons ici encore que n = 6 et que by, bz et b3 soient connus et vérifient
la relation

B+b2+bi=1.

Supposons aussi qu’on ait déja résolu le systeme

m 0 O T b
™ = 0 =k |,
T3 T2 T3 T3 bs

et calculé les quantités

Pt = Ta1ZT) +TRI2 + T43T3
s = 1512 + 15232 + 75323
Ps = T61T1 + T2 X2 + TE3IT3

Maintenant, on cherchera deux paramétres oy et ag de maniére que si

m 0 0 0 O T\ by sin ay sin a2
m ™2 0 0 O x5 b, sin o sin a2
39 ™2 ™3 0 O gy | =| bysinegsinay |,
T4l T42 T4z Ta4 0 :!:Q COS qv Sinl a2
TSI Ts2 TSy TS4 TSS x5 )
I’expression
5 5
— 12 ty2 ¢
@(ay, az) = (2 + (p)? od =D Teidl, (%)
i=1 i=1
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sera maximisée.

Cela consiste bien siir 2 déterminer les composantes b; et les solutions z;, deux
a deux. Si 2 la fin du processus il ne reste que la seule composante b, 2 déterminer,
ce qui est le cas quand n est pair, on devra appliquer I’algorithme avec regard
rétrograde.

L’expression (¥) est une fonction des paramétres ¢ et ;. Notons cette derniere
par @ (o, o).

Pour la maximiser, il suffit de la dériver par rapport & chacune des deux vari-
ables ;.

Cette modification va certainement améliorer la précision des résultats donnés
par "algorithme avec regard rétrograde, mais la détermination des deux paramétres
a; et a2 en pratique, n’est pas simple.

Une idée déj) mentionnées dans 3] serait de prendre un vecteur b aléatoire et
de résoudre les systémes (2.13) pour avoir une estimation de ||[R™!||. Cette idée
peut &tre réutilisée, mais dans le but de construire un vecteur & bien représenté
dans la direction du vecteur singulier vy,. -

Exprimons le vecteur b suivant la base (v;), i=1,...,n.Ona

b= oy (3.4
=1
La solution du systeéme
RTz =4, (3.5)
s’exprime alors suivant la base (u;), s=1,...,n, par
n
T= 2(&;/0’,‘)11,‘. (36)
=1

Si @, n’est pas trés petit par rapport aux autres compesantes a;, on voit qu’il a

suffi de résoudre un seul systéme linéaire pour produire un vecteur z fort proba-

blement bien représenté dans la direction de u,,. Il est évident que cette probabilité

est d’autant meilleure que la matrice R est mal conditionnée, (i.e. o1 > oy ).
Maintenant li solution du systéme

Ry=1 (3.7
pourra s’exprimer au moyen des v; par:
n
y=2 (a/c])ui. (3.8)
i=1 :
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Cette derniére nous laisse voir que méme si a, est petit par rapport aux autres
composantes de b, le vecteur y qui est o2 fois mieux représenté que b dans Ia
direction de v,,, a de fortes chances d’&tre complétement dominé par la composante
de v,.

Finalement, & moins que a;, ne soit nul, on a trouvé un moyen simple pour
produire un vecteur y, domin€é par sa composante de v,.

Pour éviter que a, soit nul, une méthode empirique consiste 2 partir d’un
vecteur b dont les composantes sont générées d’une manigre "pseudo-aléatoire”
d’une distribution uniforme entre -1 et +1.

Il est alors peu probable quon engendre un vecteur b perpendiculaire au vecteur
singulier vy,

Pour les matrices non creuses dont I’ordre n’est pas r#s petit, méme s’il arrive
que le vecteur aléatoire b soit numériquement perpendiculaire au vecteur singulier
v,, il ne va pas en général en étre de méme du vecteur solution y qui est obtenu
par la résolution de deux systémes, du fait que Ia résolution d’un systéme ne donne
presque jamais une solution exacte.

11 est donc clair qu’il suffit de refaire ce qu'on a déja fait en commengant cetie
fois-ci avec le vecteur y de (3.8).

Résolvant les deux systemes

Rfz=y (3.9
et
Rt =z, (3.10)
on obtient les solutions respectives
z =Y (a/al)u; (3.11)
i=1
et .
t= (aifci)v (3.12)
i=1

On voit facilement I’avantage que nous donne la solution z de (3.9), qui est
a;z fois mieux représentée que la solution de (3.5), dans la direction de u.,.

Maintenant on est presque siir que le rapport ||¢]|z /||z||2 donnera une trés bonne
estimation de ||R~"|j méme si le vecteur intial b n’est pas bien représenté dans la
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direction du vecteur singulier v, caron a

el _ :-'=1(a,-/c;.‘)2]‘/2
||2||2—[ " (aifod)?| (3.13)

Pour vérifier la performance de cette méthode en pratique, on a fait des tests
sur 280 matrices triangulaires, dont les ordres varient de 5 a 35, avec 40 matrices
de chaque ordre.

Les éléments de celles-ci ainsi que les composantes du vecteur b, ont ét€ pris
d’une maniére pseudo-aléatoire d’une distribution uniforme entre -1 et +1.

Pour 40 matrices de chaque ordre on a calculé la moyenne des &' /o, .

n | &7' /o' moyen
5 0.9998

10 0.9966

15 0.9977
20 0.9997
25 1.0000

30 1.0000

35 0.9999

Table 3.1: Résultats des tests.

Pour le cas d’une matrice triangulaire, le coit de cette méthode est de 2n?
flops. Elle nécessite aussi (n+ 1) cases mémoires additionnelles.

En dehors du fait qu’elle soit la plus économique comparée aux méthodes
présentées dans le chapitre précédent, son trés haut degré de précision nous laisse
voir qu’elle est aussi trés fiable.

Parmi les 280 matrices traitées, dans 90 % des cas, le rapport &' /o' était
supérieur 2 0.99. De plus aucun rapport n’a été inférieur a 0.6.

Aucune remise & I’échelle des vecteurs n’a été nécessaire. Toutefois il peut
arriver que la matrice R soit presque singuliére 2 cause de certains éléments diag-
OnAuX T trds petits.

Dans ce cas pour éviter un dépassement des capacités de I’ordinateur, une
remise i 1'échelle, "rescaling”, de certains vecteurs est nécessaire.

Afinde ne pas augmenter inutilement le cofit de cette méthode il serait préférable
de procéder & cette remise i I'échelle en divisant les composantes de ces vecteurs
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par des puissances de 8 o 3 est la base du systéme d’arithmétique en point flottant
utilisé par I’ordinateur.

On remarque que cette méthode est lie 2 la méthode des puissances inverses,
du fait qu’on a itérer deux fois sur (RT R) ~! avec un b de départ aléatoire. Le haut
degré de précision de cette méthode est, bien siir, en accord avec le fait que le taux
de convergence de I’algorithme des puissances inverses reste de trés loin meilleur
que celui de 1’algorithme des puissances directes.

Une méthode probabiliste proposée par J. D. Dixon, qui consiste & prendre un
b aatoire etitérer plus de deux fois sur ( RTR)~! aété décrite dans [5]. Elle donne
des bornes inférieure et supérieure pour |[T!||2 avec une probabilité d’au moins
0.99. Son cofit est de 3% & 572 flops.

Puisqu’un algorithme basé sur un vecteur b aléatoire, qui ne tient pas compte
des coefficients de la matrice peut étre déplaisant, on peut faire un choix judicieux
de b de 1a maniére suivante.

Soit R une matrice inversible d’ordre n.

Ona

Rb=3 b, (3.14)
=1

ol b est un vecteur colonne de R * et r; 1a i-&me colonne de R.
On peut vérifier que

n n 5
NRbIE = D 3 {Irllz + 2 30 2 bibjllillzIslle cos ey (3.15)
i=1 i=1 j=i
ol a;; est I'angle entre la i-€me et la j-&me colonne de R.
On sait que
of = ||RIE = max ||Rbll (3.16)
fiella=1
et
on = |IB|lz* = min [R5} (3.17)

On a déji montré que le maximum en (3.16) sera atteint quand b = v; et que le
minimum en (3.17) sera atteint quand b = vy.

Puisque notre premier but est de produire un vecteur b non perpendiculaire 3
vy, ’idée sera de choisir celui-ci de manigre & minimiser ia fonction (3.15).

La détermination du vecteur b qui minimise la fonction (3.15) colitera trés cher
en pratique. Une technique pratique est d’essayer de minimiser (3.15) par rappon
3 un vecteur b avec des composantes b, = 1.
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Si R est une matrice triangulaire inférieure, le schéma est le suivant:
Prenons b, = 1. La deuxieme composante b, sera choisie de maniére & mi-
nimiser la quantité
n
T+ 3 (ra + brri2)?.
i=2
En général, si by, ..., be—1 sont déja calculés, le signe de by sera choisi de maniére
i minimiser .
Z(Tik+b27i2+ "‘+bk'r|'k)2- : (3.18)
=k
L’algorithme qui découle de cette deuxieéme méthode est

Algorithme 3

(i) Choisir un vecteur b selon le schéma précédent,
(ii) résoudre les deux systemes

RTz =%

cl
Ry ==z,

pour produire un vecteur y, dominé par la composante du vecteur singulier vy, et
enfin
(iii) résoudre une fois de plus les deux systemes

Rlz=y
ct
Rt ==z,

et prendre |[t]]2 /]|2]|z. comme estimation de || R~z

Cet algorithme coiite 3n* flops.

Des tests faits sur celui-ci ont donné les résultats suivants:

On a essayé 320 matrices triangulaires, dont les ordres varient de 2 & 20 avec 40
de chaque ordre. Les éléments de celles-ci ont €€ pris d’une distribution uniforme
catre -1 et +1.



n | ;' /o;' moyen
2| 098
3 0.97
4 0.98
5 0.97
6 0.98
10 0.99
15 0.99
20 0.99

Table 3.2: Moyennes des ;' /o'

De ces 320 matrices testées, aucun rapport n’a €€ inférieur 4 0.7.

On remarque qu’il y a eu une 1égére diminution dans la précision quand & est
choisi selon le schéma précédent. Cela est simplement dii aux restrictions faites sur
le choix du vecteur b. Prendre un b aléatoire nous donne de grandes chances pour
que ce dernier soit bien représenté dans la direction de v,. La technique précédente
tend en premier lieu A produire un vecteur b non perpendiculaire & vy.
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3.4 Estimationde||A~!|]> 4 partir dela décomposition
LU

Dans la pratique les systéme linéaires denses sont généralement résolus par I’€liminatioz.

de Gauss avec une certaine forme de pivotage.
Soit PA = LU la décomposition de Gauss avec pivotage partiel.
Pour des raisons de simplicité écrivons

A=LU. (3.19)

On doit rappeler que quand on pivote, une quelconque mal condition de A se
refléte généralement dans U. La matrice triangulaire inférieure L est en général
bien conditionnée. Mais il peut toutefois arriver que L soit trés mal conditionnée.

Puisque les facteurs LU produits par la méthode de Gauss ne sont en général
pas exacts, un petit probléme peut se poser.

Résoudre le premier systéme

ATz =b (3.20)
revient i résoudre les deux systémes triangulaires
U Ty =}, (3.21)

LTx=y. (3.22)

On doit donc s’attendre A ce que la manipulation des deux matrices L et U
cause une baisse dans la précision obtenue dans le cas o la matrice en question
est déji riangulaire.

Fort heureusement cette baisse reste faible.

Des tests dans le cas ol le vecteur b est aléatoire ont été faits. Pour 240 matrices
pleines dont les ordres varient de 5 2 30 et dont les €léments sont générés entre -1
et +1 d’une maniére " pseudo-aléatoire ", on a eu les résultats suivants:
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n | o' /o' moyen
ot 0.97
10 0.96
15 095
20 097
25 0.95
30 0.93

Table 3.3: Résultats.

De ces 240 matrices on a eu les pourcentages suivants:

> <=
099 100|80%
09 099 [15%
05 09 [ 5%

Table 3.4: Pourcentages des réussites.

Comme prévu, on voit qu’il y a eu une petite diminution dans la précision de la
méthode, mais les résultats restent trés satisfaisants sur le plan numérique. Parmis
les 240 matrices testées, 80 % des rapports &;;! /o sont compris entre 0.99 et 1.
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3.5 Comparaison des différentes méthodes exposées
et conclusion

Le tableau ci-dessous compare les résultats obtenus avec 1’algorithme 3 & ceux des
méthodes présentées aux chapitre 2, dans le cas d’une matrice triangulaire.

Soient :

El : Méthode de Cline, Moler, Stewart et Wilkinson. [p. 23]

E2 : Méthode de Cline, Conn et Van Loan. {p. 28]}

E3 : Méthode par ’optimisation convexe de W. W. Hager. [p. 33]

E4 : Méthode probabiliste de J. D. Dixon. [p. 43]

ES : Méthode proposée (Algorithme 3) de O. Slimani. [p. 44]

Estimation par | Norme Cofit en flops | Fiabilité
El 1 52n* '| bonne
E2 2 5n | bonne
E3 1 2% ou 3 % en pratique | bonne
E4 2 3In? 4 502 bonne
E5 2 3n? bonne

Table 3.5: Comparaison des méthodes

On conclut ce chapitre avec la remarque que dans tous les cas, 1’algorithme 3
donne des résultats assez précis pour &tre utilisé. Si la matrice est dérivée d’une
décomposition @R, on a vu que I'algorithme avec regard rétrograde fournit une
trds bonne estimation de ||[R™"||z; mais vu son coilt de 5n® flops il peut étre
préférable d’utiliser 1a méthode ES qui ne coilte que 3n* flops.
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Un autre cas important oi I’algorithme 3 peut &tre utilisé, est celui des matrices
bandes symétriques et définies positives. Car dans ce cas la décomposition de
Chokesky qui est plus économique que 1’élimination gaussienne est en général la
plus utilisée.
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