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Introduction

Les identités ct non-identités polynomiales jouent un role important dans la
théoric de structure de Jordan.

Dans leur classification des algdbres de Jordan quadratiques premidres non-
dégénérées, McCrimmon et Zelmanov [13] ont tout d'abord distingué les algebres de
type d’Albert des algébres i-spéciales A Paide de l’idcnt‘ité Gg de Glennie. Ensnite
le polynéme de Zelmanov Z sépare les algébres de type hermitien de ceux de
type clifford. Pour ces derniéres, Jacobson [21] avait remarqué que le polynéme de
Wagner

[z,9)* = V,Uyz ~ Uyz? — U,y?

est un polynome central. Plus tét, Zelmanov [27] avait donné une classification
compléte des systémes triples de Jordan linéaires premicrs non-dégénérés, encore
une fois basée sur les identités et non-identités polynomiales.

D’Amour et McCrimmon [1,2,3,4] ont par la suite généralisé ces résultats aux
systemes triples quadratiques de Jordan. Loos et McCrimmon ont introduit une ver-
sion de I'identité de Glennie, p&ur les systeémes triples ({11, p. 1075]). Ce polynéme,
de degré 11, qu’on note Gy, .

{P22,0, P, yP.Pyw} — PP, P, PP,z
—{Pyz,w, Py P.P;w} + PyP.P, P, P,z

sépare les systémes triples de Jordan simples spéciaux de ceux qui sont exception-
nels.
McCrimmon a posé quelques questions en [14] concernant les systemes triples

de Jordan. Pour les systémes triples de Jordan simples exceptionnels, il demande

entre autre :

‘Question # 1: Quelles identités séparent les systémes d’Albert de ceux de Cayley.
En plus, quelles identités séparent les différents types du systéme d’Albert et ceux
de Cayley'?



Dans ce travail, il est montré d’une fagon constructive que les systémes triples
de Jordan simples exceptionnels de dimension finie sur un corps algébriquement
clos de caractéristique non 2 sont déterminés & isomorphic prés par leur idéal
d’identités polynomiales . Des résultats similaires ont été obtenus dans [24] mais
les démonstrations n’étaient pas constructives.

En général, les propositions de la forme “f est une identité polynomiale pour
un systeme triple A” sont valides sur les entiers relatifs et sur des corps de car-
actéristiques arbitraires, mais, les propositions négatives, “f n’est pas une identité
polynomiale pour A", se démontrent sous la condition que la caractéristique est
non 2. De plus, les identités polynomiales ne distinguent pas “d’habitude” entre
des formes non-isomorphes d'un systéme triple donné. C'est certainement le cas
pour les polynémes multilinéaires.

On suppose connus les résultats de classification des systemes triples de Jor-
dan simples exceptionnels de dimension finie sur un corps algébriquement clos de
caractéristique non 2 d’aprés la Table 1 [16, p. 60-61] due & Loos [9).

Les deux premiers chapitres rappellent quelques définitions et résultats concer-
nant les systémes triples de Jordan et les identités polynomiales. Les chapitres 3 et
4 conticnnent quelques résultats de [20]. Dans le dernier chapitre, il est montré que

les systemes d’Albert peuvent &tre séparés a I'aide d’identités polynomiales.
p P



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les algebres 4 composition
Définition 1.1.1 Soit K un corps commutatif et V un espace vectoriel sur A. Une
application ¢ : V. — K est une forme quadratique si les conditions suivantes sont
satisfaites:
(1) glov) = a®q(v) pourtout a € K. veV
(2) q(v,w) = q(v+ w) — q(v) — q(w) est une forme bilindaire sur V.

Une forme quadratique g est non-dégénéréessi q(v) = 0 et g{v,w) = 0 pour tout

w dans V entraine v = 0.

Définition 1.1.2 Soit ¢ un anneau associatif commutatif unitaire. Une ®-algébre
A est un ®-module, muni d’une loi de composition, ct, satisfaisant les conditions
suivantes:

(1) (@ +b)e=ac+ be, a(b+ ¢) = ab + ac pour tout a, b, ¢ dans A;

(2) a(ab) = (aa)b = a(ad) pour tout a dans ®, a, b dans A.

Une algebre A est dite associative si

(3) (ab)e = a(bc) pour tout a, b, ¢ dans A.

Une algebre A est dite commutative si

(4) ab = ba pour tout a, b dans A.

Une algébre A est dite alternative si
(5) a%b = a(ab) pour tout a, b dans A, et

(6) ba? = (ba)a pour tout a, b dans A.

Définition 1.1.3 Une involution a — @ d’une algebre A est un antiautomorphisine
de période deux, c¢’est-a-dire,

(7) ab=1ba@, @ = a pour tout a, b € A.

Définition 1.1.4 Une algébre & composition C sur un corps K est une algébre

unitaire (1 € C) munie d’une forme quadratique non-dégénérée n, la norme, telle

que



(1) n({ab) = n(a)n(b) pour tout a, b€ C,
(2) n(1)=1.

Par le processus de Cayley-Dickson [25, p. 45] on abtient toutes les algtbres
composition suz un corps K de caractéristique non 2 qui sont:
(1) Le corps lui-méme, K1, de dimension 1,
{(2) Les algébres quadratiques, de dimension 2,
(3) Les algébres de quaternions Q, de dimenston 4,
(4) Les algebres d’octonions Q, de dimension 8.

Toutes ces algébres sont alternatives.

Théoreme 1.1.1 ([8, p. 169]) Soit C une algébre i composition sur un corps

K de caractéristique non 2 et n la norme de C. Les conditions suivantes sont

équivalentes:

(a) n(x) = 0, pour au moins un z # 0 dans C,

(L) C a des divisenrs de 0. (zy =0, £ #0, y #0),

(c) C n’est pas une algébre de division,

(d) C contient un idempotent # 1. a
Les algébres & composition satisfaisant les conditions du théoréeme ci-dessus

sont appelces déployées. En dimension 2 une telle algébre est une somme directe de

deux copies de K avec Iinvolution qui échange les deux composantes. En dimension

4 clle est isomorphe & My 2(K), I’algebre des matrices 2 x 2 & coefficients dans K ,

munie de l'involution symplectique
a b d -b
— .
¢ d -Cc a
En dimension 8, une telle algébre est isomorphe A P'algébre des matrices ( @ a ),

b g

a, B € K, a, be K3, dites octonions déployés, avec I'involution

o a B —-a
(5 5)- (4 2)
Définition 1.1.5 Soit « un élément inversible de A4, une algébre alternative unitaire.

Le u-isotope & droite de A, AW est 'algébre obtenue en prenant le produit a*b :=
a(ub) [12].



Remarque 1.1.1 L'isotope a droite A™ est une algebre alternative unitaire

(109 = =1y ) gy womorphe A si A est associative on une algebre doctonion
[12].
Nous aurons aussi I'oceasion d'employer les identités de Monfang.

Lemme 1.1.1 ([25, p. 28)) Dans une algébre alternative A

(zaz)y = z(a(zy)].

y(zaz) = [(yz)aje,

(zy)(ez) = o(ya)z.

pour tout x, y, a € A. O

Théoréme 1.1.2 (Artin){[25, p. 29]) Une algébre est alternative si ot seulement

si toute sous-algébre engendrée par deux éléments est associative. a
D’une importance particuliere sont les octonions déployés O.

Définition 1.1.6 Un élément ¢ d'unc algdbre d'octonion O est un idempatent st
ct=c#0.

Définition 1.1.7 Deux idempotents de O. ¢y et ca, sout orthogonaux si ¢yco =

cacp = 0.

Définition 1.1.8 Un idempotent ¢ de O est primitifs’il n’existe pas des idempotents

orthogonaux ¢; et ¢ tel que ¢ = ¢; + ca.

Rappellons la décomposition de Peirce dans les octonions {15, p. 201].
Définition 1.1.9 Soit ¢ un idempotent de O. La décomposition de Peirce de O par

rapport a un idempotent ¢ est

O=018 0109 0pn & Oy

Oy = {zi; € O, cxyj = izyj, zije= jzi;i 4, j € {0.1}).
La décomposition de Peirce d’un élément x en ses coiposantes de Peirce est
T = czc+ (cx — cxe) + (zc — czc) + (z ~ ez — cx + exe).
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Lemme 1.1.2 ([25, p. 32) Voici quelques régles de multiplication dans la décom-

position de Peirce

0:;051 C O, i, 4, k=0,1
et
0;;0i; C Ojs, i#j
:B?J = 0.
O

On choisit la base standard suivante pour les octonions déployés: z;, ¥y, 0 <
1 £ 3, 0t 1 =z + o, To, Yo, des idempotents primitifs; d’apres la décomposition
de Peirce, z00yo = Yo KTy, yoOzg = o1 Kyi; de plus zi%ig1 = Yigz, Yillis1 =
Tiy2, TilYi = —Tg, ¥iTi = —Yo, 1 < 7 < 3, ot les indices sont calculés modulo 3.
Tous les autres produits sont 0 ou découlent des propriétés de la décomposition
de Peirce. L'involution canonique est donnée par 75 = y, Jg = 2o, i = ~=z; et
¥i = =¥, 1 £i < 3. Une réflexion dans une sous-algébre de quaternions, 7, joue
un role important, et, elle est donnée par: =3 = z, T =1, ¥ = Yo, ¥] = W1,

T3 = ~ZT, T3 = —T3, Y3 = —Y2, ¥ = —¥3.

1.2 Les algébres de Jordan

Définition 1.2.1 Une algébre de Jordan linéaire J sur un corps K, de caractéris-
tique non 2, est une algébre sur K munic d’un produit ¢.b satisfaisant

(1) a-b=b-a

(2) (a?-b)-a=a?(b-a) VYa, bed

(ot a? signifie en fait a - a).

Exetnple 1.2.1 Si A est une algébre associative sur K, le produit a.b := 1/2(ab+ba)

induit une structure d’algébre de Jordan sur A, que 'on note A*,

Définition 1.2.2 Une algébre de Jordan J est dite spéciale si J est isomorphe &
une sous-algebre d’une algébre A (ol A est une algébre associative). Autrement
'algébre J est dite exceptionnelle.



Définition 1.2.3 La représentatien quadratique U d'une algtbre de Jordan J est

une application quadratique U :— EndJ, = — U(z), définie par
U(z) :=2L(z)* — L(z?), zeld

olt L(z) est la multiplication & gauche par = (L{z)y = z.y).

Exemple 1.2.2 Si A est une algebre associative, alors la représentation quadratique
de At est donnée par U(z)y = zyz.

Définition 1.2.4 Soient U: J — End J et %:J — 7, £ — z2, des applications
quadratiques. On définit: V(z)y =z oy :=(z+y)? — 2 - 3%, V(z,9)z = {ayz) =
Uz, 2}y ou U(z,2) := Uz + z} — U(z) — U(z) est bilinéaire en z et z. Un triplet
(J,U%) ot J est un $-module unitaire est appelé une algébre quadratique de
Jordan, si

(1) V(z,z) = V(z?)

(2) U(z)V(z) = V(z)U(z)

(3) U(z)z? = («?)?

(4) U(z)U(y)a? = (U(zx)y)*

(5) U(z?) = U(z)?

(6) U(U(z)y) = U(z)U(y)U(z)

sont satisfaites dans J et dans toutes ses extensions Jp = J®4Q ol N est une
exlension de &.

Définition 1.2.5 Un élément e € J est appelé un élément unité de 7, si

Ule)=id etU(z)e=z* VzeJ.

Définition 1.2.6 Un élément z € J est appelé inversible, s'il existe un élément
y € J tel que
Uly=z et Uz)y® =e.

L’élément y est appelé U'inverse de z.

Définition 1.2.7 Un élément ¢ € J est un idempotent si ¢? = c.

7



Définition 1.2.8 Soit X, = {z;,...,z.} un ensemble fini de variables; on définit
le monoide M(X,,) comme étant Pensemble de tous les mots finis (associatifs) en
T1,Z2,-..,Zn, avec un élément unité 1, ot la multiplication est la Juxtaposition.
Alors Palgébre associative libre uniiaire K[X,] est I’espace vectoriel sur K qui a

pour base M(X,), muni de la multiplication induite:

(Z a,-w,-)(z b_,-wj) = Z a,-b,-w.-wj.
b 1,5

i

Définition 1.2.9 Soit K[X,] 'algebre associative libre sur K. Alors ] ‘algébre de
Jordan spéciale libre, notée FSJ|X,] est la sous-algébre de K [X,]* engendrée par
1et X,,.

1.3 Les systémes triples de Jordan
Définition 1.3.1 Un $-module F muni d’une application trilinéaire
FxF xF —F (z,y,2) »< zyz > est appelé un systéme triple.

Définition 1.3.2 Pour des sous-modules U, V,W C F, on note par < UVW >
le sous-module de F engendré par les produits triples < wvw >u € U, v € V,
w € W. Un sous-module U est un sous-systéme si < UUU > C U, un idéal, si
<UFF>+<FUF>+4+<FFU>CU.

Définition 1.3.3 Un systeme triple F' est simple si < FFF > # {0} et F n’a pas
d’idéaux autres que {0} et F.

Définition 1.3.4 Soient .4 un $-module unitaire et P : 4 — End A une application
quadratique. L’application P induit une application bilinéaire

L:AxA — End4, (z,y) — L(z,y), donnée par L(z,y)z = {zyz} = P(z,2)y
ot P(z,y) := P(z +y) ~ P(z) — P(y) est bilinéaire en z et y. La paire {A,P) est
appelée un systéme triple de Jordan , si

(8) L{z,9)P(z) = P(z)L(y,)

(b) L(P(z)y,y) = L(z, P(y)x)

(¢) P(P(z)y) = P(z)P(y)P(x)



sont valides dans A et dans toutes ses extensions Ag = A®4Q ol 2 est une exten-

sion de ®. Si on linéarise (b) en ¥ on obtient

(6) L(P(z)u,y) + L(P(z)y,u) = L(z, P(v,y)z).

Remarque 1.3.1 Toute algébre de Jordan peut étre considérée comine un systeme
triple de Jordan, le produit triple étant défini par {zyz} = 2(z(yz) - y(zz)+ (zy)z2),
mais non réciproquement. Par exemple, Mpx (K ), le systéme triple de Jordan des
matrices p X ¢ sur K muni du produit triple P(z)y = zy'z, ol y' est Ia transposée

de y, n’est pas associé & une algebre de Jordan si p # ¢

Définition 1.3.5 Un systéme triple de Jordan est appelé spécial s'il est isomorphe

a un sous-systeme triple de A*. Autrement il est dit exceptionnel.

Définition 1.3.8 Soit K[X,] I'algtbre associative libre sur K. Alors le systéme
triple de Jordan spécial libre, noté FSTJ[X,] est le sous-systéme de K[X,|* en-
gendrée par X,,.

Définition 1.3.7 Soient A un systéme triple de Jordan de dimension finie sur un
corps algébriquement clos K de caractéristique non 2, et, k ¢ K un SOUS-COIPS G
K. Un k-sous-espace vectoriel Ay C A est appelé une k-structure sur A si

(i} L’application A @ K — A est un isomorphisme d’espaces vectoriels, e,

(ii) {AkrAk,Ak} C Ax.

Théoréme 1.3.1 ([15, p. 94]) Soit (A,P) un systéme triple de Jordan et u € A.

Définissons Py(z) := P(z)P(u), et, z'%* := P(z)u Alors (A,P,,*") est unc

algébre de Jordan quadratique. 0
On note A™) = (A,P,,(2¥), et on P'appelle le u-homotope de A.

Définition 1.3.8 ([9, p. 24)) Soit R = K[A x A], oi, K[A] note I'annean des
fonctions polynomiales sur A, et, M = K(A x A), le corps quotient de R. Si
f(t) =3 fit' € M[t] et fi(z,y) est définie pour chaque i, alors on écrit: fzy(t) =
2 fi(z,y)t* € M[t]. Considérons 'ensemble T de tous les f(t) € M[t] sans terme
constant et tel que ¥ fi(z,y)z("¥) = 0V (r,y) € A x A ot z*¥) dénote la itme-
puissance de x dans AW, Alors, T # {0} puisque p, ,(t) = tdet(tid — 1/2L(z,y))

9



définit un élément p(t) de T, si l'on suppose 1/2 € K. Notons que p(t) € R[t]. T

est un idéal de M|t], done principal, et engendré par un unique polyndme monique
-

r

m(t) = Y (=1)'myt"+~

i=0
oun m; € M et mg = 1. On appelle m(t) le polynéme minimal générique de A et
son degré, le degré génériqri: de A.

Définition 1.3.9 Un élément ¢ € A est appelé un tripotent , si ¢ = P(c)c; o1,

d’une fagon équivalente, si ¢ est un idempotent d..as I’algébre de Jordan A(9),

Définition 1.3.10 Soient A un ®#-module unitaire et P : .4 — End.A une applica-

tion quadratique. L’application P induit une applicatior. bilinéaire
L: AxA — EndA, (z,y) = L(z,y),

donnée par
L(z,y)z = {zyz} = P(z,2)y
ou (P(z,y) := P(z + y) — P(z) — P(y) est bilinéaire en = et y). Si on pose,

El = P(C)P(C), EO = Id - L(m's y) + P(x)P(y)? El/2 = L(C,C) - 2P(C)P(C), et
Ai(e)=E;A, i=10, 1/2, 1, alors

A= Ao@Allz@Al

qui est la décomposition de Peirce de A par rapport a c.
Exemple 1.3.2 Soit K un corps et A = M, xn(K), (m < n) le systéme triple de
Jordan des matrices m x n sur K (le produit étant P{x)y = zy'z, ol y* dénote la
e(;‘ g , ol eg est la matrice unité &k x k, est
un tripotent dans My, (K). 11 est facile de vérifier que

1) A = {(g g) L ae€ kak(K)},
(2) Ao = {(g 2) ,be M(m_k)x("_k)(K)}, ot

transposée de y). La matrice ¢, =

10



@ Aa={() §)5 v Mirguon(K), v —1
Il est évident q:v, dans un certain sens, ¢, est maximal et que la décomposi-
tion de Peirce par rapport a ¢, est: A4; = Mumxm(K), Aypp & M x(n—m)(K) et
Ap = {0}
Voici quelques regles importantes dans la décomposition de Peirce [15).
Théoréme 1.3.2 ([15, p. 165))
a) P(ADA; CA;, i=0, 1, 1/2.
b) P(.Allz).A,' CA—;, =0, 1.
c) {A1A1/2Ao} C .«41/2.
d) {AiA.'.Al/z} C Al/2a 1=0, 1.
e) {A1/2A1/2«4.‘} CA;, 1=0, 1.
f) P(c)A = A;. |

La décomposition de Peirce par rapport & un tripotent maximal est partic-
ulierement iinportante.

Définition 1.3.11 Un tripotent ¢ € A est appelé maximal , si Ao(c) = {0}. Dans
ce cas

A= A (C)@Auz (C)

Remarque 1.3.2 Les composantes de Peirce, A;, sont des systémes triples de

Jordan (comme sous-systemes de .A). (A;, P.,c) peut étre considéré comme une
algébre de Jordan.

Définition 1.3.12 Soient ¢, d € A des tripotents. Le tripotent c est orthogonal a
d (c L d)si d € Ay(c).

Définition 1.3.13 Des tripotents c¢p,..., ¢ sont appelés orthogonaux, si
ci L ¢; (i # j).

Remarque 1.3.3 Si ¢, d, e sont des tripotents orthogonaux alors c est orthogonal i
d £ e, ce qui implique que pour des tripotents orthogonaux

€1, €2,..., Cr,la somme c = Y ¢; (et, en général, 3 €;c;, €; = £1) est un tripotent
de A.

11



Définition 1.3.14 Un tripotent est appelé primitif, s'il n’a pas une décomposition

nontriviale en somme de tripotents orthogonaux.

Théoréme 1.3.3 ([15, p. 179]) Soient A un systéme triple de Jordan, et,
€1,..., C¢r un ensemble de tripotents orthogonaux dans A. Posons ¢ := > ¢i. On
définit:

Eii := P(c;)P(c), Eji = Eij := P(ci,¢;)P(c), (i # 7; 1,5 # 0)
Eqo :=id — L(c,¢) + P{c)P(c)
Eio = Eo: := L{c;, €) — P(cy, ¢)P(c), (i # 0)

Alors
A = @ocigi<crdij, ol Aij = Ei;A.

Ce qui implique

Aie) = B1gi, jgrhisy  Aolc) = Ao,  Auyz(c) = Brcidio.

Lemme 1.3.1 ([15, p. 179})
a) Ai(ci) = A
b) Ao(ci) = BujziAr;.
c) Ayjz(ci} = Bigidix.
d} Aoi = Ai2(c) N Ayya(c;).
e) Aij = Aipa{ci) N Ayales), i # 4, 4,5 #0.
et les régles suivantes sont valides (i, j, k, | distincts)
1) P(Ai)Ai: C Ay;.
2) {AuAi; A} C A
3) {AijAjrAu} C Aa. a
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1.4 Quelques familles de systémes triples de Jordan

Soit ® un anneau associatif commutatif unitaire, D une algtbre i composition
associative sur & munie de l'involution standard ~. Notons Hy(D) = {a € M, (D) |
a* =a}l,olt * =" la conjuguée transposée . Notons aussi H, (D) la structure de

systeme triple de Jordan donné par Py = zyz.

SiQ:V — K est une forme quadratique sur le K-espace vectoriel V notons
par J(Q, 1) I'algébre de Jordan de la forme quadratique @, K1+ V avec produit
(al +u) - (B1+) = Q(, v)1 + av + fu. |

f

|
Les bisystémes de Cayley: Soit 4 une algebre alternative sur & avee involution -

My, 2(A) a une structure de systeme triple donné par P,y := z(jj*z). En particulier
on a; My, 2(0), O une algébre d’octonions, ~ I'involution standard, M, »(0,1), 7
une réflexion dans une algébre de quaternions , ~ est 7 composée avec I'involution
standard, et, M, 2(O @ O°P), O Palgtbre opposée, avec ~ Finvolution échange.

i}

L’algébre d’Albert: On note I'algébre d’Albert

al a b
H3(0) = @ Q_l d ,
b d 41

ol a, B, v € K, et, 1,a,b,d € O, une algebre d’octonion sur un corps K de
caractéristique non 2. Pour deux éléments z et y dans H3(O), on définit leur
produit comme étant: z -y = 1/2(zy + yz). Cette algébre de Jordan est simple ct
exceptionnelle.

Soient, e = 1[kk], 1 < k < 3 les idempotents le long de la diagonale dans
H3(0). La base standard pour H3(0), que nous emploierons plus tard, est la base
dont les éléments sont: z;[12), vi(12], #:[13), (13, =;[23), %:[23], 00 0 < i < 3, et, e;,
ot 1 <7< 3. Un élément arbitraire m[ij] de H3(O), i # j, a tous ses coefficients
nuls sauf le coefficient ¢j (i-2me ligne et j-eme colonne) qui est m et le coefficient ji
qui est 2. Rappellons que z;,y; olt 0 < i, < 3 est la base standard pour O. Voir
page 6.
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Le produit triple dans H3(O) considéré comme un systéme triple de Jordan est
{zyz} =z -(y-2)+2-(y-z)-y-(z-2)

Voici quelques regles importantes de calcul [7, 5.12] dans H3(O)

(1) UaliBlid] = a(Bea)[ii]
(2) Uapizjeelii] = a(aa)(j;]
(3) Uaij1blis) = a(Ba)[is]
(4) {ofid] a[ij] Bl7i]} = ((aa)b + (aa)b)fid)
(5) {ofid] Blid] alij]} = a(Ba)ij]
(6) {ofii] afij] Blij]} = (aa)B[ij]
(7) {afid] a[if] bjk]} = (ca)b[ik]
(8) {alij] aljj] blik]} = (ea)blik]
9) {ali] blid)] dlikl} = a(bd)[ik]
(10) {alij] bljk) d[ki]} = ((ab)d + (ab)d)[si]

Les systemes d’Albert: Finalement notons H3{() la structure de systéme triple
sur lalgébre d’Albert H3(O) avec P,y = Uy, H3(Q,7) la stucture de systéme
triple ayant le méme module et Py := U, 7, ol ~ est induite par la réflexion 7 dans
une algebre de quaternions, et, H3(O) @ H3(O) le systéme triple avec Py = U, 7,
ol ~ est 'involution échange.

Les résultats de la classification de Loos des systémes triples de Jordan simples
sur un corps algébriquement clos de caractéristique non 2 sont donnés dans la table
1 [17, p. 60-61). Comme nous nous intéressons qu’'aux systémes exceptionnels
dans ce travail, la table suivante énumére les six systémes triples de Jordan simples
exceptionnels de dimension finie sur un corps algébriquement clos de caractéristique
non 2. On inclut pour référence future A (c) la composante-1 de Peirce du systéme

triple A, pour ¢ un tripotent maximal de .4 (voir la section 2 du chapitre 2).
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TABLE 1.

A A;s(c)
M12(0) (K.8,8]
M 2(0,7) [K,8,4]
Mi12(0 8 0O%F) [K ® K, §]
H3(0) H3(0)
H;(0,7) H3(0,71)

H3(0) @ H3(0) H3(0) ® Hy(0)
Les systemes (K, 8,8|, [K,8,4], et, [K®K, 8] sont introduits dans la premidre

section du chapitre 3. Notre but est de construire explicitement des polynomes qui

séparent ces systémes exceptionnels.
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Chapitre 2

Les identités polynomiales

Apres quelques rappels, nous développons deux types d’arguments, I'un A base
de la densité de Zariski, 'autre distinguant les dimensions, que nous appliquerons

par la suite.

2.1 Quelques faits généraux

Définition 2.1.1 Soient 7 une algébre de Jordan et FSJ [Xn] Palgébre de Jor-
dan spéciale libre. $'il existe un polynéme non-nul f(zy,z,,...,z,) € FSJ [Xn]
tel que f(r1,72,...,7,) = 0 pour toute substitution Ty, 1 £¢ < n, € J, alors

f(z1,22,...,2,) est une identité polynomiale de 7.
Exemple 2.1.1 Toute algébre commutative vérifie f (z1,22) = 129 ~ 27,
Définition 2.1.2 Un polynéme f{... +Ziy...) € FSJ[X,] est linéaire en z; si
floo i+ i) =flonzi )+ i),
flo.azi,  y=af(..,2,...).
Un polynéme f € FSJ[X,] est multilinéaire s'il est linéaire en toutes ses variables.

Définition 2.1.3 Le polynéme standard de degré n est défini par:

Su(z1,23,... SR E (--1)0:1:,(1):36(2) ++Tg(n)
e€Sym,
ot (—1)° est le signe de la permutation o. Sy est un polyndme multilinéaire alterné
de degré n.

Exemple 2.1.2 (Amitsur-Levitzki) Les n X n matrices vérifient le polynéme stan-
dard de degré 2n.

Définition 2.1.4 Soit 4 une algébre sur K. Un polynéme central f pour A est un
polynome € K[X,] tel que pour tout ay, ag,..., a, € Aon a

flay,a2,...,a,) € Z(A), le centre de A. Aussi on exige que f soit non-trivial,
c’est-a-dire f prend au moins deux valeurs différentes dans Z (A).
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Proposition 2.1.1 Soit E = Maxa(A), ot A est une K-algébre commutative

unitale. Alors f(z1, z2) = {z1, 2] est un polynéme central pour E.

Démonstration Soit a € E et supposons tracc @ = 0. Alors a satisfait son

polynéme caractéristique

t* — (trace a)t + det a = 0

et donc a2 = —(det a).] € Z(E). Soient a1, a2 € E, a = [as, a2] a une trace nulle.

Donc f applique E sur son centre. f est non-trivial car il prend la valeur 0 ct pour

les matrices unités usuelles {e1;, €12, €21, €22} on a:
n
flen, er2 —en) =len, en —en)* = (12 —ey)? = 1.

O

Définition 2.1.5 Supposons que A est un systéme triple de Jordan ct soit
FS8JT(X,] le systéme triple de Jordan spécial libre. S'il existe un polynéme non-nul
f(z1,Z2,...,2p) € FS8JT(X,] tel que f(ri,72,...,74) = 0 pour toute substitution
ri, 1 <1< n, €A, alors f(z1,2,...,T,) est une identité polynomiale de A.

2.2 Argument de densité

Définition 2.2.1 Soient K un corps infini de caractéristique quelconquect V = K™
I’espace vectoriel de dimension n sur K. Soit K [T] = K[T,...,T,] 'anncau des
polyndmes & m variables. Si I est un idéal dans KIT|, soit
FlI] = {z = (21,...,2,) € V|f(z) = 0 Vf € I}. On introduit une topologie
sur V' en prenant comme ensembles fermés les ensembles F[I]. Cette topologic sur

V s’appelle la topologie de Zariski.

Remarque 2.2.1 Tout ensemble non-vide ouvert par rapport A la topologie de
Zariski est dense.

Lemme 2.2.1 Si f est une fonction polynomiale qui s’annule sur un ensemble S ,

dense dans V' par rapport a la topologie de Zariski, alors elle s’annule sur V.
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Démonstration Puisque {0}, étant fini, est un ensemble fermé , f~1(0) est aussi
fermé car f cst continue, L’ensemble f=1(0) contient S, et donc la fermeture de S
c’esti-dire, V, d’ott f~1(0) = V. Donc f s’annule sur V., 0O

Remarque 2.2.2 Si on veut démontrer qu'une fonction polynomiale s'annule sur
V, il suffit de montrer qu'elle s’annule sur un ensemble dense de V' par rapport a la
topologie de Zariski.
Rappelons quelques définitions et résultats de [16].

Définition 2.2.2 Un élément z d’un systéme triple de Jordan de dimension finie
A sur un corps K est triagonal s'il peut s'écrire sous la forme 2 = ay¢; + -+« + ayc,
oil ¢1,..., ¢ sont des tripotents orthogonaux. On peut supposer que les a's sont
non-nuls. Dans ce cas, le degré de cet élément triagonal z est r = dimK {z}, oh
K{z} est le systeme triple de Jordan engendré par z sur K; z est de degré maximal

si son degré est égal au degré générique de A.

Théoréme 2.2.1 ([16, 1.4]) Soit A un systéme triple de Jordan semisimple, de
dimension finic sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque.
L’ensemble X des éléments triagonaux de degré maximal est non-vide et ouvert par
rapport & la topologie de Zariski. Donc X est dense dans A. |

D’aprés [16, 1.2], z est triagonal de degré maximal si

r
= E Q&:Cy,
=1

)

ol
1) a; #0 Vi et o; #kaj, #7,et,
2) (c1,...,¢;) est un systéme orthogonal de longeur maximale.

Alors, ¢ = ¢; + -+ + ¢, est un tripotent maximal, donc la composante-0 de
Peirce de A est {0}, Ap(c) = {0}.

Lemme 2.2.2 Siz = Y[_, a;c; € X alors P A= P.A,oiic=c;+---+¢, est un

tripotent maximal.
Démonstration Tous les ¢; € A(c), donc P, A C P.A = A(c) par les regles de
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multiplication de Peirce. Mais z est inversible dans Ai{c), done Podd D P (0) =
Ai(c). Done P, A = P.A, 0

La proposition suivante nous permet de passer des identités de Aj(e) & celles

de A.
Proposition 2.2.1 Si ¢(x,....z,) est un polvndme qui sannule sur A, (c). alors

g (z1, .. i 0) 1= q(Poza.. .. Puzy),

oir v est distinct desz;, 1 < i < n, s'annule sur A. On suppose que la caractéristique
de K est non 2.

Démonstration D’aprés le théoréme précédent, pour montrer que g7 (z), ... 20 v)
est une identité pour un systéme triple A il suffit de montrer qu’il s'annule pour
toutes les substitutions ot v est triagonal et ), 24, ..., 7, sont des éléments
arbitraires de A. Par le Lemme précédent et puisque n'importe quels tripotents
maximaux sont conjugués par rapport au groupe d’antomorphisme de A (17, 2.19)],

c’est équivalent & montrer que ¢(z,...,z,) s'annule sur Ai(e) = P.A, pour ¢ un

tripotent maximal . |

2.3 Argument de différence de dimension
Proposition 2.3.1 Soit A un systéme triple de dimension n — 1. Alors tout
polynéme qui est multilinéaire et alterné en n de ses variables est une identité

pour A. On suppose que la caractéristique de K est non 2.

Démonstration Supposons que f(z1.z2,...,Zn, ¥, y2.... +¥m) €St un polynéme
maultilinéaire alterné en zy,zs,...,z, € A. Pour montrer que f cst une identité
pour A, il suffit de montrer que f s’annule pour toutes les substitutions o les z;
proviennent d’une base fixe (mais quelconque). Fixons B = {&1,...,b,_1} unc base
quelconque de A. Pour toutes les substitutions des z; par des éléments de cette
base on aura toujours x; = by = z;, i # j pour au moins un b € B. Remarquons

que:

floosbin b 01, Ym) = 0.
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En effet:

f('"1xia-'-1$j3"'ay1$'“1ym)=—f("wxjs'“smiv“-1y19-'-sym)$ (i#.?)‘

car ils different par une transposition. Donc chaque monéme dans f apparait deux
fois, une fois avec un signe — et une autre avec un signe +. Ce qui donne un résultat

final nul. On déduit que le polynéme f est une identité pour A, a

Exemple 2.3.1 Le polyndéme standard
Sn(z1,T2,... 1 Zn) = Z (—l)ama(l)xa(Z) +++ La(n)
aeSym,,

et, le polynéme intérieur de Capelli

IC2n41(Tos .-, Eni Y1y s Un)

= E (=1{{{.. . {=z0: ¥21)>T1}, Yo2)s 22}, - . -, YWo(n)s Tn }
€S,

sont des polynémes multilinéaires alternés.

Rematque 2.3.1 Le polynéme IConyq va étre utilisé au dernier chapitre pour
séparer les systémes d’Albert.

2.4 Systémes spéciaux et systémes exceptionnels
Dans ce travail nous ne nous intéressons qu’aux systémes triples de Jordan sim-
ples exceptionnels. Loos et McCrimmon [11] ont obtenu un polynéme de Glennie,

Gulz,y.z2.w) := {Pyz,w, P, , P, Pyw} - P.P.P; P, P,z
- {PVZ, w,P IngPzw} + PyPgP ‘szpxz.
Ce polyndme est une identité pour tout systéme de Jordan spécial mais n’est pas
une identité pour les systémes de Jordan simples exceptionels de dimension finie
sur un corps de caractéristique non 2. Si le corps de base est algébriquement clos il

Y a six systemes de Jordan simples exceptionels de dimension finie non isomorphes,
les systemes de Cayley: .

Mi2(0), M12(0,7), M;20000%P)
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et les systémes d’Albert:
H3(0), H3(0,7), H3(0)® Hy{(0O),

ot O est une algébre d’octonion déployée. Dans les chapitres suivants nous mon-

trerons comment & I’aide d’identités et de non identités polynomiales nous pouvons

distinguer entre ces systémes.
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Chapitre 3
Séparation des systémes de Cayley de ceux d’Albert

a 'aide d’identités polynomiales

Nous montrons comment & I’aide d’identités et de non-indentités polynomiales
on peut séparer les systémes de Cayley qui sont de degré 2 de ceux d’Albert qui
sont de degré 3.

3.1 Les polynémes f(z,y,u) et g(w,z,y, 2, u)

Dans le cas d’algébre de Jordan, pour transformer le polyndme de Wagner
[z, y]2 =V.U,z - U,,,:.l:2 - U.y? (1)
en une identité d’algébre de type Clifford [13,21], on passe au polynéme
(= Ie, ¥ w} - ([, 4%, 2 w) (2)

qui est une identité pour les algébres de Jordan J(Q,1). Rappelons que pour z,
y € J, Papplication D, , : J — J définie par

D,z = {z,y,2} - {y,x,2}
est une dérivation intérieure de J. Donc (2) peut étre exprimée comme
D:, [z, ypw. (2)

Puisque (2) est de degré 6, ce polyndme ne peut pas étre un élément du systéme
triple de Jordan libre car tous ses éléments sont de degré impair. Pour rémédier i
la situation, considérons (1) dans chaque u-homotope.

f(a:,y, u) = {PzPuy’ U, y} - PzpuPyu - PyPuqu- (3)

Les deux derniers termes sont symétriques par rapport & z et y, et de méme le
premier puisqu'il est égal & {z, P,{zuy}, y} — {Pru, u, Pyu}. En effet , en
remplagant y par Py(y) dans I'équation (b’) de la page 9, on obtient: s

L({P;P,y,u) + L(Pu, Pyy) = L(z, P(P,y, u)x).
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Puisque L(z,y)z = P(z, 2)y = {zyz} et L{z,y)P(x) = P(z)L(y,x) alors

Lz, P(Pyy,u)z) = L(z, { Py, z,u}) = L(z, P, {xuy})

et donc

L(Pa:Pu'yau) + L{Pu, Puy) = L(z, Pu{:z:u'y})

qui en I'appliquant & y donne

L(P; Py, u)y + L(Pou, Pyy)y = Lz, {Puy,z,u})y
mais

L{FPzu, Puy)y = L(y, Puy)Peu = L(Pyu,u)Pu

{Pzpuya U, y} = {ms Pu{:ruy}, y} - {qu’ u, P!lu}'

Ce qui donne

flzyy,u) = {z, Py{zuy}, y} - {Pyu, 4, Pyu} - P;P,Pyu~ P,P,Pu. (3

Encore une fois en passant au u-homotope, (2) devient
9(w,z,y,2,u) = {2, Puf(z,y,4), w} - {f(z,y,u), P.z, w}. (4)

Etudions tout d’abord f et g dans un systéme triple induit par une forme
quadratique [I',”, V, g, §] sur K dont la définition suit {19, Exemple 1.6]: soit T
une algébre associative commutative unitaire sur K, avec un automorphisme K-
linéaire 4 — % de période 2, V, un I'-module, ¢ : V — T, une forme quadratique
S :V — V, une application K-linéaire telle que S? = id, vérifiant

S(yv) =4S(v) (5)
pourvye€l,veEVet

q(Sv) = q(v). (6)

Si g(z,y) est la bilinéarisation de ¢ alors cette derniére équation implique
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q(z, Sy) = ¢(Sz,y). (7)

L’opératcur

Py = Q(ms Sy).'t: - q(:c)Sy, (8)

induit une structure triple de Jordan sur V pour laquelle

{zyz} = q(x, Sy)z + q(2, Sy)z — q(z, 2) Sy. (9)
Lemme 3.1.1
S(P::y) = Pg, Sy (10)
et
q(Pzy, 2) = ¢(Sy, P.Sz). (11)
Démonstration

(i) Montrons tout d’abord (10).

S(PszSy) = S(q(Sz,y)Sz — q(Sz)y), par (8},
= q(Sz,y)z — ¢(Sz)Sy, par (5),
= gq(x, Sy)x — q(z)Sy, par (6) et (7),
= Py par (8).

On déduit que S(Ps.Sy) = P.y. En applicant S i cette égalité on obtient (10) car
S? =1id.
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(ii) Montrons (11).

2Py, 2} = qg(z, Sy)x — ¢(2)Sy, 2), par (8),

= q(q(z, Sy)z, S2z) — q(q(z)Sy, 8§2z), par linédarité
= 9(5(q(z, Sy)z), Sz) - a(S(q(z)Sy), Sz), par (7),
= 9(q(2, Sy)Sz, S2) - q(a(a}y, S2), par (5),

= MQ(Sm, §z) — ¢{z)q(y, Sz}, par linéarité
= 4(y, Sz)q(Sz, $2) - ¢(Sz)q(y, Sz), par (7),

= g(y,q(Sz,8z)Sz — q(Sz)Sz), par lindarité

= q(y, P;Sz), par (8),

= ¢(Sy, P,Sz), par (7).

On déduit que ¢(P.y, z) = ¢(Sy, P:S8z). En applicant ~ on obtient (11). a

Le systeme triple de Jordan d’une algébre de Jordan d’une forme quadratique
J(Q,1) est un cas spécial d’un sysiéme triple induit par une forme quadratique.
On note [K,n,j] le systéme triple [K.id,V,q,8] sur K, ot V = @3, K, v
satisfait

q(v) =1, g(vi,ve) =0, pour i#£¢, (12)

et Sv; = v, i < f, Sv; = —v;, ¢ > j; par [K @ K, n] on veut dire [T,°V,q,8} sur K,
ouI' = K @ K, - est 'involution échange, V = @E:;l T'v;, les v; satisfont (12) et
S, yw) = i1 7vi. Les bases ci-dessus sont les bases standards de [K,n,j]
et [K & K,n).

Proposition 3.1.1 Soit A le systéme triple [l,",V,q,8]. Alors
f(z, y,u) € T'Su, Vaz, ¥,u € A,

et g(w, ,y,z,u) est une identité polynomiale pour A.
Démonstration En utilisant les équations 9), 8) et 5),
{PzPuy, u, y} = q(P:Pay, Su)y + q(y, Su)P; P,y — q(P. Py, y)Su
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= q(Pz Puy, Su)y + g(y, Su)q(z, S(Puy))z
~ q(y, Su)q(z)S(Puy) — ¢(P: Puy,y)Su
= q(PzPyy, Su)y + q(y, Su)g(z, S(Puy))z
— ¢(y, Su)q(z)a(u, Sy)Su + ¢y, Su)g(z)g(w)y
— q(PzPyy, y)Su.
P, P, Pyu = q(z, S(PuPyu))z — q(z)S({ Py Pyu}
= g(z, S(PuPyu))z — q(=)q(w, S(Pyu))Su
+ q(z)q(w)q(y, Suly — g(z)q(u)g(y)Su,
et, par symétrie,
PyP,Pyu = g(y, S(PuPzu))y — q(y)q(u, S(Pzu))Su
+ q(y)q(w)g(z, Su)z — q(y)a(u)g(z)Su.

Donc le coefficient de y dans f(zx,y,u) sera

g(Pz Py, Su) + q(y, Su)q(z)q(u) — q(z)a(u)q(y, Su) — q(y, S(FuPru))
= q(PzP,y, Su) - q(y, S(PyPru)).

Mais, par 11) et 10),

q(PsPuy, Su) = g(S(Pyy), Pru)
= 9(PsuSy, Pzu)
= ¢(y, PsuS(Pzu))
= q(y, S(PuP;u))

donc le coeflicient de y dans f(z,y,u) est 0.

Puisque f(x,y,u) est  — y symétrique, le coefficient de = dans f (z,y,u) est
aussi 0. Donc f(z,y,u) €'Suquand z,y, u€ 7.

Pour montrer que g(w, z,y, z,u) est une identité pour A4, on peut supposer que
J(z,y,u) = ySu pour un v € I". Dans ce cas,

Puf{(z,y,u) = Py(ySu) = q(u, yu)u — g{u)yu = Jg(u)u.
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D’on

{2, Puf(@,y,u), w} = q(z,79{w)Su)w + g(w, vq(u)Su)z — g(z, w)yq(uw)Su
et
{f(z,4,4), Puz, w} = g(vSu,q(u, Sz)Su — q(u)z)w
+ q(w, g{u, §2)Su — g(u)z)ySu
= q(w, ySu)(q(u, Sz)Su — g(u)z).

En ramassant les termes, le coefficient de z dans g est 0; le coefficient de w est

= 7(u)a(z, Su) — va{u, S2)a(Su, Su) + ve(Su, 2)q(w)
=0, par 7) et 6)
et le coefficient de Su
= —vq(u)q(w, 2) - vq(u, 5z)q(w, Su)
+ vg(u)g(w, 2) + v9(w, Su)q(u, Sz)
= 0.

Donc g(w,z,¥, z,u) est une identité de A. O

Proposition 3.1.2 Le polynéme g (w, z,y, z,4) est une identité pour les systémes
de Cayley.

Démonstration Les Vi(c) homotopes respectifs des systtmes M 12{0),

M1,2(0,7), et M;2(O & O) sont [k, 8, 8], [£,8,4], et [k & k,8] (Table 1 [16, p.
60-61)). Par la proposition précédente le polynéme g(w, z,y, z,u) s’annule sur ces
derniers, et donc par I'argument de densité, le polynéme g¥(w,z,y, z, 1) s'annule
sur les systémes de Cayley. a

Proposition 3.1.3 Le polynéme ¢P (w,z,y,2,u) ne s’annule pas sur les systémes
d’Albert.

Démonstration Les systémes d’Albert contiennent clairement une copie isomorphe
de Hj(k). Donc il suffit de montrer que g(w,z,y, z,u) ne s'annule pas sur Hj(k).
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Mais ceci découle du fait que le polynéme de Wagner n’est pas central pour H3(k).
Ce qui compléte la preuve. O

Voici un autre polynéme qui sépare le systéme d’Albert de celui de Cayley.

3.2 Le polynéme h(w,z,y,u)
Soit
hw,z,y,u) : = {u, PyP,f(z,y,u), w} — {Pyf(z,y,u), Py, w}
= Dy'p, f(a s -
ott D) indique que la dérivation est dans le u-homotope.

Proposition 3.2.1 Le polynéme h(w, z,y,u) ne s’annule pas sur les systémes d’Al-
bert.

Démonstration Les systémes d’Albert contiennent clairement une copie isomorphe
de H3(k). Donc il suffit de montrer que A(w, z,y, u) ne s’annule pas sur Hj(k). Ceci
découle du fait que le polynéme de Wagner n’est pas central pour Hy(k). Ce qui
compléte la preuve. a

Proposition 3.2.2 Le polynéme h(w,z,y,u) est une identité pour les systémes de
Cayley.

Démonstration Soit 4 = M, 2(A4), A une algébre unitaire alternative munje
d’une involution 7, le systéme triple défini par Py = z(§'z). Soit u = (0,uy), u,
un élément inversible de A, ¢ = (z;,z;), ¥y = (¥1,¥2), des éléments arbitraires de
Mi 2(A). A peut s’écrire de la fagon suivante: A = 4;@A;. Rappelons que

flz,y,u) == {P,Py,u,y} - F;PyPyu~ P,P,P,u
Appliquons Popérateur P, & f(x,y,u) ce qui donne
Puf(2,9,u) = {u, P, Puy, Py} — P(Pyz)Pyu — P(P,y)Pu

mais,
(PzPuy)Z = Pz,Puyz
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et,
(Pyu)2 = Py up
d'on
Puf(z,y,u) = Puf(zs,y2, %)

Par la proposition 3.1.1: f(za,y2,u) € ['Suy, donc P, f(xa,y2,1) € Tu. On déduit
que

h(w, z,y,u) = DL‘:}’uf(z,y.u)w =0

Puisque les éléments triagonaux maximaux sont conjugucs A des éléments de la

forme u [16], . est une identité pour My 2(0) et M 2(O @ O°P) par argument de
densité . Le plongement d’algtbres alternatives

(0,7) = (0® 0%, o) donné par ¢~ (c,&),

ol o est l'involution échange et ~ l'involution obtenue en composant I'involution
standard avec 7, s'étend A wun plongement de systéme triple de

M12(0,7) dans M,,(0 & O°%), Donc h est aussi une identité pour
M, 2(0, 7). O
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Chapitre 4

Séparation des systémes de Cayley

a laide d’identités polynomiales

Nous montrons comment 4 l'aide d'identités et de non-indentités polynomiales

on peut séparer les trois systémes de Cayley
M12(0), My2(0,7), M;2(0 0 0O°%P).

4.1 Le polynome x(z,,z;,73,¥)

Racine a montré en [22] que les algebres de Jordan de degré 2 vérifient I'identité
&(21, T2, 23, y) 1= Z (-1D)°({{y ¥ To(1)} To(2) To(m)}
oESy
- {y 2201) To(2)} Zo(3) ¥} (12)
~{Zo(1) {¥ To2) To(a)} ¥})-

Le polynéme & dans [22] est exprimé en termes de produits lindaires mais il est facile
de voir que 'expression ci-dessus est équivalente. On suppose dans ce chapitre que

K est un corps de caractéristique non 2.

Proposition 4.1.1 Le polynéme s(z1,22,23,y) est une identité pour [K,n, 7] mais
pas pour [K @ K,n], n > 3.

Démonstration Il est démontré dans [5] que [K,n, j] vérifie x. Donc il suffit de
montrer que [K @ K, 3] ne vérifie pas £. Le systeme [K & K, n] a une K @ K-
base standard w; et une K-base u; = (1,0)w;, v; = (0,1)w;, 1 < i < n. Soit
V™~ le K-sous-espace engendré par les u; et V+ le K. -sous-espace engendré par les
v;. Alors [K @ K, n] est le systéme triple associé & la paire de Jordan (V-,VH) et
{ui vj,ue} = 8ijue +6p5u; —8ieuj. 1l est vérifié dans [5] que x(uy, vy, uz;v3) = —20,.
Donc & n'est pas une identité polynomiale pour [K & K,3] C [K & K, n], n>3. 0

Proposition 4.1.2 Le polynéme xF (21,22,73,¥) est une identité pour Mi2{0)
et M12(0,7) mais pas pour M 2(O @ O°). Donc le polynéme rP(z;,z, 13, )
sépare les systémes My 2(0), et M, (O, 1) de leur version polarisée My 2(00°P),
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Démonstration Les Vi(c) homotopes respectifs des systomes M, (O},

Mi2(0,7), et My 2(O S O°P) sont (K,8,8], [K,8,4], ct [K @ K, 8] (Table 1 [16,
p. 60-61]). Par la proposition précédente le polynéme x(xy, T2, 3, y) s'annule sur
[K,8,8] et [K,8,4] mais pas sur [K & K,8], et donc par Pargument de densité le
polyndme x¥(z1,zy, 23, %) s'annule sur les systemes M 2(0), et M 2(@, 7), mais

pas sur leur version polarisée M, 2 (O @ O°P). a

4.2 Le polyndme w(z,y)
Proposition 4.2.1 Le polyndme

w(z,y) = {{z,z,v}, 2,9} — {{=,y,z},z,9}

est une identité pour [K,n,n] mais non pour [K,n,j], 1<j <n,n> 2

Démonstration Dans [K,n, j],

{z,z,y} = q(z, Sz)y + 9(y, Sz)z - ¢(z,y)S=
{z.y,z} = 2¢(z, Sy)z — 2¢(z)Sy

et, en ramassant les termes,

{{z,2,9}, 2.9} ~ {{z,9, 2}, 2,4} = (q(z, Sz)q(y, Sy) - q(=,v)q(Sz, Sy))z
+ (¢(z, v)a(=z, Sy) — 2¢(z)q(y, Sy))Sz
+ (29(z))q(Sx, Sy) — q{z, Sz)q(=, Sy))y.

8i j =n alors § est I'identité et w(x,y) = 0.

Pour montrer la deuxiéme partie de la proposition il suffit de trouver une
substitution dans [K,3,2] pour laquelle le polynéme ne s’annule pas. Pour v;,
1 £ ¢ £ 3 une base standard avec Sv; = v;, i = 1 ou 2, et Svy = —v3, s0it
T = vp+v3yet y = vi. Danscecas {r,z,y} =0, {z,y,2} = —4v; ct {{z,z,y},2,y}-
{{z,y,z}, 2,4} = —{{z,y,z}, 2,9} = —8(va — v3). 0

Proposition 4.2.2 Le polynéme wP(z,y) sépare les systémes M12(0) et
M12(0,7), c'est-d-dire, wP(z,y) est une identié pour M, 2(O) mais pas pour
M],z(o,f).
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Démonstration Les Vi(c) homotopes respectifs des systémes M 2(0), et
My 2(0,7) sont [K,8,8], et [K,8,4]. Par la proposition précédente le polyndme
w(z,y) s’annule sur [K, 8, 8] mais pas sur [K, 8,4] et donc par 'argument de densité

le polynéme w”(z, y) s’annule sur M, 3(0), mais pas sur M, 3(O, 7). O
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Chapitre 5
Séparation des systémes d’Albert

a l'aide d’identités polynomiales

Nous montrons comment i Paide d'identités et de non-identités polynomiales

on peut séparer les trois systdmes d*Albert

H(0), Hy(O,7), Hy(0)e Hy(0).

5.1 Les systémes triples de Lie associés aux systéemes d’Albert

Introduisons tout d'abord quelques résultats de [17).

Théoréme 5.1.1 ([17, p. 7)) Si(A,{ }) est un systéme triple de Jordan, alors
(A, [ ]) muni du produit triple

[zy2] = {zyz} — {yez)
est un systéme triple de Lje que l'on note A, O

Théoréme 5.1.2 ([17, p. 43]) Soit J une algébre de Jordan simple sur K avec

€élément unité e et supposons que la caractéristique de K est zéro ou ne divise pas
le degré de J. Alors

J=Ke®d Ty
ou Jo = [JT J] est le noyau de Ia “trace réduite” de J. a

D’aprés ce théoreme on a le résultat suivant.

Corollaire 5.1.1 Si la caractéristique de K n’est pas 3,
[H3(o)v Hg(O), HS(O)] = H3(O)0$
un sous-espace de dimension 26.

Démonstration La dimension de H3(O) est 27, et, Hy(O) est une algébre de

Jordan simple de degré 3. Donc, d'aprés le théoréme précédent,
[H3(0), H3(0), H3(0)] = H3(0)o,
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un sous-espace de dimension 26. a

Proposition 5.1.1 Si la caractéristique de K n’est pas 2,
[H3(O,7), H3(O, 1), H3(O,7)] = H3(0, 1),

un espace de dimension 27.

Démonstration Remarquons d’abord que le théoréme précédent ne s’applique pas
dans ce cas puisque H3(O,7) n’est pas un systeme triple associé 4 une algébre de
Jordan. D’aprés le Théoréme 5.4 13) de (17), H3(O,7)~ = Hy(Q);, olt Q est
I'algébre de quaternions déployée sur K. Comme H,(Q) est une algebre de Jordan
simple de degré 4 et que la caractéristique n’est pas 2, le théoreme 5.2 s'applique
et [Hy(Q), Hy(Q), Hy(Q)] = Hy(Q)o un sous-espace de dimension 28 — 1 = 27 la
dimension de H3(O, 7). O

Nous aurions pu démontrer la proposition précédente par un calcul direct. C'est

d’ailleurs ce que nous ferons pour la proposition suivante.

Proposition 5.1.2 L’espace
[H3(0) @ Hy(0), H3(0) & H3(0), H3(0) @ H3(O)] = H3(0) @ H3(0)
et donc est de dimension 54.
Démonstration Soit J = H3(O) @ H3(O). Pour (a,b), (c,d), (e, f) € J,
[(a! b),{c,d), (e, f)] = {(a, b),(c,d), (e, f)} = {(cs d), (a,b), (e, f)}
= ({ade}, {bcf}) ~ ({cbe}, {daf})
= ({ade} - {cbe}, {bef} ~ {daf}).
Si 'on pose @ = d = e = 1[ii], b = c = 1[jj] et f = 1[kk], ol {i,j,k} = {1,2,3}, on
obtient
| ({ade} — {cbe}, {bcf} — {daf}) = (1[:i],0).
Silon pose a = d = 1[ii}, e = v[ij], b = c = 1[kk] et f = 1[jj], ot {4, 5, k} = {1,2,3},
on obtient

({ade} — {cbe}, {bcf} — {daf}) = (v[ij], 0).
KL



Done (H3(0),{0}) C [Ha(O) @ H3(O), H3(0) & Hy(O), Hy(O) @& H3(O)] et, par
symétrie, [H3(0) @ H3(0), Hy(0) ® Hy(0), Hy(O) @ Hy(O)] = Hy(0) & Hy(). O

5.2 Variations sur les polynomes de Capelli

Des variantes du polyndme de Capelli intérieur (remarque 2.3.1) nous serviront
A différencier les trois systemes d’Albert.

Proposition 5.2.1 Le polynéme

ICz.any41(z1, -, 22830100+, Y27)

= z: (~1)"{{{--- {21,9001)s 22}, Wo(2) 23}, - - -, }¥o(27), 228}
aESyy

n’est pas une identité des systémes d’Albert .

Démonstration Remarquons tout d’abord que ICs5 = 0 pour Hj(O)o. Montrons
qu’ICss n'est pas une identité de H3(©). L’idéal serait d’avoir une substitution telle
qu’un seul mondéme d’ICs; soit non-nul. Mallheureusement nous n’avons pas tronvé
une telle substitution, et, il semble peu probable qu'il en existe. Nous présenterons
donc utie substitution oi les valeurs de 2y, zy,...,228 €t 31,92, .. , Y27 sont telles
que tout mondme non-nul d'JCs; doit nécessaitement commencer par

{{--- {nnz}ya} .. Jneze}. (13)

Puis nous évaluerons les mondmes non nuls commencant par {13). Pour ce faire,
nous ferons appels & la décomposition de Peirce dans O (Lemme 1.1.2) et aux régles
de calcul dans H3(O) (section 1.4).

Comme les variables y1,%,,...,%27 sont linéaires et alternées, alors, s'il ex-
iste une substitution ot ICss ne s’annule pas, il en existe une ot yy,...,y7 sont
templacées par les éléments d’une base. On choisit la base standard.

Supposons pour commencer la substitution qu’on choisit 2; = 2; = 1[11]. Alors
le seul choix de * pour lequel {1[11]*1[11]} # 0, est * = 1[11], et, {1[11]1[11]1[11]} =
1[11] d’aprés la régle (1). Si on pose 23 = yp[21], alors le seul choix de * pour lequel
{1{11] *yo[21]} # 0, est + = y[12], et, {1[11]yo[12]yo[21]} = 1{11] par (4). Si on pose

35



z4 = 2121}, alors, le seul choix de * pour lequel {1[11] * z,[21]} # 0, est * = ¥, [12],
ct, {1[12)y1[12]z;[21]} = 1[11] par (4). Si on pose 25 = z3[21], alors, le seul choix
de * pour lequel {1{11] * £3[21]} # 0, est * = y,[12], et, {1[11]y2[12]x2[2i]} = 1[11]
par (4). Si on pose z5 = z3[21}, alors, le seul choix de x pour lequel {1]11] *
z3[21]} # 0, est * = y3[12], et, {1[11)y3[12]x5[21]} = 1[11] par (4). Si on pose
z7 = y1[21], alors, le seul choix de * pour lequel {1[11] * y;[21]} # 0, est * = x,[12],
et, {1[11]z1{12]y:[21]} = 1[11] par (4). Si on pose 25 = y2[21], alors, le seul choix de
» pour lequel {1[11] * y2[21]} # 0, est » = z2[12], et, {1[11]z2[12]y[21]} = 1[11] par
(4). Sion pose zg = y3[21], alors, le seul choix de * pour lequel {1[11] * y3[21]} # 0,
est x = x3[12], et, {1[11)z3(12)y3[21]} = 1[11] par (4). Jusqu’a maintenant, on a
utilisé le tripotent 1[11], et tous les éléments de la base standard dans la position [12]
sauf I'élément z[12]. Donc , jusqu’a maintenant, on obtient seulement le polynéme
non-nul,

{-.. (111112)1[11] }yo[12]yo[21]}3 [12] 1 [21] }y2 [12] 2 [21}}
y3(12]z3 [21]} 21 [12]31[21]} 2 [12] 92 [21] } 23 [12] 3 [21]}

qui est égal & 1{11]. Donc, il suffit de continuer la substitution avec 1[11].

Si on pose z10 = yo[31],alors, le seul choix de * pour lequel {1[11] *30[31]} # 0,
est x = yo[13], et, {1[11)yo[13]y0[31]} = 1[11] par (4). Si on pose z;; = z,[31],
alots, le seul choix de * pour lequel {1[11] * z4[31]} # 0 est * = y,[13], et,
{1[11]y1 [13)21[31]} = 1[11] par (4). Si on pose 213 = z4[31), alots, le seul choix de *
pour lequel {e; * 22[31]} # 0, est * = y2[13), et, {1[11)y2[13]z,([31]} = 1[11] par (4).
Si on pose 213 = x3[31], alors, le seul choix de * pour lequel {1[11] * £3[31]} 5 0,
est x = y3[13], et, {1[11]y3[13]x3[31]} = 1[11] par (4). Si on pose 214 = zo[31],
alors, le seul choix de * pour lequel {1{11] * z[31]} # 0, est » = zy[13), et,
{1{11]zo[13]z0 [31]} = 1[11] par (4). Si on pose z15 = 3;[31), alors, le seul choix de
* pour lequel {1[11) x,[31]} # 0, est * = z,[13], et, {1[11]z;[13]3:1[31]} = 1[11] par
(4). Si on pose 216 = y2[31], alors, le seul choix de * pour lequel {1[11]*y;[31]} # 0,
est x = z3(13], et, {1[11]22[13]y2[31]} = 1[11] par (4). Si on pose z7 = y;[31),
alors, le seul choix de * pour lequel {1{11] * y3[31]} # 0, est » = z3[13], et,
{1{11]z5{13]y3[31]} = 1{11] par (4). Jusqu’s maintenant, on a utilisé 1{11], et,
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tous les éléments de la base standard dans les positions [12] et [13] sauf I'élément

zo(12]. Donc , jusqu’a maintenant, on obtient seulement le polynéme non-nul,
{--- {2111 {11)}yo [12yo[21)}wn (12]21 [21] y2 [12) 02 [21])
usl12]as [21]} o1 (1201 21)} 2 12]9a (2] s [12]gs 21])
Y0[13]yo[31)}y1 [18)1[31)}y2 [13]2[31] }ya [13}5 31}
To[13]a0 [31)} 21 (13]y1 [31] }2 [13]y2 31) } s {13]ys[31]}
qui est égal a 1[11]. Donc, il suffit de continuer la substitution avec 1[11}.
Si on pose 213 = 1[22], alors, le seul choix de * pour lequel {1[11]#1[22]} # 0, est
* = 0[12] car tous les éléments de la base standard de type 2[12] ont déj été utilisés,
et, {1[11]zo[12]1{22]} = =,[12] par (6). Si on pose z;9 = 1{22], alors, le seul choix
de * pour lequel {z[12] * 1{22]} # 0, est * = 1]22], et, {zo[12]1[22]1[22]} = x4[12]
par (5).
Donc , jusqu’s maintenant, on obtient seulement le polynéme non-nul,
(- {11111} by 120 [20]} s (1211 [21) 121 f21]}
¥a(12]x3[21]} 21 {12)y1 [21] } 22 [12]y2 [21] } w3 [12)y3 [21])
yo[13]y0[31]}y1 [13]1 [31) } 2 [13) 2 [31])
95 [13]3[31] o [13]2[31] 21 [13]3s [31]) 22 [13]se[31]}
23 [13]ys [31])aol12]1{22] 1221122
qui est égal & zo[12]. Donc, il suffit de continuer la substitution avec z,[12).
Il reste & utiliser 1[33], z;(32), et, %;([32], 0 < i < 3. Si on pose 29 = 7o[23],
alors, les choix de * pour lesquels {zo[12] * 29[23]} # 0, sont * = =;[32), 1 < i < 3,
et, {€o[12]x;[32]z0[23]} = ;[21), 1 < i < 3 par (9). Considérons chaque cas & part.

a) Pour i = 1, {o[12]z,(32}z0[23]} = z1[21]. Si on pose 253 = y; [23], alors, les
choix de * pour lesquels {z;[21] * 3,(23]} # 0, sont « = 24[32), z,[32), T3[32), et,
{21(21)o (32} 23]} = —wo[21],
{21(21]2(32031 (28]} = za(21],
{z1(21]25[32]y1 (23]} = z3f21],
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par (9). Considérons chaque cas & part.

al) Si * = 20[32], {z:[21]20[32)31[23]} = ~o[21]. Si on pose zpp = y,[23],
alors, le scul choix de * pour lequel {yo[21] * %2[23]} # 0, est * = z,[32], e,
{y0[21]22(32]y2(23]} = yo[21] par (9). Si on pose zp3 = y3[23), alors, le seul choix de
* pour lequel {yo[21]*y3[23]} # 0, est * = z3(32), et, {yo[21)23[32]y3[23]} = ~yo[21]
par (9).

a2) Si x = 22[32], {z;[21]x[32]y,[23]} = 22[21]. Les choix de o pour lesquels
{z2]21] o y2[2_3]} # 0, sont o = (32|, z3[32], car, z[32] est déja utilisé, et,
{x2[21]70(32)y2(23]} = —wof21], et, {z2[21]x3[32]y2[23]} = z3[21] par (9)

a2i) 8i o = xo[32], {2[21]2[32}y2[23]} = —yo[21]. Le seul choix de * pour
lequel {—yo[21] * ¥3[23]} # 0, est * = 23[32], et, {~ yg[21]:1:3 [32}y3[23]} = yo[21] par
(9)-

alii) Si o = z3(32), {z2[21}x3[32]y2(23]} = z3[21]. Le seul choix de * pour
lequel {z3[21] *y3[23]} # 0, est x = 20[32], car 7,[32] et «,[32] sont déja utilisés, et,
{z3[21]z0[32]y3[23]} = ~yo[21] par (9).

ad) Si x = 3[32], {20(12]3[32])z0[23]} = z3[21]. Le seul choix de * pour
lequel {z3[21] * y2[23]} # 0, est » = 22[32), et, {x3]21)e,[32]y.[23]} = ~z3[21] par
(9) Le seul choix de * pour lequel {—z3[21] % y3[23]} # 0, est * = To[32], et,
{~3(23]20[32]35[23]} = yo[21] par (9).

b) Pour i = 2, {z;[12]z,[32]x9[23]} = z2[21]. Le seul choix de * pour lequel
{z2(21] = 41 [23]} # 0, est » = 2,[32], et, {z2[21]z1]32)3[23]} = —3[21] par (9). Les
choix de * pour lesquels {~z2[21] » y[23]} # 0, sont * = z, [32], * = 23[32), car,
1{32] est déja utilisé, et, {—z,[21)xy[32]32[23]} = wo[21), {—22[21]z3[32)y.[23])} =
—x3[21] par (9). Considérons chacun de ces deux cas a part.

bl) Si x = xo[32], {—z2[21}xo[32]y2[23]} = yo[21]. Le seul choix de * pour
lequel {y0[21] * y3[23]} # 0, est = = z4[32), et, {yo[21)3[32]33(23]} = —o[21] par
(9)..
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b2) 8i x = 73(32), {—x2[21)75(32)52[23])} = —=;[21]. Le seul choix de + pour
lequel {—z3[21] * y3[23]} 0, est * = z0[32], et, {—za[21]z0[32)y3 (23]} = yo[21] par
(9).

c) Pour # = 3, {=[12]2;3[32]z0[23]} = z3[21]. Le seul choix de x pour lequel
{za[21] * y1[23]} # 0, est » = z,[32], et, {z3[21]z1[32]11[23]} = —=3[21) par
(9). Le seul choix de * pour lequel {—z3{21] ¥2(23]} # 0, est x = x3[32), et,
{—z3(21}z[32]y2{23]} = z3[21] par (9). Le seul choix de * pour lequel {x;3[21] *
y3[23]} # 0, est * = x0[32], et, {x3[21]z[32)y3[23]} = —y0[21] par (9).

11 reste & utiliser y;[32]), 0 <i < 3, et le tripotent 1{33]. D’aprés ce qui précede
on obtient 7 mondmes non-nuls,

{{{{=zo[12]21 [32]z0 (23]} 20 [32]y1 [23)} =2 [32]y2 [23]} 3 [32}a 23]
{{{{=zo[12]e1 [32] w0 (23]} 22 [32)y1 (28]} w0 [32]y2 (23]} 3 (32 s 23]}
{0 [12]1{32)o [23)} 22 [32)1 [23] } 3 (322 23]} 20 [32] w5 23]}
{{{zo[12]21(32}0 [23]} 23 [32]y1 23] } 2322 23] } 0 [32] s [23]}
{{{{z0[12]22(32]z0[23]} 21 [32)31 (23] }20[32)12[23] } 3 [32}3 23]}
{{{{zol12lz2[32)00 (23]} 21 3231 23]} 2322 23]} o 3205 [23])
{{{{2o(12}os[32}a0 (23]} 21 {32101 23]} 22 32} (23]} 2o 32l 23]}
chacun égal & y0[21] & signe prés. Donc il suffit de continuer la substitution avec'
yo[21].

Si on pose 234 = ,[23], alors, le seul choix de * pour lequel {yg [21] » z, 23]} #
0, est x = y[32], et, {yo[21]yo[32]21[23]} = z:[21] par (9). Si on pose zyp =
x2[23), alors, le seul choix de * pour lequel {z; (21} * 22[23}} # 0 est * = y,[32], et,
{z1[21]31[32]22{23]} = ~2[21] par (9). Si on pose 226 = z3[23], alors, le seul choix
de * pour lequel {—x2[21] « 23[23]} # 0, est * = y,[32], et, {—z2[21]y, [32]x3(23)} =
z3[21] par (9). Si on pose zp7 = 1[33], alors, le seul choix de * pour lequel {z3[21)
e3} # 0, est * = y3(32), et, {z3[21]y3[32]1(33])} = —3o(31] par (9). 11 reste sculement
4 utiliser 1[33]. Si on pose 2,5 = 1[33], alors, {yo[31]1[33]1{33]} = vo[31] par (5).

Donc finalement on obtient 7 mondmes différents de 0
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{-- (1131111 }yo[22]ye[21] } 31 [12]21 [21)} g2 [12)2 [21]}
ya[12]zs[21]} 21 [12]51[21] } 2 [12]ya (21]} 23 [12]) 95 [21]}
Yo[13]yo[31]}y1 [13)z1 [31]}y2[13]22[31] }y3 [13] 23 [31]}
2o [13]zo [31]}21 [13]y1 (31} } 22 [13]y2[31] } 23 [13]ya [31]}
zo[12]1{22]}1[22]1(22]} 1 [32] (23]} 20 [32] 1 [23]}

23 [32]yz [23]} 3 [32]y3 [23] }yo [32]21 (23] } 1 [32] 2 [23] }
y2(32]z3(23]}3(32]1(33]}1(33]1(33]}

(- (AL go 12)g0 (21} [12)e [21]} e [12] [21])
us[12)as[21] )1 [12]91 [21]} 2 [12]9s [21]} 2 [1 2]y [21])
50[13]0[31)} 1 [13]1 [31] g2 1312 [31] s [13]es 31])
zo[13Jz0 31} 21 [13]y2 [31] o2 [13]y2 [31] s (18]35 [31]}
z0{12]1[22]}1(22]1{22]} 21 [32) 0 [23] } 02 [32]1 [23]}
0(32]92(23])} 23 (320w [28] o 3211 23]} 1 [32] 2 (23]}
2(321a3(23] 9 [32]1{33] 11 [33]1(33]}

{--- ({1 m)1[11]}go [12]yo[21])}31 [12)1 [21] } 32 [12]e2 [21]}.
ya(12]w [21]}z1 (12)y1 [21] } 2 [12]y2(21]} 23 [12]33 [21]}
¥0[13)y0[31] }y1{13]z1 [31]} y2 [13]2[31] }ya [13] x5 [31]}
o[13]zo[31]} 21 {13]y1 [31]} 22 [13)y2(31) } 3 [13]y3[31]}
20[12]1[22]}1[22]1(22]} 21 [32]z0 [23]} 22 [32]1 [23]}
23[32]y2 (23] } 20 [32]y3 (23]} o [32) 1 [23] } 1 [32] 2 23]}
y2(32}z3(23] }y3[32]1(33]}1{33]1(33]}
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{ (11 fga{an)}yo[12]y0(21)}ys [12)21 [21] byo [12]2o 21}
Ya(12)w3[21]} 21 [12)31 [21] Yo [12]y2 [21] } 25 [12]55 [21])
Yo[13]y0[31] b1 [13] 1 [31]} g2 [13]2 [31] }ys [13) 25 [31))
zo[13]e0[31]}21 [13]y1 [31] }w2 [13]y2 [31)} 4 [13] 5 [31]}
zo[12]1(22]}1[22]1[22]} ) [32) 0 [23] } 3 [32]31 [23]}
72(32]y2 (23]} 20 [32]y3 (23] }y0[32}1 (23]} 11 [32] w2 [23])
y2(32]z3 23] }y3[32)1(33]}1(33]1[33]}

{-- (1t {11]1011]}yo[12]y0[21]} 91 [12]1 [21] }yo [12]a [21])
ys(12]a3(21] )1 {12]91 [21]} 22 [12]y2 [21] )3 [12)ya [21))
Yo[13lyo[31]}1 [13] 1 [31) }y2 (18] [31] )y [13)5 [31] )
2o [13]zo[31] }x1 [13]y1 [31] } 22 [13]y2[31]} x5 [13]ya[31]}
zo[12]1 [22]} 1[22]1[22]}z. [32)zo [23] }z1[32]m [23]}
20(32]y2(23]}z3[32)y3(23) } o [32}1 [23] } 41 [32) 2 [23)}
¥2(32]3 (23] }y3(32]1(33]} 1[33]1[33]}

{--- ({11} }yoe[12)yo[21]}ya (127 [21)} 2 [12)a f21])
¥3(12]z3[21]} 1 [12]y1 [21] } 22 [12]92 [21]} 23 [12]95 [21]}
Y0{13]y0[31]}y1 [13]21 [31)} 921322 [31]} 33 [13]x5 [31])
Zo[13]zo[31]}21 [13}y1 [31] }z2 (1332 [31] } 23 [13]ya [31])
zo[12]1(22]}1(22]1[22]} 22 [32)0 (23] } 21 [32]y1 [23])
2332]y2 (23]} 0 [32)y3 (23]} y0[32] 1 [23] }11 [32) 2 [23))
¥2{32]73[23]}ys(32]1(33]}1(33]1(33]}
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{--- {1111 12]1[11]}yo [12]30 [21]} 31 [12]1 [21] } 32 [12] 2 [21]}
ya[12]z3 [21] }21 [12]y1 (21]} 2 [12])y2[21]} 23 {12]ys [21])
yo[18)y0[31] }y1 (13]21 [31]}y2(13]}22[31] }y5[13]3(31)}
2o[13]z0[31}} 1 [13]y1 [31]} 2 [13]y2[31]} 5 [13]y3 [31]}
0 [12]1[22]} 1[22]1{22]} x5 [32]o (23]} 21 [32] 1 [23]}
©2(32]y2(23] } o [32]y3{23] } 310 32] 21 [23] } 31 [32] 2 [23])
y2(32]x3 [23]}ys [32]1[33]}1{33]1(33]}

et chacun égale yo(31] & signe prés. Donc la somme est non nulle quelles que soient
les signatures des permutations.

Comme le produit dans H3(O, 7) est le méme que celui de H3(O), i signe prés,
encore une fois, quels que soient les signes, la somme de sept termes tous égaux a
signe prés ne peut étre 0 et ICss n’est pas une identité polynomiale de H3(O, 7).

Comme Hj3(O) est isomorphe i la diagonale de Hy(O) @ H3(O),

Hy(0) — Hy(O)® H3(0) e+ (g, a),

ICSS ne peut étre une identité de H3(O) &b Hs(O). O

Corollaire 5.2.1 Le polynéme

LCy ony4a(z1,. .., 228501,... 427, by, ..., Bo7,€1,...,Co7)
= ICan41(215. .., 228; [aabrca]1s - - -, [a2rb2rCon]a7)

= Z (=D)7{{... {21, [arbrc1]oa)s 22}, .+ Hazeboreon]o(any, 228}
oESyy

est une identité de Hy(O) et mais pas de H3(O, 1) ni de H3(0) @ H3(0).

Démonstration Le polynéme LC est une variante du polynéme IC ol on remplace
les variables & permuter par les produits triples de Lie [a;b;c;] de variables a;; b;, c;.
On a 27 de ces produits & permuter donc ce polyndme s’annule sur H3((), car dans
ce cas ils sonts linéairement dépendents, quelle que soit la substitution, puisque la
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dimension de [H3(O),H3(O),H3(O)] est 26. Donc LCyqg est une identité de Hy(O).
Comme le systeme H3(O,7) = [H3(O,7), H3(O,T), H3(O, 1)}, la substitution du
théoréme précédent montre que LCjgg n'est pas une identité polynomiale pour
H3(0O, 7). Donc le polyndme LC sépare les systemes Hy(0) et Hi{(O, T).

Pour montrer que LCjg9 n'est pas une identité de Hy(O) @ Hi(0), il suffit
de modifier la substitution de la Propositon 5.2.1 en substitnant pour les z; des
éléments dans la premiére copie de H3(O) et pour les [a;bic;] des éléments dans
la deuxiéme copie tels qu'il correspondent & la substitution des y;. La Proposition

5.1.2 nous permet de faire ce dernier choix. a

Remarque 5.2.1 Il n’est pas clair qu'’il y a un choix de a;, b;, ¢; tel que [a;, b;, ¢;] =
¥i, 1 <2< 27

Mais d’aprés la proposition 5.1.1, il y a a;, by, ¢; tel que (d; := [ai, bi, ¢i]) forment
une base. Soit A la matrice tel que d; = Ay; (1 <7 < 27). Alors,

IC(Z,d],. . ,d27) = det(A)IC’(z,yl,.. . ,’y27) # 0.
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Conclusion

D’apres ce qui précede on a le résultat suivant:
Théoréme Les systémes triples de Jordan simples exceptionnels de dimension fiaie
sur un corps algébriquement clos de caractéristique non 2 sont déterminés i isomor-

phie prés par leur idéal d'identités polynomiales, sauf peut-étre H3(O) & H3(O) et

H 3 (O, T). 0
Malheurcusement, il nous manque un polynéme qui sépare H3(0) @ H3(O) de
H 3 (Oa T) .

Voici un résumé des polyndmes utilisés:

flz,y,u) = {z, Pu{zuy}, y} - {Pou, v, Pyu} - P;P,Pyu — P,P,Pu

g(”—’v T, Y, z,u) = {z) Puf(wvyau)i w} - {f(:B, %u), Puz3 w}
h('wsm: [ u) = {u: PuPuf(m’% u), w} - {P..f(:c,y,u), Pyu, w}

M(21,22,23,9) 1= Y (~1)°({{y ¥ To(t)} To(z) To(a)}
aESH

= {y zo1) To(2)} To(3) ¥}
= {zo(1y {¥ Zo(2) To(n)} ¥})
w(z,y) = {{z,z,3},2,y} - {{z,9,2}, 2,9}

IC;3 21y41(215- -, 228391, . .. ya7)

= z (-D°{{{-- {z1.%0), 22} o2y 23}, - .+ }¥o(27), 228}
€S2y

LCu.am+41(21, ... 2085 [arbrea)ys . . ., [azebarcar]zr)

1= Z (=D7{{{... {21, [mabrc1]oqa)s 22}, . . , Hazrbarezrlogany» 220 )
0€827

A la page suivante se trouve une table qui résume ce travail.
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Table 2.

A
Gu
/ hS
exceptionnel spécial
h
v N
Albert Cayley
LC xP
' N / N\
H3(0,7) H(0) M(000%) M (0)
Hy(0) & Hy(0) M12(0,7)
w®
' N
M 2(0,7) M 2(0)

ol les systémes sous la branche droite satisfont le polynéme ci dessus, et, les

systémes sous la branche gauche ne le sont pas.
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