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Résumé

Il y a seulement une dizaine d’années que l'invariant de la complexité topologique a été défini.
Il'y a encore beaucoup de travail a y consacrer. Ici nous comparons algébriquement les deux inva-
riants T'C'(Xg) et te(X). En fait, ce qui nous motive, c’est la conjecture de leur égalité. Dans le but
d’appuyer cette conjecture, nous regardons les bornes inférieures et supérieures de chacun, pour
resserrer l'intervalle dans lequel ils se trouvent. Ceci nous a permis de trouver un nouveau résul-
tat : la borne supérieure 2 - caty(X) de TC(Xgq) est aussi une borne supérieure de tc(.X). Ensuite,
pour trois espaces nous avons calculé I'intervalle dans lequel se trouvent 7'C'(Xg) et tc(X). Tous
nos résultats nous incitent a dire que ces deux invariants se comportent bien de la méme fagon.
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Chapitre 1

Introduction

La théorie de I’homotopie rationnelle étudie les types d’homotopie des espaces topologiques.
A cette fin, nous voulons trouver le plus grand nombre d’invariants homotopiques possibles pour
faire avancer le sujet. Dans ce travail, lorsque nous parlerons d"un espace X, il sera connexe par arcs,
simplement connexe, de méme type d’homotopie qu'un CW-complexe et de type-fini, c’est-a-dire
qu’en chaque degré, la cohomologie est de rang fini.

En particulier, nous étudierons deux invariants homotopiques, TC'(X) et tc(X), introduit res-
pectivement par M. Farber ([5]) et B. Jessup, A. Murillo, P-E. Parent ([19]). Il est conjecturé que
TC(Xq) = te(X), mais a ce jour, seulement I'inégalité TC'(Xqg) < tc(X) a été prouvée ([19]). De
plus, M. Farber a montré que cat(X) < TC(X) < 2- cat(X). A la section 7.1, nous montrerons que
tc(X) se comporte de la méme fagon :

Théoreme 1.1. cat(Xq) < te(X) < 2 - cat(Xg)

Aussi, nous calculerons ces invariants sur trois espaces elliptiques, pour obtenir les résultats
suivants :

Section Type d’espace cat TC, tc
X 7.2 formel 5 10
Y 7.3 homogene non-formel 3 4oub
Z 7.4 non-formel pur 4 7ous

Voici maintenant le contexte dans lequel cette conjecture se situe. Rappelons tout d’abord que
deux espaces X et Y ont le méme type d’homotopie (X ~ Y') s’il existe deux applications f : X —
Yetg:Y — Xtellesque fog ~ Idet go f ~ Id. Aussi, ils ont le méme type d’homotopie
faible (X ~ Y') s’il existe des espaces X = X (0), X(1),...,X(n) =Y et des fleches (ou1 I'orientation
n’importe pas)

fo f1 Jfn—1

X = X(0)

X(1) X(n)=Y
telles que pour tout k£ > 0, les applications 7 ( f;) sont des isomorphismes.

En 2003, une nouvelle notion fut apportée par Michael Farber ([5]) a partir des travaux de Smale
et Vassiliev. En effet, la complexité topologique est un nouveau concept sur lequel nous travaillons
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depuis seulement une dizaine d’années, et donc, il y a une grande possibilité d’avancement. Mais
que signifie-t-elle exactement ? Et pourquoi est-elle intéressante ?

Pour un espace X, nous notons X I ’ensemble des chemins continus dans X muni de la to-
pologie compacte ouverte. Considérons l'application évaluation 7 : X! — X x X définie par
o +— (0(0),0(1)). Puisque X est connexe par arc, I'axiome du choix nous fourni une section
s: X x X — X! anr, c’est-a-dire une application s telle que m o s = Idxxx. Cependant, a quel
moment cette section est-elle continue ?

Définition 1.2. Nous appelons la complexité topologique d’un espace X le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {Uy,Us, ..., Un11} de X x X et des applications continues s; : Uy — X I
telles que o s; = Idy, pour tout i = 1,...,m + 1. Nous notons TC(X) = m. Si un tel entier n’existe pas,
nous notons TC(X) = oc.

Attention! Dans son article, Farber défini cet invariant comme étant la complexité topologique de
la planification du mouvement dans X, et il utilise un index légerement différent. Il impose en fait que
le recouvrement soit composé de n ouverts au lieu de n + 1. Nous adapterons ses propositions et
théorémes a notre convention.

Par la nature de la topologie compacte ouverte, nous avons ([5]) :

Proposition 1.3. T'C(X) = 0 si et seulement si X est contractile.

Farber applique entre autre la complexité topologique sur les bras mécanique, par exemple dans
une chaine de montages en trois dimensions. Supposons que nous avons un bras mécanique fixé au
sol et composé de n avant-bras.

L’espace des configurations du bras est équivalent au produit cartésien itéré

5% % 8% x ... x §2,

vV
n-fois

ol S? est la sphere dans R®. Farber montre que la complexité topologique de ce bras est 2n. Plus
généralement, il montre le résultat suivant ([5]) :

Théoreme 1.4. Soit X = S x S™ x ... x S™ , ont S™ est la sphere dans R™+L, Alors

~~

n-fois

TC(X) = { n  simest impair

2n  sim est pair.
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La complexité topologique peut étre assez difficile et longue a calculer si nous n’avons aucune
idée dans quel intervalle elle se situe. Notre but est donc de cerner et cibler celle-ci le plus préci-
sément possible. Cette tactique a été appliquée avec grand succes dans le cas d’un autre invariant
homotopique : la LS-catégorie, introduite en 1934 par L. Lusternik et L. Schnirelmann ([22]).

Définition 1.5. Pour un espace X, nous appelons la LS-catégorie de X le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {Uy,Us, ...,Up,y1} de X, oit tout U; est contractile dans X. Nous notons
cat(X) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous notons cat(X) = oc.

Tout espace contractile a donc une LS-catégorie de 0. Regardons les spheres de dimension n,
pourn > 1.

Exemple 1.6. Puisqu’aucune sphere S™ n’est contractile, nous avons cat(S™) > 1. Soient x et y deux pdles
opposés de la sphere, et prenons les ouverts contractiles Uy = S™\{z} et Uy = S™\{y}. Le recouvrement
ouvert {Uy,Us} de S™ implique cat(S™) = 1.

La LS-catégorie et la complexité topologique sont des cas particuliers de la catégorie section-
nelle :

Définition 1.7. La catégorie sectionnelle d’une fibration p : E — B est le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {Uy,Us, ...,Un+1} de B ainsi que des applications continues s; : U; — E
respectant p o s; = Idy,, pour tout 1 < ¢ < m + 1. Nous notons secat p = m.

Pour un espace X nous notons X’ I'ensemble des chemins continus dans X. Pour un espace
pointé (X, zp), nous notons PX 'ensemble des chemins continus dans X démarrant a =y, muni de
la topologie compacte ouverte.

Lemme 1.8. Soient les deux fibrations ev; et m définies comme suit :

evy : PX — X X — X xX
a — al) a — (a(0),a(1)).

Alors cat(X) = secat (evy) et TC(X) = secat ().

Ceci nous permet en fait d’évaluer le lien entre la LS-catégorie et la complexité topologique dans
le théoreme suivant, que nous prouverons plus tard (théoréme 6.6).

Théoreme 1.9. Pour un espace X simplement connexe, cat(X) < TC(X) < 2- cat(X).

Les définitions ci-dessus traitent ’aspect géométrique des espaces. Notons que tout espace topo-
logique possede, en caractéristique 0, un modele algébrique, c’est-a-dire une algebre différentielle
graduée commutative ayant en particulier la méme cohomologie que 1’espace en question. Il serait
donc intéressant de pouvoir calculer les invariants homotopiques sur ces modéles. Fasso Velenik,
L. Lechuga et A. Murillo ([6] et [20]) ont défini la complexité topologique de fagon algébrique.

Soit (AV,d) le modele de Sullivan d'un espace X (introduit a la section 3.2). Pour alléger 1'écri-
ture, notons A = (AV,d) ® (AV,d) et K := kerp, ot pp : AV ® AV — AV est la multiplication
u®v — uv. Considérons la multiplication itérée M : A®™ —; A définie par a1 ®...Q, — 1+ Qy,

o . . . . ®m+1
ainsi que la projection canonique P, : A®™FL — AT /ol

8



Complexité topologique

Définition 1.10. La complexité algébrique de (AV, d) est le plus petit entier m tel que, pour le modele vy,

de P,

P, ®@m+1
A®mAl_m AT /K®m+1

MJ \ ~[or

A< A®mHL @ AW

T

il existe une application d’algebres différentielles graduées commutatives (adgc) r : A1 QAW — Atelle
que r o vy, = M. Nous notons TC(AV,d) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous notons TC(AV,d) = oc.

Afin d’estimer cet invariant, nous cherchons des bornes inférieures et supérieures. C’est ici que

le travail de B. Jessup, A. Murillo et P-E. Parent ([19]) prend son importance. Nous comparons le
diagramme commutatif de la définition ci-dessus au diagramme commutatif suivant :

A. 4””” )A/Km+1

e

P A@ AW

lm

ou K™l .= M(K®™*1), avec p,, la projection canonique et ¢,, I'inclusion canonique.

Définition 1.11. Nous écrivons tc(AV,d) := m, ott m est le plus petit entier tel qu’il existe une rétraction
7 A Ly, C'est-a-dire 7 o 1, = Id 4. Si un tel entier n'existe pas, nous notons tc(AV,d) := oc.
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Chapitre 2

Préliminaires en topologie

Cette section explique les bases de la topologie que nous utiliserons tout au long de ce travail.
Nous parlerons donc d’homotopie, de rationnalisation, de cohomologie et de fibrations pour ensuite
expliquer ce qu’est le joint d’espaces topologiques.

Nous connaissons déja les diverses définitions de connexité : connexe, connexe par arc, simple-
ment connexe. Rappelons cependant la définition suivante :

Définition 2.1. Nous disons qu’un espace non-vide X est n-connexe si 7;(X) = 0 pour tout i < n. Aussi,
nous notons conn(X) le plus grand entier n tel que X est n-connexe.

Rappelons que

Définition 2.2. Un espace X est normal si pour tout A, B C X fermés et disjoints, il existe des voisinages
ouverts U et V de A et B respectivement tels que U NV = ().

2.1 Homotopie

Commencgons par un rappel de notation :

Notation 2.3. Pour deux applications homotopes f,g : X — Y, nous écrivons f ~ g. Pour deux espaces
topologiques X et'Y, nous écrivons X =Y s’ils sont homéomorphes.

Définition 2.4. X et Y ont le méme type d’homotopie s’il existe deux applications f : X — Y et
g:Y — X tellesque fog ~ Idet go f ~ Id. Nous notons alors X ~ Y. Nous disons que X et Y ont
le méme type d’homotopie faible s'il existe des espaces X = X (0), X(1),..., X(n) =Y et des fleches (oui
l'orientation n'importe pas)

fo f1 frn—1

X = X(0)

X(1) X(n)=Y

tels que pour tout k > 0, les applications 7y ( f;) sont des isomorphismes. Dans ce cas, nous notons X ~ Y.

Remarquons alors que X £ Y = X ~ Y = X ~ Y. De plus, nous avons le théoreme de
Whitehead ([33]) :

Théoreme 2.5. Si X et Y ont chacun le type d"homotopie d'un CW-complexe, alors X ~Y <= X ~ Y.

10
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2.2 Rationalisation

A partir de ce point, nous travaillons rationnellement, a moins d’avis contraire. Il est donc im-
portant de bien comprendre ce qu’est une rationnalisation, ainsi que quelques autres définitions
rationnelles.

Définition 2.6. Un espace X simplement connexe est dit rationnel si tous ses groupes d"homotopie sont des
Q-espaces vectoriels.

Définition 2.7. Une rationalisation d’un espace X est une application continue f : X — Xq oit
(i) Xq est un espace rationnel,
(ii) 7 (f) ® Q est un isomorphisme, pour tout n. > 0.

Définition 2.8. Deux espaces X et Y ont le méme type d’homotopie rationnel s’il existe des espaces
X(0),X(1),..., X (n) et des fleches fi, ..., f entre ces espaces (peu importe I'orientation) :

X(n)=Y

et telles que 7y (f;) ®z Q sont des isomorphismes, pour tout k > 2 et i € {1,...,n}. Dans ce cas, nous
écrivons X ~q Y.

Remarquons que le groupe fondamental d'un espace n’est pas nécessairement abélien, et donc
n’est en général pas un Z-module. Le produit tensoriel du m; avec Q n’étant pas nécessairement
possible, nous évaluons seulement pour £ > 2 dans la définition 2.8.

2.3 Cohomologie

La cohomologie est une des notions fondamentales de ce travail. Etant le dual de I’homologie,
elle est importante a maitriser.

Soit X un espace topologique, K un corps, et notons C,, = C,,(X; K) 'ensemble des n-simplexes
dans X muni de l'opérateur bord 0 :

8n 1 87L an—l (9 B
=G, Cp1 L Oy (O 0
Nous notons ensuite C" = Hom/(Cy, K) et donc nous avons
dnJrl an _ dnfl d3 d2
cn crl C? ct 0

ot les d" sont définis dans [8], p. 65, par d"(¢c) = —(—1)""1o 0 §,, pour tout o € C"~1.

Définition 2.9. L’homologie de la derniere suite est appelée la cohomologie de X, que nous notons H™ (X, K).
Alors
m+1
H™M(X,K) = kerd™

Notons aussi que toute application f : X — Y induit une application en cohomologie H*(f) :
H*(Y) — H*(X). Nous notons f* = H*(f).

11
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2.3.1 Trois théoremes importants

Nous avons les trois résultats suivants ([23], pages 77, 166, 239.).

Théoreme 2.10. [Théoréme de Eilenberg-Zilber] Soient X et Y des espaces topologiques. Alors il y a une
équivalence d"homotopie

f

CuX)®Cu(Y) T (X xY)
g

En d’autres mots, H,(C(X) @ C(Y)) 2 H (X X Y).
Théoreme 2.11. [Théoréme des coefficients universels] Pour tout espace topologique X et Z-module A
(groupe abélien), nous avons les deux courtes suites exactes naturelles
0—— Ho(X;Z) © A—2— Hy(X, A) — Tor(H,_1(X, Z), A) —— 0
0 —— Ext(Hy—1(X;Z), A) —— H"(X, A) —— Hom(H,(X,Z),A) ——0

Notons que, si A = Kestun corps, Ext(H,—1(X;Z),K) = 0etdonc H"(X,K) = Hom(H,(X,Z),K).
Aussi, en travaillant sur un corps K, nous avons
Théoreme 2.12. [Formule de Kiinneth] Pour des espaces X et Y, il y a un isomorphisme

H"X xY)= P H(X)® HI(Y).
pt+g=n

2.3.2 Produit Cup

Le produit cup d'un espace X est une application Ux : H*(X,K) ® H*(X,K) — H*(X,K).
Puisqu’ici nous travaillons rationnellement, nous noterons U := Ug. Pour le définir, nous utilisons
tout d’abord la diagonale A : X — X x X définie par A(z) = (z, x).

Le théoreme d’Eilenberg-Zilber (2.10) nous donne un isomorphisme f : H,(X x X) — H.(X) ®
H,(X). En prenant le dual de la suite

Ha(X) —Y i (X x X)L B (X) @ H.(X),

nous obtenons

hom(H.(X),K) 2 hom(H.(X x X),K) +L— hom(H.(X) @ H.(X),K)

i o o
H*(X,K) H*(X x X,K) H*(X,K) ® H*(X,K)

ou les isomorphismes verticaux proviennent du théoréeme des coefficients universels (théoreme
2.11) sur un corps. Nous définissons alors le produit cup

U: H*(X,K) ® H*(X,K) - H*(X,K)
par la composition U = g;' o H*(A) o f* o gs.

Une définition explicite du produit cup se trouve dans [8] p.65.

12
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2.4 Fibrations et Cofibrations

2.4.1 Rappels des définitions

Rappelons quune fibration (ou fibration de Hurewicz) est une application continue p : £ — B telle
que pour tout diagramme commutatif d’applications continues

Y x0-"LE

Fo
jOJ, Jp
e

Y x1I B

ol jo est I'inclusion, il existe une application continue f : Y x I — E telle que les deux triangles
commutent. Par exemple, tout revétement p : E — B est une fibration.

Exemple 2.13. Soit X un espace. Nous notons X' I'ensemble des chemins continus en X. Pour un espace
pointé (X, xq), nous notons PX I'espace des chemins dans X d’orgine x, et QX I'espace des lacets d’origine
xo. Alors les deux applications suivantes sont des fibrations :

p: X — XxX P PX —X
a — (a(0), (1)) a — afl).

La fibre de p’ au point de base x( est QX .

Dualement, une cofibration est une application continue i : A — X ot pour tout espace topolo-
gique Z quelconque et pour tout diagramme commutatif d’applications continues

jAXO

A AxIT

i A ixIdy

/ rf
ix X0

X]X4>X><I

ol j4 et jx sont les inclusions, il existe une application continue f : X x I — Z telle que tous les
triangles commutent.

Une cofibration peut aussi étre définie comme une application i : A — X tel que pour tout
espace Z quelconque et pour tout diagramme commutatif solide suivant :

g
— 7!

4 %
ZJ U Jevo

X",z

il existe une fonction f : X — Z! faisant commuter les deux triangles. Par exemple, les inclusions
de CW-complexes sont des cofibrations.

13
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2.4.2 Fibres et cofibres homotopiques

Dans cette section nous montrerons que toute application est équivalente a homotopie pres a
une fibration ainsi qu’a une cofibration. Nous parlerons ensuite de fibre et cofibre.

Soit deux applications p : E — Bet f : B’ — B, et prenons leur produit fibré standard, c’est-a-dire
E'=B xp E:={(a,e) € B x E| f(a) =p(e)}
Alors nous avons un diagramme commutatif

- E

1)

B'—— B
ot p et f’ sont définies par p/(a,e) = a et f'(a,e) = e pour tout (a,e) € E'.

Notation 2.14. Le signe dans le coin supérieur gauche du diagramme ci-dessus signifie qu'il s’agit d’un
produit fibré.

La proposition suivante provient de ([28], p.98).

Proposition 2.15. Si p est injective (resp. surjective), alors p' 'est aussi. En particulier, si p est une fibration,
p l'est aussi, et dans ce cas, p' est appelée la fibration induite de p par f.

Remarquons que les fibrations induites sont uniques a homotopie pres.

Pour le théoreme suivant, nous devons d’abord définir quelques applications. Pour f : X — Y
une application quelconque, prenons evy : PY — Y la fibration définie par evy(a)) = «(0) et prenons
le produit fibré de X et PY :

XxyPYy— 1 . py

X Y
f

ot f/(z,a) = aet p(z,a) = z pour tout (z,a) € X xy PY. Notons aussi que p est la fibration
induite de evg par f. En notant cy(, le chemin constant de f(z) dans Y, nous définissons les deux
applications suivantes :

s: X — X xy PY pr: X Xy PY — Y
T (T, Cfa)) (r,a) +— (1)
Notons alors que s est une section de p, c’est-a-dire p o s = Idx. En résumé, nous avons le dia-

gramme suivant :

XxyPY— 1 . py

4 e pp
Ny lp evo

f

14
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Lemme 2.16. p; est une fibration.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoreme 2.17. Le diagramme suivant commute :

De plus, Idx « py =~ S0 p.

La preuve du lemme et du théoréeme précédent sont présentées dans [28], p.99-100.

Définition 2.18. La fibration p, construite au théoréme précédent est appelée la fibration homotopique de
f, et sa fibre est la fibre homotopique de f.

Exemple 2.19. Soient un espace X connexe par arcs ainsi que la diagonale A : X — X x X définie par
x + (x,x). En suivant la construction du théoréme précédent et puisque P(X x X) = PX x PX, nous
avons 'application evy : PX x PX — X x X définie par evy(a, ) = ((0), 5(0)). Prenons ensuite le
produit fibré

PF =X xxxx (PX x PX) ={(z,0,0) | «(0) =2 = 5(0)}
= pPX

oit I'isomorphisme associe (x, cv, 3) au chemin &.(3. La fibration homotope a A est donc p; : PF — X x X
définie par p1(z, o, B) = (a(1), 5(1)), oit, par lisomorphisme, nous transformons en p; : PX — X x X
avec v — (v(0),v(1)). Puisque X x X est connexe par arcs, toute fibre a le méme type d’homotopie et donc
la fibre homotopique de A est bien QX la fibre de py.

Par construction de py, nous savons qu’il s’agit d'une fibration. De méme fagon, nous pourrions prouver
que, pour un espace pointé (X, xo), Uapplication evy : P(X,x9) — X définie par evi(a) = a(1) est une
fibration.

Nous pouvons aussi travailler dualement, c’est-a-dire avec les cofibrations. Soit deux applica-
tions f1 : X — Xj et fo : X — X, pour des espaces X, X; et Xs. Prenons la somme amalgamée X',
c’est-a-dire I'espace quotient formé par X; V X5 ol I'on identifie fi(z) et fa(z) pour tout z € X.
Alors nous avons un diagramme commutatif

X' <2 x,

T

X1 +— X
fi

ol 71 et i3 sont les projections canoniques. Notons que le signe dans le coin inférieur droit du dia-
gramme ci-dessus signifie qu’il s’agit d’une somme amalgamsée.
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Proposition 2.20. Si f; est une cofibration, alors i I'est aussi, et nous I’appelons la cofibration induite de
f1 par fo.

Pour obtenir la cofibration homotopique, il nous faut connaitre la construction cylindre d"une
application.

Définition 2.21. Pour une application quelconque f : X — Y, nous appelons la construction cylindre de
f l'espace
Zp= (XxD uy/xl ot @)

Nous avons alors deux cofibrations ix : X — Zy etiy : Y — Z; définies par ix(z) = [z,0]
et iy (y) = [y], ainsi qu'une application r : Z; — Y ou r([z,t]) = f(x) et r([y]) = y pour tout
(x,t) e X x I, y €Y. Alors, ([28], p-32)

Théoreme 2.22. Pour toute application f : X — Y, il existe une cofibration ix et une application r de
sorte que le diagramme suivant est commutatif

)/

N A

et que Idz, ~ (iy or) rel Y.
Notons que ’homotopie peut étre prouvée a l'aide de l'application H : Z; x I — Z; définie par
H([z,t],s) = [z, (1 = 5)t +s] et H([y], 5) = [y]-

Définition 2.23. La cofibration ix du théoréme précédent est appelée la cofibration homotopique de f, et
sa cofibre est la cofibre homotopique de f.

2.5 Joint

Nous pouvons maintenant regarder la version topologique du joint, qui sera utilisé plus tard
dans le calcul de la catégorie sectionnelle.

Définition 2.24. Soient deux applications f : X — Z et g : Y — Z. Nous avons le produit fibré homoto-
pique standard

P—" Y

q g

Ve
X ﬁ VA
défini par P = {(z,0,y) € X x ZI x Y | 0(0) = f(z)et 0(1) = g(y)} et oir p et q sont les projections
canoniques. Nous appelons lejoint X wz Y de X et Y au dessus de Z la somme amalgamée homotopique de

p et q, c’est-a-dire

X my Vo= PXDUXUY o~ est telle que (x,0,1,0) ~ et (,0,y,1) ~y
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L’application joint de f et g est l'application induite j¢ 5 : X Wz Y — Z définie par j¢ 4([x,0,y,t]) = 0(t)

pour tout (x,6,y,t) € P. Alors jrq([x]) = f(z) et j14([y]) = g(y), pour tout x € X,y € Y. Nous avons
donc le diagramme commutatif

P i Y
7;/
q g
X A Y
/ ]fg
X Sz
f

oil i et i’ sont les inclusions canoniques.

Nous définissons récursivement x', X, le n® joint de f, par
Xy X=X et wiX=(xi'X)xsX,
ainsi que j°f = f et j*f = jmu-1 s, 0u j"f :x% X — Z est la n® application joint.
Remarque 2.25. Par construction du joint, si f et g sont des fibrations, j; 4 est aussi une fibration.

Maintenant, nous utilisons le joint pour borner notre invariant secat, a I'aide du théoreme sui-
vant ([29], théoreme 2.2).

Théoreme 2.26. Soit une fibration p : E — B, oit B est un espace normal. Alors secat(p) est le plus petit
entier n tel que j"p admet une section.
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Chapitre 3
De la topologie a 1’algebre

Dans cette section, nous montrons comment passer du coté topologique au point de vue algé-
brique, a I'aide du foncteur de Sullivan. Avant de discuter de ce foncteur, nous regardons les bases
algébriques qui nous seront nécessaires.

3.1 Algébres et cohomologie d’une algebre

Nous construisons ici la catégorie des algebres différentielles graduées commutatives.

Définition 3.1. Une algebre graduée commutative (agc) sur un corps K est un K-espace vectoriel gradué
A = @,y A" muni d’'une application bilinéaire - : A x A — A respectant

2) z-y=(=1)klly .z
ot pour un élément x € A™, nous notons |x| = n son degré. Nous imposons K C A°.

Définition 3.2. Une algebre différentielle graduée commutative (adgc) sur un corps K est une agc A
munie d'une application linéaire d : A™ — A" appelée différentielle, de sorte que

d(zy) = (de)y + ()" x(dy) et d® =0
pour tout x,y € A.
Maintenant que nous avons défini les algébres nécessaires, nous introduisons les applications
entre elles.

Définition 3.3. Soient (A,da), (B,dp) et f : (A,d) — (B,d) une application. Nous disons que f
est un morphisme d’adgc s'il s’agit d'un morphisme homogene de degré 0 entre algebres et respectant
f(da(z)) =dp(f(x)) pour tout z € A.

Nous pouvons ainsi calculer la cohomologie d"une adgc (A4, d).

Définition 3.4. Un cocycle de (A, d) est un élément o € A tel que daw = 0. Nous notons Z 4 I'ensemble
des cocycles. Un cobord de (A, d) est un élément o € A tel qu’il existe 5 € A de sorte que df = «.. Nous
notons By 'ensemble des cobords.
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Puisque d? = 0, nous avons By C Z4.
Définition 3.5. La cohomologie de (A, d) est I’algebre définie par I’espace quotient
H*(A,d):= %4/p,

muni de la graduation induite.

Regardons comment les cocycles et cobords se comportent dans un produit tensoriel. Soient
deux adgc (E,dg) et (F,dr), ainsi que le produit tensoriel (E ® F,d). Il est vrai qu'un mondme
z € ZpgF respecte z € Zp® Zr. Cependant, que se passe-t-il lorsque z € Zggr est une combinaison
linéaire d’éléments de E ® F'? En fait, nous avons la relation suivante ([12], section 2.10).

Lemme 3.6. Zpgr = ZE ® ZF + Bggr.

La définition algébrique du type d’homotopie rationnelle est aussi différente de la version to-
pologique. En effet, dans la définition 2.8 nous utilisons ’homotopie, tandis qu’en algebre, nous
utilisons la cohomologie. Nous nécéssitons tout d’abord la définition suivante.

Définition 3.7. Un quasi-isomorphisme f : (A,d) — (B,d) est une application induisant un isomor-
phisme en cohomologie, c’est-a-dire telle que
[f:=H"(f): H(A,d) — H*(B,d)
[ — [f(e)]

est un isomorphisme.

Définition 3.8. Deux adgc (A, d) et (B,d) sont de méme type d’homotopie rationnelle s’il existe une
suite de quasi-isomorphismes les reliant.

3.2 Modéeles de Sullivan

Regardons maintenant comment modéliser les espaces. C’est ici que le foncteur de Sullivan
prend son importance. Dans cette section, nous observerons comment passer d'un espace topo-
logique a une adgc. Nous en apprendrons davantage sur un type d’adgc : les algebres de Sullivan.

Soient Top la catégorie des espaces topologiques, et ADGC celle des adgc. Nous avons le fonc-
teur contravariant
APL : TOP —— ADGC

que nous appelons le foncteur de Sullivan. Sa principale propriété est que H*(Apr (X)) = H*(X)
lorsque nous travaillons sur un corps de caractéristique 0. Aussi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.9. APL(X X Y) ~ APL(X) & APL(Y)
Bien que le foncteur de Sullivan soit le point central de I’'homotopie rationnelle, nous ne le défi-
nirons pas explicitement, puisqu’il est défini dans [8], chapitre 9. Pour un espace X, nous rappellons

ici une algebre plus «petite» que Apr,(X), mais qui conserve toutes ses propriétés homotopiques.
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Soit V' = {V};>2 et considérons l'algebre tensorielle TV =Q &V & V2 @ V¥ & ... . Notons 1
I'idéal bilatere de TV engendré par {ab — (—1)1%1’lba | a,b € V'}, et posons ’espace quotient

AV =TV,
que nous appelons l'algébre commutative graduée engendrée par V. Remarquons que pour touta € V,

2 . . . . . .
nous avons a? — (—1)!%"a? = 0 et dong, si |a| est impair, > = 0. Ceci est vrai sur n’importe quel
corps de caractéristique # 2.

Définition 3.10. Une algebre de Sullivan est une adgc (AV, d) oii
(i) V ={VP}y>1 et AV représente I'algebre graduée commutative engendrée par V.
(1) d est une différentielle nilpotente, c’est-a-dire que nous pouvons écrire V' comme une union de sous-
espaces gradués | 3o, V (k) on V(0) C V(1) C ... et telle que d(V(0)) = 0 et d(V(k)) C AV(k—1)
pour tout k > 1.
Nous utiliserons aussi l'identification naturelle (AV,d) @ (AW,d) = (A(V & W), d).

Notation 3.11. La différence entre les indices et les exposants utilisés sur les algebres de Sullivan est trés
importante. Par exemple, A*V représente les mots de longueur k dans AV, tandis que (AV)* est I'ensemble
des mots de degrés k dans AV. Nous pouvons aussi retrouver (A*V')!, c’est-a-dire I'ensemble des mots de
longueur k et de degré |. Pour alléger la notation, nous écrivons le degré d'un élément en indice de celui-ci
lorsqu’on l'introduit.

Définition 3.12. Soit (A, d) une adgc. Un modele de Sullivan de (A, d) est un quasi-isomorphisme m :
(AV,d) = (A, d), oit (AV, d) est une algebre de Sullivan.

Un modele de Sullivan d’un espace X est un modele de Sullivan de Apr,(X).

Une algebre de Sullivan est dite minimale si dV C A=2V.

Nous avons le théoreme d’existence suivant ([8], propositions 12.1 et 12.2).
Proposition 3.13. Soit (A, d) une adgc telle que H(A) = Q. Alors (A, d) posséde un modele de Sullivan.

De plus, si H*(A) = 0, (A, d) possede un modele minimal de Sullivan, et celui-ci est unique a isomor-
phisme pres.

Proposition 3.14. Soit X un espace simplement connexe de type fini et (AV, d) son modele minimal. Alors
Vi Hom(m(X) ® Q,Q), pour touti >0

Une conséquence de ce résultat est que V! = 0.

Les modeles de Sullivan nous permettent aussi de modéliser un morphisme d’adgc en un mor-
phisme entre algebre de Sullivan ([8], p.148).

Proposition 3.15. Soient des adgc (A, d) et (B, d), et des modéles de Sullivan m : (AV4,d) — (A, d)
et mp : (AVp,d) — (B,d). Soit ¢ : (A,d) — (B,d) un morphisme d’'adgc. Si mp est surjectif, alors il
existe un morphisme w tel que le diagramme suivant est commutatif :

(A,d)—2 (B, d)

mAT: ZTmB

(AVa,d) > (AVp,d)
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Exemple 3.16. Essayons de trouver un modele minimal de Sullivan pour les spheres S™. Rappelons deux
points :
(1) He(smy=] @ sik=0mn
0 sinon
(2) La construction du modele d'un espace nécessite la construction de deux ingrédients : une adgc
(AV, d) ainsi qu'un quasi-isomorphisme ¢ : (AV,d) — Apr(X).
Nous construisons les deux simultanément par induction sur le degré.

Commengons par S%. En degré 0, posons ¢(1) = 1. Comme H*(S?) = 0, posons V1 = O et ¢ = O en
degré 1. En degré 2, il existe une classe non-nulle [x] € H*(S?) avec x € Apr,(S?). Nous introduisons alors
a € V2 quec ¢(a) = x. De plus, en posant da = 0, nous assurons la commutativité de ¢ et d. Nous avons,
du degré 0 au degré 2,

¢ (Aa,0) — App(S?)

En degré 3, ¢ demeure un quasi-isomorphisme. Cependant en degré 4, nous avons ¢(a?) = 22, oit [o?] €
H*(Aa, d) est non-nulle, mais [2?] € H*(Apr(S?)) = 0 est nulle. Il existe donc un y € A% (S?) tel que
dy = 2. Introduisons donc un générateur 3 € V3 tel que ¢(B) = y et dB3 = a>. De cette fagon, ¢ est un
quasi-isomorphisme jusqu’en degré 4. On remarque H>4(S?) = 0, mais qu'en est-il de H>*(A(a, 8),d) ?
En degré supérieur a 4, nous avons les générateurs

(1) o™ pourn > 2

(2) o B pour k > 0
Le premier cas est un cocycle, mais aussi un cobord : o™ = d(a"283). Le deuxieme cas n’est pas un cocycle.
N’ayant pas de cohomologie en degré supérieur a 4, nous concluons que ¢ est un quasi-isomorphisme et le
modele minimal de S* est

(A(az, B3),d) — Apr(S?).

Construisons maintenant le modele de S3. De la méme fagon, en degré 0 nous posons ¢(1) = 1. Comme
HY(S3) = H%(S3) = 0, posons V1 = V2 = 0et ¢ = 0en degré 1 et 2. En degré 3, il existe une classe
non-nulle [x] € H3(S®) avec x € Apr(S®). Nous introduisons alors o € V3 avec ¢p(a)) = z. Pour faire
commuter la différentielle nous imposons doc = 0. Du degré 0 au degré 3, ¢ est un quasi-isomorphisme.
Ensuite, H>3(S%) = 0. Puisque o est de degré impair, nous avons V>3 = 0, et donc aussi H>3(Aa,d) = 0.
Nous concluons que ¢ est un quasi-isomorphisme, et le modele minimal de S est

(A(3),0) = Apr(S?)
En faisant de méme, nous obtenons les modeles minimaux de Sullivan

(A(azn, ,B4n_1), d) i> APL(SQn) ol d(a) =0et d(ﬁ) = a2
(A(a2n+1), 0) i) APL(S2n+1)

Exemple 3.17. Essayons maintenant de trouver le modele minimal de Sullivan (AV,d) de CP?, en connais-

sant
Q sik=0,2,4

k 2\ ~
H(CP )_{ 0 sinon.

Nous voulons construire une adgc (AV, d) ainsi qu'un quasi-isomorphisme ¢ : (AV,d) — Apy(CP?).
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En degré 0, posons ¢(1) = 1, et en degré 1, posons V! = 0 et ¢ = 0. En degré 2, il existe un générateur
[z] € H%(CP?) avec x € A%, (CP?). Introduisons o € V2 tel que ¢p(a) = z et da = 0. En degré 3 il
n'y a pas de cohomologie dans aucun de CP? et (A, d). Posons alors V3 = 0. En degré 4, ¢ demeure un
quasi-isomorphisme, car nous avons les classes non-nulles [a?] € H*(Aw,d) et [2?] € HY(Apr(CP?)),
avec ¢(a?) = x2. En degré 5, nous posons encore V5 = 0. En degré 6, nous avons ¢(a3) = a3, oit [a3] €
HY(Aa, d) est non-nulle, mais oit H*(Apr,(5?%)) = 0 impose [x%] = 0. [l existe doncuny € A% (S?) tel que
dy = 3. Introduisons donc un générateur 3 € V° tel que ¢ () = y et, par commutativité de d, d3 = 3. De
cette facon, ¢ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 6. Notons que H>%(CP?) = 0. En degré supérieur a
6, les cocycles de (A(a, ), d) sont engendrés par les éléments de la forme o, pour k > 3. Ceux-ci sont aussi
des cobords : d(a*=3B3) = oF. Alors H>S(A(w, B8),d) = 0. En conclusion, ¢ est un quasi-isomorphisme et le
modele minimal de CP? est

(A(az, Bs),d) — Apr(CP?)

avec d(B) = o3.

Exemple 3.18. Calculons plus généralement le modele minimal de CP", connaissant la cohomologie :

k " ~ | Q sikestpairetO <k <2n
H*(CP", Q) = { 0 sinon.
Nous voulons construire une adgc (AV,d) ainsi qu'un quasi-isomorphisme ¢ : (AV,d) —» Apr(CP").

En degré 0, posons ¢(1) = 1. En degré 2, En degré 2, il existe un générateur [x] € H?(CP?) avec
x € A%, (CP?). Introduisons o € V2 tel que ¢() = x et dow = 0. Nous obtenons

(Aa,d) —  Apr(CP",Q)
2: « — x
4: a? — z2
n: a — "
2n+2 : o vt

oit toute classe [o*] € H?*(A«, d) est non-nulle. Du coté droit, les classes [z*] € H?*(Ap(CP™),d) sont
non-nulles pour 0 < k < 2n, et elles sont nulles pour k > 2n. Il existe donc un élément y & A?D”LH(C]P’”)
avec dy = z"L. Introduisons 3 € V2" qvec ¢(B3) = y et dB = "L, L'élément y est suffisant pour
éliminer les classes de tout a*, k > n, puisque d(z"*~1y) = x?"*k. Les cocycles de (A(w, B), d) en degré
supérieur a 2n sont engendrés par les puissances of, k > n, qui sont aussi des cobords : d(a"T+"13) =
a?tk Alors H>?"(A(a, B),d) = H>?"(ApL(CP™)) = 0. Alors ¢ est un quasi-isomorphisme et le modele
minimal de CP" est

(A(a% 6271—1-1)7 d) i> APL(CPH>

avec dov = 0 et d(B) = a™tL.

Exemple 3.19. Voici un exemple d’algebre de la forme (AV, d) mais qui n’est pas une algebre de Sullivan :

M = (A(a17 bla cl)7d)7
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oit da = be, db = ac et dc = ab. Evaluons sa cohomologie. Nous avons H°(M) = Q. En degré 1, I'absence
de cocycle implique H' (M) = 0. Le degré 2 étant engendré par d({a, b, c}), tout élément est un cocycle et
un cobord, et donc H?>(M) = 0. Le degré 3 est engendré par le cocycle abe, qui n'est pas un cobord. Donc
H3(M) = Q. N'ayant pas d’élément de degré plus élévé que 4, tous les autres groupes de cohomologie de M
sont nuls.

Nous avons donc un quasi-isomorphisme (A(a3),0) — (A(ay, b1, 1), d) qui n'est pas un isomorphisnie.
Puisque (A(as),0) est un modele de Sullivan de S3, I'unicité de la proposition 3.13 implique que M n’est
pas un modele de Sullivan.

3.3 Modeéles relatifs de Sullivan

Pour modéliser les applications, nous nécéssitons les modéles relatifs de Sullivan.

Définition 3.20. Une algebre relative de Sullivan est une adgc de la forme (B @ AV, d) telle que
(1) (B ®1,d) est une sous-algebre et HY(B® 1) = Q
(2) 1@V ={VP},>
(3) V. =Uzeo V(k), oit les V (k) sont des sous-espaces gradués tels que V (0) C V(1) C ... et de sorte
que d(V(0)) C Betd(V(k)) C B® AV (k — 1) pour tout k > 1.
Nous disons alors qu’il s’agit d’une algebre relative de Sullivan de base B.

Encore une fois, la troisieme partie est la condition de nilpotence. Pour alléger 1’écriture, nous
utiliserons B = B®1 et AV = 1®AV. Remarquons aussi qu'une algébre de Sullivan est une algebre
relative de Sullivan de base Q.

Définition 3.21. Une algebre relative de Sullivan (B ® AV, d) est dite minimale si Im d C (Bt @ AV) +
(B ® A=2V).

Définissons maintenant comment modéliser un morphisme d’adgc ou d’espaces topologiques a

I'aide de ces modeéles.

Définition 3.22. (1) Soit ¢ : (B,d) —» (C,d) un morphisme d’adgc tel que H'(B) = Q. Alors un
modele de Sullivan pour ¢ est un quasi-isomorphisme m : (B ® AV,d) — (C,d) oit (B ® AV, d)
est une algebre relative de Sullivan de base B et tel que m|p = ¢. Il s’agit d’'un modele minimal de
Sullivan pour ¢ si (B ® AV, d) est minimal.

(2) Soit f : X — Y une application entre espaces topologiques. Alors un modele de Sullivan pour f
est un modele de Sullivan pour Apr(f) : Apr(Y) — Apr(X).

Notons que nous considérons parfois seulement (B ® AV, d) comme modele de Sullivan de ¢.

A ce point, une question nous revient a l’esprit. Est-ce que tout morphisme d’adgc posséde un
modele de Sullivan ? Nous avons une version relative de la proposition 3.13 ([8], proposition 14.3 et
corollaire 14.12).

Proposition 3.23. Soit ¢ : (B,d) — (C,d) un morphisme d’adgc tel que H°(B) = H°(C) = Q et tel que
H1(9) est injective. Alors ¢ possede un modele de Sullivan.

Plus précisément, ¢ possede un modele minimal de Sullivan m : (B ® AV,d) — (C,d), unique a
isomorphisme pres.
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De plus, nous avons le lemme suivant, tiré de [8], lemme 14.4.

Lemme 3.24. [Lemme de relevement]. Soit le diagramme commutatif d’adgc suivant

(B,d) —— (4,4

(B® AV, d) ———— (C,d),

oit v est l'inclusion canonique, et ¢ est un quasi-isomorphisme surjectif. Alors il existe un morphisme d’adgc
r: (B® AV,d) — (A, d) faisant commuter les triangles ci-dessus.

3.3.1 Fibrations et longue suite exacte
Avant de donner des exemples sur les modeles relatifs, donnons plus de précision lorsque nous
travaillons avec les fibrations.

Soit p : E — B une fibration et soit j : F* — E l'inclusion de la fibre F' du point de base by € B.
Le foncteur de Sullivan nous donne

AprL(p) Apr(J)

APL(B) APL(E) APL(F).

Soit ¢ : by — B l'inclusion du point de base. Par définition du foncteur de Sullivan, nous avons
Apr(bg) = Q. Nous définissons donc ¢ := Apr(¢) : Apr(B) — Ql’'augmentation a by.

La proposition 3.13 nous fournit le modeéle minimal de B,

mpg: (AVB, d) i} APL(B).
Définissons le modele de Apy,(p) o mp, dont 'existence vient de la proposition 3.23 :

m: (AVB R AV, d) = APL(E).

Nous modélisons la fibre comme suit ([8], p.196) :
Définition 3.25. L'algebre quotient de Sullivan (AV,d) := Q ®4,, (p) (ApL(B) ® AV, d), définit par e,
est appelée la fibre du modele a by € B.

Sous certaines conditions, la fibre du modeéle est un modeéle de la fibre ([8], théoréme 15.3).

Théoreme 3.26. Supposons que B est simplement connexe et que un de H*(B) ou H*(F') est de type fini.
Alors il existe un quasi-isomorphisme 7 : (AV,d) — Apr(F), faisant commuter le diagramme

Apy (B) Apr(p) ApL (E) Apr(j) APL(F)

S

(AVp, d) ————— (AVp ® AV, d) ———— (AV,d)
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Regardons seulement la partie linéaire du diagramme ci-dessus. Notons dj la différentielle sur
Vi @ V définie par dox = dx sidr € Vg @ V et dpx = 0 sinon, pour tout x € Vp & V. Alors nous
pouvons prouver l'existence de la suite exacte courte

0—— (V,0) —— (Vs ® V.do) =% (V.0) —— 0
Nous prenons alors le dual de la suite exacte longue en homologie ([10], théoreme 5.8) :

. —— H¥(VB,0) —— H¥ (Vg & V,dy) —— H*(V,0) —— H**1(Vp,0) — ...

Théoreme 3.27. Si E et F' sont simplement connexes, nous pouvons identifier la suite ci-dessus au dual de
la suite longue en homotopie de p, c’est-a-dire

oo ——— HE(VB,0) ———— H¥ (Vg @ V,dy) ———— H*(V,0) ———— HY(VB,0) ——— ..

~ ~ ~ ~

. —— Homg(m(B),Q) —— Homy(mp(E),Q) —— Homy(mi(F),Q) —— Homy(mp11(B), Q) —— ...

La preuve se retrouve dans [8], proposition 15.13. Ce dernier théoréme nous aidera a vérifier nos
calculs dans les exemples suivants, ot nous cherchons les modeles minimaux relatifs.

Exemple 3.28. Trouvons le modele minimal de Sullivan de la fibration de Hopf n = S® — S2. Par la
proposition 3.15, nous avons le diagramme homotopiquement commutatif

mT: :Tn

(Aaz, b3),d) P (Mes), 0)

oit m et n sont des modeles de Sullivan, avec da = 0 et db = a?. Les degrés des éléments imposent la définition
suivante pour w :

a+—0
b — ac,

avec o € Q. Ceci commute bien avec la différentielle. Trouvons donc «. Nous savons que la fibration de
Hopf donne l'isomorphisme 73(S?) = m3(S3). Cet isomorphisme envoie alors le générateur de w3(S?) sur le
générateur de m3(S3). Dans nos modeles, ceci implique que o = 1, et donc w(b) = c.

Nous cherchons ¢ et V' de sorte que le diagramme suivant commute :

(Ala, b),d) : (A(c), 0)

(A(a,b) ® AV, D)
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ot t(a) = a ® 1 et 1(b) = b® 1. Pour alléger la notation, nous écrivons les éléments sans tenseurs, et donc
t(a) = a, 1(b) = b. Par commutativité, nous avons ¢(a) = 0. Puisque ¢ est un quasi-isomorphisme et que
la classe d’homologie de a dans (A(a,b),d) est non nulle, il existe un x € V' tel que D(x) = a. Posons
¢(xz) = 0. En degré 3, nous avons une classe non-nulle dans (A(c),0) : la classe de c. Il existe donc un
cocycle de degré 3 dans (A(a,b) ® AV, D) dont H(¢) envoie sa classe sur [c|. Cet élément existe déja : b— ax.
11 s’agit bien d’un cocycle, car

D(b—ax) = db— D(ax) = a* — d(a)x — aD(z) = a* — a* = 0.

Deplus, [$(b — az)] = [6(b)] — [#(az)] = [c].
Nous avons alors tous nos éléments pour créer notre quasi-isomorphisme jusqu’en degré 3. Utilisons la

longue suite en homotopie pour vérifier que nous n’avons pas d'éléments dans V>3, Par [10], théoreme 7.14,
nous avons la longue suite exacte rationnelle

e —— 7'rn+1(S(é) E— Wn(FQ) E— WH(S%) B 71'”(5(2@) B Wn_l(FQ) —_— ...

ot F est la fibre de n. Cependant, puisque 7rn+1(5(é) = Trn(S(?@) = 0 pour tout n > 3, nous avons la suite
exacte 0 — m,(Fg) — 0 et donc m,(Fg) = 0 pour tout n > 3. Par le théoreme 3.27, nous identifions
Homg,(m,(Fg), Q) = 04 la cohomologie de V. Nous n’avons donc pas d’éléments dans V' de degré supérieur
a3.

A l'aide de cette suite, nous pouvons aussi vérifier nos résultats en degré inférieur ou égal a 3. Pour S°,
nous avons ﬂ'n(S(%) isomorphe a Q en degré n = 3 et nul pour les autres degrés, tandis que pour S?, nous
avons Q en degré 2 et 3, et nul pour les autres degrés. Nous avons alors les suites exactes

0 —— m3(Fp) Q Q mo(Fg) —— 0

0—Q——m(Fp) —0
0 —— mo(Fp) —0

La premiere suite nous donne la condition m3(Fg) = ma(Fg), qui est soit nul, soit Q. Par construction de
V, il n'il y a pas de cohomologie en degré 2 dans la fibre, et donc

m3(F) = m2(Fg) = 0.

Aussi, les deux autres suites impliquent w1 (Fg) = Q et mo(Fg) = 0. Le théoréme 3.27 vérifie alors qu’il n'y
a qu'un seul élément de Vet qu'il est de degré 1.

Nous avons alors notre modéle minimal de Sullivan pour 1 :

(A(az, bs) @ A1), d) ——=—— (A(cs), 0)

~

avec dx = a.

En prenant le quotient (AV,d), modele de la fibre F, nous obtenons (A(w1),0), qui est en fait le modele
minimal de S*. Nous concluons que, rationnellement, F est isomoprhe a S*.
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Exemple 3.29. Reprenons la fibration de Hopf ainsi que I'inclusion de la cofibre S -5 S2 Ty CP? et
cherchons le modele de Sullivan de n'. Nous avons le diagramme homotopiquement commutatif

APL ((CP2) Apr(n') APL (SQ)
(A()\Q,’)/g,),d) e > (A(ag,bg),d)

oit m et n sont des modeéles de Sullivan, avec dA = 0, dy = A et da = 0, db = a?. Les degrés et la
différentielle nous imposent la définition de w suivante :

A — ka

v — k3ab

pour un certain k € Q. Puisque ma(n') induit I'isomorphisme 7 (S?) = 7r2((CIP’2), nous devons envoyer le
générateur de 'un sur le générateur de 'autre, et donc nous avons k = 1.

Nous cherchons ¢ et V' de sorte que le diagramme suivant commute :

(A()‘7 7)a d) % (A(a’ b)7 d)

‘\ 4:

(AN, y) ® AV, D)

En degré 2, la cohomologie coincide déja avec ¢(\) = a. Les prochains cocycles se trouvent en degré 4. Nous
avons a? et A avec ¢(\?) = a?, mais seulement a? est un cobord : d(b) = a>. Il existe donc un élément
x € V3 tel que Dx = A2, et donc ¢(x) = b. En degré 5, nous avons les trois éléments
ab+%s @3
~ =N
Ao 2 N3,

et donc il a le cocycle v — Az, avec ¢(y — Az) = ab — ab = 0. Pour annuler la classe de ce cocycle, nous
posons y € V4 avec D(y) = v — Az et ¢(y) = 0. De plus, y ne crée pas plus de cohomologie en degré 4.

Jusqu'a présent, nous avons un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 5. Vérifions, a I'aide de la longue suite
exacte rationnelle, s’il y a des éléments en degré supérieur a 5.

oo = T (Fy) —— T (53) —— T (CPG) —— w1 (Fg) — ...

oit F' est la fibre de 1.

Nous connaissons

2\ ~u @ Si n = 2, 5
™n(CPg) = { 0 sinon.

I

2
n(Sg) 0 sinon.

{ Q sin=2,3
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Nous avons alors les suites exactes

0 —— m,(Fg) —— 0  pour tout n > 5
00— Q—— m(Fg) —0

0 —— m3(Fp) —Q——0

04>7T2(FQ) Q Q 7T1(FQ)4>0

0 —— mo(Fp) —— 0

Ceci implique m,(Fg) = 0 pour tout n > 5, m4(Fg) = m3(Fg) = Q et mo(Fg) = 0. La quatrieme suite
nous dit my(Fg) = m1(Fg) = 0 ou Q. Par construction de V, il n’y a pas de cohomologie en degré 1 dans la
fibre, et donc

m(Fo) = m(Fg) =0

Alors V n’a que deux éléments : un de degré 3 et un autre de degré 4.

Remarquons aussi que la partie linéaire

wo : ({A2,75}),d) — ({az,b3}),d)

de w est définie par wo(\) = a et wo(y) = 0. Cela correspond bien avec notre longue suite exacte car la fleche
75(S3) — m5(CPg) est Lapplication nulle.

Nous avons alors notre modele de Sullivan pour n/’ :
¢ 1 (A(A2,73) @ A(ws, ya), d) — (A(ag,b3),d)
avec d(z) = N2 et d(y) = v — Ax.
Trouvons maintenant la fibre Fg, a 'aide du modele
(AV,d) = (A(z3,94),0) = (A(23),0) ® (A(ya), 0).

Nous savons déja que (A(z3),0) est le modele minimal de S*. 1l ne nous reste qu’a trouver l'espace ayant
(A(ys),0) comme modele.

Soit (X, xo) un espace pointé. Prenons la fibration evy : PX — X ainsi que l'inclusion de la fibre
J QX — PX (défini al'exemple 2.13). Puisque PX a le méme type d’homotopie qu’un point, m,(PX) = 0
pour tout n. La suite exacte longue en homotopie nous donne donc

00— mp1(X) —— m(QX) ——0

pour tout n > 0. Alors m,11(X) = 7,(QX). En prenant X = S°, nous avons

~ Q sin=4
Tn(253) % 41 (Sg) = { 0 sinon

et donc par le théoreme 3.27, (A(y4), 0) est le modele minimal pour Q.5°.

En utilisant la propriété Apr(X xY) ~ Apr(X) ® Apr(Y), nous avons que (A(x3),0) @ (A(ys),0)
est le modele de S® x Q.S°. Alors Fg = S x QS
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3.4 Extensions semifree et modéle algébrique du joint

En paralléele avec le joint défini au chapitre 2.5, nous définissons le modele algébrique de celui-ci.

En travaillant sur une algébre, parfois seule sa structure de module sous-jacente est suffisante.
Tout comme les modeles de Sullivan modélisent les adgc, nous voulons une fagon de modéliser leur
structure de module. Nous introduisons donc la notion de A-module semifree ([29], p.124).

Définition 3.30. Soit (A, d) une adgc et soit (M, d) un (A, d)-module. Une extension semifree de (M, d)
est un (A, d)-module de la forme (M & (A ® X)), d), pour un espace vectoriel gradué X muni d"une décom-
position X = @32, X telle que d(Xo) C M et d(X,,) € M & (A® (P}~y Xi)) pour tout n > 1. Notons
aussi que la différentielle restreinte a M est la méme que celle de (M, d).

Un (A, d)-module semifree est une extension semifree du (A, d)-module 0, c’est-a-dire un module de la
forme (A ® X, d).

Pour définir le joint, il ne nous manque que la notation suivante.

Définition 3.31. Pour un espace vectoriel gradué V, nous notons s~V I'espace vectoriel gradué tel que
(s71V)? = Vi~ Nous appelons cet espace la suspension de V.

Maintenant nous avons tout le matériel pour définir le modéle du joint.

Définition 3.32. Soient deux extensions semifree (M,d) = (A® (A®X),d)et (N,d) = (A& (A®Y),d).
Le joint algébrique de (M, d) et (N, d) est I'extension semifree

(M,d) x40 (N,d) == (A8 (A®s 'X®Y),d)

Pour définir la différentielle sur (M, d) x(4,4) (IV,d), nous nous basons sur le travail de [29], p.
124-125.

Un élément de (M, d) est de la forme m = (a1 © a2 ® z). En applicant la différentielle, nous avons
alors une partie dans A et une autre dans A ® X. Nous écrivons alors

dm = dom + d+m

ol dym € A est la différentielle de A et dym € A ® X. Nous faisons de méme pour 1'extension
(N,d).Soient x € X ety € Y et écrivons

dyx = Zai Rzx; et dyy= Zbi ® Y;
En définissant la différentielle sur s 'z @ y € (M, d) ™4 4) (N,d) par

d(s 'z ®y) = (=) (doa) (doy) + Z Dot g, 057 @y

+Z )l +1)(b; ‘H)b ®s e ®y;,

nous étendons par

dla®sz@y) = (dawsz@y)+ ((-1)4a-ds 'z ay)
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Proposition 3.33. d?(s 1z ® y) = 0.

La preuve se trouve a la proposition 3.2, [29]. Il en découle le corollaire suivant.

Corollaire 3.34. L'opérateur d défini ci-haut sur le joint est bien une différentielle, ¢’est-a-dire d*(a® s 1z ®
y) =0.

Preuve : Soita ® s 'z @ y € (M,d) M4 (N,d). Alors la proposition précédente nous donne
d?(s7'z ® y) = 0, en plus de savoir que &(a ) — 0. Alors nous avons
Plawslzoy) =dde®s lzoy) + (-1 da-d(s ez ®y))
= d(da® s 'z ®@y) + (1) [da - dis 'z oy) + (- a-d?*(s 'z @ y)]
=d(da®s 'z @y) + (-1) da-d(s™ 'z @)
=da@s ey + (-D da-d(s'z @ y)+ (=)l da - d(s 'z @ y)
= (-l da-d(s e @y) + (D) da - d(s7 'z @ y)
= 0.
U

Le joint que nous avons défini ci-haut est en fait le 1" joint. Le n® joint est défini récursivement :

Définition 3.35. Le n® joint d"une extension semifree (M, d) de (A, d) est

W (M.d) = (M, d) sin=0
(A,d) WM ) == (le) (M,d)) ®(aq (M,d) sin>1.

Notons que la catégorie des (A, d)-modules, pour une adgc (A, d), est une catégorie modele
propre, en prenant les quasi-isomorphismes comme équivalences faibles, les morphismes surjectifs
comme fibrations et les rétractes d’inclusions d’extensions semifree comme cofibrations.

Le théoreme suivant ([29], théoréme 4.2) explique que le joint algébrique définit en 3.35 est un
modeéle du joint sur les espaces, définit en 2.24. Introduisons tout d’abord le contenu nécessaire
pour en arriver au théoréme.

Soient deux fibrations p : E — Betp' : E/ — B.Prenons ensuite un modele « : (4,d)——Apr(B)
pour une adgc (A, d). Aussi, prenons des modeles (M, d)—Apr(E) et (N,d)—Apr(E') ot (M, d) =
(A (A® X),d) et (N,d) = (A® (ARY),d) sont des extensions semifree de (A, d).

Théoréme 3.36. Il existe un quasi-isomorphisme de (A, d)-modules ¢ : (M, d) % (4,q) (N,d) — Apr(E xp
E’) faisant commuter

Apr(j, 7)o
PLJp,p' ) APL(E X g E'/)

—

(M7 d) M (A,d) (Na d)

(4,d)

Plus généralement, il existe un quasi-isomorphisme ¢y, tel que le diagramme suivant est commutatif :

30



Complexité topologique

(A, d) PRI 4 (e )
Xy o (M, d)

La preuve du 1°" joint est démontrée dans [29] au théoréme 4.2, tandis que la preuve du n* joint
se fait par induction, en se basant sur le 1¢.

3.5 Types d’espaces

Lorsque nous savons sur quel type d’espace nous travaillons, nous connaissons quelques pro-
priétés supplémentaires, spécifique a chaque type. Nous discuteront ici des espaces formels, des
espaces elliptiques et des espaces homogenes.

3.5.1 Espaces formels

Définition 3.37. Une adgc (AV,d) est dite formelle s'il existe un quasi-isomorphisme
(AV,d) = (H*(AV,d),0).

Un espace X est formel si son modele minimal de Sullivan (AV, d) est formel.

Exemple 3.38. La sphere S? est formelle. Rappelons que son modele minimal de Sullivan est(A(az, 83), d),
avec da = 0, dB = o. Puisque H*(S?,Q) = (22 /,2)), le quasi-isomorphisme

¢ : (A, Ba).d) = (*09/(x2),0)
a — A
g — 0
nous montre la formalité de S°.

Exemple 3.39. Considérons I'adgc (AV,d) = (A(az, b2, x3,y3,23),d), oit a et b sont des cocycles, et dx =
a?, dy = b?, dz = ab. Alors

H*(AV,d) = Q @ Q[a] ® Q[b] ® Q[bx — az] ® Qlay — bz] ® Q[a’y — abz].
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En construisant le modele minimal (AW, d) de H*(AV, d), nous obtenons W = {«, 3,7, A\, 0, w, ...} tel que

(H*(AV,d),0) «— (AW, d)
d
a — o« — 0
b «~—— B — 0
0 «— ~ +—a?
0 «— X +—p?
0 «— o r—af
br —az +— w

Puisque (AW, d) n’est pas isomorphe a (AV, d), nous concluons que (AV, d) n’est pas formel.

3.5.2 Espaces elliptiques

Nous travaillons ici sur un autre type d’espace : les espaces elliptiques ([8], section 32).

Définition 3.40. Un espace X simplement connexe est dit rationnellement elliptique si les deux espaces
vectoriels H*(X; Q) et m.(X) ® Q sont de dimension finie.

Cependant nous utiliserons davantage la définition algébrique.

Définition 3.41. Une adgc (AV,d) est dite elliptique si H*(AV, d) et V sont de dimension finie.

Remarquons que X est rationnellement elliptique si et seulement si son modele de Sullivan
(AV, d) est elliptique. Par exemple, les espaces S™ et CP" sont des espaces rationnellement ellip-
tiques.

Exemple 3.42. Soit I'espace rationnel X ayant comme modele (AV,d) = (A(azg, ba, x3), oit a et b sont des
cocycles, et dv = a®> — b. Alors V est de dimension finie. Cependant, puisque H*(X, Q) est engendré par
{[a"] | n € N}, nous avons

~ | Q sikestpair
HY(X,Q) :{ 0 sinon P

de dimension infinie. Donc (AV, d) n’est pas elliptique.

Pour les espaces elliptiques, nous utiliserons principalement le théoreme suivant, provenant de
S. Halperin ([16]).

Théoreme 3.43. Soit une algebre de Sullivan minimale et elliptique (AV,d). Considérons les bases respec-
tives {x1,...,xp} et {y1, ..., y,} de VPUT et VimPair  Alors le plus grand entier n tel que H™(AV,d) # 0 est

donné par
q P
n=> lyl =Y (Jzi| — 1)
i=1 i=1
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3.5.3 Espaces homogenes et modeles purs

Nous travaillerons beaucoup avec des modeles homogenes, et donc des modeles purs. De plus,
nous définierons le sous-espace de Samelson, qui nous permettra de déterminer si un modéle pur est
formel ou non.

Commencgons alors par les deux définitions de base :

Définition 3.44. Un espace homogene X est un espace quotient &/ = {gH | g € G}, oit G est un
groupe de Lie topologique et H est un sous groupe de Lie fermé de G.

Remarquons que H n’est pas nécessairement distingué, et donc ¢/ n’est pas nécessairement un
groupe.

Définition 3.45. Un modele pur est un modele de la forme (AQ ® AP,d) oit () contient les éléments de
degré pair, P de degré impair et tel que dQ = 0 et dP C AQ.

Les théorémes et propositions suivants proviennent de [15], chapitre 11, ot11’on y retrouve aussi
les preuves.

Proposition 3.46. Le modele minimal de Sullivan d"un espace homogene X est un modele pur.

Notons aussi que si dim @) > dim P, alors la cohomologie est de dimension infinie, car les élé-
ments de P ne seront pas capables d’annuler toutes les classes créées par (), comme dans 1’'exemple
3.42. De plus, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.47. Soit X un espace ayant un modele pur (AQ ® AP, d). Alors

dim H(AQ ® AP,d) < oo <= dim (*¢/yp)) < o0

Afin de définir le sous-espace de Samelson, introduisons le morphisme d’adgc
K : (AQ ® AP,d) — (AP,0)
défini par K(Q) = 0 et K|p = Idp. Notons alors K# le morphisme résultant en cohomologie :

K#: H*AQ® AP,d) — ) r(AP,0) —= AP

Définition 3.48. Le sous-espace de Samelson est le sous-espace P := Im K# N P de P. Les éléments de
P sont caractérisés par
weP < wePetdveATQ-dP

Théoreme 3.49. Si la cohomologie de X est de dimension finie, alors dim P > dim P + dim Q

Et donc le théoreme suivant ([15]) nous permet de reconnaitre un espace homogene qui est for-
mel.
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Théoreme 3.50. Les énoncés suivants sont équivalents, pour un espace X ayant une cohomologie de dimen-
sion finie :

(2) dim P = dim P + dim Q

(b) H*(AQ ® AP,d) = A9/, p

(c) AQ ® AP est formel

Notons P¢, un complément du sous-espace de Samelson, c’est-a-dire
P=P'oP
Alors nous avons (AQ ® AP, d) = (AQ ® AP¢ ® AP, d). De plus,
Théoréme 3.51. [Théoreme de réduction] Il existe un isomorphisme d’adgc

(AQ® AP°) ® AP,d ®id) = (AQ ® AP, d)

Notons que la différentielle d ® id envoie 1’élément 1 ® p sur 0, pour tout p € AP.

Exemple 3.52. Reprenons I'adgc non-formelle de I'exemple 3.39 :
(AV, d) = (A(a27 b2, 3, Y3, 23)7 d)a

ol a et b sont des cocycles, et dx = a?, dy = b%, dz = ab. Il s’agit bien d’un modele pur avec Q) = {a,b} et
P ={x,y,z}. Alors

AR/ iy = MO0/ (242 ) = Q@ Qa & Q.
Etant de dimension finie, le théoreme 3.47 nous donne dim H(AQ ® AP, d) < oc. Regardons le sous-espace

de Samelson. Puisque dP N AT Q - dP = (), nous avons P = 0. La condition (a) du théoréme 3.50 n’étant pas

respectée, elle nous confirme que (AV, d) n’est pas formel.
Exemple 3.53. Soit I'adgc (AV,d) = (A(az, b2, 23,3, 25),d), it a et b sont des cocycles, et dv = a?,

dy = b?, dz = a3. Il s’agit d’une algebre pure avec Q = {a, b} et P = {x,y, z}. Encore une fois, le quotient

ARy = A(a’b)/(aQ,bQ,a«"») ZQ®Qa® Qb Qab

est de dimension finie, et donc dim H(AQ ® AP, d) < oo. Cependant ici notre sous-espace de Samelson est
non-nul. Puisque dP N A*Q - dP = {a®}, nous avons P = {z} et donc dim P = 1. Nous avons donc
l'égalité

dim P = dim P + dim Q,
et donc, par le théoreme 3.50, (AV, d) est formel. Un complément du sous-espace de Samelson étant P¢ =
{x,y}, le théoreme de réduction 3.51 nous donne I'existence d’un isomorphisme d’adgc

(Aa,b,2,y,2),d) = (Ala,b,z,y),d) @ (A(2),0).
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Chapitre 4

LS-catégorie

Maintenant que nous avons les notions de base nécéssaires, nous pouvons parler d’invariants.
Commengons ici par la catégorie de Lusternik-Schnirelmann ([2], section 1.2).

4.1 Définitions géométriques

Rappelons tout d’abord la définition géométrique.

Définition 4.1. Soit X un espace. Nous appelons la catégorie de Lusternik-Schnirelmann de X (ou LS-
catégorie de X) le plus petit entier m tel qu’il existe un recouvrement ouvert {Uy, ..., Up41} de X ot tous
les U; sont contractiles dans X . Nous notons cat(X) = m.

Exemple 4.2. Soit n > 1. Puisque la sphere S™ n’est pas contractile, nous avons cat(S™) > 1. Soient x et y
deux poles opposés de la sphere, et prenons les ouverts Uy = S™\{x} et Uy = S™\{y} contractiles dans S™.
Alors le recouvrement ouvert {Uy, Uy } de S™ nous donne cat(S™) = 1.

Plus généralement, nous avons la catégorie sectionnelle ([18], p.331) :

Définition 4.3. La catégorie sectionnelle d'une fibration p : E — B est le plus petit entier n tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {Uy, ...,U,y1} de B ot pour chaque i = 1,...,n + 1, il existe des sections
continues s; : Uy — E a p, c’est-a-dire telles que p o s; = Idy,. Nous notons secat p = n.

Pour la proposition suivante, rappelons que pour un espace pointé (X, zg), 'espace PX est1’en-
semble des chemins continus dans X démarrant a xp, muni de la topologie compacte-ouverte.

Proposition 4.4. Soit (X, xo) un espace pointé connexe par arcs, et considérons la fibration evy : PX — X
définie par evi (o) = a(1). Alors secat(evy) = cat(X).

Preuve : Supposons secat(ev;) = m. Alors il existe un recouvrement ouvert {U1, ..., Up,11} de X et
des applications continues s; : U; — PX respectant evios; = Idy,. Leshomotopies H; : Uy xI — X
définies par (z,t) — s;(x)(t) nous montrent que chaque U; est bien contractile dans X. Alors
cat(X) < m.
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Réciproquement, supposons cat(X) = n. Alors il existe un recouvrement ouvert {V7,..., V;,11},
ou chaque V; est contractile dans X. Il existe donc, pour chaque %, une application continue H; :
Vi x I — X avec H;(a,0) = zo, Hi(a,1) = a. Définissons s; : V; — PX par

si(a): I — X
t — H;(a,t)
De cette facon, les s; sont les sections nous donnant secat(ev1) < n. Nous concluons que cat(X) =
secat (evy).
U

Nous avons aussi le lemme suivant ([30]).

Lemme 4.5. Soit p : E — B une fibration. Alors secat p < cat B.

Pour définir la catégorie sectionnelle sur une fleche quelconque, nous utilisons les fibrations
homotopiques.

Définition 4.6. Soit f : X — Y une application, et f : X — Y sa fibration homotopique telle que définie
au théoreme 2.17. La catégorie sectionnelle de f est défini par

secat(f) := secat(f).

4.2 La LS-catégorie pour des algébres de Sullivan

Maintenant que nous comprenons la géométrie derriere la LS-catégorie, regardons comment
nous pouvons la calculer sur les modeles de Sullivan. Remarquons tout d’abord que les modeles que
nous utilisons sont des modéles rationnels. Nous introduisons tout d’abord la catégorie rationnelle
d’un espace X.

Définition 4.7. La catégorie rationnelle de X est définie par caty(X) := cat(Xq).

La LS-catégorie et la catégorie rationnelle sont liées de la facon suivante ([8], chapitre 28).

Proposition 4.8. caty(X) < cat(X).

Maintenant, nous pouvons travailler sur des adgc. Soit (AV,d) une algebre de Sullivan ainsi
qu’un entier m > 0. Notons oy, : (AV,d) — (V' /p>my,d) la surjection canonique avec la différen-
tielle induite d. Par la proposition 3.23, il existe un modele relatif ¢,, a cette surjection. Nous avons
donc le diagramme commutatif

(AV7 d) U—m> (AV/A>""V7 g)
e N :}bm
(A @ AW, d),
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Définition 4.9. La LS-catégorie de (AV,d) est le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction d’adgc
Tm A L, C'est-a-dire un morphisme d’adgc

Tm : (AV @ AW, d) — (AV,d)
tel que rpy 0 tyy, = 1 d(av,q4)- Nous notons cat(AV,d) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous avons
cat(AV,d) = oc.

Nous notons Mcat(AV,d) le plus petit entier m tel qu'il existe une rétraction ry, de AV-modules de vy,.
Encore une fois, s’il n’y a pas de tel m nous posons Mcat(X) = oc.

La relation Mcat(AV,d) < cat(AV,d) est évidente, puisque cat(AV,d) demande une condition
supplémentaire. En fait, s’il existe une rétraction d’adgc, cette rétraction est aussi un morphisme de
modules. De plus, nous avons la relation suivante, entre la catégorie d"un espace et de son modéele
([8], proposition 29.4).

Théoreme 4.10. Soient X un espace et (AV, d) son modele minimal de Sullivan. Alors cato(X) = cat(AV,d).
Remarque 4.11. Si une rétraction de vy, existe pour un certain m, alors il existe aussi une rétraction de vy
pour tout M > m.

Notons aussi qu’il y a une définition pour secat et M secat ([29], section 5).

Définition 4.12. Soit p : E — B une fibration, et f : B — Bg la rationnalisation de B. Alors secato(p) :=
secat(f o p).

Définition 4.13. Soit p : E — B une fibration. Nous appelons Msecat p le plus petit entier n tel que, pour
un modele i de Apr,(j"p), il existe une rétraction de Apr,(B)-modules r a i :

APL(B) M) APL(N% E)
e (M, d)

Si un tel n n’existe pas, nous notons Msecat p = oc.

La proposition 4.4 tient aussi en algebre ([29], proposition 5.6) :
Proposition 4.14. Pour un espace X simplement connexe et de type fini, nous avons Mcat X = Msecat ev;.
Voici une liste d’exemples pour mieux comprendre comment calculer la catégorie sur des al-
gebres de Sullivan.

Exemple 4.15. Soit (A(as,b3),d), oit da = 0 et db = a?, le modele minimal de S? et étudions le cas m = 0.
L’espace quotient (A(a,b)/A" (a,b), d) est en fait isomorphe a Q muni de la différentielle nulle. Regardons le
diagramme commutatif

(Aa, b), d) - (@Q,0)

\ :%

(Ala,b) ® AW, d)
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oit ¢ est le modele de Sullivan de o. Construisons I'espace W' ainsi que le quasi-isomorphisme ¢. Notons que
a est le seul cocycle de (A(a,b), d). Puisqu’il n'y a pas de cohomologie en degré supérieur a zéro dans Q, nous
introduisons un élément x € W1 de sorte que dv = a et ¢(x) = 0. L'ajout de cet élément crée un autre
cocycle de degré : ax — b. Pour annuler la classe, nous introduisons y € W3 avec dy = ax — bet ¢(y) = 0.
De cette fagon, ¢ : (A(a,b) @ A(x,y),d) — Q est un quasi-isomorphisme.

Supposons maintenant qu'il existe une rétraction d’adgc r : (A(a,b) @ A(z,y),d) — (A(a,b), d). Alors
d(r(z)) =r(dz) =r(a) =a

apporte une contradiction, puisque a n’est pas un cobord dans (A(a,b),d). Nous concluons qu’une telle
rétraction n’existe pas, et donc cato(S?) = cat(A(a,b),d) > 0.

Posons maintenant m = 1. L'espace quotient (A(a,b)/A> (a,b),d) est isomorphe a ((a,b),0) = (Q @
Qa @© Qb,0). Construisons 'espace W et le quasi-isomorphisme ¢ du diagramme commutatif

(Aa, b), d) - ((a,0),0)

\ :%

(A(a,b) ® AW, d)

Dans ((a,b),0), tous les éléments sont des cocycles et aucun n’est un cobord. La cohomologie est alors engen-
drée par les classes [1], [a] et [b]. Dans (A(a,b) @ AW, d), b n’est pas un cocycle. Nous introduisons x € W3
avec dx = a?, ¢(z) = 0. De cette facon, b — x est un cocycle de A(a,b) @ W et ¢ envoie sa classe sur celle de
b. De plus, en posant r(x) = b, nous vérifions que r(dx) = d(r(z)). En degré 4, il n’y a pas de cocycle dans
aucun des ensembles, et donc ¢ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 4. Les autres générateurs de W que
nous devons introduire ne seront utiles que pour couper la cohomologie en degré supérieur a 4 créée par W
lui-méme. L'application ¢ enverra ces générateurs sur 0, puisque leur degré sera supérieur a 3. Par exemple,
pour couper la classe du cocycle a(b — x), nous introduisons y € W* avec dy = a(b — x) et ¢(y) = 0. Nous
étendons r en posant r(y) = 0. De cette facon, r(dy) = r(a)r(b — z) = 0 = d(r(y)). Par induction, pour
[w] € H**Y(A(a,b) @ AW (n—1)), k > 4, nous introduisons z € W*(n) avec dz = w. Notons que les W (i)
forment la filtration de W, c’est-a-dire W = J;c; W (i) et W(0) C W (1) C .... Pour définir r sur I'élément
z, remarquons tout d’abord que d(r(w)) = r(dw) = 0. Cependant, r(w), étant de degré k + 1, se doit d’étre
un cobord, car H=3(A(a,b),d) = 0. Il existe donc X € A(a,b) tel que d\ = r(w). Posons r(z) = \. Puisque
notre rétraction existe, nous concluons que caty(S?) = 1.

Exemple 4.16. Soit (A(a3),0) le modele de Sullivan de S3, et prouvons cat(A(a3),0) = 1. L'espace quo-
tient A(a)/A" (a) étant isomorphe a Q, construisons l'espace W' et le quasi-isomorphisme ¢ du diagramme
commutatif

(Aa),0) - (@Q,0)

\ N%

(Aa) ® AW, d)

Puisque a est un cocycle, nous introduisons un élément x € W? avec dx = a, et posons ¢(x) = 0. Supposons
maintenant qu’il existe une rétraction d’adgc r : (A(a,z),d) — (A(a),0) a ¢. Alors

d(r(z)) = r(dx) =r(a) = a.
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Puisque a n’est pas un cobord dans (A(a),0), nous avons une contradiction et donc un tel r n’existe pas.
Alors cato(S3) = cat(A(a),0) > 0.

Regardons maintenant le quotient A(a)/A>1(a) = ((a),0). La surjection canonique o : (A(a),0) —
((a),0) ne créant pas de nouveaux cocycles, il s’agit déja d’un quasi-isomorphisme. L'inclusion et sa rétrac-
tion (v et 1) de la définition précédente ne sont alors que les identités, ce qui implique cato(S3) = 1.

Exemple 4.17. Soit (A(as, bs),d), avec da = 0 et db = a3, le modéle de Sullivan de CP?, et trouvons une
borne inférieure pour cat(A(az, bs), d). Considérons 'espace quotient (A(a,b)/A>1(a,b),d) = ((az, bs),0),
ainsi que le diagramme commutatif

(Aa, b), d) - ((a,0),0)

\ N%

(A(a,b) ® AW, d)

Dans ((a,b),0), il n’y a pas de cohomologie en degré 4. Cependant, dans H*(A(a,b) @ AW, d) il y a la classe
[a?]. 11 existe alors un élément x € W3 avec dx = a?, et ¢(x) = 0, pour des questions de degré. Supposons
qu’il existe une rétraction d’adgc r = (A(a,b) @ AW, d) — (A(a,b),0) de v. Alors

d(n(z)) = 7(dz) = n(a?) = a®

Ceci contredit cependant le fait que a® n’est pas un cobord dans (A(a,b), d). La rétraction r n’existant pas,
nous avons caty(CP?) = cat(A(ag, bs),d) > 2.

Evaluons maintenant le diagramme commutatif

(Aa,b),d) ——"—— (M /yo2(0p), d)

\ %

(A(a,b) ® AW, d)

Dans le quotient, nous conservons les classes [a] et [a®]. Cependant, nous avons aussi la classe [b] en degré
5. Nous introduisons alors un élément x € W5 avec do = a>, et posons ¢(x) = 0. De cette fagon, ¢ est
un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 6. Les autres générateurs de W ne seront utiles que pour couper la
cohomologie en degré supérieur a 6, créée par W lui-méme. Le degré de ces générateurs impose que, sur
ceux-ci, ¢ = 0. Encore par induction, pour [w] € H F1(A(a,b) @ AW (n — 1)), k > 6, nous introduisons
z € Wk(n) avec dz = w. Puisque d(r(w)) = r(dw) = 0, mais que H=5(A(a,b),d) = 0, il existe un élément
A € A(a,b) tel que d\ = r(w). En posons r(z) = X, nous avons la commutativité de d et r. Nous concluons
que cato(CP?) = 2.

Exemple 4.18. En restant plus général, cherchons une borne inférieure pour la catégorie de (A(az, ban+1), d),
da = 0,db = a™*1, le modele de Sullivan de CP™. Considérons I'espace quotient A(a,b)/A>""*(a,b), qui
nous donne db = 0. Regardons le diagramme commutatif
(A(CLQy b2n+1)a d) ;} (A(a2’b2n+l)/A>”71(a2,bgn+1)7 O)
(A(az, ban+1) @ AW, d)
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oit ¢ est le modele de Sullivan de o. Le quotient ne posseéde pas de cohomologie en degré 2n. Cependant, dans
H?*"(A(a,b) ® AW, d), il y a la classe [a"]. Il existe donc un élément x € W21 tel que dx = a™, ¢(x) = 0.
Supposons qu’il existe une rétraction d’adgc r : (A(a,b) ® AW, d) — (A(a,b),0) de ¢. Alors

d(m(z)) = w(dx) = w(a") = a”.

Ceci contredit le fait que a™ n’est pas un cobord dans (A(a,b),d). Une telle rétraction n’existe donc pas, ce
qui implique cato(CP") = cat(A(az, ban+1),d) > n.

Evaluons maintenant le diagramme commutatif

(A(CL, b)v d) — (A(a,b) /A>”(a,b)> O)

\ z%

(A(a,b) ® AW, d)

et prouvons qu'une rétraction d’adgc r de  existe. Dans le quotient,les classes [al, ..., [a™] sont conservées.
Cependant, nous avons en plus la classe [b] en degré 2n + 1. Nous introduisons alors un élément x € W21
avec dx = a™%, et posons ¢(z) = 0. Alors ¢ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 2n + 2. Les autres
générateurs de W ne servent qu’a couper la cohomologie en degré supérieur a 2n + 2, créée par W lui-méme.
Le degré de ces générateurs impose que, sur ceux-ci, ¢ = 0. Par induction, pour [w] € H**1(A(a,b) ®
AW (n — 1)), k > 2n + 2, nous introduisons z € W¥(n) avec dz = w. Puisque d(r(w)) = r(dw) = 0, mais
que H=?"*1(A(a,b),d) = 0, il existe un élément A € A(a,b) tel que d\ = r(w). Posons r(z) = \. Alors
cato(CP") = n.

4.2.1 Théoréme de Hess

Le théoreme suivant est trés important dans le calcul de la catégorie. Pour une une algébre
minimale de Sullivan (AV,d) et un entier m, reprenons le modele de la surjection canonique o :
(AV,d) — (MY /p>my, d) suivant

(AV,d) —"—— (M /p>my . d)
e (AV @ AW,d)

Théoreme 4.19. [Théoreme de Hess]. Supposons qu’il existe un morphisme de (AV, d)-modules r : (AV ®
AW, d) — (AV,d) tel que r o = Id(pvy,q). Alors il existe v’ : (AV @ AW, d) — (AV, d) un morphisme
d'adgc tel que v’ o 1 = Id(py,q).-

En d’autres mots, il nous est inutile de vérifier la propriété supplémentaire pour passer d'un

morphisme de modules & un morphisme d’adgc. Nous pouvons alors reformuler la définition de la
catégorie rationnelle comme suit :
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Définition 4.20. Soit (AV, d) une algebre de Sullivan. La catégorie de (AV, d) est le plus petit entier m tel
que pour le diagramme commutatif de (AV, d)-modules suivant

Om

(AV.d) —"—— (Y /yomy . d) (42

.
x 2T¢m

ol 1y, est l'injection canonique et oy, la surjection canonique, il existe un morphisme de modules r, tel que
Tm © by = Id AV -

Cependant, est-ce plus simple d’utiliser cette définition plutdt que la précédente ? Nous résu-
mons ici 1’algorithme de construction du quasi-isomorphisme ¢,,, ainsi que le module M, pour un
entier m fixe. Cet algorithme provient de [8], chapitre 29 (f).

Rappelons que pour une différentielle d, nous pouvons séparer en d = do+d; +da+... ot d; est la
partie de la différentielle qui augmente la longueur des éléments d’exactement i. Nous appelons d;
la partie quadratique de la différentielle. Puisque nous travaillons avec des algebres minimales sans
élément de degré 1, nous avons dy = 0.

Nous commengons par construire M en fonction de la partie quadratique du diagramme. Posons
MO = 0 et supposons &;(M<") C A>™V @ (ATV @ M<""1). Prenons alors

M = Hn+1(A>mV D (A+V ® M<n))

Notons a,, cet isomorphisme. Pour un générateur [w] € H"H(A>™V @ (ATV ® M<")), posons
x € M" tel que o, (z) = [w] et définissons d;2 = w. De cette fagon, J; est bien une différentielle, et
sa restriction sur AV est d;.

Corollaire 4.21. Le morphisme de modules ¢ : (AV @(Q@®M),61) — (MY /asmyr, dy) défini par €| pr = 0
et &|av = Id|av est un quasi-isomorphisme.

Notons que les éléments ont une longueur et un degré. Nous pouvons alors considérer une
bigradation sur AV, comme étant (AV)P? := (APV)P*4. Nous appelons p le degré de filtration et q le
degré complémentaire. Notre différentielle quadratique est donc homogene de bidegré (1,0). Posons
une bigradation sur M de sorte que 6; soit aussi homogene de bidegré (1,0) : M = €, , MP9. Les
différentielles quadratiques nous donne le diagramme commutatif suivant :

(AV,dy) ——"—— AV /ysmy, dy)
x :Tﬁ
(AV® Qo M),d).

Puisque ¢ est un quasi-isomorphisme, et que les classes de cohomologies sont déja les mémes en
degré plus petit ou égal que m, nous n’avons pas d’élément en M de degré inférieur ou égal a m.
Alors M = M=%,

Lemme 4.22. M = M™*
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La preuve se trouve dans [8], lemme 29.11. Il signifie en fait que tout élément de M est considéré
de degré de filtration m, et de degré topologique supérieur ou égal a m.

Il est maintenant temps d’étendre notre différentielle ; tout en gardant la commutatitivité de
notre diagramme, et en respectant §|,yy = d. Nous savons que §(MY) = 0, car MY = 0. Nous
procédons par induction pour définir ¢ sur M", en supposant que nous connaissons ¢ (M <").

Soitw € M™. Alors §1w € [A™V @ (ATV @ M<")]. De plus, w étant de longueur m, nous avons
36w € [AV @ (AV @ M)|Zm 3+,

Corollaire 4.23. I existe un élément u € [AV @ (Q & M <")]Z™F2* tel que Su = 65 w.

Nous définissons alors
ow = 0w —u

De cette fagon, il s’agit bien d’une différentielle puisque déw = §é1w — du = 0.

Notons ¢ : (AV ® (Q @ M),8) — (M /p>my, d) extension de ¢ a la différentielle 6. Remar-
quons que ¢ commute bien avec §. Alors ¢ est un quasi-isomorphisme de modules. Ceci termine la
construction de notre modeéle.

Exemple 4.24. Soit le modele (AV,d) = (A(x3,ys, 23, w3, t11),d), ol x,y, z,w sont des cocycles et dt =
xyzw. Prouvons caty(AV,d) = 5, a I'aide du diagramme commutatif suivant.

AV d) —"—— (" /p>my, d)

x "w\d)nl

(AV® Qo M),d)

Commengons alors par la borne inférieure, en posant m = 4. Tous les éléments étant de degrés impair,
nous n’avons aucune puissance d'éléments. Le seul mot de A>*V est donc xyzwt, qui est de degré 23. Il s'agit
aussi d’'un cocycle avec dy. Alors pour tout n < 22, M™ = 0 et

M?? = gAY, dy) = span{[zyzwt]}

Notons alors M*? = span{s} avec 615 = xyzwt. Aussi, puisque

222w =0

8015 = 6(zyzwt) = %y
nous n’avons pas de perturbation de différentielle a s, c’est-d-dire §s = d1s. Supposons alors qu,il existe une
rétraction v : (AV ®@ (Q ® M),8) — (AV,d) de 1y4. Alors dr(s) = rd(s) = xyzwt € (AV)?3, ce qui
implique que r(s) € (AV)?2. Nous avons une contradiction puisque nous n’avons pas d'élément non-nul de
degré 22 dans AV. Donc cato(AV,d) > 4.

Regardons ce qui se passe avec m = 5. Le plus long mot étant de longueur 5, A>3V est nul, et donc
M = 0. Effectivement, la projection o5 : (AV,d) — (AV/ x5y, d) est déja un isomorphisme, et donc aucun
besoin de rajouter M. Alors v5 n'est que l'identité et sa rétraction aussi. Nous pouvons alors conclure que
cat(AV,d) = 5.
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Notons que I'exemple précédent pourrait étre appliqué a n'importe quel modele (AV, d) conte-
nant k éléments, tous de degré impair. Nous arriverions alors a la conclusion que cat(AV,d) = k.
Remarquons aussi que 1’extension de ce résultat au cas de secaty n’est pas vérifié en général,

comme le démontre I’exemple de D. Stanley. Il a construit une fibration p : E — B de fibre S?
respectant secato(p) = 1, alors que Vandembroucq avait prouvé M secat(p) = 0.
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Chapitre 5

Autres invariants homotopiques

La LS-catégorie peut étre bornée par d’autres invariants, tels la longueur-cup, la longueur en
cone et l'invariant de Toomer. Elle peut aussi étre utilisée pour borner la complexité topologique.
Dans cette section, nous allons donc définir ces autres invariants.

5.1 Longueur cup

Cet invariant utilise le produit cup U : H*(X) ® H*(X) — H*(X) défini a la section 2.3.2. Sur
des algebres de Sullivan, U : H*(AV,d) ® H*(AV,d) — H*(AV, d) est définie par

[ U [B] = [af].

Soit A une algebre et I un idéal de A.

Définition 5.1. La nilpotence de I, notée nil(I), est le plus grand entier n tel qu'il existe 1, ...,z € I
respectant xy - - - x,, # 0.

Définition 5.2. La longueur cup d'un espace X est le plus grand entier n tel qu'il existe des classes
[a1], ..., [an] € HT (X)) respectant [a1] U ... U [, ] # 0. Nous notons alors cup(X) = n.

Définition 5.3. Le noyau de U est appelé 1'idéal des diviseurs de zéros de H*(X). Nous pouvons alors
considérer nil ker U := nil(ker U).

Les définitions sont les mémes pour des algebres (AV, d).

Exemple 5.4. Posons (AV,d) = (A(as, bs),d) avec da = 0 et db = a®, le modele de X = CP?. Nous avons

la cohomologie suivante :
H*(AV,d) = Q& Qla] & Qla’]

Puisque [a) U [a] = [a?] # 0, mais [a] U [a] U[a] = [a®] = 0 et [a?] U[a] = 0, nous obtenons cup(AV,d) = 2.
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Dans ker U, nous avons le produit ([a] ® [1] — [1] @ [a])4 = 6[a?] ® [a?], ce qui implique nil ker U > 4.
Les quatres égalités

(@[] - 1@ )’ =0

(le* @ [1] - [ ®[a*)® (la @ 1] - [ @[a]) =0
(lo?] @ [1] = 1] ® [a?]) ([a] @ [1] — [ @ [a])* = 0
(la © 1] — 1] ®[a])* =0

nous montre qu’un produit de longueur supérieur a 4 est impossible dans ker U, et donc nil ker U = 4.

5.2 Longueur en cOne

Rappelons tout d’abord quelques définitions de base.

Définition 5.5. Soit X un espace.
(1) Le cone de X est I'espace quotient
CX := "%/ x

(2) La suspension de X est I'espace quotient
EX = PN om0, 1m0
Pour le cone, nous avons aussi une définition pour un espace pointé.
Définition 5.6. Soit (X, z¢) un espace pointé. Alors son cone est I'espace quotient

6X = CX/]XxO

Pour la définition suivante, nous utilisons les notions de cone et de suspension mentionnées
dans les définitions 5.5 et 5.6.

Définition 5.7. Un n-cOne est un espace topologique pointé (P, pg) tel qu'il existe une suite d’espaces
{po} =Py C P, C ... C P, = P respectant

Py = Py U, ﬁﬁkYk
pour une suite d’espaces pointés (Y., yx,) et des applications d’attachement hy, : (X*Yy, yx) — (Py, x0).

Définition 5.8. La longueur en cone d'un espace X est le plus petit entier n tel que X a le méme type
d’homotopie qu'un n-cone. Nous notons alors cl(X) = n. Si un tel entier n’existe pas, nous écrivons cl(X) =
0.

Tout comme la LS-catégorie, nous pouvons considérer la version rationnelle de cet invariant.

Définition 5.9. cly(X) := cl(Xq) est appelée la longueur en cone rationnelle de X
Pour I'exemple suivant, nous utilisons le fait que $¥5" ~ S"* et OS™ ~ EH1,
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Exemple 5.10. Prenons l'espace pointé (S™, sg). Nous savons que cl(S™) > 1 puisque que S™ n’a pas le
type d’homotopie d'un point. Cependant, puisque

S~ Py Uho E" ~ Py Uho Csnfl

oit hg envoie les extrémités de E™ sur le point de Py, nous avons cl(S™) = 1 pour tout n.

5.3 Invariant de Toomer

L’invariant suivant provient de G. Toomer, mais la définition a été reformulée dans [8], p. 366,
comme suit :

Définition 5.11. L'invariant de Toomer d’un espace X est le plus petit entier n tel qu'il existe un n-cone
P ainsi qu’une application f : P — X tels que H*(f) est injective. Nous notons e(X) = n. Si un tel entier
n’existe pas, nous notons e(X) = oo

Exemple 5.12. Trouvons l'invariant de Toomer pour la sphére S™. Puisqu’un 0-cOne est seulement un point,
supposons qu’il existe une application f : {po} — S™ telle que H*(f) : H*(S™) — H*{po} est injective.
Puisque la cohomologie de {po} n’a qu'un seul générateur en degré 0, l'injectivité de f contredit que la
cohomologie de S™ a deux générateurs : un en degré 0 et I'autre en degré n. Donc une telle fonction n’existe
pas et e(S™) > 0.

Nous avons montré dans l'exemple 5.10, que S™ a le méme type d’homotopie qu'un 1-cone P. Notons
f:P — S"etg:S™ — P les équivalences d’homotopie. Alors f o g ~ Idgn nous donne en cohomologie
H*(g) o H*(f) =~ Idg~gny et donc U'application H*(f) est injective. Alors e(S™) = 1.

ous avons, encore une fois une version rationnelle de 'invariant de Toomer :
N f t llede I’ t de T

Définition 5.13. Pour un espace X, eo(X) := e(Xq) est I'invariant de Toomer rationnel.

Et donc, encore une fois, nous pouvons calculer I'invariant de Toomer du modele (AV,d) de X
pour obtenir ey(X) = e(AV, d). Pour ce faire, nous utilisons la surjection canonique o, : (AV,d) —

(AV/A>mV¢ d)

Définition 5.14. L'invariant de Toomer pour (AV,d) est le plus petit entier m tel que 'application
H*(oy,) est injective. Alors e(AV,d) = m. Si un tel m n’existe pas, nous notons e(AV, d) = cc.

Exemple 5.15. Posons X = CP? et prenons son modeéle (AV,d) = (A(asg,bs),d) avec da = 0 et db = a>.
Nous avons donc la cohomologie suivante :

H*(AV,d) = Q & Q[a] ® Q[a?].

L'application H* (o) n'est pas injective, car la classe [a?] est envoyé sur 0. Cependant, I'application H*(o2)
envoie les générateurs sur eux méme et donc elle est injective. Nous en concluons e(AV,d) = eo(CPZ) = 2.
De méme, nous pouvons prouver que ey(CPj) = n.
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Soit m : PX — X x X l'application continue définie par 7(«) = («(0), a(1)). La question im-
portante est : existe-t-il une section continue a cette fonction, c’est-a-dire une application continue
s: X xX = PXtellequemros=Idxxx?

Il est évident qu'une section s existe, puisque nous travaillons avec des espaces connexes par
arcs. Cependant, quelles sont les conditions pour qu’elle soit continue ?

Théoreme 5.16. Une section continue s : X x X — PX existe si et seulement si 'espace X est contractile.

La preuve est fournie dans [5].

Définition 5.17. Pour un espace X, nous appelons la complexité topologique de X le plus petit entier k
tel qu'il existe un recouvrement ouvert {Uy, ..., Uy} de X x X et une application continue s; : U; — PX
telle que m o s; = Idy, pour chaque i € {0, ..., k}. Nous notons alors TC(X) = k.

Remarquons que 7'C(X) = secat(w), ot m : PX — X x X est la fibration définie par 7(a) =
(@(0), a(1)).

La définition précédente est la version géométrique. Puisque nous travaillons plus avec les mo-
deles des espaces que les espaces eux-mémes, nous voulons une définition par rapport aux modeles.

Nous utiliserons la proposition suivante pour définir TC(Xq) et MTC(Xg) (introduite par L. Le-
chuga et A. Murillo dans [20]).

Soit (AV, d) le modele rationnel de X. Notons p : (AV,d) ® (AV,d) — (AV,d) la multiplication
u® v +— uv et K := ker pu. Pour alléger 1'écriture, posons A := (AV,d) ® (AV,d).

Soit m un entier, et prenons le modele de Sullivan

A®m+1

Y AP @ AW = / K@m+1

de la projection canonique P : A¥™+1 — AT Ennotant M : A®™+! — A la multi-

plication itérée a; ® ... ® am41 — a1 - - - am41, NOus avons le diagramme commutatif solide d’adgc
suivant :

A®m+1 P A®m+1

[ gem
MJ \ wTN
A AEmHL @ AW

Proposition 5.18. T'C(Xq) est le plus petit entier m tel qu'il existe un morphisme d’algebres r : A*™ ! @
AW — A faisant commuter tout le diagramme ci-dessus.

Nous écrivons MTC(Xq) = m si m est le plus petit entier admettant un morphisme r de A-modules
gradués faisant tout commuter.
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Nous avons évidemment la propriété MTC(Xg) < TC(Xg).

En transformant les tenseurs du diagramme de 7'C' par de simples multiplications, nous obte-
nons un autre invariant algébrique. Celui-ci a été apporté dans l’article [19]. Nous voulons alors le
comparer a 7'C, dans le but de prouver 1'égalité. Nous utilsons ; et K comme définit ci-dessus, et
notons

K™ = M(K®™).
Soitp: A —* /gm+1 la projection canonique.

Définition 5.19. Pour le diagramme commutatif d’adgc

nous notons
o tc(X) le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction d’algebres r a .
o mtc(X) le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction de A-modules r a .

Encore une fois, pour un espace X, nous avons l'inégalité mtc(X) < tc(X). Nous avons aussi les
relations suivantes ([19], proposition 1.3).

Proposition 5.20. TC(Xg) < tc(X) et MTC(Xg) < mte(X)
Preuve : (basée sur [19]) Soit m = tc(X). Alors nous avons un diagramme commutatif d’algebres
A — A e

P A@ AW

ainsi qu'un morphisme d’algebres r : A ® AW — A respectant r o v = Id.
A®m+1
/K

Prenons alors le modele de la projection canonique p’ : A®™ ! —;
morphisme M :

@m+1, ainsi que le

/
P @m+1
A®m+1 _— A /K®m+1

Ml ‘\ ¢/T~
A ASMHL @ AW/

Puisque M (K®™*1) € K™+! nous avons un morphisme induit M : A®" !/ omit —4 /pemia.
Ceci nous donne le diagramme commutatif d’algebres

A®mt1 M A v A® AW

J ~|¢

SPY M
A®m+1 X AW/ T A®m+1/K®m+1 e A/Km+1 .
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Le lemme de relevement (3.24) nous donne le morphisme d’algebres H faisant tout commuter. Le
morphisme ' = r o H respecte donc 1’ o /' = M, ce qui implique TC(Xg) < m.

La preuve est semblable pour MTC(Xg) < mtc(X). O
Regardons maintenant les deux invariants 7'C' et tc dans les exemples suivants.

Exemple 5.21. Soient X = S? et son modele minimal de Sullivan (AV,d) = (A(ag,bs),d). Notons A =
(A(a,b),d) @ (A(a,b),d) et regardons

P ®@m+1
A®m+1 _— A /K®m+l

o T

A A®m+1®AW
pour m = 1. Alors nous avons I'élément de K©?
a=@®1-12a%*?=a010e¢®]1 —a®1®1®a — 10a®a®l + 1®a®1®a

qui et un cocycle dans A®% mais nul dans le quotient. Nous introduisons donc w € W3, ot dw = o et posons
¢(w) = 0. En supposant qu'il existe un morphisme d’algebres r : A%* @ AW — A respectant r oL = M,
1ous avons

d(rw) = r(dw) = Ma =a* ® 1 —2(a ® a) + 1 @ a*
=db®1+1®b) —2(a®a)

Cependant, a ® a n’étant pas un cobord dans A, nous avons une contradiction, et donc T'C (S?@) > 1.

Regardons maintenant tc(S?), a l'aide du diagramme commutatif suivant

(A(a,b) ® Aa,b), d) ———T——— (MODEMD) /i1 d)

"

(A(a,b) @ A(a,b) ® AW, d),

oit v est l'inclusion et o la projection canonique. Essayons pour m = 2. Nous pouvons voir que les seuls
cocycles coupés par K3 sont de la forme

k
(a®1l—1®a)k = ZC’i(ak_i ® a')
=0

avec k > 3, et ot les C; sont des coefficients rationnels. Nous observons alors que ces cocycles sont tous
des cobords, car au moins un de k — i ou i est plus grand que 2. Supposons qu’il existe un X\ € A tel que
d\ = (a®1—1® a)*, pour k > 3 et tel que [p(\)] est non-nulle. Alors nous introduisons w € W2 =1 et
posons dw = (a®1—1®a)k et $(A\) = 0. De cette fagon, la classe [\ — w) est envoyée sur [p(\)]. Aussi, nous
posons r(w) = A. Supposons maintenant qu’il existe un w' € W tel que d(w) € A ®@ AW, et ot r(dw') est
bien défini. Puisque w' est en degré supérieur ou égal a 5 et qu’il n'y a plus de cohomologie dans S? en deqré
supérieur a 2, r(dw") est un cobord, et donc il est possible de définir r(w'). Alors la rétraction r a . existe. Nous
en concluons alors que tc(S?) < 2. La proposition 5.20 nous donne la suite 1 < TC(Sé) < tc(S?) < 2, et
done TC(S3) = te(S?) = 2.
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Exemple 5.22. Posons X = CP? et son modele (AV,d) = (A(az,bs),d) avec da = 0 et db = a®. Notons
A = (AV,d) ® (AV,d) et évaluons le diagramme suivant pour m = 3 :

pqem+l P ABTEL ot
MJ{ \ ¢T:
A A®m+l ® AW

Nous avons alors a = (a—1®1—a)®* € K® avec Ma = a*®1—4(a*®a)+6(a’®a?) —4(a®a®)+12a.
Puisque o est un cycle dans A®™ 1 et est nul dans I'espace quotient, nous ajoutons un élément w € W7
et posons dw = « et ¢p(w) = 0. Supposons maintenant qu'il existe un morphisme d’algebre r : A®™+! @
AW — A respectant r o v = M. Alors

d(r(w)) =r(dw) =r(a) = M«
=ad'®1-4(c®*®a)+6(c?®d%) —4(a®d®) +1®ad
:d<ab®1—4(b®a)—4(a®b)+1®ab) + 6(a® ® a?)

Puisque a® ® a® n'est pas un bord dans A, nous avons une contradiction, ce qui implique TC ((CIP’?Q) > 3.

Evaluons tc(CP?), a l'aide du diagramme commutatif suivant

(A(av b) ® A(av b)a d) — (A(a,b)@A(a,b)/Km+l ) J)

"

(A(a,b) @ Ala,b) ® AW, d).

Posons m = 4. Les seuls cocycles dans K° sont de la forme

k
(a®1-1®a) = ZC’i(ak_i ® a')
=0

ot k > 5 et ot les C; sont des coefficients rationnels. Cependant ceux-ci sont aussi des cobords.Supposons
qu'il existe un A\ € Atel que d\ = (a ® 1 — 1 ® a)*, pour k > 5 et tel que [¢p()\)] est non-nulle. Alors
nous introduisons w € W2k~L et posons dw = (a ® 1 — 1 ® a)* et ¢(\) = 0. De cette facon, la classe
[A — w] est envoyée sur [p(N\)]. Nous posons aussi r(w) = \. Supposons maintenant qu’il existe un w' € W
tel que d(w) € A ® AW, et oit r(dw') est bien défini. Puisque w' est en degré supérieur ou égal a 9 et que
la cohomologie de CP? en degré supérieur i 4 est nulle, r(dw') est un cobord. Il est donc possible de définir
r(w). 2Alors tc(CP?) < 4. Puisque 3 < TC(CPg) < tc(CP?) < 4, nous en concluons que TC(CPg) =
te(CP?) = 4.
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Chapitre 6

Relations entre invariants

Maintenant que nous connaissons quelques invariants homotopiques, nous pouvons les compa-
rer entre eux.

6.1 La catégorie sectionnelle et la LS-catégorie

Pour comparer secat et cat, il nous faut travailler sur une fibration p : £ — B. La proposition
suivante est tirée de [29], théoreme 5.2 et proposition 5.7, ainsi que de [2].

Proposition 6.1. Supposons que p : E — B est une fibration. En notant p* : H*(B) — H*(E) l'applica-
tion induite en cohomologie, nous avons

(1) nil ker p* < Msecat p < secat p < cat B.

(2) Si B est simplement connexe et de type fini, alors Msecat p < Mcat B.

La catégorie sectionnelle est une borne inférieure de la catégorie, mais elle n’est pas la seule que
nous avons étudié. Le théoréme suivant ([8], proposition 27.14 et théoréme 28.5) nous donne une
suite d’inégalités bornant cat.

Théoreme 6.2. Soit X un espace normal. Alors
cup(X) <e(X) < cat(X) < cl(X)
Rationnellement, nous avons
cup(X) < ep(X) < catp(X) < elp(X) < cato(X) +1

De plus, si X est formel,
cup(X) = ep(X) = cato(X) = clp(X)

Aussi, nous avons 1'égalité suivante, provenant de Y. Félix, S. Halperin et ].-M. Lemaire ([7]).

Théoréeme 6.3. Soit un espace X rationnellement elliptique. Alors eo(X) = cato(X).
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Une autre borne supérieure de cat(X) utilise la dimension et connexité de X ([8]).
Proposition 6.4. (1) Pour un espace X, nous avons l'inégalité

dim X

t X< ——+—— .
@ ~ conn(X)+1

(2) Soit (AV,d) une algebre de Sullivan dont tous les éléments de H™ (AV,d) sont de degré entre n et m,
pour des entiers 1 < n < m. Alors
cat(AV,d) < ™/, .

Exemple 6.5. Trouvons la catégorie rationnelle de CP". En notant (AV, d) son modele rationnel de Sullivan,

1OUS AVONs
Q sikpairet0 <k <2n

H*(AV,d) = H*(CP",Q) = { 0 sinon

La proposition 6.4 nous donne

cato(CP") = cat(AV,d) < "/y =n

De plus, I'exemple 5.15 nous donne eq(CP") = n, qui est une borne inférieure pour cato(CP™). Nous
concluons que caty(CP") =n

6.2 Complexité topologique

Par la proposition 5.20, nous savons déja que TC'(Xg) < tc(X) et MTC(Xg) < mtc(X). Regar-
dons quelles autres bornes nous avons pour ces invariants.

Prouvé par Farber ([5], théoreme 5), cat nous donne non-seulement un borne inférieure pour

T'C, mais aussi une borne supérieure.

Théoréeme 6.6. Pour un espace X simplement connexe, cat(X) < TC(X) < 2- cat(X).

Preuve : Montrons tout d’abord la premiere inégalité, en posant 7C'(X) = m. Il existe donc un
recouvrement ouvert {Uy, ..., Uy,41} de X x X ainsi que des applications continues s; : U; — PX
telles que moo; = Idy,. Posons xy € X etposons V; := {x € X | (x0,z) € U;} des ouverts dans X. La
restriction de s; a {xo} x V; est donc continue pour chaque i = 1,...,m + 1, et donc par le théoreme
1.3, tout V; est contractile dans X. De plus, pour tout € X, il existe un i tel que (zo,x) € U; et
donc x € V;. Alors {V1, ..., Vi, 41} est bien un recouvrement ouvert de X. Nous concluons alors que
cat(X) < TC(X).

Pour la deuxiéme inégalité, nous utilisons le lemme 6.1 dans la suite d’inégalité
TC(X) =secat (m) < cat(X x X) < 2-cat(X)

ot la derniere inégalité vient de [18], proposition 2.3. 0

Aussi, nous avons la borne inférieure suivante ([19], corollaire 2.2).

52



Complexité topologique

Proposition 6.7. Pour un espace X quelconque, nil ker Uy < T'C(Xq). En particulier, il y a égalité si X
est formel.

Les deux invariants cat et nil ker Ug étant inférieurs ou égaux a 7'C' sont aussi des bornes infé-
rieures pour tc. Pour cibler tc(X) supérieurement, nous avons la proposition suivante ([19], propo-
sition 1.5).

Proposition 6.8. Soit N une adgc de méme type d’homotopie rationnelle que X, et notons uy la multipli-
cation sur celle-ci. Alors
te(X) < nil ker i

Preuve : (basée sur [19]) Notons d’abord que N et X étant de méme type d’homotopie rationnelle
signifie aussi qu’il existe une série de quasi-isomorphismes entre eux. Un modéle de un est donc
aussi un modele de 1’autre. Notons encore (AV, d) le modele minimal de X (et donc aussi de N),
ainsi que p sa multiplication. Notons alors ¢ : (AV,d) — N le quasi-isomorphisme. Puisque ¢ est
un morphisme d’algebre, il est facile de vérifier que (¢ ® ¢)K C (kerun), et donc, pour un entier
m, nous avons le diagramme commutatif

A 2890 NeN
| I
A/KWH»I % N®N/(ker HN)'NH»I

Posons maintenant m = nil kerpy. Alors (ker yn)™ ! = 0 et donc le diagramme devient

A N
pJ( /
o

A/Km+l

Notons 1 : A® AW — “4/xm:1 le modele de Sullivan de la projection p : A — “/m1. Nous
avons alors le diagramme commutatif

| o A
| . N

A®AW%>A/Km+lT>N®N

qui nous donne, par le lemme de relevement (3.24), le morphisme d’algebres r : A ® AW — A,
rétraction de ¢. Alors tc(X) < m = nil ker un. O
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6.3 Analyse des modeéles

Les invariants algébriques que nous avons présenté dépendent souvent de 1'existence ou non
d’une rétraction. De fagon générale, soit B une adgc et I un idéal de B. Considérons le diagramme
commutatif

p B
B—"/;

T e

B ® AW,
ou p et ¢ sont respectivement la projection canonique et I'inclusion.

Théoreme 6.9. S’il existe une rétraction r : B @ AW — B de , alors I'application H*(p) est injective.

Preuve : Supposons qu’il existe une rétraction r de ¢. Alors r o v = Idpg, ce qui nous donne en
cohomologie H*(r) o H*(¢) = Idy~(p). L'application H*(¢) est donc injective, ce qui implique que
H*(p) est injective, car H*(¢) est un isomorphisme. O

Le théoreme précédent explique aussi la relation e(AV,d) < cat(AV,d), pour une algebre de
Sullivan (AV, d).

6.3.1 Types d’éléments primaires dans W/

Retournons au diagramme ci-dessus, et suivons les étapes de construction de W, afin de construire
le quasi-isomorphisme ¢. L'espace W est composé de trois types d’éléments.

(1) Ensupposant qu’il existe une classe non-nulle [o] dans B avec a € I, nous introduisons w € W
et posons dw = «a et ¢p(w) = 0.
Sur cet élément, il est impossible de définir une rétraction r de ¢. Effectivement, si r existait,
nous aurions d(r(w)) = r(d(w)) = «, ce qui contredit le fait que a n’est pas un cobord dans B.
La rétraction est donc impossible.

(2) S’il existe 5 € Btel que 0 # dff = a € I et que [¢(B)] # 0 dans H*(B/I), nous introduisons
w € W et posons dw = a et ¢(w) = 0. A ce moment, H*(¢) envoie la classe [3 — w] sur [¢(5)].
Si ¢ admet une rétraction, alors nous devons poser r(w) = f. Attention! Comme le démontre
I'exemple de ]J.-M. Lemaire et F. Sigrist ([21]), I'obstruction a la réalisation de la rétraction
peut se retrouver dans des produits de cocycle avec ce w. En fait, a ’aide de ces obstructions,
Lemaire et Sigrist ont réussi a construire un exemple ol 2 = eg(X) < cato(X) = 3.

(3) En ajoutant des éléments dans W, il se peut que nous créons de la cohomologie non-désirée.
Pour une telle classe [n] dans B ® AW, nous introduisons w € W et posons dw = 7 et p(w) = 0.
Par induction, 7(n) € B est bien défini. Si () est un cobord dans B, alors il existe un élément
A € B tel que d\ = r(n). Nous posons r(w) = A. Inversément, si r(n) n’est pas un cobord dans
B, la rétraction ne peut étre définie sur w, et donc elle n’existe pas. Remarquons cependant
que si n est le degré maximal tel que H"(B) # 0 et que 7 est de degré supérieur a n, alors r(n)
est automatiquement un cobord et r(w) est bien défini. Pour la construction de r, il suffit de
définir r : (BRAW)=" — B=", et le reste suivra par induction. Remarquons aussi qu’il serait
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possible de définir autrement la rétraction, et donc une obstruction pourrait survenir pour
une construction mais pas pour une autre. Il faudrait donc vérifier toutes les constructions
possibles de la rétraction.

Remarquons que I’absence d’éléments de type (1) dans W implique que 1’application H*(p) est
injective. De plus, le premier type nous donne les résultats suivants, pour un espace X et son modele
minimal (AV, d). Rappelons que A = (AV,d) ® (AV,d).

Corollaire 6.10. (1) Soit m un entier tel qu’il existe une classe [o] # 0 dans H*(AV,d) avec a €
A=V, nous avons cat(X) > m.
(2) Soit m un entier tel qu'il existe une classe [a] # 0 dans H*(A) avec o € K™V, nous avons
m < mte(X) < te(X).

Il en découle aussi la proposition suivante, pour T'C'(AV, d).

Proposition 6.11. Soit m un entier. S'il existe un cocycle « € K®™T1 tel que [M ()] est non-nulle dans
A, alors TC(Xg) > met MTC(Xqg) > m.

Preuve : Considérons le diagramme commutatif

P ®@m+1
A®m+1 A /K®m+1

MJ \ wTN
A AEmHL @ AW

et supposons qu'il existe un cocycle @ € K®™*! tel que M () n’est pas un cobord dans A. Sup-
posons qu’il existe un élément 3 € A®™T! tel que dS = a. Alors d(M(B)) = M(«a), ce qui est
impossible. Alors a n’est pas un cobord dans A®™ 1,

Puisque la classe [a] est non-nulle dans A®™"! mais que [¢()] est nulle, nous introduisons
w € W avec dw = . Supposons qu’il existe un morphisme d’adgc (ou de modules)

ro APl oW — A

tel que 7 o« = M. Nous obtenons d(r(w)) = r(dw) = r(a) = M(«). Cependant M (a) n’est pas un
cobord. Nous obtenons ainsi une obstruction a 1’existence de r. Nous concluons que TC(Xqg) > m
et MTC(Xg) > m. O

En conclusion, si pour le diagramme commutatif suivant

A % A/Km+1
\ 4:
A® AW,

il existe un élément de type (1) dans W, alors tc(X) et TC'(Xg) sont tout deux supérieur a m.
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Chapitre 7

Un théoreme et des exemples

Nous savons que géométriquement cat(X) < T'C(X) < 2-cat(X). De plus, nous avons toujours
TC(Xg) < te(X). Nous prouverons en fait que 2 - caty(X) borne aussi tc(X) supérieurement, ce
qui appuie la conjecture tc(X) = TC(X). Ensuite nous élaborerons des exemples afin de tester
davantage cette conjecture : un premier exemple formel, suivi de deux exemples non-formels, afin
d’illustrer les difficultés de calcul.

7.1 Borne supérieure pour tc

Soient X un espace et (AV,d) son modele minimal de Sullivan. Rappelons que A = (AV,d) ®
(AV,d), et que K est le noyau de la multiplication ;1 : A — (AV,d), u ® v — wv.

Théoreme 7.1. cato(X) < TC(Xg) < te(X) < 2- cato(X).

Preuve : Les deux premieéres inégalités proviennent du théoreme 6.6 et de la proposition 5.20. I
nous reste a prouver tc(X) < 2 - cato(X). Soit m = 2 - cato(X). Par Félix, Halperin et Lemaire ([7]),
nous avons m = cato(X x X) = cato(AV @ AV). De l'inclusion K™+ C A>™(V @ V), on tire que la
surjection canonique

g M gm — A emvev)

est bien définie. Notons p : A — “/gm41 la projection canonique. Remarquons alors que la
projection A — 4/ A>m(vey) est en fait j o p. Considérons les deux modeles suivants :

\ 4\: \ wTN
A AW AR AW
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Alors le diagramme commutatif

A L2 4;4 ® AW/

ainsi que le lemme de relévement (3.24) nous donne l’application ¢t : A ® AW — A ® AW’ faisant
commuter les triangles ci-dessus.

Alors nous avons le diagramme commutatif suivant

p J
e A/Km-H e A/A>m(V@V)

¢|=

Puisque cato(AV @ AV') = m, il existe une rétractionr : A @ AW’ — Aawy =t 0¢1. Alorsr o est
une rétraction de ¢1. Nous en concluons tc(X) < m = 2 - cato(X). O

7.2 Modéle pur formel avec une puissance 4 a la différentielle

Considérons l’algebre de Sullivan A, = (A(az, b2, z5,y7),d,), ol a et b sont des cocycles, et

d,x = a?b dyy = a* + b + (ya + b)*
= (1 +9YHa + 43a3b + 672a%b* 4 4yab® + 2b*,
pour un entier 7. Nous avons alors une famille d’algebre {A, | v € N}. Notons X, I'espace rationnel

ayant A, comme modéle. Tout A, est homogene, avec Q = {a,b} et P = {z,y}. Cet exemple est
discuté dans [9], p.244.

7.2.1 Algebre *¢/, p et cohomologie de X,

Regardons l'espace quotient
AQ/dWP = A(a’b)/a%,ﬁ
ot B = (1+~%at +4+v3ab + 6+2a?b? + 4vyab3 + 2b*. En quotientant par a?b, I'élément 3 se simplifie
par
B=(1+~a* + 4yab® + 2v*

En degré 2 et 4, nous avons respectivement les éléments {a, b} et {a?, ab, b*}. En degré 6, nous avons
a3, a?b, ab® et b?, ot par le quotient a®b = 0. Nous avons donc seulement 3 éléments non-nuls comme
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générateurs. En degré 8, sans compter les multiples de a?b qui sont nuls, nous avons les générateurs
at, ab3 et b*. Cependant, puisque j est coupé, nous avons

-1

2

bt = —((1+~%)a* + 4yab®)

Nous avons donc seulement les deux générateurs linéairement indépendants a* et ab®. En degré 10,
nous avons les générateurs a’, ab? et b°, ou
0=a-08=(14+~"ad’ + 4ya®® + 2ab* = (1 +4*)a® + 2ad*
— —2ab* = (14+1)d®
=b-8=(1+7"a'+ 4yab* + 2b° = dyab" + 20°
— b = —2vyab™.
Nous avons seulement un générateur linéairement indépendant : a®.

En degré 2k supérieur a 10, nous avons les éléments ak, ab*~1 et b*, ot k > 6.

0=a""* 8 = (1+~a" +4ya* 303 + 2" 4* = (1 + 4"
— d"=0
0=ab" 5.5 =(1+~+Ha "> + 4va?0* 2 + 200" ! = 2ab* !
— a1 =0
0= """ 8 = (1L+4"a"" ! + 4yab"~! 4 20F = 2"
= b =0.
Nous n’avons donc aucun élément en degré supérieur a 10. Puisque le quotient est de dimension
finie, le théoreme 3.47 nous confirme que la cohomologie de A, est aussi de dimension finie.

Par le théoreme 3.49 et puisque dim P = dim Q = 2, nous avons nécessairement dim P = 0. Le
théoreme 3.50 nous dit alors que notre modele est formel, et que H*(A,) = A</ 4, p- Alors, en tant
qu’espace vectoriel, nous avons

H*(A,) = Q& (Qld & Qb]) & (Qla?) & Qlab) & Q) @ (Qla?] & Qlab?] & QL))
o (Qlab*] @ Qb)) © Qla”]
Proposition 7.2. Si vy, # 72, alors il n'y a pas d’isomorphisme d’algebre entre H*(A.,,) et H*(A,).

Par soucis de complétude, nous incluons la démonstration de [9], p.245.

Preuve : Soient 71, v tels que 1 # 72, et supposons que nous avons un isomorphisme d’adgc entre
H*(A,,) et H*(A,,). Nommons [ cet isomorphisme, et notons []; et [-]> les classes dans H*(A,, Q)
et H*(A,,, Q) respectivement. Alors en degré 2 nous avons

f(lal1) = r1lal2 + rab]2
J1) = s1[al2 + s2[bl2
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ol 71,72, 81,52 € Q. Nous savons que [a?b]; = 0 = [a?b]2. Donc
0= f([a®b]1) = (r1lalz + ra[bl2)*(s1[a]2 + s2[b]2)
= r%sl[a?’]g + (T%Sl + 27"17“252)[611)2]2 + 7“352 [63]2

Par indépendance linéaire des trois classes ci-dessus, nous avons 0 = r?s; = r3s; + 2r 7982 = 382,
ce qui nous laisse 4 possibilités :

(1) T1:T2:0 (3) r1 = 89 =

(2) 81282:0 (4) 81:T2:0
Les cas (1) et (2) nous donne respectivement f([a];) = 0 et f([b]1) = 0, ce qui contredit I'injectivité

de f. Le cas (3) et 'égalité 7351 + 2r1rase = 0 impose r3s; = 0. Il implique donc le cas (1) ou le cas
(2), qui sont tous deux impossible. Il nous reste (4). Alors

avecr =11, = 59 € Q.

Pour les calculs suivants, nous nous reférons a la table de multiplication des classes de cohomo-
logie (appendice A).

En degré 8, nous avons [a']; = = JW +(—4v;[ab®); — 2[b%);), pour i = 1,2. Puisque f est un isomor-
phisme, nous avons f([a'];) = r[a 4]2, ce qui implique
0= f([a"]) — a2

1 3 1 ! 3 4
= — — —4 b°lo — 2[b

(T (omlabh = 29)) = gl — 21
_ 1 3 appdy r - 31 ond

=T L (—4mrs’[ab’]y — 251 [bY],) 1 4_73( 4o lab’la — 2[b%]2)

3 3 4
18 2 S 1
= —4r< v i~ ’y4>[ab3]2—2r4< Y 4>[b4]2.
L+ 147 L+ 147
Puisque les deux classes sont linéairement indépendantes et que r # 0, nous avons que leurs coef-
ficients sont nuls, et donc

4’)/17“83 - 47"472 27t gt B ort
L+9f 1+ L+9f 149
718°(1+72) = rPy2(1 +91) s'(1+72) =141

Par substitution nous obtenons

18} (1+73) =rs*y2(1 +73)
gg! =7’38’Yz.
Si un de 1 ou 5 est nul, I'autre 1’est aussi. Cela contredit alors v # 5. Alors 7, et 7 sont non-nuls,

etdonc s = .
o2
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Regardons en degré 10, ou [b°]; = 2v; [ab?]; pour i = 1,2. Puisque f(27; [ab?]1) = 2y17st[abl]s,
nous avons

= f(b°h) ﬁg[ﬁb
— D _’717”84 5
S0 — 1)

= <5 — W) 54[b5]2,
V2

et donc sy, = 71r. En y substituant 1’égalité s = }—1 nous obtenons r = 1 et s = 1;

Regardons cependant la relation (1 + 7})[a’]; = —2[ab"];. Puisque f(—2[ab%]1) = —2rst[abl],
nous avons

0= f(-2 [ab4] )+ 2rs4[ab4]2
F((A+D)[e’]) = (14 5)rs'[a’]2
= (L+91)r’[a’]a — (1 +73)rs*[a’]

= (44t = @+ st rlad)s,

ce qui implique (1+~7)r* = (1++3)s*. En remplagant par les valeurs de r et de s trouvées ci-dessus,
nous obtenons
’Y1
)1
5

1+71) =010+

et alors 71 = 2. Nous avons donc notre contradicton a I’existence de 1'isomorphisme d’algebre f.
]
7.2.2 LS-catégorie de X,

Notons ici (AV,d,) := A,. Par la proposition 6.4, nous savons que cat(X,) = cat(AV,d,) < 5.
Evaluons alors le diagramme commutatif suivant

(AV7 d’y) % (AV/A>4V5 J’Y )

\ 4:

(AV @ AW, d)

ol p est la projection canonique et ¢ I'inclusion. En quotientant par A>4V/, nous coupons la classe
[a®]. Nous introduisons alors un élément w € W de degré 9, avec dw = a® et ¢(w) = 0. En supposant
qu’une rétraction r a ¢ existe, nous avons d., (rw) = r(dw) = a®. Cependant a® n’étant pas un cobord
dans (AV,d,), r ne peut exister, et donc cat(X,) > 4. Nous concluons que cat(X,) = 5.
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Bornes inférieures

Nous aurions pu aussi calculer la LS-catégorie en commencant avec ses bornes inférieures.

La classe de cohomologie de plus haut degré est de longueur 5. Alors cup(X,) < 5. Cependant
le produit cup [a] U [a] U [a] U [a] U [a] = [a®] nous confirme que cup(X,) = 5. Nous aurions donc pu
utiliser le théoréme 6.2, nous donnant la borne inférieure suivante :

5 = cup(Xy) < cat(X).

Une autre borne inférieure de la LS-catégorie est I'invariant de Toomer. Comme nous coupons
la classe [a®] dans le quotient ci-dessus, elle se retrouve dans le noyau de H*(p). Alors H*(p) n’est
pas injective, et donc e(X,,) > 4. En quotientant par A>3V, la projection p est en fait l'identité, ce
qui induit une application injective en cohomologie. Alors e(X,) = 5. Le théoreme 6.2 nous donne
5 =e(X,) < cat(X,), et donc cat(X,) = 5.

7.2.3 nil ker Uy

Puisque la classe la plus longue est de longueur 5, nous savons que nil ker Ug < 10. Puisque
(lo] @ [1] = 1] @ [a]) € kerUg et

10
e -we” =3 ()0 e
= — 252 [a°] ® [a”]
£0

nous avons nil ker Ug = 10.

724 TC(X,)ette(X,)

Puisque notre modele est formel, la proposition 6.7 nous donne 7’C'(X,) = nil ker Ug = 10.

Aussi, notre théoreme 7.1 et la proposition 5.20 nous donne la suite 10 = TC(X,) < te(X,) <
2 - cat(X,) = 10. Nous en concluons que 7'C(X,) = te(X,) = 10.

7.3 Modele de X = SU(®’ /., espace non-formel

Considérons SU(2) := {A € M(C) | AA* = Iy,det(A) = 1}, ainsi que l'inclusion 7?2 —
SU(2) x SU(2) x SU(2) définie par

p 0 0 el 0 e—i(0+a) 0
(0,a) — 0 e ) 0 eia | 0 ci(0+a)

Soit X = SU(2)3/T?, I'espace quotient le long de cette inclusion. Nous pouvons montrer, a l'aide
de [15], que le modele minimal de X est (AV,d) = (A(azg, b2, z3,y3, 23), ol a et b sont des cocycles,
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et dv = a?, dy = V?, dz = ab. Nous avons prouvé dans I'exemple 3.39 qu'il s’agit d’un espace
non-formel. Notons aussi que, puisque dim(SU(2)) = 3, X est une variété de dimension 7.

7.3.1 Cohomologie de X

Puisque X est en dimension 7, il n’y a pas pas de cohomologie en degré supérieur a 7. Aussi, les
premiers cocycles arrivent en dimension 2 : a et b. Ceux-ci n’étant pas des cobords, leur classe de
cohomologie est non-nulle. En degré 3, nous n’avons aucun cocycle. En degré 4, les seuls cocycles
sont aussi des cobords : a2 = dz, b> = y et ab = dz. Enumérons maintenant les éléments engendrant
le degré 5 et leur image respective sous la différentielle :

ax r& ad bx »i> a’b
ay — ab® by — b3
az — a’b bz — ab®

Nous avons les deux cocycles ay — bz et az — bx, qui ne sont pas des cobords.
En degré 6, nous avons les cocycles a?, a?b, ab? et b3, qui sont tous des cobords. Nous avons aussi
les éléments
xy N (a®y — zb?)
xz — (a%z — zab)

yz — (b%z — yab)

Ces éléments ne créant pas de cocycle, nous avons H(X) = 0.

Le degré 7 est engendré par les éléments suivants.

d d
a’r s at abx = a3b
a’y — a®b? aby —» ab®
a2z — a’b abz — a’b?

bz — a’b?
bry — ab®
bz —s ab®
Alors nous avons les cinq cocycles
2

aly — xb?,  a®z—zab, b’z —yab, a’y—abz et b’z — abz.

Les trois premiers sont les cobords de zy, zz et yz respectivement. Les deux derniers n’étant pas des
cobords, leur classe est non-nulle. Cependant,

a’y — abz = d(zy) + bz — abz,
implique que leur classe est égale. Il n’y a donc qu'une classe de cohomologie en degré 7.
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En résumé, nous avons la cohomologie suivante :

H*(X,Q) = Q@ Qld) @ Q[bt] @ Qlay — bz] & Qlaz — bx] & Q[a’y — ab]

Q sik=0,7
—HMX,Q) = Q sik=2,5
0 sinon

7.3.2 LS-catégorie de X
Le corollaire 6.4 nous dit que cato(X) < 3. Construisons le diagramme commutatif suivant

(AV.d) ——— (*V/ps2y.d)

T

(AV @ AW, d)

ol o est la projection canonique et ¢ I'inclusion. En quotientant par A>2V/, nous coupons 1’élément
a?y — abz. Pour tuer sa classe de cohomologie, nous introduisons un élément w € W et posons
dw = a*y — abz. En supposant qu’une rétraction  a ¢ existe, nous avons d(rw) = r(dw) = a®y — abz.
Puisque a?y — abz n’est pas un cobord dans (AV, d), nous obtenons une obstruction a la construction
de r. Donc caty(X) > 2. Nous concluons que caty(X) = 3.

La catégorie de X peut aussi étre calculée a ’aide de son invariant de Toomer et de l'inégalité
eo(X) < catg(X) < 3 (thm 6.2). Puisque la cohomologie en degré 7 est créée a I'aide d’un élément
de longueur 3, 'application H*(0) : (AV,d) — (*V' /a2y, d ) n’est pas injective. Effectivement, le
noyau contient la classe [a%y — abz]. Alors ey(X) = 3, ce qui implique cato(X) = 3.

7.3.3 nil ker uy

Soit N := ( Aoz /oy @ Ab2 /o @ Az, d), ottda = db = 0 et dz = ab (tiré de [8], p.389). La fleche
(AV,d) — N est un quasi-isomorphisme, et la cohomologie de NV est

H*(N) = Q& Qla] ® Q] ® Qlaz] ® Q[bz] & Qlabz].

Trouvons alors nil ker 1, qui sera une borne supérieure pour notre complexité topologique.

Remarquons tout d’abord que ker ;v est 'idéal engendré par
{a®a, b®b, 2@z, (a®1-1®a), (bR1-18D), (@01 -1®2)}

Puisque (a ® 1 — 1 ® a)? = —2(a ® a) (méme résultat pour b), nous pouvons dire que ker j1y est
engendré par seulement

{z®@z, (a®1-1®a), (b®1-11®D), (:01-112)}
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Considérons les égalités suivantes :

(z®2)? =

(a®1—-1® ) = 2(a®a) (a®1—-1®a)*=0
b1-12b)2=-2(bxb) ba1-12b0)>=0
(z®1-1®2)>2=0

(z®2)(2@1-1®2)=0

Elles nous confirment alors que le produit de longueur 5

(a®1-12a)?b1-120)*(2®2)=4(a®a)(b®b)(z® 2)
= 4(abz ® abz)

est le plus long produit non-nul de ker 1.x. Nous en concluons que nil ker piy =5

7.3.4 nil ker Uy

Nous calculons nil ker Ug sur la cohomologie de N, celle-ci étant isomorphe en tant qu’algebre
a celle de X. Rappelons

H*(N) = Q& Qla] ® Q[b] ® Qlaz] ® Q[bz] & Qlabz].

Puisque [a]? = [a][b] = [b]> = 0, nous devons avoir au plus un degré 2 du méme coté du tenseur.
Alors une multiplication de 4 éléments sera de degré au moins 0 + 2 + 5 + 5 = 12 de chaque coté
du tenseur et donc sera nulle. Cependant, il existe une multilication non-nulle entre trois éléments
de ker Ug :

([a] © [1] — [1] ® [a])* (jb2] ® [b2]) = —2[abz] @ [abz]
Alors nil ker Ug = 3.

7.3.5 tc(X)

Par notre théoreme 7.1, nous savons que 3 < tc(X) < 6. Cependant dans ce cas, la borne supé-
rieure nil ker ;1 est plus utile :

3 <tc(X) <nilker uy =5.

Considérons le diagramme commutatif

AVOAV — 2 L AVeAV

\ ‘l{”

AV @ AV @ AW.
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Analyse de W avec m = 3

Nous construisons ici notre modele W a 'aide des types d’éléments décrits en 6.3.1.

Type (1)

Prouvons ici que te(X) > 3, en montrant l'existence d’un élément de type (1) dans W¥. Rappe-
lons que A = (AV,d) ® (AV,d), et définissons, pour le reste de cet exemple,

a:=(a®1-1®a)
b:=0b®1-1®0D)
x=r®l-1®x)
y=(@yel-1y)
z:=201-1® z).

L’'isomorphisme de Kiinneth (théoréme 2.12) nous donne
H?(A) = H*(AV,d)® H (AV,d) @& HT(AV,d)® H*(AV,d)
[a® (a’y — abz)|Q ® [b® (ay — abz)|Q ® [(a2y —abz) ®a]Q® [(a2y — abz) ® b] Q.

De plus, nous avons les égalités suivantes :

12

[a® (a*y — abz)] = [a® (b*z — abz)] [b® (a*y — abz)] = [b® (b*x — abz)]
[(aQy —abz) ®al = [(b2x — abz) ® al [(a2y —abz) ®b] = [(be —abz) ®b].

Prenons en degré 9
a:=ab’x + b’x + a’y + a’by — 2a’bz — 2ab’z.

Etant une combinaison linéaire d’éléments de K*, nous savons que « est dans K. De plus, en
développant d(«), nous observons que a est un cocycle. Prouvons maintenant qu’il ne s’agit pas
d’un cobord dans A. Notons § la somme des éléments dans le développement de « tel qu’aucun
coté du tenseur n’est de degré 2. Alors 3 est un cobord, et nous notons 3’ € A tel que d(f') = 5.
Alors
=d(f + 20@yz + 20@xz + Yz Qa + 2020 b)
— 3a® (a’y — abz) — a® (V*x —abz) — b® (a®y — abz) — 3b® (b*x — abz)
— 3(a®y —abz)®a — (VPz —abz)®@a — (a’y —abz) @b — 3(b*z —abz) @b

En évaluant la classe de o, nous obtenons

[a] = — 4[a® (a’y — abz)] — 4[b® (a®y — abz)] — 4[(a’y — abz) ® a] — 4[(a®y — abz) ® b]
# 0.

Pour éliminer la classe [a] dans A ® AW, nous introduisons w € W? et posons dw = « et ¢(w) = 0.
Puisque w est de type (1), il empéche l'existence de la rétraction r de ¢, et donc tc(X) > 3.
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Analyse de W avec m = 4

Type (1)

Regardons maintenant ce qui se passe avec K°. Nous savons que tout élément de K° est de
degré au moins 10. Les éléments de degré 10 dans K sont engendrés par

{a"b> % | k € {0,...,5}}.

Etant tous des cocycles et des cobords, nous créons seulement des éléments de type (2) dans .
Par Kiinneth (théoreme 2.12), nous savons que AV ® AV n’a pas de cohomologie en degré 11, 13
et supérieur a 14. Il ne nous reste alors qu’a regarder les cocycles de A dans K° en degré 12 et 14.
Commencgons en degré 12 :

H2(AV®@AV) =2 HY(AV)® H'(AV) @ H(AV) ® H5(AV)

Pour obtenir du degré 12, nous avons deux possibilités menant & un mondéme de longeur 5 :
— multiplier 3 éléments de degré 2 avec 2 éléments de degré 3, ou
— multiplier 6 éléments de degré 2.
La derniere possibilité cependant nous donnera forcément un cobord. Supposons alors que nous
avons un cocycle non-nul o := Y,y o1y - - o 5) € K, ot pour tout i € I, nous avons |oy; 1y| =
lvo)| = lagz)| = 2 et |agal = [ags)] = 3.
Alors pour tout 7, j € I, la multiplication a(; 4)a(;5) est dans l'espace engendré par {xy,xz,yz}.
Nous avons les différentielles suivantes :
xyl>a2y®1 — Pzl — oy + 20 + Per —yed + 10d%y — 1%
xz—a?2®1 — abr®1 — a*®2z + r®ab + ab@r — 2®d®> + 1®d’2 — 1 Qabx
yz%b22®1 —aby®1 — 1’z + yQab + aby — 200> + 1022 — 1®@aby
Pour que « soit un cocycle, il faut que les différentielles s’annulent et donc il nous faut une combi-
naison linéaire des trois éléments ci-dessus. Alors nous avons, pour des ¢;, k;,l; € Q,
a= (cla?’ + ca’b + czab? + C4b3)xy + (k1a3 + koa’b + ksab?® + k4b3)xz
+ (ha® + ha’b + lzab® + I1b?)yz

La somme des éléments de da de la forme uz ® 1, pour u € A(a,b), devrait s’annuler, par indé-
pendance linéaire. Alors

0= — ki(a*bz®1) — (c1 + k2)(a®V?z @ 1) — (co + k3)(a®bPz @ 1)
— (e3+ky)(ab'z ®1) — eu(bPz®1),

implique k1 = ¢4 =0, et

ko = —c1
k3 = —c2
k4 = —C3



Complexité topologique

En faisant de méme avec les éléments de la forme uz ® 1, nous obtenons en plus ks = I3 =14 =0, et

ll = —k3 = C9

lo = —k4 = c3.
Alors a devient
a = (c2a’b + czab®)xy + (—coab® + —c3b®)xz + (c2a® + c3a’b)yz
Aussi, le coefficient de b3z ® a? étant ¢z, nous avons ¢ = 0. Donc
a = (czab?)xy + (—csb®)xz + (cz3a’b)yz

Maintenant, le coefficient de a®y®b? étant cs, il faut c3 = 0. Alors a = 0, ce qui contredit la deuxiéme
possibilité de degré.

Regardons maintenant ce qui se passe en degré 14. Puisque H>7(AV) = 0, nous avons
H"Y AV @ AV) = H'(AV) @ H (AV).
La classe génératrice en degré 14 est

[(a2y - abz)®2]

[(a2y —abz) ® (b’ — abz)|
(%2 — abz) ® (a’y — abz)]
[(bQ:c - abz)®2]

Les cocycles n’étant pas des cobords contiennent alors
(k1 ® K2) — (K1 ® abz) — (abz ® K2) + (abz ® abz),

pour tout k1, ke € {a®y, b2xr}. Remarquons que tous contiennent (abz ® abz). Pour créer un élément
de type (1) dans W, il nous faut un cocycle de la forme ci-dessus, et donc qui contient (abz ® abz).

Supposons qu'il existe un cocycle o := Y, o1y - - - ;5 € K° de degré 14 et ayant une classe
de cohomologie non-nulle. Notons que si tout «; ;) est de degré pair, nous avons un cobord. Aussi,
nous ne pouvons avoir plus de trois éléments de degré 3, car notre produit sera nul. Regardons alors
les autres possibilités de degré pour les «; ;), ott nous posons sans perte de généralité |a(; 1)| < ... <
i)l -

D) oyl = lagal =2, lags)| = lagal =3 et |ags)| =4

2) oyl = lagy| = laas)l =2, lagal =3 et lags| =5
Regardons quels cocycles contiennent (abz ® abz). Dans la premiére option, les seuls éléments pou-
vant contenir du z sont «; 3) et «; 4). Pour retrouver du z de chaque coté du tenseur d'un méme
élément, nous devons retrouver z dans «; 3) et a(; 4). En notant z(; 3) et z(; 4) les parties de ;3 et
Qy;,4) contenant du z, nous avons 2(,3) = 2(i,4) = Z mais alors 2(:,3) * Z(i4) = 0 nous coupe tout
z. Puisque nous ne retrouvons pas (abz ® abz), tout élément respectant la premiére option est un
cobord.

Evaluons maintenant la deuxiéme option :
‘04(1,1)| = |04(i,2)’ = |O‘(i,3)’ =2, 10(1,4)‘ =3 et ‘04(1,5)| =9.
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Complexité topologique
Alors

Qi1 (3,2)(1,3) € span{a®, a’b, ab?, b3}
=span{(s®1-1®s)’(t®1—-1®t)|s,t € {a,b}}

Remarquons que tout élément étant de degré supérieur a 7 d'un c6té du tenseur a une classe nulle.
Alors en cohomologie nous avons

[ag 1y i3] € span{[—2(st ® s) + (t ® s?)— (s*®@t) +2(s®@st)] | s,t € {a,b}}.

Pour avoir z des deux c6tés du tenseur, nous devons avoir du z dans «; 4) et a(; 5). Notons z(; 4) et
2(i,5) les parties de «; 4) et a(; 5) respectivement contenant du z. Alors z(; 4) = z, et

25 € span{(uz ® 1 —1®uz),(u®z —2®@u) | u € {a,b}},

ce qui implique
2(i4) " 2(i,5) € span{uz @ z — z ® uz ‘ u € {a,b}},

Alors en cohomologie
i1y i.2) Q3,3) 26,4 2(6,5)) € spand [(tuz®322)+2(suz®stz)—2(stz®8uz)—(s2z®tuz)] | s,t,u € {a,b}}

Pour obtenir abz ® abz, nous devons avoir st = ab et su = ab. Cependant nous obtenons 2abz ®
abz — 2abz ® abz = 0. L'option 2 ne contient alors pas abz ® abz.

Nous concluons qu’il n’y a pas d’élément de type (1) dans W.

Type (2)

Regardons quels sont les éléments de type (2) dans W. Remarquons que nous travaillons jus-
qu’en degré 14. Pour trouver les éléments dont leur différentielle est dans K, il suffit de regarder
les cocycles de K® qui sont des cobords.

En degré 10, nous avons
b° = d()\), avec Ay =
ab? = d(\;), avec )\ =

By @ 1) —5(b°y @ a) + 10(b° ® y) — 10(y @ b%) + 5(b @ b’y) — (1 ® b°y)
a®1 —1®a>((b2y®1) —4(by @ b) + 6(y @ b?) —4(b®by)+(1®b2y))

—~

2
a’b® = d()\z), avec \y = a®1—1®a> ((by@l)—3(y®b)+3(b®y)—(1®by))

2
a’b? = d()3), avec A3 = a:c®1)—3(x®a)+3(a®x)—(1®ax)>(b®1—1®b)

a4b = d()\4), avec )\4 =

A/ NN N N

(a2x®1)74(a:v®a)+6(x®a2)74(a®ax)+(1®a2x)>(b®1f1®b)

5 adz®1) —5(a’zr ®a)+10(a® @ x) — 10(z @ a®) + 5(a ® a’z) — (1 @ a®z).

a’ =d()\s), avec\; =

—~

Alors d()\;) = aib‘5*i, et tout \; est un cocycle dans le quotient. Remarquons que toute combinaison
linéaire de a’b®~? sera le cobord d’une combinaison linéaire des \;.
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Remarquons cependant que A; n’est pas le seul élément de A dont la différentielle est envoyée
sur a’b® ", Par exemple,

a® = d(\s)

:d«am®1 ax®ay+m@m®a%—1mx®a%+5m®a%)—ﬂ@a%n
:dﬁax®1 ax@ay+umﬁ®xy—wm?®m@+5m®a%y—u®a%n
- d((a z®1) - 5(a?r ® a) + 10(az ® a2) — 10(a? ® az) + 5(a ® a?z) — (1 ® a3a3)>.

Prenons A € A tel que d()\) = a’b” " et supposons qu'il s’agit d’un cobord dans le quotient. Alors il
existe y € Aetn € K° tel que d(v) + 7 = A dans A. La différentielle nous donne dn = d\ = a’b®~*,
ce qui implique que 7 est de degré 9. Puisque K° ne contient pas d’élément de degré 9, nous avons
n = 0, et donc d(y) = A. Alors X est un cobord aussi dans A. N’étant pas un cocycle dans A, nous
avons une contradiction, et donc A n’est pas un cobord dans le quotient. La classe [\] dans le quotient
étant non-nulle, nous introduisons w; € W? pour tout i € {0,...,5}, et posons d(w;) = a'b’ " et
¢(w;) = 0. De cette fagon, ¢ envoie la classe [\ — w;] sur [\;]. De plus, nous posons r(w;) = A; € A.

En degré 11, supposons que nous avons un cocycle dans K°. Alors il s’agit d’une multiplication
de quatre éléments de degré 2 et d'un de degré 3. Cependant, les éléments de degré 2 sont des
cocycles mais pas celui de degré 3, et donc la multiplication ne peut étre un cocycle. Nous concluons

10
que W7 = 0.

Endegré 12, K 5 contient des éléments de la forme o - - - a5 ot1 nous avons deux possibilités pour
les degrés :

(1) || = ool =|as| =2 et |as| =|as| =3, 0u

2) |ou| = [az| = |ag| = || =2 et |as| = 4.

La premiére possibilité ne crée pas de cocycle, comme nous 'avons montré dans le type (1). Ce-
pendant un élément respectant la deuxieme possibilité est forcément un cocycle, et donc il suffit de
regarder les monomes. Nous avons

o, ..., g € spcm{a,b}
as € span{eﬂ,:ahb{(a2 ®1-1®ad®),(0*®1-10b),(ab®1—-1®ab),(a®@b—b®a)}.

Tout produit o := a - - - a5 de cette forme est aussi un cobord.

Evaluons tout d’abord lorsque a5 € {a2, ab,bQ}. Alors aj - - - aj est de la forme a'b%~?, pour
i € {0,...,6}. Soit A € A tel que d(\) = a'B8°7%, et supposons qu'il s’agit d’'un cobord dans le
quotient. Alors il existe un v € A etunn € K° tel que dans A nous avons

d(v) +n=A

La différentielle implique d(n) = d(\) = a'b®~* € K, et donc 7 est de degré 11. Puisque K ne
contient pas de degré 11, A n’est pas un cobord dans le quotient. Cependant, nous n’avons pas a
introduire de nouveaux éléments dans W, puisqu’il existe un u € {a,b} etun j € {0, ...,5} tel que ¢
envoie la classe [\ — u - wj] sur [A].
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Evaluons maintenant lorsque
as € {(a2®1 —1®d),*21-120b0%),(abx1 - 1®ab)}.

Alors a5 est un cobord. Prenons A € A tel que d\ = «; - - - a5 et notons € A tel que dn = as.
Remarquons que 7 € K. Notons 1/ := ay - - - ayn € K°. Alors dy’ = aj - - - as. Alors A — 7/ est un
cocycle de degré 11 dans A. Puisque H'!(A) = 0, il s’agit aussi d’un cobord, et donc il existe v € A
tel que dy = A — 7. Dans le quotient, nous obtenons dy = A, et donc la classe de ) est nulle. Nous
n’avons donc pas besoin d’introduire d’éléments dans W

Il ne nous reste que le cas a5 = (a ® b — b ® a). Puisque {a,b} forme une base de span{a,b}
et que les deux éléments sont des cocycles, il n’est pas nécessaire de vérifier toutes combinaisons
linéaires. Remarquons aussi que le produit o n’est pas cobord d’un élément de K°. Tout A € A
avec d\ = a est donc un cocycle dans le quotient, mais pas un cobord. De plus, aucune classe de
A ® W< n’est envoyé par ¢ sur \. Introduisons alors w! € W1, pour chaque i € {0,...,4}, et
posons d(w)) = a'b* (e ® b — b® a) et p(w}) = 0. Afin de définir r(w}]), nous introduisons

G=0by®1-3y@b+3bRy—1aby)ab' ™" pouri=0,1
G=0br®l—-220a+b@r—2®b+2a®z—1R®bx)b
G=(ar®1-3z®a+3a®z—1®azx)a®>b*" pouri=3,4.
et N, =¢(-(a®b—b®a), pour chaque i € {0, ...,4}. De cette fagon, d()\}) = d(w}). Nous posons alors
r(wp) = A
En degré 13, les éléments de K° sont des combinaisons linéaires d’éléments de la forme o - - - a;
ol nous avons trois possibilités pour les degrés :

(1) || = |ag] = |ag| = |aa| =2 et [as| =5,
(2) || = ool =|as| =2, |aa| =3 et |as| =4, 0u
B) |ai| =|ao] =2 et |az|= || = |as| = 3.

Regardons les combinaisons linéaires qui sont des cocycles. Notons «; ;) les éléments de la com-
binaison respectant la premiére possibilité, 3; j) ceux de la deuxieme, et 7(; ;) ceux de la troisiéme,
et notons «, (3 et v leur somme respective. Alors nous évaluons le cocycle

at+f+y= Z@(m) Qs t Zﬁ(m) B + Z’Y(i,l) T (6,5)-
Remarquons alors que v € span{a’xyz, abxyz, b’xyz}, ott nous avons la différentielle
dixyz) = (6> @1 -1@ad})yz— (1’ @1 -12b*)xz + (ab® 1 — 1 ® ab)xy

Puisqu’aucune autre différentielle ne contient de multiplication de deux éléments parmi {z,y, z},
nous avons v = 0. Il nous reste donc « + 3, avec

Qg Qg € spcm{a4, a’b, a’b?, abg,b4}

Qi5) € spcm{(s RU—v®s),(st®@1—1& sv) ‘ s € {a,b},v € {x,y,z}}
By - Bug) € spcm{ag, a2b,ab2,b3}, Bia) € spcm{x,y,z}

Bis) € span{a®, ab,b% (a®@b—b®a),(st @1 —1® st) | s,t € {a,b}}.
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Ceci nous donne alors les développements de « et 8 suivants, ol1 tous ¢;, k; € Q :

= (c1a* + c2a%b + c3a?b? + cjab® 4 c5b)(ar @ 1 — 1 ® ax)

B =

+ (c6a4 + c7a’b + cga’b? + coab? + clgb4)(ay ®1—-1®ay)

(011a4 + c12a°b + ¢13a°b? + c14ab® + c15b4)(az ®1-1®az)
+ (c16a + c17a°b + c1sa’b? + crgab® + czob4)(b:n ®1-1®bx)
+ (ca1a* 4 €22a%b + ¢23a%b? + ¢p4ab® + cosb™)(by ® 1 — 1 ® by)
+ (026a4 + c97a%b + c9ga’b? + cogab® + 030b4)(bz ®1—-1®bz2)
+ (cz1a* 4 ¢32a°b + ¢33a°b? + c34ab® + e35bY) (2 @ a — a ® )
+ (c36a’ + c37a’b + c33a”b? + cg9ab® + C40b4)(y Ra—a®y)
+ (041a4 + c42a°b + c43a°b? + cyqab’ + 045b4)(z ®Ra—a® z)
+ (cspa* + c47a’b + c43ab? + cg9ab® + c5obM) (2 R b — b ® )
+ (es1a* + ¢52a°b + ¢53a2b? + c54ab® + c55b ) (y @ b — bR )
+ (cseat + c57a°b + cssa’b? + cspab® + 060b4)(z ®Rb—-b® z)

(k1a° + koa'b + k3a®b? + k4a’b? + ksab® + keb®)x
+ (kra® + ksa'b + koa®b? + k9a’b® + kijab? + k19b%)y
+ (k13a® + kg2’ + ki5a®b? + kiga’b® + ki7ab? + kigb®)z
(k19a® + kgoa’b 4 kgjab® + kxb®)(a @ b — b ® a)x
(k23a® + kosa®b + kasab? + kyb®)(a @ b — b @ a)y
(kara® + koga®b + kogab? + k3ob®)(a ® b — b ® a)z
(k31a® + k32a®b + kszab® + k3sb®) ~-1®a
(k3sa® + ksga’b + kgrab® + k3sb?) ~1®a
(k3ga® 4 kgoa’b + kgjab® + kpb®) (0’ @1 - 1®a
( )
( )
( )
( )
( )
( )

(

*)a
(a? %)
(a? ?)
(a? %)

kiza® 4 kqsa®b + kgsab® + kygb®)(ab @ 1 — 1 ® ab)x
( )
( )
(v?
(
(v?

X

y

z

kaza® + kaga®b + kagab? + ksob®)(ab® 1 — 1 ® ab)y
ks1a® + kspa’b + kszab? + ksyb®)(ab® 1 — 1 ® ab)z
3 —1®b*)x
¥ el-120%)y

1—1@#&

k55a3 + k56a2b + k57ab2 + ksgb
k:59a3 + k60a2b + k61ab2 + kgob
k63a3 + l<:64a2b + k65ab2 + k66b3

3

+ + + + o+t
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La différentielle d(a + ) nous donne alors

0= (cla4 + c9a°b + c3a’b? + cjab?® + C5b4)(a3 R1-1® a3)
+ (dj at + dpa’b + ¢j3a%b? + ¢ ab® + ;b (a®b © 1 — 1 ® a?b)
+ (cgat + cLa’b + cha?b? + chab® + ¢job?)(ab® @ 1 — 1 @ ab?)

ot les c;. et k:; sont définis par

kbs = kas + kss
kéG = k3¢ + ksg
ké7 = ka7 + k57
/ﬁég = k3s + ksg

kfg = ksg + ka3
kﬁ;o = k4o + kaa
kfﬂ = ka1 + kg5
Ko = kao + kue

/
/

Cl9g = C12 + C17
/

Cc13 =c13 +C18
/

Cly = C14 + C19
/

C15 = €15 + €20

C% = ¢ + Co26
C/7 =c7 + cor
6/8 = cg + C28
Cé = Cg9 + C29
0/10 = C10 + C30

(
+ (co1a® + c22a%b + 23a?b? + c4ab® + co5b!) (VP ® 1 — 1 @ b%)
+ (031a4 + ¢302°b + c33a%b? + cy4ab?® + c35b? )(a Ra—a® a2)
+ (036a4 + c372°b + c3ga’b? + cg9ab® + 040b4)(b —a®b?)
+ (cq1a? + cg0a’b + cu3a’b? + cygab® + 645b4)( b®a—a® ab)
+ (046a4 + c47a%b + c45a°b? + cy9ab? + C5Ob4)(a Rb—-b®a )
+ (cs1a® + ¢50a°b + ¢53a%b? + cs4ab® + cs5b4)(b @b—beb)
+ (csea’ + c57a’b + cssa’b? + csgab® + 060b4)(ab ®b—b® ab)
+ (k1a® + koa'b + kza®b? 4 kqab® + ksab” + keb®)(a> @ 1 — 1 ® a?)
+ (kra® + ksa'b + koa®b? + k19a’b? + kijab? + k1ob”) (B @ 1 — 1 ® b?)
+ (ky3a® + kisa’b + ki5a°b? + kiga’b® + kirab? + k18b5)(ab ®1—1® ab)
+ (k19a® + kgpa’b + ko1ab? + k22b3)( ®b—b®a)(d® —1®d%)
+ (koza® + kosa’b + kosab? + kogb®)(a @b — b ® )(b2 ®1—1®0b%)
+ (kg7a® 4 kaga®b + kagab? + k3ob*)(a @b —b® a)(ab® 1 — 1 ® ab)
+ (k31a® + k3ga®b + kzzab? + kyub?®)(a’> @ 1 — 1 ® a?)?
+ (ks1a® 4 ksoa’b + kszab® + k:54b3)(ab ®1—1® ab)?
+ (ksoa® 4 keoa’b + kgiab? + keab®)(b? @ 1 — 1 @ b?)?
+ (Khsa® + khsa’b + kbrab? + kheb®) (a2 @1 —1®d>) (0P @1 — 1 ® b?)
+ (khoa® + Kjpa’b + kjjab? + kjub®) (a2 ©1 —1® a®)(ab® 1 — 1 ® ab)
+ (Kjza® 4 kiga®b + kjgab® + kg0b3)(ab @1 -10a) (> 21 -10b?),

Ky = ka7 + ke3
kflg = kyg + kgs
kﬁlg = kg9 + kg5
k‘/50 = kso + kee

En créant la base B des cocycles de degré 12 de K?, les coefficients ¢; nous donnent les cocycles de

la forme

ab' ((ay —bz) @1 —1®@ (ay —bz)) et ab*((az —bx)

pour:=20,...,4
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Complexité topologique

Soit A € A tel que d) est un des éléments ci-dessus. Puisque d\ n’est pas dans d(K°), il ne s’agit
pas d’un cobord dans le quotient, et donc la classe [¢())] est non-nulle. Nous introduisons alors w;’
et w!” dans W2 et posons

dw!) =a'b* " ((ay —bz) ®1 — 1 ® (ay — b2)) p(wl) =
d(w!) = a"b4*i((az —bz)®1-1® (az — b)) p(w)") =

Twl" i =0,...,4} tel que ¢ envoie la classe [A — w] sur [¢p(N)].

1777

, nous introduisons \! et A/ dans A, pour i = 0, ..., 4 par
i i P P

De cette fagon, il existe un w € {w

Pour définir r(w)) et r(w,’

N = G((ay —b2) @ 1 — 1@ (ay — bz))
N = (((az —br) @1 — 1@ (az — bx)),

ol les ¢; sont définis plus haut. Alors

d(\)) = aib4_i((ay —b2)®1—1® (ay — bz))
d\!) = a'b* " ((az —bx) ® 1 — 1 @ (az — ba)).

Y ny _ /I
Alors nous posons 7(w;' ) = A et r(w;") = A/".

Les coefficients & rajoutent a notre base B les cocycles de la forme suivante (énumérées a
gauche) :

ab’ ((*@1-1Rd)y-(*ol-10b)x) = d@b* @el-102)(y@1-10y))

aib37i((a2 ®1-1®a’)z— (ab®@1—1®ab)x) = d(aibgfi(x ®1-102)(201—-1®2))

ab’ " ((ab®1-1®ab)y— (*©1-1®b)z) = d@b* 'zel-122)(ye1-187Y)),
pour i = 0, ..., 3. Cependant la colonne de droite nous montre que les cocycles sont tous dans d(K°).
En évaluant cas par cas, nous avons que tout nouveau cocycle du quotient créé par I'enlevement

des cocycles ci-dessus (a gauche de 1'égalité) est aussi un cobord dans le quotient. Sa classe étant
nulle, nous n’avons pas besoin de rajouter d’éléments dans W pour l'instant.

Jusqu’a présent, nous avons en degré inférieur ou égal a 12 les éléments suivants dans W :

w; W)
weWw avec0 <1 <5 avec 0 <3 <4
degré 9 11
d(w) a’b> ™ a’b' (a®b-b®a)
r(w) X N

CUZ/'I w,’i”

weW avec (0 < <4 avec0 <1 <4
degré 12 12 > 12
d(w) aib47i((ay —b2) @1 —1® (ay — bz)) aibﬁ‘*i((az —bz)®1-1® (az — b))
r(w) N/ pvid
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Il nous manque cependant des éléments en degré 12 dans W. Pour les autres cocycles dans notre
base B, il suffit d’échelonner une matrice. Remarquons que d(a + 3) € (A(a,b)'3, d). Nous prenons
donc la base

{d"®1, d%®1,.,"21, d®®a,.. 1®ad"}

de (A(a, b)!?, d) pour obtenir la matrice des coefficients (voir appendice B). Une fois échelonnée, elle
nous donne les derniers cocycles de la base B. Soit A € A tel que dX est un de ces cocycles. Alors
il se peut que ¢(\) ait une classe non-nulle. Dans ce cas, il nous reste des éléments de type (2) a
introduire dans W12,

Type (3)

Les éléments de type (3) de W sont des éléments servant a couper la cohomologie crée par l'ajout
de W que nous ne désirons pas.

Soit w € W de type (3). Nous pouvons définir r sur cet élément si et seulement si r(dw) est un
cobord. Si il n'y a pas de cohomologie dans le degré de r(dw), c’est-a-dire en degré |w| + 1, alors
r(dw) est forcément un cobord. Nous n’avons donc pas besoin de regarder les éléments de type (3)
en degré 10, 12 et supérieur ou égal a 14.

Remarquons aussi que les premiers éléments de type (3) annulent des cocycles de A ¢ (AT ®
AW)T ou (AT @ AW) @& (AT ® AW) ™. Les cocycles en degré inférieur ou égal & 14 sont alors formés
avec des éléments de type (2) de W en degré inférieur ou égal a 12.

Supposons qu'il existe un élément w € W? de type (3). Alors dw = s — tv, pour s,t € A, [t| > 2,
etv € W de type (2). Puisque |t| 4+ |v| = |tv| = 10, nous avons |v| < 8. Cependant W commence en
degré 9. Nous n’avons donc pas d’élément de type (3) en degré 9.

Regardons maintenant en degré 11. Supposons qu’il existe un élément w € W'l de type (3).
Alors dw = s — tv, pour s,t € A, |[t| > 2, etv € W de type (2). Alors nous avons deux possibilités
pour les degrés de t et v :

[t =2 et [v|]=10 ou lt| =3 et |v] =9.

La premiere possibilité est impossible car nous n’avons pas d’éléments de type (2) de degré 10. La
deuxieme possibilité implique que tv se retrouve dans 1'espace engendré par les éléments de gauche
suivants, ou a droite est leur différentielle respective :

XWw; »i> (a2 ®R1-1® a2)wi —a'b® i

ywi — P R1-1® b )w; — a'b’ 'y

zw; — (ab® 1 —1® ab)w; — a'b° ‘z.
Cependant, il est impossible de trouver un s € A tel que d(s) = d(tv), et donc s — tv n’est pas un
cocycle. Alors w € W de type (3) n’existe pas.

Il ne nous reste qu’a vérifier le degré 13. Supposons qu'il existe un w € W13 de type (3). Alors
dw = s —tv, pour s,t € A, |t| > 2, etv € W est de type (2). En considérant que v ne peut étre de
degré 10, nous avons deux possibilités pour les degrés de t et v :
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(1) |t|=2 et || =12
) |t|=3 et o] =11
3) |t =5 et |v] = 9.

Regardons tout d’abord chaque cas séparé, et ensuite, nous regardons le cas ou tv est une combi-
naison linéaire de plusieurs degrés de ¢ et v.

Regardons les éléments de type (3) dont la différentielle n’est pas composé des éléments de
type (2) non-développés dans W. Pour l'option (1), tv est dans 'espace engendré par les éléments
suivants, out leur différentielle respective est a droite :

aw! % a b ((ay —b2) @1 — 1 ® (ay — b2))

aw!” — ai+1b4_i((az —bz)®1—-1® (az — b))

bw! — a'b” ' ((ay — b2) ® 1 — 1 ® (ay — bz))

bw! — aib5_i((az —bz)®1-1® (az — bx)),
pour i € {0,...,4}. Prenons s € A tel que ds = d(tv). Supposons que d(tv) n’est pas dans d(K°).
Alors il n’existe pas de n € K° et de v € A tel que d(v) + 1 = s. Alors la classe [¢(s)] = [¢(s — tv)]

est non-nulle dans le quotient. Cependant, la classe [s — tv] est nulle dans A ® AW. Nous regardons
donc seulement les tv dont leur différentielle est dans d(K?), qui, en degré 15, est engendré par.

Regardons I'option (2). Alors tv est dans I’espace engendré par les éléments de gauche suivants :

Xw, N (@?®1-1®d)w—ab* (a®b—b®a)x
yw, — (P01 100w —a'b"  (a®b—-b®a)y
/

2w, — (ab® 1 —1®ab)w) —a' b (a@b—b®a)z.

Cependant, puisque les différentielles contiennent toutes du W, il est impossible d’avoir s € A tel
que d(s) = d(tv). L'option (2) est donc impossible.

Il nous reste 1’option (3). Nous ne voulons pas de W dans les différentielles de tv, comme nous
avons vu dans l'option (2). De plus, il serait impossible d’annuler le W de l'option (3) avec des
éléments de l'option (2), car il ne s’agit pas du méme degré de W. Nous voulons donc que ¢ soit un
cocycle. Alors tv est dans 1’espace engendré par les éléments de gauche suivants :

((ay —b2) @1 — 1@ (ay — bz))w; N a'b” ' ((ay —b2) ®1 - 1® (ay — b2))
((az —b2) @1 —1® (az — bx))w; — ab’"((az —br) ® 1 — 1@ (az — b)),

pour i € {0,...,5}. Remarquons que les différentielles sont les mémes que dans 'option (1), et donc
la méme contradiction s’applique ici.

Regardons alors les combinaisons linéaires. Les options (1) et (3) nous donnent les cocycles sui-
vants :

bw! — ((ay —b2) @1 —1® (ay — bz))w;
bw!” — ((az —bz) ® 1 — 1 ® (az — bx))w;
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pour i € {0,...,4}. Puisque ¢ envoie ces deux formats de cocycles sur 0, il envoie leur classe non
nulle sur une classe nulle. Il nous faut donc ;, o, € W14 de type (3), avec

d(o;) =bw; — ((ay —bz) ® 1 — 1 @ (ay — bz))w;
d(o}) =bw;” — ((az — bz) ®1 - 1® (az — bx))w;

Regardons alors si les éléments suivants sont des cobords dans A :

r(d(c;)) =bA — ((ay — bz) ® 1 — 1 ® (ay — bz))\;
= ((ay —b2) ® 1~ 1@ (ay — 2)) (bG; — Ni)

r(d(c})) =bA = ((az — bz) ® 1 — 1 @ (az — bx)) X,
= ((az —bz) ®1 - 1® (az — bz)) (b — A;).

Supposons qu'un des éléments ci-dessus n’est pas un cobord. Alors il contient I’élément abz ® abz
dans son développement. Puisqu’iln’y a qu'un z dans (ay — bz) ® 1 — 1 ® (ay — bz)) et ((az — bz) ®
1 -1® (az —bx)), il doit y avoir un z aussi dans (b(; — A;). Puisqu’aucun \; ne contient de z, et que
le seul ¢; en contenant (», les seuls éléments ci-dessus qui pourraient ne pas étre des cobords sont
r(d(o2)) et r(d(a})).

Remarquons que (b{s — A2) est de degré 9, et que
HY(A)= H*(AV,d)® H (AV,d) @& HT(AV,d)® H*(AV,d).

Notons /3 la somme des éléments de (b{z — A\2) qui n’est pas de degré 2 d’un c6té du tenseur. Alors
§ est un cobord. Notons ' € A tel que d(8') = /5. Nous avons

(bl — o) = B + 2a® (b*z — aby) — 2(b*z —aby) ® a + 3(a’y — b*z) @b — 3b® (a®y — b*x)
:d(ﬁ’ 4+ 20aQyz — 2yz®@a + 3xyR®b — 3b®:cy).

Puisque (b(z2 — A2) est un cobord, alors r(d(o2)) et r(d(c%)) le sont aussi. Nous pouvons donc définir
la rétraction sur tous les éléments de type (3).

La seule possibilité que r soit impossible a définir serait s’il existe un élément 7 de type (3),
dont la différentielle dr contient un élément de type (2) de W, introduit suite a 1’évaluation de la
matrice. De plus, il faudrait que r(d7) ne soit pas un cobord dans A. Un tel élément ferait en sorte
que tc(X) = 5. Sl n’existe aucun élément avec un tel comportement, nous avons tc(X) = 4. Les
contraintes de temps nous force a nous satisfaire de 4 < tc(X) < 5.

7.3.6 Complexité topologique : T'C'(Xg)

La proposition 5.20 nous dit 7C'(X) < tc(X) = 5. Prouvons ici que T'C'(X) > 3. Considérons le
diagramme commutatif d’adgc suivant

A®4 P A®4/K®4
MJ{ '\ (;ST:
A A%t @ AW
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et rappelons la cohomologie de X :
H*(X) = Q& Qld] ® Qb @ Qay — bz] ® Q[az — bx] ® Q[a’y — abz].
Introduisons le cocycle de K®* suivant :
a:=a@b®ex + b¥ex + a® ey + a®? by — 2a%? bz - 2ab® w2

Nous avons montré dans la section tc(X) avec m = 3 que M («) a une classe non-nulle dans A. Par
le corollaire 6.11, nous obtenons T'C'(X) > 3. Nous concluons que T'C'(X) est aussi 4 ou 5.

7.4 Modéle pur avec des degrés pairs différents

Notons X l'espace rationnel ayant le modele minimal (AV,d) = (A(az, by, x5, y7, 211),d) ot a,b
sont des cocycles et dz = a® + ab, dy = a* et dz = b?. 1l s’agit bien d’un modeéle homogene avec
Q = {a,b}, P = {z,y, z}. Commengons par évaluer sur quel type d’espace nous travaillons.

7.4.1 Algebre ?/;p

Regardons I'espace quotient
A A(a,b
Q/dP (@ )/a3+ab, at, b

Puisque nous coupons a*, nous n’avons aucune puissance a* pour un k > 4. De méme, toute puis-
sance b* pour k > 3 est nulle. Nous savons donc que l’espace quotient est de dimension finie.
Le théoreme 3.47 nous confirme que la cohomologie de X est aussi de dimension finie. Nous tra-
vaillons donc sur une adgc elliptique.

Notons aussi que par le théoreme 3.49 et puisque dim P = 3etdim Q = 2, nous avons que dim P
est égale a 0 ou 1. Cependant, puisque dP = {(a® + ab), a*, 0%}, nous avons dP N (ATQ - dP) = 0, et
donc P = 0. Alors dim P > dim P + dim Q nous dit, par le théoreme 3.50, que notre modele n’est
pas formel.

7.4.2 Cohomologie de X

Puisque (AV, d) est elliptique, nous pouvons appliquer le théoreme 3.43. Le plus grand degré tel
que la cohomologie est non-nulle est donc 19.

Degrés pairs

Le premier cocycle apparait en degré 2. Nous avons alors la classe [a]. Le degré 4 est engendré
par a® et b. En degré 6 nous avons a® et ab, mais puisque ab = dx — a?, il n’y a qu’une seule classe
linéairement indépendante. En degré 8 nous avons a*, ab et b%. Le premier est le cobord de y, et le
deuxiéme est celui de az — y. Alors nous avons seulement [b?]. En degré 10, nous avons les cocycles
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a®, ab et ab?, soient les cobords de ay, (a*r — ay) et (bx — a®x + ay) respectivement. En degré 12 et
plus, les cocycles dans A(a, b) sont tous des cobords :

afbt = d(aFbly) pourk >4etl >0
a®v! = d(a*b e — aF 1 y) pourk >2etl >1
afbt = d(aFb'32) pourk >0etl >3

Les trois éléments =y, 2z et yz sont aussi de degré pair. Regardons leur différentielle :

xy -y a®y + aby — a*z

2z — a3z + abz — bz
yz — a'z — by.

Toute combinaison linéaire sous A(a, b) des différentielles ci-dessus est non-nulle. Alors nous n’avons
pas d’autres cocycles en degré pair.

Degrés impairs

Regardons maintenant en degré impair. En degré 3 et 5, nous n’avons pas de cocycle. En degré
7, nous avons les éléments azx et y, avec leur différentielle respective a*a?b et a*. Alors il n’y a pas
de cocycles. En degré 9 nous avons

a’x »i> a® + a’b
bx — a’b + ab?
ay — a®

et donc toujours pas de cocycles. En degré 11, nous avons les éléments suivants, avec leur différen-
tielle respective :

a’z ri> ab + a*b abx ri> a*b + a’v?
ay — a by — a'b
2 — b,

Le seul cocycle est donc A := a*y — a3z + by. Il ne s’agit pas d’un cobord, puisqu’en degré 10 tout
élément est dans A(a, b) et donc est un cocycle.

Les éléments en degrés 13 avec leur différentielle respective sont :

a‘z % o7 + a®b a%bz % ab + a3
b z —s a®b? + ab® ady— a”
aby — a®b az —s ab®.
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Notons que le seul non-cocycle en degré 12 est xy, avec d(xy) = a3y + aby — a*z. Les cocycles en
degré 13 n’étant pas des cobords sont

at —ady —a’bx + b’ —az et aby + b’z —az — d’bx

Cependant, ils ont la méme classe, car

at — a®y — a®bx + b*x — az = aby + b’z — az — a®bx — d(zy).

En définissant v := aby + b?z — az — abz, la seule classe linéairement indépendante en degré 13 est
[v]-

En degré 15, nous avons les éléments

@’z % o® + a%b a®bx %5 abb + a*v?
ab’z — a’b? + a?b? aty — a®
a’by — a%b by —s a*v?

a’z — a’b? bz — b,

Considérons qu’en degré 14 il n’y a qu’un seul non-cocycle, dont la différentielle nous donne un
cobord en degré 15 :

axy LN aty + a’by — a’x
En plus de ce cobord, nous avons les deux cocycles linéairement indépendants
bA=a’by + b’y —adbe et ay=a’by + ab’z — o’z — a’bx,

ainsi que les cocycles énumérés a gauche :

a’r —a*y — a®bx +b%y = b\ —d(azy)
a’r — aty — a®bx + ab® —a?z = ay — d(azy)
ab’x — a’z —b%y = ay— bA.

La colonne de droite montre qu’il n'y a que deux classes linéairement indépendantes : [bA] et [a].

En degré 17, nous avons les éléments suivants ainsi que leur différentielle :

a®z % a® + b a*bz % a7b + adb?

b’z —s b + a3b? bz —s a®b® + ab?
a’y — a’ a®by —s b
ab’y — a°b? adz — a®b?

abz — ab*.

Considérons les non-cocycles en degré 16 avec leur différentielle :

a’ry LN a®y + a®by — o’z
by — a®by + ab®y — a*bx

2z — a2z + abz — b3z
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Les différentielles ci-dessus nous donnent trois cobords en degré 17. De plus, nous avons le cocycle
by = ab*y + b3z — abz — a?b*z, ainsi que les cocycles suivants, a gauche :

a®y — abz + a*bx — ab®y = d(a’zy — bry)
ab®y — a’b’z + a2 by — d(z2)
a®y — abz + a*bx — a®b’x + a3z by + d(a’zy — by + x2)
a®y — abz + a*bx — a®b’x + b3z — abz by + d(a’xy — bxy)
(
(

a*br — a’by — a®b’x + a3z by + d(xz — bxy)
a*br — adby — a’b’x + bPx —abz = by — d(bzy)

La colonne de droite montre que toute classe non-nulle est égale a [b]. La seule classe en degré 17
est donc [by] = [ab?y + bz — abz — a*b*x).

En degré 19, nous retrouvons les éléments suivants, avec leur différentielle respective :

a’z % ol + a®b a®bz %5 a8 + abb?
b’z —s aS% + a*b? ab3z — a*b® + a®b?
aby — a!? atby — a®b
a’b?®y — av? by — a*h?
atz — a*b? a’bz — a?b*
by — b°

Considérons les non-cocycles en degré 18 avec leur différentielle respective :

adry LN aSy + a'by — a"x
abzy — a*by + by — a’bx
arz — a*z + a*bz — ab’x
yz — a*z — by
En plus des quatres cobords ci-dessus, nous avons en degré 19, le cocycle b2\ = a?b?y — a3b?x + b3y,
ainsi que les suivants (colonne de gauche) :
aSy — a"z + abx — a®’y = d(adzy — abzy)
by —abdz +a?bz = d(axz —y2)

aby — a"z + abx — aPb’x + b3y b2\ + d(adzy — abxy)

aby —a"z + abx — a¥b?z +atz = BN+ d(aPvy — abzy + yz)
aby — a"z + abx — ab®z + ab3z — a’bz = b2\ +d(aPry — abry — axz + yz)
a’br — a'by — a3’z + b3y = b\ — d(abxy)
a’br — a*by — a*b?z +a*z = b2\ +d(yz — abxy)
a’bx — a*by — a®b®x + ab®z — a’bz = b2\ + d(yz — abry — axz)
a?b’y —adb’r +atz = VA +d(yz)
a’b’y — a3’z + ab®z — a®bz = BN+ d(yz — axz)

La colonne de droite montre alors que [b?)] est la seule classe en degré 19.
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Puisque H>1(AV,d) = 0, nous avons
H*(AV,d) = Q& Qlal @ (Q[e”) © Qlt]) ® Qle’] & Q¥*] @ QI
& Q] & (QbA @ Qlar]) © Qo] & QYA

avec A = a?y — a’x + by et v = aby + b’z — az — a’bx.

7.4.3 LS-catégorie de X

Le théoréme 6.3 nous dit que cat(X) = e(X). Evaluons le diagramme commutatif suivant

AV d) —L— (AV /oy, d)
N ¢}
T (AV @ AW, d)

ol p est la projection canonique et ¢ I'inclusion.

Posons tout d’abord m = 3. Rappelons que A\ = a?y — a3z + by est composé d’éléments de
longueur entre 3 et 4. En quotientant par A>3V, la classe [b?)\] = [a?b%y — a®b?x + bPy] de degré 19
est coupée. L'application p n’est donc pas injective, ce qui implique e(X) > 3.

En posant m = 4, nous quotientons par A>*V/, ce qui ne coupe aucune classe de cohomologie.
Dans le quotient, les classes sont seulement réduites. Par exemple, la classe [b*)] devient

[b?A] = [a®b%y — a3b%x + b3y = [b3y].
L'application p est alors injective, puisqu’il n’y a pas d’élément de type (1) dans W. Alors e(X) = 4.

Nous concluons que cat(X) = 4.

7.4.4 nil ker py

Posons 'adgc
N = ( A(Oé2)/a4 ® A(ﬂ4)/ﬁ3 ® X57d>

avec da = df = 0 et dy = o3 + af3. L'application ¢ : (AV,d) — N définit par

ali>a y+—0
b— z+—0
T— X

est un quasi-isomorphisme. La cohomologie de NV est la suivante :
H*(N) = Q@ Qla] @ (Qle?] @ QI]) ® Qlo?] @ QIF*] ® Qla*x] @ Q8> — a*Bx]
& (Qla*8x] @ Qlas?y) & Qla?8%x] @ Qla* 8
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Calculons nil ker py, qui sera une borne supérieure de tc(AV, d). Nous savons que ker iy est
l'idéal engendré par {u ® 1 — 1 ® u | u = o, § ou x}. Les égalités suivantes

(a®1l-1®a)f= —20°®a?
(a®l-1®a)’ =0
Bel-128)"=68* 5
Bo1-12p)° =0
(x®1-1®x)%*=0

nous montre que la multiplication
(@@l-10a)(Bel-12p) (x®x) = -120a°5%x @ o’ #%x

est en fait la plus longue multiplication non-nulle de ker x. Alors nil ker p1n = 11.

7.4.5 nil ker Uy

Puisque N et (AV,d) ont la méme cohomologie, regardons le produit cup sur N. Puisque la
multiplication de longueur 7

(o - ell) (B e Ll - 1o B)
= —20([a*6%] ® [0]) +20([0"] @ [?5%])

est la plus longue multiplication non nulle dans ker Ug, nous avons nil ker Ug = 7.

746 tc(X)etTC(X)

La proposition 6.7 ainsi que notre théoréeme 7.1 nous donnent la suite
7=nilker Ug < TC(X) < tc(X) <2-cat(X)=8.

Les calculs étant encore plus long que ceux de 1’exemple 7.2, nous nous contentons de cette inégalité.
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Conclusion

Bien que parfois incapable de calculer exactement les deux invariants 7C'(Xg) et tc(X), ils
semblent toujours tres proches.

Nous avons aussi remarqué que, bien que les nombres 2caty(X) et nil ker 11y soient des bornes
supérieures de tc(X), ils semblent indépendants. Effectivement, dans 1’exemple 7.3 nous avons
nil ker uy < 2 - cat (X), tandis que dans I'exemple 7.4, nous avons nil ker uy > 2 - cat (X). Cal-
culer les deux invariants nous permet de resserrer l'intervalle autour de TC'(Xg) et tc(X). Mal-
gré tous nos efforts, nous n’avons pu trouver d’indice de l’existence d'un espace X pour lequel
TC(Xg) < te(X). Tous nos calculs tendent a supporter la conjecture

TC(Xg) = te(X).
D’autres questions concernant la complexité topologique sont encore sans réponse. Par exemple,

le théoreme 4.19 de Hess montre que cato(X) = Mcat(X). Nous nous demandons alors si cela tient
aussi pour la complexité topologique. Avons-nous T'Cy(X) = MTC(X)?

Une autre question naturelle se rapporte au théoréme 6.3, qui nous dit que pour un espace X
rationnellement elliptique, nous avons cato(X) = eg(X). Ceci signifie donc que, pour le modele
(AV,d) de X ainsi que le diagramme commutatif suivant pour m = cat(X)

(AV,d) ——— (M /p>my, d)

lm
\ ’:T¢m

(AV ® AW, d),

I'espace W ne contient pas d’élément de type L. Si nous regardons le modele
A —>p 4 / Km'+1

N

A AW,

qui nous aide habituellement & trouver tc(X ), avons nous la méme relation ? Si W’ ne contient pas
d’élément de type I, pouvons nous affirmer que tc(X) < m’'?
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Annexe A

Table de multiplication de 7*(X,)

(exemple de la section 7.2)

Rappelons que X, est ’espace rationnel ayant comme modele A, = (A(ag,bo, x5,y7),dy), Ot
dya = dyb =0, dyz = a®b, et dyy = a* + b* + (ya + b)*. De la cohomologie

H*(A,) = Qo (Qla] Q) @ (Qla?] @ Qlat] ® QP @ (Qla’] @ Qlab] & Qb))
@ (Qlab’) & Qb)) @ Qla”),

nous obtenons les tableaux de multiplication :

ECENC (7] ] 7] [a”] [ab?] "]
] | [a?] [ab] [a?] 0 [ap?] “OREIERT g [ab?]
] [b?] 0 fab?] [ 0 [ab?) ]
[a?] e [a%] 0 0
[ab] 0 [ab® 0 0 (17")[a?]
) b 0 W] (14 4[]
[a3 0 0 0
[ab?] 0 0
[b°] 0
[ab’]

[b]

%]
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: [ab’] . [bj)][ . [a”]
[a] 0 U le”] 0
[@] (TR
a 0 0 0
[ad] 0 0 0
[b?] 0 0 0
a3 0 0 0
[ab?] 0 0 0
7] 0 0 0
[ab?] 0 0 0
[bY] 0 0
[a®] 0

Notons que puisque a et b sont de degré pair, le tableau est symétrique.
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Annexe B

Matrices des coefficients

Le tableau B.1 représente la matrice des coefficients de 1’élément o + 3 de 1’'exemple 7.3 (tc(X),
construction du type 2). Le tableau B.2 représente la matrice échelonnée réduite qui lui est associée.
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Tabeau B.1 Matrice des coefficients (non-échelonnée)

G

C2

C3

C; C5 Cg C

C

Cy Cip C11 C'12 C'13 Cliq Cts Cn

C22 Ca

N

Co4 Co5 C31 C3p Ca3 Ca4 Cas Cap Caz Cag Cag Cao Cay Cap Ca3 Cas Cas Cap Caz Cag Cag Cso Csy Csp Cs3 Css Css Csg Cs7 Csg Csg Ceo

Ky

ks

ks

ks

k9 k10 kll k12 k13 k14 k15 k16 I(17 le k19 k20 kZl kZZ k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30 k31 k32 k33 k34 kl35 k’36 kl37 k.38 kl39 kl40 k’41 kl42 k’47 kl48 k‘49 k’50 k51 k52 k53 k54 k59 k60 kGl kGZ

a®1

ah®1
ab’®1
a'b’®1
ah'®1
ab’®1
ab®® 1
b'®1

1

1

1

1

1

a¥®a
ab®a
a'b’®a
ab’®a
ab'®a
ab°®a
b’®a

-3

-1

-3

-1

-2

-2
-1

-2

-2

-3

-1

-2

-1

-1

a®b
ab®b
a'b’®b
a’b’®b
ab'®b
ab°®b
b’®b

-2

-3

-2

-3

-2
-3
-2

-3

-4

-2

-3

-1

-2

-1

-2

-2
-3

a®a
a'bh®a’
a’b’®a*
ab’®a*
ab*®a*
b’ ® a*

-2

-1

-1

10

10

-2

-1

a®b
abh®b’
a’h* ® b*
ab*®b*
ab* ® b*
b° ® b

-1

-1

-2

-3

-2
-3

10

10

-1

-1

-2

-2

-3

-1

-2

a’®ab
a'bh®ab
a’b’ ®ab
a’b’®ab
ab* ® ab
b’ ® ab

-2

-3

-2

-1

-1

-2

a®a
abh®a’
ab’®a’
ab’®a’
b’ ®a’

-2

-1

-1

-1

-4

-2

-1

a®b’
a’b ® b’
ab*® b’
ab® ® b*
b* ® b*

-1

-1
-2

-4

-1

a’ ®ah
a’h ®a’b
a’b’ ®a’b
ab’ ® a’b
b*®ah

-3

2

-3
-1

-6

-1

a' ®ab
a’b ® ab*
a’b’ ® ab’
ab® ® ab*
b* ® ab’

-2

-2
-3
-2
-3

-6

-4
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Tabeau B.1 Matrice des coefficients (suite)

&

C1 Cp C3 C4 C5 Cg C7 Cg Cy Clo C Clip Ciz Cug C'is Cor Cop Co3 Coa Cos Car Cap Caz Cas Css Cas Caz Cag Cag Cao Cas Caz Cag Cas Cas Cas Caz Cag Cag Cso Csy Cs Css Cos Css Csg Csz Csg Cso Ceo| Ki Ko ks Ky Ks kg K7 Kg Ko Kig Kiy Kia Kig Kig Kis Kis Kz Kig Kig Kao Koy Koo Koz Kas Kas Kos Koz Kag Kag Kao Kay Kap Kag Kaq K'ss Kz K'az K'ag K'sg K'ag K'ay K'ap K'az K'ag K'ag K'so Ksy Ksz Ksz Ksa Kso Keo K Kea

1®a’ -1 1 -1
1®ah -1 -1 1 1 -1 -1

1®a’b’ -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1

1®a'’’ -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1®a’t’ -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1®a’t’ -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1®ab’ -1 -1 1 1 -1 -1
1®b’ -1 1 -1
a®a’ 4 -1 5 3

a®a’h 3 4 -1 -1 -4 5 1 2 3

a®a'b’ 2 4 3 -1 -1 -1 -3 5 -4 1 1 1 3 2 3

a®a’d’ 1 3 2 4 -1 -1 -1 2 -4 3 1 1 1 2 1 3 2

a®a’b? 2 1 3 -1 -1 -1 -1 3 2 1 1 1 1 2 1 3

a®ab’ 1 2 -1 -1 2 -1 1 1 1 2

a®hb’ 1 -1 -1 1 1

b®a’ 1 -1 -1 -1 1

b®a’h 2 1 -1 -1 2 -1 -1 -1 2 1

b ® a'b* 3 1 2 -1 -1 -1 3 -1 2 -1 -1 -1 3 1 2 1

b®a’b’ 4 2 3 1 -1 -1 -1 -4 2 3 -1 -1 -1 2 3 1 2

b® a’b’ 3 4 2 -1 -1 -1 5 3 -4 -1 -1 3 2 3 1

b ® ab® 4 3 -1 -1 -4 5 -1 3 2
b®h° 4 -1 -5 3
ad®a 6 5 9 -1

a‘®a’h -3 6 4 4 1 5 10 -3 1 2

a®a’h’ -1 6 3 3 4 3 1 2 10 6 2 -3 2 2 -3

a‘®ah’ -3 -1 6 2 3 2 1 6 3 -1 -3 2 2 1 3 -1

a‘®ab* -1 3 1 2 1 1 -1 3 1 -2 -1 1 1 -1 -3
a®b -1 1 1 -1 1 -1 1 -1

b’ ®a’ -1 1 1 1 -1 1 -1 1

b*® a'h -3 -1 1 2 1 1 3 -1 1 2 1 -3 1 -1 1

b’ ® a’b* 6 -1 -3 1 3 2 2 6 3 3 1 2 -3 1 -1 2

b’ ® a’b® -3 -6 -1 1 4 3 3 10 2 6 2 3 2 -3 2

b* ® ab* -6 -3 1 4 4 5 10 3 2 1

b’ ® b° -6 5 9 -1

ab®a -3 1 1 4 4 -1 3 2 1

ab®a'h -4 -3 2 2 3 5 6 3 1 3 2 -1 2

ab®a’h* -3 -3 -4 3 1 3 2 4 4 6 4 5 -1 3 1 2 -1 1

ab ® a’b® -4 -3 3 4 2 4 1 3 3 4 6 5 3 1 -1 2 1 -1

ab ® ab* 3 -4 3 5 2 2 6 3 -1 -3 -1 2 2

ab ® b° -3 4 1 1 4 -1 -3 1 -2

a®a 5 -10 -5 -6

@®ah 2 4 6 6 -4 -10 2 -4 2

a’®a’b’ 1 4 1 -3 6 -3 -3 2 -10 -4 3 2 2 2

a’®ab’ 1 1 4 -1 -3 -1 -2 2 -4 -1 -1 3 1 -2 -1 1
a’®b’ 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1

b'®a’ 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1

b*® a’h 4 1 1 2 -3 -1 -1 -4 2 -1 -3 1 -1 2 1 -1

b*®a’h* 1 4 1 3 6 -3 -3 -10 2 -4 -3 2 2 2

b* ® ab® 4 2 -4 -6 -6 -10 2 2 -4

b’ ® b* 5 -10 5 -6

ab®a’ 3 1 -4 -4 -6 5 5 -2 2 -3

ab®a’b 2 4 6 -6 -4 -10 -4 2 2 -4 -4 2 -6

ab ®a’bh’ 3 3 6 -3 6 3 6 6 6 3 3 -3 -6 3 3 -4
a‘’b ® ab® 2 1 3 -4 -4 -4 3 3 3 4 6 -1 1 1 1 2 -3 -1 2
a’b ® b* 1 2 -3 -4 -1 -1 5 -3 1 2 -1 -3 -1

ab’®a’ 2 1 -1 -4 1 3 3 5 1 -2 1 -3 -1

ab’® a’h 3 1 2 3 3 3 -4 -4 -4 6 4 -1 -1 -1 -1 -2 -1 3 2

ab’ ® a’b? 3 3 6 3 6 3 6 6 6 3 3 -3 3 -3 4 -6

ab* ® ab® 4 2 -4 -10 -6 6 -4 2 2 4 2 -6 -4
ab* ® b* 1 3 6 -4 -4 5 5 2 -3 -2
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Tableau B.2 Matrice des coefficients échelonnée

C1 Cp C3 Cy C5 Ch C7 Cg C9 Co Clyy C'ip Cli3 C'ia C'is Cos Cop Coz Coa Cos Cay Cap Caz Cas Cas Cas Caz Cas Cag Cap Cay Caz Cas Cas Cas Cas Caz Cas Cag Cso Csy Csp Csz Csa Css Csp Cs7 Co Cso Coo| Ki Ko K3 Ky Ks Ke Ky Kg Ko Kio Kig Kip Kiz Kis Kis Kis Kiz Kig Kig Koo Koy Koo Ko Kos Kos Kog Koz Kog Koo Kap Kai Kap Kaz Kas K'ss K'ag K'sz K'sg K'sg Ko K'ag Kiap K'az Kiag K'ag K'so Ksy Ksp Kss Ksa Kso Keo Key Kea
1
1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 -1 1 -1
1 -1 1 1
1 3 -1 1 1 2 1 2
1 3 -1 1 1 2 1 2
1 -2 1 -1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1
1 1 1
1 2 1 -1 1 -1 2
1 -3 2 1 -1 -1 1 -3 -1 2 -1
1 -3 2 1 -1 -1 1 -3 -1 2 -1
1 1 -1 -1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1
1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
1
1
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