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Résumé

Il y a seulement une dizaine d’années que l’invariant de la complexité topologique a été défini.
Il y a encore beaucoup de travail à y consacrer. Ici nous comparons algébriquement les deux inva-
riants TC(XQ) et tc(X). En fait, ce qui nous motive, c’est la conjecture de leur égalité. Dans le but
d’appuyer cette conjecture, nous regardons les bornes inférieures et supérieures de chacun, pour
resserrer l’intervalle dans lequel ils se trouvent. Ceci nous a permis de trouver un nouveau résul-
tat : la borne supérieure 2 · cat0(X) de TC(XQ) est aussi une borne supérieure de tc(X). Ensuite,
pour trois espaces nous avons calculé l’intervalle dans lequel se trouvent TC(XQ) et tc(X). Tous
nos résultats nous incitent à dire que ces deux invariants se comportent bien de la même façon.
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Chapitre 1

Introduction

La théorie de l’homotopie rationnelle étudie les types d’homotopie des espaces topologiques.
À cette fin, nous voulons trouver le plus grand nombre d’invariants homotopiques possibles pour
faire avancer le sujet. Dans ce travail, lorsque nous parlerons d’un espaceX , il sera connexe par arcs,
simplement connexe, de même type d’homotopie qu’un CW-complexe et de type-fini, c’est-à-dire
qu’en chaque degré, la cohomologie est de rang fini.

En particulier, nous étudierons deux invariants homotopiques, TC(X) et tc(X), introduit res-
pectivement par M. Farber ([5]) et B. Jessup, A. Murillo, P.-E. Parent ([19]). Il est conjecturé que
TC(XQ) = tc(X), mais à ce jour, seulement l’inégalité TC(XQ) ≤ tc(X) a été prouvée ([19]). De
plus, M. Farber a montré que cat(X) ≤ TC(X) ≤ 2 · cat(X). À la section 7.1, nous montrerons que
tc(X) se comporte de la même façon :

Théorème 1.1. cat(XQ) ≤ tc(X) ≤ 2 · cat(XQ)

Aussi, nous calculerons ces invariants sur trois espaces elliptiques, pour obtenir les résultats
suivants :

Section Type d’espace cat TC, tc
X 7.2 formel 5 10
Y 7.3 homogène non-formel 3 4 ou 5
Z 7.4 non-formel pur 4 7 ou 8

Voici maintenant le contexte dans lequel cette conjecture se situe. Rappelons tout d’abord que
deux espaces X et Y ont le même type d’homotopie (X ' Y ) s’il existe deux applications f : X →
Y et g : Y → X telles que f ◦ g ' Id et g ◦ f ' Id. Aussi, ils ont le même type d’homotopie
faible (X ∼ Y ) s’il existe des espaces X = X(0), X(1), ..., X(n) = Y et des flèches (où l’orientation
n’importe pas)

X = X(0)
f0
// X(1) oo

f1
...

fn−1
// X(n) = Y

telles que pour tout k ≥ 0, les applications πk(fi) sont des isomorphismes.

En 2003, une nouvelle notion fut apportée par Michael Farber ([5]) à partir des travaux de Smale
et Vassiliev. En effet, la complexité topologique est un nouveau concept sur lequel nous travaillons
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depuis seulement une dizaine d’années, et donc, il y a une grande possibilité d’avancement. Mais
que signifie-t-elle exactement ? Et pourquoi est-elle intéressante ?

Pour un espace X , nous notons XI l’ensemble des chemins continus dans X muni de la to-
pologie compacte ouverte. Considérons l’application évaluation π : XI −→ X × X définie par
σ 7−→ (σ(0), σ(1)). Puisque X est connexe par arc, l’axiome du choix nous fourni une section
s : X × X −→ XI à π, c’est-à-dire une application s telle que π ◦ s = IdX×X . Cependant, à quel
moment cette section est-elle continue ?

Définition 1.2. Nous appelons la complexité topologique d’un espace X le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {U1, U2, ..., Um+1} de X × X et des applications continues si : Ui −→ XI

telles que π ◦ si = IdUi pour tout i = 1, ...,m+ 1. Nous notons TC(X) = m. Si un tel entier n’existe pas,
nous notons TC(X) =∞.

Attention ! Dans son article, Farber défini cet invariant comme étant la complexité topologique de
la planification du mouvement dans X , et il utilise un index légèrement différent. Il impose en fait que
le recouvrement soit composé de n ouverts au lieu de n + 1. Nous adapterons ses propositions et
théorèmes à notre convention.

Par la nature de la topologie compacte ouverte, nous avons ([5]) :

Proposition 1.3. TC(X) = 0 si et seulement si X est contractile.

Farber applique entre autre la complexité topologique sur les bras mécanique, par exemple dans
une chaîne de montages en trois dimensions. Supposons que nous avons un bras mécanique fixé au
sol et composé de n avant-bras.

L’espace des configurations du bras est équivalent au produit cartésien itéré

S2 × S2 × ...× S2︸ ︷︷ ︸
n-fois

,

où S2 est la sphère dans R3. Farber montre que la complexité topologique de ce bras est 2n. Plus
généralement, il montre le résultat suivant ([5]) :

Théorème 1.4. Soit X = Sm × Sm × ...× Sm︸ ︷︷ ︸
n-fois

, où Sm est la sphère dans Rm+1. Alors

TC(X) =

{
n si m est impair
2n si m est pair.
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La complexité topologique peut être assez difficile et longue à calculer si nous n’avons aucune
idée dans quel intervalle elle se situe. Notre but est donc de cerner et cibler celle-ci le plus préci-
sément possible. Cette tactique a été appliquée avec grand succès dans le cas d’un autre invariant
homotopique : la LS-catégorie, introduite en 1934 par L. Lusternik et L. Schnirelmann ([22]).

Définition 1.5. Pour un espace X , nous appelons la LS-catégorie de X le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {U1, U2, ..., Um+1} de X , où tout Ui est contractile dans X . Nous notons
cat(X) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous notons cat(X) =∞.

Tout espace contractile a donc une LS-catégorie de 0. Regardons les sphères de dimension n,
pour n ≥ 1.

Exemple 1.6. Puisqu’aucune sphère Sn n’est contractile, nous avons cat(Sn) ≥ 1. Soient x et y deux pôles
opposés de la sphère, et prenons les ouverts contractiles U1 = Sn\{x} et U2 = Sn\{y}. Le recouvrement
ouvert {U1, U2} de Sn implique cat(Sn) = 1.

La LS-catégorie et la complexité topologique sont des cas particuliers de la catégorie section-
nelle :

Définition 1.7. La catégorie sectionnelle d’une fibration p : E → B est le plus petit entier m tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {U1, U2, ..., Um+1} de B ainsi que des applications continues si : Ui → E
respectant p ◦ si = IdUi , pour tout 1 ≤ i ≤ m+ 1. Nous notons secat p = m.

Pour un espace X nous notons XI l’ensemble des chemins continus dans X . Pour un espace
pointé (X,x0), nous notons PX l’ensemble des chemins continus dans X démarrant à x0, muni de
la topologie compacte ouverte.

Lemme 1.8. Soient les deux fibrations ev1 et π définies comme suit :

ev1 : PX −→ X π : XI −→ X ×X
α 7−→ α(1) α 7−→ (α(0), α(1)).

Alors cat(X) = secat (ev1) et TC(X) = secat (π).

Ceci nous permet en fait d’évaluer le lien entre la LS-catégorie et la complexité topologique dans
le théorème suivant, que nous prouverons plus tard (théorème 6.6).

Théorème 1.9. Pour un espace X simplement connexe, cat(X) ≤ TC(X) ≤ 2 · cat(X).

Les définitions ci-dessus traitent l’aspect géométrique des espaces. Notons que tout espace topo-
logique possède, en caractéristique 0, un modèle algébrique, c’est-à-dire une algèbre différentielle
graduée commutative ayant en particulier la même cohomologie que l’espace en question. Il serait
donc intéressant de pouvoir calculer les invariants homotopiques sur ces modèles. Fasso Velenik,
L. Lechuga et A. Murillo ([6] et [20]) ont défini la complexité topologique de façon algébrique.

Soit (ΛV, d) le modèle de Sullivan d’un espace X (introduit à la section 3.2). Pour alléger l’écri-
ture, notons A = (ΛV, d) ⊗ (ΛV, d) et K := kerµ, où µ : ΛV ⊗ ΛV −→ ΛV est la multiplication
u⊗v 7→ uv. Considérons la multiplication itéréeM : A⊗m −→ A définie par α1⊗...⊗αm 7−→ α1···αm,
ainsi que la projection canonique Pm : A⊗m+1 −→ A⊗m+1

/K⊗m+1 .

8



Complexité topologique

Définition 1.10. La complexité algébrique de (ΛV, d) est le plus petit entier m tel que, pour le modèle ιm
de Pm

A⊗m+1 Pm //

ιm
))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW

' ψm

OO

r
oo

il existe une application d’algèbres différentielles graduées commutatives (adgc) r : A⊗m+1⊗ΛW −→ A telle
que r ◦ ιm = M . Nous notons TC(ΛV, d) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous notons TC(ΛV, d) =∞.

Afin d’estimer cet invariant, nous cherchons des bornes inférieures et supérieures. C’est ici que
le travail de B. Jessup, A. Murillo et P.-E. Parent ([19]) prend son importance. Nous comparons le
diagramme commutatif de la définition ci-dessus au diagramme commutatif suivant :

A
pm

//

ιm

''

A/Km+1

A⊗ ΛW

' φm

OO

r

XX

où Km+1 := M(K⊗m+1), avec pm la projection canonique et ιm l’inclusion canonique.

Définition 1.11. Nous écrivons tc(ΛV, d) := m, où m est le plus petit entier tel qu’il existe une rétraction
r à ιm, c’est-à-dire r ◦ ιm = IdA. Si un tel entier n’existe pas, nous notons tc(ΛV, d) :=∞.
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Chapitre 2

Préliminaires en topologie

Cette section explique les bases de la topologie que nous utiliserons tout au long de ce travail.
Nous parlerons donc d’homotopie, de rationnalisation, de cohomologie et de fibrations pour ensuite
expliquer ce qu’est le joint d’espaces topologiques.

Nous connaissons déjà les diverses définitions de connexité : connexe, connexe par arc, simple-
ment connexe. Rappelons cependant la définition suivante :

Définition 2.1. Nous disons qu’un espace non-vide X est n-connexe si πi(X) = 0 pour tout i ≤ n. Aussi,
nous notons conn(X) le plus grand entier n tel que X est n-connexe.

Rappelons que

Définition 2.2. Un espace X est normal si pour tout A,B ⊆ X fermés et disjoints, il existe des voisinages
ouverts U et V de A et B respectivement tels que U ∩ V = ∅.

2.1 Homotopie

Commençons par un rappel de notation :

Notation 2.3. Pour deux applications homotopes f, g : X → Y , nous écrivons f ' g. Pour deux espaces
topologiques X et Y , nous écrivons X ∼= Y s’ils sont homéomorphes.

Définition 2.4. X et Y ont le même type d’homotopie s’il existe deux applications f : X → Y et
g : Y → X telles que f ◦ g ' Id et g ◦ f ' Id. Nous notons alors X ' Y . Nous disons que X et Y ont
le même type d’homotopie faible s’il existe des espaces X = X(0), X(1), ..., X(n) = Y et des flèches (où
l’orientation n’importe pas)

X = X(0)
f0
// X(1) oo

f1
...

fn−1
// X(n) = Y

tels que pour tout k ≥ 0, les applications πk(fi) sont des isomorphismes. Dans ce cas, nous notons X ∼ Y .

Remarquons alors que X ∼= Y =⇒ X ' Y =⇒ X ∼ Y . De plus, nous avons le théorème de
Whitehead ([33]) :

Théorème 2.5. Si X et Y ont chacun le type d’homotopie d’un CW-complexe, alors X ' Y ⇐⇒ X ∼ Y .
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2.2 Rationalisation

À partir de ce point, nous travaillons rationnellement, à moins d’avis contraire. Il est donc im-
portant de bien comprendre ce qu’est une rationnalisation, ainsi que quelques autres définitions
rationnelles.

Définition 2.6. Un espace X simplement connexe est dit rationnel si tous ses groupes d’homotopie sont des
Q-espaces vectoriels.

Définition 2.7. Une rationalisation d’un espace X est une application continue f : X −→ XQ où
(i) XQ est un espace rationnel,
(ii) πn(f)⊗Q est un isomorphisme, pour tout n > 0.

Définition 2.8. Deux espaces X et Y ont le même type d’homotopie rationnel s’il existe des espaces
X(0), X(1), ..., X(n) et des flèches f1, ..., fn entre ces espaces (peu importe l’orientation) :

X(0) = X
f1
// X(1) oo

f2
...

fn
// X(n) = Y

et telles que πk(fi) ⊗Z Q sont des isomorphismes, pour tout k ≥ 2 et i ∈ {1, ..., n}. Dans ce cas, nous
écrivons X 'Q Y .

Remarquons que le groupe fondamental d’un espace n’est pas nécessairement abélien, et donc
n’est en général pas un Z-module. Le produit tensoriel du π1 avec Q n’étant pas nécessairement
possible, nous évaluons seulement pour k ≥ 2 dans la définition 2.8.

2.3 Cohomologie

La cohomologie est une des notions fondamentales de ce travail. Étant le dual de l’homologie,
elle est importante à maîtriser.

Soit X un espace topologique, K un corps, et notons Cn = Cn(X;K) l’ensemble des n-simplexes
dans X muni de l’opérateur bord ∂ :

...
∂n+1

// Cn
∂n // Cn−1

∂n−1
// ...

∂3 // C2
∂2 // C1

// 0

Nous notons ensuite Cn = Hom(Cn,K) et donc nous avons

... oo
dn+1

Cn oo
dn

Cn−1 oo dn−1

... oo
d3

C2 oo d2
C1 oo 0

où les dn sont définis dans [8], p. 65, par dn(σ) = −(−1)n−1σ ◦ ∂n, pour tout σ ∈ Cn−1.

Définition 2.9. L’homologie de la dernière suite est appelée la cohomologie deX , que nous notonsHn(X,K).
Alors

Hn(X,K) := ker dn+1
/Im dn .

Notons aussi que toute application f : X → Y induit une application en cohomologie H∗(f) :
H∗(Y )→ H∗(X). Nous notons f∗ = H∗(f).
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2.3.1 Trois théorèmes importants

Nous avons les trois résultats suivants ([23], pages 77, 166, 239.).

Théorème 2.10. [Théorème de Eilenberg-Zilber] Soient X et Y des espaces topologiques. Alors il y a une
équivalence d’homotopie

C∗(X)⊗ C∗(Y )
f

--
C∗(X × Y )

g
nn

En d’autres mots, H∗(C∗(X)⊗ C∗(Y )) ∼= H∗(X × Y ).

Théorème 2.11. [Théorème des coefficients universels] Pour tout espace topologique X et Z-module A
(groupe abélien), nous avons les deux courtes suites exactes naturelles

0 // Hn(X;Z)⊗A j
// Hn(X,A) // Tor(Hn−1(X,Z), A) // 0

0 // Ext(Hn−1(X;Z), A) // Hn(X,A)
α // Hom(Hn(X,Z), A) // 0

Notons que, siA = K est un corps,Ext(Hn−1(X;Z),K) = 0 et doncHn(X,K) ∼= Hom(Hn(X,Z),K).

Aussi, en travaillant sur un corps K, nous avons

Théorème 2.12. [Formule de Künneth] Pour des espaces X et Y , il y a un isomorphisme

Hn(X × Y ) ∼=
⊕
p+q=n

Hp(X)⊗Hq(Y ).

2.3.2 Produit Cup

Le produit cup d’un espace X est une application ∪K : H∗(X,K) ⊗ H∗(X,K) → H∗(X,K).
Puisqu’ici nous travaillons rationnellement, nous noterons ∪ := ∪Q. Pour le définir, nous utilisons
tout d’abord la diagonale ∆ : X → X ×X définie par ∆(x) = (x, x).

Le théorème d’Eilenberg-Zilber (2.10) nous donne un isomorphisme f : H∗(X ×X)→ H∗(X)⊗
H∗(X). En prenant le dual de la suite

H∗(X)
H∗(∆)

// H∗(X ×X)
f
// H∗(X)⊗H∗(X),

nous obtenons

hom(H∗(X),K) oo
H∗(∆)

hom(H∗(X ×X),K) oo
f∗

hom(H∗(X)⊗H∗(X),K)

H∗(X,K)

∼=g1

OO

H∗(X ×X,K)

∼=g2

OO

H∗(X,K)⊗H∗(X,K)

∼=g3

OO

où les isomorphismes verticaux proviennent du théorème des coefficients universels (théorème
2.11) sur un corps. Nous définissons alors le produit cup

∪ : H∗(X,K)⊗H∗(X,K)→ H∗(X,K)

par la composition ∪ = g−1
1 ◦H∗(∆) ◦ f∗ ◦ g3.

Une définition explicite du produit cup se trouve dans [8] p.65.
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2.4 Fibrations et Cofibrations

2.4.1 Rappels des définitions

Rappelons qu’une fibration (ou fibration de Hurewicz) est une application continue p : E → B telle
que pour tout diagramme commutatif d’applications continues

Y × 0
f1
//

j0
��

E

p

��

Y × I f2
//

f
<<

B

où j0 est l’inclusion, il existe une application continue f : Y × I → E telle que les deux triangles
commutent. Par exemple, tout revêtement p : E → B est une fibration.

Exemple 2.13. Soit X un espace. Nous notons XI l’ensemble des chemins continus en X . Pour un espace
pointé (X,x0), nous notons PX l’espace des chemins dansX d’orgine x0, et ΩX l’espace des lacets d’origine
x0. Alors les deux applications suivantes sont des fibrations :

p : XI −→ X ×X p′ : PX −→ X

α 7−→ (α(0), α(1)) α 7−→ α(1).

La fibre de p′ au point de base x0 est ΩX .

Dualement, une cofibration est une application continue i : A → X où pour tout espace topolo-
gique Z quelconque et pour tout diagramme commutatif d’applications continues

A
jA×0

//

i

��

A× I

i×IdI

��

g

{{
Z

X
jX×0

//

h
??

X × I

f
cc

où jA et jX sont les inclusions, il existe une application continue f : X × I → Z telle que tous les
triangles commutent.

Une cofibration peut aussi être définie comme une application i : A → X tel que pour tout
espace Z quelconque et pour tout diagramme commutatif solide suivant :

A
g
//

i
��

ZI

ev0

��

X
h //

f
>>

Z

il existe une fonction f : X → ZI faisant commuter les deux triangles. Par exemple, les inclusions
de CW-complexes sont des cofibrations.
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2.4.2 Fibres et cofibres homotopiques

Dans cette section nous montrerons que toute application est équivalente à homotopie près à
une fibration ainsi qu’à une cofibration. Nous parlerons ensuite de fibre et cofibre.

Soit deux applications p : E → B et f : B′ → B, et prenons leur produit fibré standard, c’est-à-dire

E′ = B′ ×B E := {(a, e) ∈ B′ × E | f(a) = p(e)}

Alors nous avons un diagramme commutatif

E′
f ′
//

p′

��

E

p

��

B′
f
// B

où p′ et f ′ sont définies par p′(a, e) = a et f ′(a, e) = e pour tout (a, e) ∈ E′.

Notation 2.14. Le signe dans le coin supérieur gauche du diagramme ci-dessus signifie qu’il s’agit d’un
produit fibré.

La proposition suivante provient de ([28], p.98).

Proposition 2.15. Si p est injective (resp. surjective), alors p′ l’est aussi. En particulier, si p est une fibration,
p′ l’est aussi, et dans ce cas, p′ est appelée la fibration induite de p par f .

Remarquons que les fibrations induites sont uniques à homotopie près.

Pour le théorème suivant, nous devons d’abord définir quelques applications. Pour f : X → Y
une application quelconque, prenons ev0 : PY → Y la fibration définie par ev0(α) = α(0) et prenons
le produit fibré de X et PY :

X ×Y PY
f ′

//

p

��

PY

ev0

��

X
f

// Y

où f ′(x, α) = α et p(x, α) = x pour tout (x, α) ∈ X ×Y PY . Notons aussi que p est la fibration
induite de ev0 par f . En notant cf(x) le chemin constant de f(x) dans Y , nous définissons les deux
applications suivantes :

s : X −→ X ×Y PY p1 : X ×Y PY −→ Y

x 7−→ (x, cf(x)) (x, α) 7−→ α(1)

Notons alors que s est une section de p, c’est-à-dire p ◦ s = IdX . En résumé, nous avons le dia-
gramme suivant :

X ×Y PY
f ′

//

p

��

p1

((

PY

ev0

��

X
f

//

s

CC

Y
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Lemme 2.16. p1 est une fibration.

Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème 2.17. Le diagramme suivant commute :

X
s //

f
��

X ×Y PY

p1
zz

Y

De plus, IdX×Y PY 'p s ◦ p.

La preuve du lemme et du théorème précédent sont présentées dans [28], p.99-100.

Définition 2.18. La fibration p1 construite au théorème précédent est appelée la fibration homotopique de
f , et sa fibre est la fibre homotopique de f .

Exemple 2.19. Soient un espace X connexe par arcs ainsi que la diagonale ∆ : X → X × X définie par
x 7→ (x, x). En suivant la construction du théorème précédent et puisque P (X × X) ∼= PX × PX , nous
avons l’application ev0 : PX × PX → X × X définie par ev0(α, β) = (α(0), β(0)). Prenons ensuite le
produit fibré

PF := X ×X×X (PX × PX) = {(x, α, β) | α(0) = x = β(0)}
∼= PX

où l’isomorphisme associe (x, α, β) au chemin ᾱ.β. La fibration homotope à ∆ est donc p1 : PF → X ×X
définie par p1(x, α, β) = (α(1), β(1)), où, par l’isomorphisme, nous transformons en p1 : PX → X × X
avec γ 7→ (γ(0), γ(1)). Puisque X ×X est connexe par arcs, toute fibre a le même type d’homotopie et donc
la fibre homotopique de ∆ est bien ΩX , la fibre de p1.

Par construction de p1, nous savons qu’il s’agit d’une fibration. De même façon, nous pourrions prouver
que, pour un espace pointé (X,x0), l’application ev1 : P (X,x0) → X définie par ev1(α) = α(1) est une
fibration.

Nous pouvons aussi travailler dualement, c’est-à-dire avec les cofibrations. Soit deux applica-
tions f1 : X → X1 et f2 : X → X2 pour des espaces X , X1 et X2. Prenons la somme amalgamée X ′,
c’est-à-dire l’espace quotient formé par X1 ∨ X2 où l’on identifie f1(x) et f2(x) pour tout x ∈ X .
Alors nous avons un diagramme commutatif

X ′ X2
i2oo

X1

i1

OO

X
f1
oo

f2

OO

où i1 et i2 sont les projections canoniques. Notons que le signe dans le coin inférieur droit du dia-
gramme ci-dessus signifie qu’il s’agit d’une somme amalgamée.
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Proposition 2.20. Si f1 est une cofibration, alors i2 l’est aussi, et nous l’appelons la cofibration induite de
f1 par f2.

Pour obtenir la cofibration homotopique, il nous faut connaître la construction cylindre d’une
application.

Définition 2.21. Pour une application quelconque f : X → Y , nous appelons la construction cylindre de
f l’espace

Zf = (X×I)tY /(x,1)∼f(x)

Nous avons alors deux cofibrations iX : X → Zf et iY : Y → Zf définies par iX(x) = [x, 0]
et iY (y) = [y], ainsi qu’une application r : Zf → Y où r([x, t]) = f(x) et r([y]) = y pour tout
(x, t) ∈ X × I, y ∈ Y . Alors, ([28], p.32)

Théorème 2.22. Pour toute application f : X −→ Y , il existe une cofibration iX et une application r de
sorte que le diagramme suivant est commutatif

Y Zf
roo

X

f

__

iX

>>

et que IdZf ' (iY ◦ r) rel Y .

Notons que l’homotopie peut être prouvée à l’aide de l’application H : Zf × I → Zf définie par
H([x, t], s) = [x, (1− s)t+ s] et H([y], s) = [y].

Définition 2.23. La cofibration iX du théorème précédent est appelée la cofibration homotopique de f , et
sa cofibre est la cofibre homotopique de f .

2.5 Joint

Nous pouvons maintenant regarder la version topologique du joint, qui sera utilisé plus tard
dans le calcul de la catégorie sectionnelle.

Définition 2.24. Soient deux applications f : X → Z et g : Y → Z. Nous avons le produit fibré homoto-
pique standard

P
p

//

q

��

Y

g

��

X
f

// Z
↙

défini par P = {(x, θ, y) ∈ X × ZI × Y | θ(0) = f(x) et θ(1) = g(y)} et où p et q sont les projections
canoniques. Nous appelons le joint X onZ Y de X et Y au dessus de Z la somme amalgamée homotopique de
p et q, c’est-à-dire

X onZ Y := (P×I)tXtY /∼ , où ∼ est telle que (x, θ, y, 0) ∼ x et (x, θ, y, 1) ∼ y
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L’application joint de f et g est l’application induite jf,g : X onZ Y → Z définie par jf,g([x, θ, y, t]) = θ(t)
pour tout (x, θ, y, t) ∈ P. Alors jf,g([x]) = f(x) et jf,g([y]) = g(y), pour tout x ∈ X, y ∈ Y . Nous avons
donc le diagramme commutatif

P
p

//

q

��

Y

g

��

i′

��

X onZ Y
jf,g

$$
X

f
//

i

66

Z

où i et i′ sont les inclusions canoniques.

Nous définissons récursivement onn
Z X , le ne joint de f , par

on0
Z X = X et onn

Z X = (onn−1
Z X) onZ X,

ainsi que j0f = f et jnf = jjn−1f,f , ou jnf :onn
Z X → Z est la ne application joint.

Remarque 2.25. Par construction du joint, si f et g sont des fibrations, jf,g est aussi une fibration.

Maintenant, nous utilisons le joint pour borner notre invariant secat, à l’aide du théorème sui-
vant ([29], théorème 2.2).

Théorème 2.26. Soit une fibration p : E → B, où B est un espace normal. Alors secat(p) est le plus petit
entier n tel que jnp admet une section.
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Chapitre 3

De la topologie à l’algèbre

Dans cette section, nous montrons comment passer du côté topologique au point de vue algé-
brique, à l’aide du foncteur de Sullivan. Avant de discuter de ce foncteur, nous regardons les bases
algébriques qui nous seront nécessaires.

3.1 Algèbres et cohomologie d’une algèbre

Nous construisons ici la catégorie des algèbres différentielles graduées commutatives.

Définition 3.1. Une algèbre graduée commutative (agc) sur un corps K est un K-espace vectoriel gradué
A =

⊕
i∈NA

i muni d’une application bilinéaire · : A×A −→ A respectant
(1) An ·Am ⊆ An+m

(2) x · y = (−1)|x||y|y · x
où pour un élément x ∈ An, nous notons |x| = n son degré. Nous imposons K ⊆ A0.

Définition 3.2. Une algèbre différentielle graduée commutative (adgc) sur un corps K est une agc A
munie d’une application linéaire d : An → An+1 appelée différentielle, de sorte que

d(xy) = (dx)y + (−1)|x|x(dy) et d2 = 0

pour tout x, y ∈ A.

Maintenant que nous avons défini les algèbres nécessaires, nous introduisons les applications
entre elles.

Définition 3.3. Soient (A, dA), (B, dB) et f : (A, d) −→ (B, δ) une application. Nous disons que f
est un morphisme d’adgc s’il s’agit d’un morphisme homogène de degré 0 entre algèbres et respectant
f(dA(x)) = dB(f(x)) pour tout x ∈ A.

Nous pouvons ainsi calculer la cohomologie d’une adgc (A, d).

Définition 3.4. Un cocycle de (A, d) est un élément α ∈ A tel que dα = 0. Nous notons ZA l’ensemble
des cocycles. Un cobord de (A, d) est un élément α ∈ A tel qu’il existe β ∈ A de sorte que dβ = α. Nous
notons BA l’ensemble des cobords.
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Puisque d2 = 0, nous avons BA ⊆ ZA.

Définition 3.5. La cohomologie de (A, d) est l’algèbre définie par l’espace quotient

H∗(A, d) := ZA/BA

muni de la graduation induite.

Regardons comment les cocycles et cobords se comportent dans un produit tensoriel. Soient
deux adgc (E, dE) et (F, dF ), ainsi que le produit tensoriel (E ⊗ F, d). Il est vrai qu’un monôme
z ∈ ZE⊗F respecte z ∈ ZE⊗ZF . Cependant, que se passe-t-il lorsque z ∈ ZE⊗F est une combinaison
linéaire d’éléments de E ⊗ F ? En fait, nous avons la relation suivante ([12], section 2.10).

Lemme 3.6. ZE⊗F = ZE ⊗ ZF + BE⊗F .

La définition algébrique du type d’homotopie rationnelle est aussi différente de la version to-
pologique. En effet, dans la définition 2.8 nous utilisons l’homotopie, tandis qu’en algèbre, nous
utilisons la cohomologie. Nous nécéssitons tout d’abord la définition suivante.

Définition 3.7. Un quasi-isomorphisme f : (A, d)
'−→ (B, d) est une application induisant un isomor-

phisme en cohomologie, c’est-à-dire telle que

f∗ := H∗(f) : H∗(A, d) −→ H∗(B, d)

[α] 7−→ [f(α)]

est un isomorphisme.

Définition 3.8. Deux adgc (A, d) et (B, d) sont de même type d’homotopie rationnelle s’il existe une
suite de quasi-isomorphismes les reliant.

3.2 Modèles de Sullivan

Regardons maintenant comment modéliser les espaces. C’est ici que le foncteur de Sullivan
prend son importance. Dans cette section, nous observerons comment passer d’un espace topo-
logique à une adgc. Nous en apprendrons davantage sur un type d’adgc : les algèbres de Sullivan.

Soient Top la catégorie des espaces topologiques, et ADGC celle des adgc. Nous avons le fonc-
teur contravariant

APL : Top // ADGC

que nous appelons le foncteur de Sullivan. Sa principale propriété est que H∗(APL(X)) ∼= H∗(X)
lorsque nous travaillons sur un corps de caractéristique 0. Aussi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.9. APL(X × Y ) ' APL(X)⊗APL(Y ).

Bien que le foncteur de Sullivan soit le point central de l’homotopie rationnelle, nous ne le défi-
nirons pas explicitement, puisqu’il est défini dans [8], chapitre 9. Pour un espaceX , nous rappellons
ici une algèbre plus «petite» que APL(X), mais qui conserve toutes ses propriétés homotopiques.
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Soit V · = {V i}i≥2 et considérons l’algèbre tensorielle TV = Q⊕ V ⊕ V ⊗2 ⊕ V ⊗3 ⊕ ... . Notons I
l’idéal bilatère de TV engendré par {ab− (−1)|a||b|ba | a, b ∈ V }, et posons l’espace quotient

ΛV := TV /I

que nous appelons l’algèbre commutative graduée engendrée par V . Remarquons que pour tout a ∈ V ,
nous avons a2 − (−1)|a|

2
a2 = 0 et donc, si |a| est impair, a2 = 0. Ceci est vrai sur n’importe quel

corps de caractéristique 6= 2.

Définition 3.10. Une algèbre de Sullivan est une adgc (ΛV, d) où
(i) V = {V p}p≥1 et ΛV représente l’algèbre graduée commutative engendrée par V .
(ii) d est une différentielle nilpotente, c’est-à-dire que nous pouvons écrire V comme une union de sous-

espaces gradués
⋃∞
k=0 V (k) où V (0) ⊂ V (1) ⊂ ... et telle que d

(
V (0)

)
= 0 et d

(
V (k)

)
⊆ ΛV (k − 1)

pour tout k ≥ 1.

Nous utiliserons aussi l’identification naturelle (ΛV, d)⊗ (ΛW,d) ∼= (Λ(V ⊕W ), d).

Notation 3.11. La différence entre les indices et les exposants utilisés sur les algèbres de Sullivan est très
importante. Par exemple, ΛkV représente les mots de longueur k dans ΛV , tandis que (ΛV )k est l’ensemble
des mots de degrés k dans ΛV . Nous pouvons aussi retrouver (ΛkV )l, c’est-à-dire l’ensemble des mots de
longueur k et de degré l. Pour alléger la notation, nous écrivons le degré d’un élément en indice de celui-ci
lorsqu’on l’introduit.

Définition 3.12. Soit (A, d) une adgc. Un modèle de Sullivan de (A, d) est un quasi-isomorphisme m :

(ΛV, d)
'−→ (A, d), où (ΛV, d) est une algèbre de Sullivan.

Un modèle de Sullivan d’un espace X est un modèle de Sullivan de APL(X).

Une algèbre de Sullivan est dite minimale si dV ⊂ Λ≥2V .

Nous avons le théorème d’existence suivant ([8], propositions 12.1 et 12.2).

Proposition 3.13. Soit (A, d) une adgc telle que H0(A) ∼= Q. Alors (A, d) possède un modèle de Sullivan.

De plus, si H1(A) = 0, (A, d) possède un modèle minimal de Sullivan, et celui-ci est unique à isomor-
phisme près.

Proposition 3.14. Soit X un espace simplement connexe de type fini et (ΛV, d) son modèle minimal. Alors

V i ∼= Hom(πi(X)⊗Q,Q), pour tout i ≥ 0

Une conséquence de ce résultat est que V 1 = 0.

Les modèles de Sullivan nous permettent aussi de modéliser un morphisme d’adgc en un mor-
phisme entre algèbre de Sullivan ([8], p.148).

Proposition 3.15. Soient des adgc (A, d) et (B, d), et des modèles de Sullivan mA : (ΛVA, d)
'−→ (A, d)

et mB : (ΛVB, d)
'−→ (B, d). Soit φ : (A, d) → (B, d) un morphisme d’adgc. Si mB est surjectif, alors il

existe un morphisme ω tel que le diagramme suivant est commutatif :

(A, d)
φ

// (B, d)

(ΛVA, d)
ω //

mA '

OO

(ΛVB, d)

mB'

OO
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Exemple 3.16. Essayons de trouver un modèle minimal de Sullivan pour les sphères Sn. Rappelons deux
points :

(1) Hk(Sn) ∼=
{

Q si k = 0, n
0 sinon

(2) La construction du modèle d’un espace nécessite la construction de deux ingrédients : une adgc
(ΛV, d) ainsi qu’un quasi-isomorphisme φ : (ΛV, d)

'−→ APL(X).
Nous construisons les deux simultanément par induction sur le degré.

Commençons par S2. En degré 0, posons φ(1) = 1. Comme H1(S2) = 0, posons V 1 = 0 et φ ≡ 0 en
degré 1. En degré 2, il existe une classe non-nulle [x] ∈ H2(S2) avec x ∈ APL(S2). Nous introduisons alors
α ∈ V 2 avec φ(α) = x. De plus, en posant dα = 0, nous assurons la commutativité de φ et d. Nous avons,
du degré 0 au degré 2,

φ : (Λα, 0) −→ APL(S2)

En degré 3, φ demeure un quasi-isomorphisme. Cependant en degré 4, nous avons φ(α2) = x2, où [α2] ∈
H4(Λα, d) est non-nulle, mais [x2] ∈ H4(APL(S2)) ∼= 0 est nulle. Il existe donc un y ∈ A3

PL(S2) tel que
dy = x2. Introduisons donc un générateur β ∈ V 3 tel que φ(β) = y et dβ = α2. De cette façon, φ est un
quasi-isomorphisme jusqu’en degré 4. On remarque H>4(S2) = 0, mais qu’en est-il de H>4(Λ(α, β), d) ?
En degré supérieur à 4, nous avons les générateurs

(1) αn pour n > 2
(2) αkβ pour k > 0

Le premier cas est un cocycle, mais aussi un cobord : αn = d(αn−2β). Le deuxième cas n’est pas un cocycle.
N’ayant pas de cohomologie en degré supérieur à 4, nous concluons que φ est un quasi-isomorphisme et le
modèle minimal de S2 est

(Λ(α2, β3), d)
'−→ APL(S2).

Construisons maintenant le modèle de S3. De la même façon, en degré 0 nous posons φ(1) = 1. Comme
H1(S3) = H2(S3) = 0, posons V 1 = V 2 = 0 et φ ≡ 0 en degré 1 et 2. En degré 3, il existe une classe
non-nulle [x] ∈ H3(S3) avec x ∈ APL(S3). Nous introduisons alors α ∈ V 3 avec φ(α) = x. Pour faire
commuter la différentielle nous imposons dα = 0. Du degré 0 au degré 3, φ est un quasi-isomorphisme.
Ensuite, H>3(S3) = 0. Puisque α est de degré impair, nous avons V >3 = 0, et donc aussi H>3(Λα, d) = 0.
Nous concluons que φ est un quasi-isomorphisme, et le modèle minimal de S3 est

(Λ(α3), 0)
'−→ APL(S3)

En faisant de même, nous obtenons les modèles minimaux de Sullivan

(Λ(α2n, β4n−1), d)
'−→ APL(S2n) où d(α) = 0 et d(β) = α2

(Λ(α2n+1), 0)
'−→ APL(S2n+1)

Exemple 3.17. Essayons maintenant de trouver le modèle minimal de Sullivan (ΛV, d) de CP2, en connais-
sant

Hk(CP2) ∼=
{

Q si k = 0, 2, 4
0 sinon.

Nous voulons construire une adgc (ΛV, d) ainsi qu’un quasi-isomorphisme φ : (ΛV, d)
'−→ APL(CP2).
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En degré 0, posons φ(1) = 1, et en degré 1, posons V 1 = 0 et φ ≡ 0. En degré 2, il existe un générateur
[x] ∈ H2(CP2) avec x ∈ A2

PL(CP2). Introduisons α ∈ V 2 tel que φ(α) = x et dα = 0. En degré 3 il
n’y a pas de cohomologie dans aucun de CP2 et (Λα, d). Posons alors V 3 = 0. En degré 4, φ demeure un
quasi-isomorphisme, car nous avons les classes non-nulles [α2] ∈ H4(Λα, d) et [x2] ∈ H4(APL(CP2)),
avec φ(α2) = x2. En degré 5, nous posons encore V 5 = 0. En degré 6, nous avons φ(α3) = x3, où [α3] ∈
H6(Λα, d) est non-nulle, mais oùH4(APL(S2)) ∼= 0 impose [x2] = 0. Il existe donc un y ∈ A5

PL(S2) tel que
dy = x3. Introduisons donc un générateur β ∈ V 5 tel que φ(β) = y et, par commutativité de d, dβ = α3. De
cette façon, φ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 6. Notons que H>6(CP2) = 0. En degré supérieur à
6, les cocycles de (Λ(α, β), d) sont engendrés par les éléments de la forme αk, pour k > 3. Ceux-ci sont aussi
des cobords : d(αk−3β) = αk. Alors H>6(Λ(α, β), d) = 0. En conclusion, φ est un quasi-isomorphisme et le
modèle minimal de CP2 est

(Λ(α2, β5), d)
'−→ APL(CP2)

avec d(β) = α3.

Exemple 3.18. Calculons plus généralement le modèle minimal de CPn, connaissant la cohomologie :

Hk(CPn,Q) ∼=
{

Q si k est pair et 0 ≤ k ≤ 2n
0 sinon.

Nous voulons construire une adgc (ΛV, d) ainsi qu’un quasi-isomorphisme φ : (ΛV, d)
'−→ APL(CPn).

En degré 0, posons φ(1) = 1. En degré 2, En degré 2, il existe un générateur [x] ∈ H2(CP2) avec
x ∈ A2

PL(CP2). Introduisons α ∈ V 2 tel que φ(α) = x et dα = 0. Nous obtenons

(Λα, d)
'−→ APL(CPn,Q)

2 : α 7−→ x
4 : α2 7−→ x2

...
2n : αn 7−→ xn

2n+2 : αn+1 7−→ xn+1

...

où toute classe [αk] ∈ H2k(Λα, d) est non-nulle. Du côté droit, les classes [xk] ∈ H2k(APL(CPn), d) sont
non-nulles pour 0 ≤ k ≤ 2n, et elles sont nulles pour k > 2n. Il existe donc un élément y ∈ A2n+1

PL (CPn)
avec dy = xn+1. Introduisons β ∈ V 2n+1 avec φ(β) = y et dβ = αn+1. L’élément y est suffisant pour
éliminer les classes de tout xk, k > n, puisque d(xn+k−1y) = x2n+k. Les cocycles de (Λ(α, β), d) en degré
supérieur à 2n sont engendrés par les puissances αk, k > n, qui sont aussi des cobords : d(αn+k−1β) =
α2n+k. Alors H>2n(Λ(α, β), d) = H>2n(APL(CPn)) = 0. Alors φ est un quasi-isomorphisme et le modèle
minimal de CPn est

(Λ(α2, β2n+1), d)
'−→ APL(CPn)

avec dα = 0 et d(β) = αn+1.

Exemple 3.19. Voici un exemple d’algèbre de la forme (ΛV, d) mais qui n’est pas une algèbre de Sullivan :

M = (Λ(a1, b1, c1), d),
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où da = bc, db = ac et dc = ab. Évaluons sa cohomologie. Nous avons H0(M) = Q. En degré 1, l’absence
de cocycle implique H1(M) = 0. Le degré 2 étant engendré par d({a, b, c}), tout élément est un cocycle et
un cobord, et donc H2(M) = 0. Le degré 3 est engendré par le cocycle abc, qui n’est pas un cobord. Donc
H3(M) = Q. N’ayant pas d’élément de degré plus élévé que 4, tous les autres groupes de cohomologie de M
sont nuls.

Nous avons donc un quasi-isomorphisme (Λ(α3), 0)
'−→ (Λ(a1, b1, c1), d) qui n’est pas un isomorphisme.

Puisque (Λ(α3), 0) est un modèle de Sullivan de S3, l’unicité de la proposition 3.13 implique que M n’est
pas un modèle de Sullivan.

3.3 Modèles relatifs de Sullivan

Pour modéliser les applications, nous nécéssitons les modèles relatifs de Sullivan.

Définition 3.20. Une algèbre relative de Sullivan est une adgc de la forme (B ⊗ ΛV, d) telle que
(1) (B ⊗ 1, d) est une sous-algèbre et H0(B ⊗ 1) = Q
(2) 1⊗ V = {V p}p≥1

(3) V =
⋃∞
k=0 V (k), où les V (k) sont des sous-espaces gradués tels que V (0) ⊂ V (1) ⊂ ... et de sorte

que d(V (0)) ⊆ B et d(V (k)) ⊆ B ⊗ ΛV (k − 1) pour tout k ≥ 1.
Nous disons alors qu’il s’agit d’une algèbre relative de Sullivan de base B.

Encore une fois, la troisième partie est la condition de nilpotence. Pour alléger l’écriture, nous
utiliseronsB = B⊗1 et ΛV = 1⊗ΛV . Remarquons aussi qu’une algèbre de Sullivan est une algèbre
relative de Sullivan de base Q.

Définition 3.21. Une algèbre relative de Sullivan (B ⊗ ΛV, d) est dite minimale si Im d ⊆ (B+ ⊗ ΛV ) +
(B ⊗ Λ≥2V ).

Définissons maintenant comment modéliser un morphisme d’adgc ou d’espaces topologiques à
l’aide de ces modèles.

Définition 3.22. (1) Soit φ : (B, d) −→ (C, d) un morphisme d’adgc tel que H0(B) = Q. Alors un
modèle de Sullivan pour φ est un quasi-isomorphisme m : (B ⊗ ΛV, d)

'−→ (C, d) où (B ⊗ ΛV, d)
est une algèbre relative de Sullivan de base B et tel que m|B = φ. Il s’agit d’un modèle minimal de
Sullivan pour φ si (B ⊗ ΛV, d) est minimal.

(2) Soit f : X → Y une application entre espaces topologiques. Alors un modèle de Sullivan pour f
est un modèle de Sullivan pour APL(f) : APL(Y )→ APL(X).

Notons que nous considérons parfois seulement (B ⊗ ΛV, d) comme modèle de Sullivan de φ.

À ce point, une question nous revient à l’esprit. Est-ce que tout morphisme d’adgc possède un
modèle de Sullivan ? Nous avons une version relative de la proposition 3.13 ([8], proposition 14.3 et
corollaire 14.12).

Proposition 3.23. Soit φ : (B, d) → (C, d) un morphisme d’adgc tel que H0(B) = H0(C) = Q et tel que
H1(φ) est injective. Alors φ possède un modèle de Sullivan.

Plus précisément, φ possède un modèle minimal de Sullivan m : (B ⊗ ΛV, d)
'−→ (C, d), unique à

isomorphisme près.
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De plus, nous avons le lemme suivant, tiré de [8], lemme 14.4.

Lemme 3.24. [Lemme de relèvement]. Soit le diagramme commutatif d’adgc suivant

(B, d)
f

//

ι

��

(A, d)

φ'
��

(B ⊗ ΛV, d) g
//

r
55

(C, d),

où ι est l’inclusion canonique, et φ est un quasi-isomorphisme surjectif. Alors il existe un morphisme d’adgc
r : (B ⊗ ΛV, d) −→ (A, d) faisant commuter les triangles ci-dessus.

3.3.1 Fibrations et longue suite exacte

Avant de donner des exemples sur les modèles relatifs, donnons plus de précision lorsque nous
travaillons avec les fibrations.

Soit p : E → B une fibration et soit j : F → E l’inclusion de la fibre F du point de base b0 ∈ B.
Le foncteur de Sullivan nous donne

APL(B)
APL(p)

// APL(E)
APL(j)

// APL(F ).

Soit ι : b0 → B l’inclusion du point de base. Par définition du foncteur de Sullivan, nous avons
APL(b0) ∼= Q. Nous définissons donc ε := APL(ι) : APL(B) −→ Q l’augmentation à b0.

La proposition 3.13 nous fournit le modèle minimal de B,

mB : (ΛVB, d)
'−→ APL(B).

Définissons le modèle de APL(p) ◦mB , dont l’existence vient de la proposition 3.23 :

m : (ΛVB ⊗ ΛV, d)
'−→ APL(E).

Nous modélisons la fibre comme suit ([8], p.196) :

Définition 3.25. L’algèbre quotient de Sullivan (ΛV, d) := Q ⊗APL(B) (APL(B) ⊗ ΛV, d), définit par ε,
est appelée la fibre du modèle à b0 ∈ B.

Sous certaines conditions, la fibre du modèle est un modèle de la fibre ([8], théorème 15.3).

Théorème 3.26. Supposons que B est simplement connexe et que un de H∗(B) ou H∗(F ) est de type fini.
Alors il existe un quasi-isomorphisme m : (ΛV, d)

'−→ APL(F ), faisant commuter le diagramme

APL(B)
APL(p)

// APL(E)
APL(j)

// APL(F )

(ΛVB, d)
i

//

mB '

OO

(ΛVB ⊗ ΛV, d)
ε·Id

//

m '

OO

(ΛV, d)

m '
OO
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Regardons seulement la partie linéaire du diagramme ci-dessus. Notons d0 la différentielle sur
VB ⊕ V définie par d0x = dx si dx ∈ VB ⊕ V et d0x = 0 sinon, pour tout x ∈ VB ⊕ V . Alors nous
pouvons prouver l’existence de la suite exacte courte

0 // (VB, 0)
i // (VB ⊕ V, d0)

ε·Id // (V, 0) // 0

Nous prenons alors le dual de la suite exacte longue en homologie ([10], théorème 5.8) :

... // Hk(VB, 0) // Hk(VB ⊕ V, d0) // Hk(V, 0) // Hk+1(VB, 0) // ...

Théorème 3.27. Si E et F sont simplement connexes, nous pouvons identifier la suite ci-dessus au dual de
la suite longue en homotopie de p, c’est-à-dire

... // Hk(VB, 0) // Hk(VB ⊕ V, d0) // Hk(V, 0) // Hk+1(VB, 0) // ...

... // HomZ(πk(B),Q)

∼=

// HomZ(πk(E),Q)

∼=

// HomZ(πk(F ),Q)

∼=

// HomZ(πk+1(B),Q)

∼=

// ...

La preuve se retrouve dans [8], proposition 15.13. Ce dernier théorème nous aidera a vérifier nos
calculs dans les exemples suivants, où nous cherchons les modèles minimaux relatifs.

Exemple 3.28. Trouvons le modèle minimal de Sullivan de la fibration de Hopf η : S3 → S2. Par la
proposition 3.15, nous avons le diagramme homotopiquement commutatif

APL(S2)
APL(η)

// APL(S3)

(Λ(a2, b3), d)
ω //

m '

OO

(Λ(c3), 0)

n'

OO

oùm et n sont des modèles de Sullivan, avec da = 0 et db = a2. Les degrés des éléments imposent la définition
suivante pour ω :

a 7−→ 0

b 7−→ αc,

avec α ∈ Q. Ceci commute bien avec la différentielle. Trouvons donc α. Nous savons que la fibration de
Hopf donne l’isomorphisme π3(S2) ∼= π3(S3). Cet isomorphisme envoie alors le générateur de π3(S2) sur le
générateur de π3(S3). Dans nos modèles, ceci implique que α = 1, et donc ω(b) = c.

Nous cherchons φ et V de sorte que le diagramme suivant commute :

(Λ(a, b), d)
ω //

� w

ι
**

(Λ(c), 0)

(Λ(a, b)⊗ ΛV,D)

φ '

OO
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où ι(a) = a ⊗ 1 et ι(b) = b ⊗ 1. Pour alléger la notation, nous écrivons les éléments sans tenseurs, et donc
ι(a) = a, ι(b) = b. Par commutativité, nous avons φ(a) = 0. Puisque φ est un quasi-isomorphisme et que
la classe d’homologie de a dans (Λ(a, b), d) est non nulle, il existe un x ∈ V 1 tel que D(x) = a. Posons
φ(x) = 0. En degré 3, nous avons une classe non-nulle dans (Λ(c), 0) : la classe de c. Il existe donc un
cocycle de degré 3 dans (Λ(a, b)⊗ΛV,D) dont H(φ) envoie sa classe sur [c]. Cet élément existe déjà : b−ax.
Il s’agit bien d’un cocycle, car

D(b− ax) = db−D(ax) = a2 − d(a)x− aD(x) = a2 − a2 = 0.

De plus, [φ(b− ax)] = [φ(b)]− [φ(ax)] = [c].

Nous avons alors tous nos éléments pour créer notre quasi-isomorphisme jusqu’en degré 3. Utilisons la
longue suite en homotopie pour vérifier que nous n’avons pas d’éléments dans V >3. Par [10], théorème 7.14,
nous avons la longue suite exacte rationnelle

... // πn+1(S2
Q) // πn(FQ) // πn(S3

Q) // πn(S2
Q) // πn−1(FQ) // ...

où F est la fibre de η. Cependant, puisque πn+1(S2
Q) = πn(S3

Q) = 0 pour tout n > 3, nous avons la suite
exacte 0 −→ πn(FQ) −→ 0 et donc πn(FQ) = 0 pour tout n > 3. Par le théorème 3.27, nous identifions
HomZ(πn(FQ),Q) = 0 à la cohomologie de V . Nous n’avons donc pas d’éléments dans V de degré supérieur
à 3.

À l’aide de cette suite, nous pouvons aussi vérifier nos résultats en degré inférieur ou égal à 3. Pour S3,
nous avons πn(S3

Q) isomorphe à Q en degré n = 3 et nul pour les autres degrés, tandis que pour S2, nous
avons Q en degré 2 et 3, et nul pour les autres degrés. Nous avons alors les suites exactes

0 // π3(FQ) // Q // Q // π2(FQ) // 0

0 // Q // π1(FQ) // 0

0 // π0(FQ) // 0

La première suite nous donne la condition π3(FQ) = π2(FQ), qui est soit nul, soit Q. Par construction de
V , il n’il y a pas de cohomologie en degré 2 dans la fibre, et donc

π3(FQ) = π2(FQ) = 0.

Aussi, les deux autres suites impliquent π1(FQ) = Q et π0(FQ) = 0. Le théorème 3.27 vérifie alors qu’il n’y
a qu’un seul élément de V et qu’il est de degré 1.

Nous avons alors notre modèle minimal de Sullivan pour η :

(Λ(a2, b3)⊗ Λ(x1), d)
φ

'
// (Λ(c3), 0)

avec dx = a.

En prenant le quotient (ΛV, d), modèle de la fibre F , nous obtenons (Λ(x1), 0), qui est en fait le modèle
minimal de S1. Nous concluons que, rationnellement, F est isomoprhe à S1.
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Exemple 3.29. Reprenons la fibration de Hopf ainsi que l’inclusion de la cofibre S3 η−→ S2 η′−→ CP2 et
cherchons le modèle de Sullivan de η′. Nous avons le diagramme homotopiquement commutatif

APL(CP2)
APL(η′)

// APL(S2)

(Λ(λ2, γ5), d)
ω //

m '

OO

(Λ(a2, b3), d)

n'

OO

où m et n sont des modèles de Sullivan, avec dλ = 0, dγ = λ3 et da = 0, db = a2. Les degrés et la
différentielle nous imposent la définition de ω suivante :

λ 7−→ ka

γ 7−→ k3ab

pour un certain k ∈ Q. Puisque π2(η′) induit l’isomorphisme π2(S2) ∼= π2(CP2), nous devons envoyer le
générateur de l’un sur le générateur de l’autre, et donc nous avons k = 1.

Nous cherchons φ et V de sorte que le diagramme suivant commute :

(Λ(λ, γ), d)
ω //

� w

ι
**

(Λ(a, b), d)

(Λ(λ, γ)⊗ ΛV,D)

φ '

OO

En degré 2, la cohomologie coincide déjà avec φ(λ) = a. Les prochains cocycles se trouvent en degré 4. Nous
avons a2 et λ2 avec φ(λ2) = a2, mais seulement a2 est un cobord : d(b) = a2. Il existe donc un élément
x ∈ V 3 tel que Dx = λ2, et donc φ(x) = b. En degré 5, nous avons les trois éléments

ab
d7−→ a3

γ
D7−→ λ3

λx
D7−→ λ3.

et donc il a le cocycle γ − λx, avec φ(γ − λx) = ab − ab = 0. Pour annuler la classe de ce cocycle, nous
posons y ∈ V 4 avec D(y) = γ − λx et φ(y) = 0. De plus, y ne crée pas plus de cohomologie en degré 4.

Jusqu’à présent, nous avons un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 5. Vérifions, à l’aide de la longue suite
exacte rationnelle, s’il y a des éléments en degré supérieur à 5.

... // πn(FQ) // πn(S2
Q) // πn(CP2

Q) // πn−1(FQ) // ...

où F est la fibre de η′.

Nous connaissons

πn(S2
Q) ∼=

{
Q si n = 2, 3
0 sinon. πn(CP2

Q) ∼=
{

Q si n = 2, 5
0 sinon.

27



Complexité topologique

Nous avons alors les suites exactes

0 // πn(FQ) // 0 pour tout n ≥ 5

0 // Q // π4(FQ) // 0

0 // π3(FQ) // Q // 0

0 // π2(FQ) // Q // Q // π1(FQ) // 0

0 // π0(FQ) // 0

Ceci implique πn(FQ) = 0 pour tout n ≥ 5, π4(FQ) = π3(FQ) = Q et π0(FQ) = 0. La quatrième suite
nous dit π2(FQ) = π1(FQ) = 0 ou Q. Par construction de V , il n’y a pas de cohomologie en degré 1 dans la
fibre, et donc

π2(FQ) = π1(FQ) = 0

Alors V n’a que deux éléments : un de degré 3 et un autre de degré 4.

Remarquons aussi que la partie linéaire

ω0 : ({λ2, γ5}), d) −→ ({a2, b3}), d)

de ω est définie par ω0(λ) = a et ω0(γ) = 0. Cela correspond bien avec notre longue suite exacte car la flèche
π5(S2

Q) −→ π5(CP2
Q) est l’application nulle.

Nous avons alors notre modèle de Sullivan pour η′ :

φ : (Λ(λ2, γ3)⊗ Λ(x3, y4), d)
'−→ (Λ(a2, b3), d)

avec d(x) = λ2 et d(y) = γ − λx.

Trouvons maintenant la fibre FQ, à l’aide du modèle

(ΛV, d) ∼= (Λ(x3, y4), 0) ∼= (Λ(x3), 0)⊗ (Λ(y4), 0).

Nous savons déjà que (Λ(x3), 0) est le modèle minimal de S1. Il ne nous reste qu’à trouver l’espace ayant
(Λ(y4), 0) comme modèle.

Soit (X,x0) un espace pointé. Prenons la fibration ev1 : PX → X ainsi que l’inclusion de la fibre
j : ΩX → PX (défini à l’exemple 2.13). Puisque PX a le même type d’homotopie qu’un point, πn(PX) = 0
pour tout n. La suite exacte longue en homotopie nous donne donc

0 // πn+1(X) // πn(ΩX) // 0

pour tout n ≥ 0. Alors πn+1(X) ∼= πn(ΩX). En prenant X = S5, nous avons

πn(ΩS5
Q) ∼= πn+1(S5

Q) =

{
Q si n = 4
0 sinon

et donc par le théorème 3.27, (Λ(y4), 0) est le modèle minimal pour ΩS5.

En utilisant la propriété APL(X × Y ) ' APL(X) ⊗ APL(Y ), nous avons que (Λ(x3), 0) ⊗ (Λ(y4), 0)
est le modèle de S3 × ΩS5. Alors FQ ∼= S3

Q × ΩS5
Q.
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3.4 Extensions semifree et modèle algébrique du joint

En parallèle avec le joint défini au chapitre 2.5, nous définissons le modèle algébrique de celui-ci.

En travaillant sur une algèbre, parfois seule sa structure de module sous-jacente est suffisante.
Tout comme les modèles de Sullivan modélisent les adgc, nous voulons une façon de modéliser leur
structure de module. Nous introduisons donc la notion de A-module semifree ([29], p.124).

Définition 3.30. Soit (A, d) une adgc et soit (M,d) un (A, d)-module. Une extension semifree de (M,d)
est un (A, d)-module de la forme (M ⊕ (A⊗X), d), pour un espace vectoriel gradué X muni d’une décom-
position X =

⊕∞
i=0Xi telle que d(X0) ⊆M et d(Xn) ⊆M ⊕ (A⊗ (

⊕n−1
i=0 Xi)) pour tout n ≥ 1. Notons

aussi que la différentielle restreinte à M est la même que celle de (M,d).

Un (A, d)-module semifree est une extension semifree du (A, d)-module 0, c’est-à-dire un module de la
forme (A⊗X, d).

Pour définir le joint, il ne nous manque que la notation suivante.

Définition 3.31. Pour un espace vectoriel gradué V , nous notons s−1V l’espace vectoriel gradué tel que
(s−1V )i = V i−1. Nous appelons cet espace la suspension de V .

Maintenant nous avons tout le matériel pour définir le modèle du joint.

Définition 3.32. Soient deux extensions semifree (M,d) = (A⊕ (A⊗X), d) et (N, d) = (A⊕ (A⊗Y ), d).
Le joint algébrique de (M,d) et (N, d) est l’extension semifree

(M,d) on(A,d) (N, d) := (A⊕ (A⊗ s−1X ⊗ Y ), d)

Pour définir la différentielle sur (M,d) on(A,d) (N, d), nous nous basons sur le travail de [29], p.
124-125.

Un élément de (M,d) est de la formem = (a1⊕a2⊗x). En applicant la différentielle, nous avons
alors une partie dans A et une autre dans A⊗X . Nous écrivons alors

dm = d0m+ d+m

où d0m ∈ A est la différentielle de A et d+m ∈ A ⊗ X . Nous faisons de même pour l’extension
(N, d). Soient x ∈ X et y ∈ Y et écrivons

d+x =
∑
i

ai ⊗ xi et d+y =
∑
i

bi ⊗ yi

En définissant la différentielle sur s−1x⊗ y ∈ (M,d) on(A,d) (N, d) par

d(s−1x⊗ y) = (−1)|x|(d0x)(d0y) +
∑
i

(−1)|ai|+1 ai ⊗ s−1xi ⊗ y

+
∑
j

(−1)(|x|+1)(|bj |+1) bj ⊗ s−1x⊗ yj ,

nous étendons par

d(a⊗ s−1x⊗ y) =
(
da⊗ s−1x⊗ y

)
+
(
(−1)|a| a · d(s−1x⊗ y)

)
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Proposition 3.33. d2(s−1x⊗ y) = 0.

La preuve se trouve à la proposition 3.2, [29]. Il en découle le corollaire suivant.

Corollaire 3.34. L’opérateur d défini ci-haut sur le joint est bien une différentielle, c’est-à-dire d2(a⊗s−1x⊗
y) = 0.

Preuve : Soit a ⊗ s−1x ⊗ y ∈ (M,d) on(A,d) (N, d). Alors la proposition précédente nous donne
d2(s−1x⊗ y) = 0, en plus de savoir que d2(a) = 0. Alors nous avons

d2(a⊗ s−1x⊗ y) = d(da⊗ s−1x⊗ y) + (−1)|a| d(a · d(s−1x⊗ y))

= d(da⊗ s−1x⊗ y) + (−1)|a|
[
da · d(s−1x⊗ y) + (−1)|a| a · d2(s−1x⊗ y)

]
= d(da⊗ s−1x⊗ y) + (−1)|a| da · d(s−1x⊗ y)

= d2a⊗ s−1x⊗ y + (−1)|da| da · d(s−1x⊗ y) + (−1)|a| da · d(s−1x⊗ y)

= (−1)|a|+1 da · d(s−1x⊗ y) + (−1)|a| da · d(s−1x⊗ y)

= 0.

�

Le joint que nous avons défini ci-haut est en fait le 1er joint. Le ne joint est défini récursivement :

Définition 3.35. Le ne joint d’une extension semifree (M,d) de (A, d) est

onn
(A,d) (M,d) :=

{
(M,d) si n = 0

(onn−1
(A,d) (M,d)) on(A,d) (M,d) si n ≥ 1.

Notons que la catégorie des (A, d)-modules, pour une adgc (A, d), est une catégorie modèle
propre, en prenant les quasi-isomorphismes comme équivalences faibles, les morphismes surjectifs
comme fibrations et les rétractes d’inclusions d’extensions semifree comme cofibrations.

Le théorème suivant ([29], théorème 4.2) explique que le joint algébrique définit en 3.35 est un
modèle du joint sur les espaces, définit en 2.24. Introduisons tout d’abord le contenu nécessaire
pour en arriver au théorème.

Soient deux fibrations p : E → B et p′ : E′ → B. Prenons ensuite un modèle α : (A, d)−̃→APL(B)
pour une adgc (A, d). Aussi, prenons des modèles (M,d)−̃→APL(E) et (N, d)−̃→APL(E′) où (M,d) =
(A⊕ (A⊗X), d) et (N, d) = (A⊕ (A⊗ Y ), d) sont des extensions semifree de (A, d).

Théorème 3.36. Il existe un quasi-isomorphisme de (A, d)-modules φ : (M,d) on(A,d) (N, d)
'−→ APL(E onB

E′) faisant commuter

(A, d) � w

incl.
**

APL(jp,p′ )◦α
// APL(E onB E′)

(M,d) on(A,d) (N, d).

' φ

OO

Plus généralement, il existe un quasi-isomorphisme φn tel que le diagramme suivant est commutatif :
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(A, d) � v

incl.
))

APL(jnp)◦α
// APL(onn

B E)

onn
(A,d) (M,d).

' φn

OO

La preuve du 1er joint est démontrée dans [29] au théorème 4.2, tandis que la preuve du ne joint
se fait par induction, en se basant sur le 1er.

3.5 Types d’espaces

Lorsque nous savons sur quel type d’espace nous travaillons, nous connaissons quelques pro-
priétés supplémentaires, spécifique à chaque type. Nous discuteront ici des espaces formels, des
espaces elliptiques et des espaces homogènes.

3.5.1 Espaces formels

Définition 3.37. Une adgc (ΛV, d) est dite formelle s’il existe un quasi-isomorphisme

(ΛV, d)
'−→ (H∗(ΛV, d), 0).

Un espace X est formel si son modèle minimal de Sullivan (ΛV, d) est formel.

Exemple 3.38. La sphère S2 est formelle. Rappelons que son modèle minimal de Sullivan est(Λ(α2, β3), d),
avec dα = 0, dβ = α2. Puisque H∗(S2,Q) ∼=

(
Λ(α2)/(α2)

)
, le quasi-isomorphisme

φ : (Λ(α2, β3), d)
'−→
(

Λ(λ2)/(λ2), 0
)

α 7−→ λ

β 7−→ 0

nous montre la formalité de S2.

Exemple 3.39. Considérons l’adgc (ΛV, d) = (Λ(a2, b2, x3, y3, z3), d), où a et b sont des cocycles, et dx =
a2, dy = b2, dz = ab. Alors

H∗(ΛV, d) ∼= Q⊕Q[a]⊕Q[b]⊕Q[bx− az]⊕Q[ay − bz]⊕Q[a2y − abz].

31



Complexité topologique

En construisant le modèle minimal (ΛW,d) de H∗(ΛV, d), nous obtenons W = {α, β, γ, λ, σ, ω, ...} tel que

(H∗(ΛV, d), 0)
'←− (ΛW,d)

a 7−→ α
d7−→ 0

b 7−→ β 7−→ 0

0 7−→ γ 7−→ α2

0 7−→ λ 7−→ β2

0 7−→ σ 7−→ αβ

bx− az 7−→ ω

...

Puisque (ΛW,d) n’est pas isomorphe à (ΛV, d), nous concluons que (ΛV, d) n’est pas formel.

3.5.2 Espaces elliptiques

Nous travaillons ici sur un autre type d’espace : les espaces elliptiques ([8], section 32).

Définition 3.40. Un espace X simplement connexe est dit rationnellement elliptique si les deux espaces
vectoriels H∗(X;Q) et π∗(X)⊗Q sont de dimension finie.

Cependant nous utiliserons davantage la définition algébrique.

Définition 3.41. Une adgc (ΛV, d) est dite elliptique si H∗(ΛV, d) et V sont de dimension finie.

Remarquons que X est rationnellement elliptique si et seulement si son modèle de Sullivan
(ΛV, d) est elliptique. Par exemple, les espaces Sn et CPn sont des espaces rationnellement ellip-
tiques.

Exemple 3.42. Soit l’espace rationnel X ayant comme modèle (ΛV, d) = (Λ(a2, b4, x3), où a et b sont des
cocycles, et dx = a2 − b. Alors V est de dimension finie. Cependant, puisque Hk(X,Q) est engendré par
{[an] | n ∈ N}, nous avons

Hk(X,Q) ∼=
{

Q si k est pair
0 sinon

de dimension infinie. Donc (ΛV, d) n’est pas elliptique.

Pour les espaces elliptiques, nous utiliserons principalement le théorème suivant, provenant de
S. Halperin ([16]).

Théorème 3.43. Soit une algèbre de Sullivan minimale et elliptique (ΛV, d). Considérons les bases respec-
tives {x1, ..., xp} et {y1, ..., yq} de V pair et V impair. Alors le plus grand entier n tel que Hn(ΛV, d) 6= 0 est
donné par

n =

q∑
i=1

|yi| −
p∑
i=1

(
|xi| − 1

)
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3.5.3 Espaces homogènes et modèles purs

Nous travaillerons beaucoup avec des modèles homogènes, et donc des modèles purs. De plus,
nous définierons le sous-espace de Samelson, qui nous permettra de déterminer si un modèle pur est
formel ou non.

Commençons alors par les deux définitions de base :

Définition 3.44. Un espace homogène X est un espace quotient G/H = {gH | g ∈ G}, où G est un
groupe de Lie topologique et H est un sous groupe de Lie fermé de G.

Remarquons queH n’est pas nécessairement distingué, et donc G/H n’est pas nécessairement un
groupe.

Définition 3.45. Un modèle pur est un modèle de la forme (ΛQ ⊗ ΛP, d) où Q contient les éléments de
degré pair, P de degré impair et tel que dQ = 0 et dP ⊆ ΛQ.

Les théorèmes et propositions suivants proviennent de [15], chapitre 11, où l’on y retrouve aussi
les preuves.

Proposition 3.46. Le modèle minimal de Sullivan d’un espace homogène X est un modèle pur.

Notons aussi que si dimQ > dimP , alors la cohomologie est de dimension infinie, car les élé-
ments de P ne seront pas capables d’annuler toutes les classes créées par Q, comme dans l’exemple
3.42. De plus, nous avons le théorème suivant.

Théorème 3.47. Soit X un espace ayant un modèle pur (ΛQ⊗ ΛP, d). Alors

dimH(ΛQ⊗ ΛP, d) <∞ ⇐⇒ dim
(

ΛQ/d(P )

)
<∞

Afin de définir le sous-espace de Samelson, introduisons le morphisme d’adgc

K : (ΛQ⊗ ΛP, d) −→ (ΛP, 0)

défini par K(Q) = 0 et K|P = IdP . Notons alors K# le morphisme résultant en cohomologie :

K# : H∗(ΛQ⊗ ΛP, d)
H∗(K)

// H∗(ΛP, 0)
∼= // ΛP

Définition 3.48. Le sous-espace de Samelson est le sous-espace P̂ := Im K# ∩ P de P . Les éléments de
P̂ sont caractérisés par

ω ∈ P̂ ⇐⇒ ω ∈ P et dω ∈ Λ+Q · dP

Théorème 3.49. Si la cohomologie de X est de dimension finie, alors dimP ≥ dim P̂ + dimQ

Et donc le théorème suivant ([15]) nous permet de reconnaître un espace homogène qui est for-
mel.
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Théorème 3.50. Les énoncés suivants sont équivalents, pour un espace X ayant une cohomologie de dimen-
sion finie :

(a) dimP = dim P̂ + dimQ
(b) H∗(ΛQ⊗ ΛP, d) ∼= ΛQ/d(P )

(c) ΛQ⊗ ΛP est formel

Notons P c, un complément du sous-espace de Samelson, c’est-à-dire

P = P c ⊕ P̂

Alors nous avons (ΛQ⊗ ΛP, d) ∼= (ΛQ⊗ ΛP c ⊗ ΛP̂ , d). De plus,

Théorème 3.51. [Théorème de réduction] Il existe un isomorphisme d’adgc(
(ΛQ⊗ ΛP c)⊗ ΛP̂ , d⊗ id

) ∼= (ΛQ⊗ ΛP, d)

Notons que la différentielle d⊗ id envoie l’élément 1⊗ p sur 0, pour tout p ∈ ΛP̂ .

Exemple 3.52. Reprenons l’adgc non-formelle de l’exemple 3.39 :

(ΛV, d) = (Λ(a2, b2, x3, y3, z3), d),

où a et b sont des cocycles, et dx = a2, dy = b2, dz = ab. Il s’agit bien d’un modèle pur avec Q = {a, b} et
P = {x, y, z}. Alors

ΛQ/d(P ) = Λ(a,b)/(a2,b2,ab)
∼= Q⊕Qa⊕Qb.

Étant de dimension finie, le théorème 3.47 nous donne dimH(ΛQ⊗ ΛP, d) <∞. Regardons le sous-espace
de Samelson. Puisque dP ∩Λ+Q · dP = ∅, nous avons P̂ = 0. La condition (a) du théorème 3.50 n’étant pas
respectée, elle nous confirme que (ΛV, d) n’est pas formel.

Exemple 3.53. Soit l’adgc (ΛV, d) = (Λ(a2, b2, x3, y3, z5), d), où a et b sont des cocycles, et dx = a2,
dy = b2, dz = a3. Il s’agit d’une algèbre pure avec Q = {a, b} et P = {x, y, z}. Encore une fois, le quotient

ΛQ/d(P ) = Λ(a,b)/(a2,b2,a3)
∼= Q⊕Qa⊕Qb⊕Qab

est de dimension finie, et donc dimH(ΛQ ⊗ ΛP, d) < ∞. Cependant ici notre sous-espace de Samelson est
non-nul. Puisque dP ∩ Λ+Q · dP = {a3}, nous avons P̂ = {z} et donc dim P̂ = 1. Nous avons donc
l’égalité

dimP = dim P̂ + dimQ,

et donc, par le théorème 3.50, (ΛV, d) est formel. Un complément du sous-espace de Samelson étant P c =
{x, y}, le théorème de réduction 3.51 nous donne l’existence d’un isomorphisme d’adgc

(Λ(a, b, x, y, z), d) ∼= (Λ(a, b, x, y), d)⊗ (Λ(z), 0).
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Chapitre 4

LS-catégorie

Maintenant que nous avons les notions de base nécéssaires, nous pouvons parler d’invariants.
Commençons ici par la catégorie de Lusternik-Schnirelmann ([2], section 1.2).

4.1 Définitions géométriques

Rappelons tout d’abord la définition géométrique.

Définition 4.1. Soit X un espace. Nous appelons la catégorie de Lusternik-Schnirelmann de X (ou LS-
catégorie de X) le plus petit entier m tel qu’il existe un recouvrement ouvert {U1, ..., Um+1} de X où tous
les Ui sont contractiles dans X . Nous notons cat(X) = m.

Exemple 4.2. Soit n ≥ 1. Puisque la sphère Sn n’est pas contractile, nous avons cat(Sn) ≥ 1. Soient x et y
deux pôles opposés de la sphère, et prenons les ouverts U0 = Sn\{x} et U1 = Sn\{y} contractiles dans Sn.
Alors le recouvrement ouvert {U0, U1} de Sn nous donne cat(Sn) = 1.

Plus généralement, nous avons la catégorie sectionnelle ([18], p.331) :

Définition 4.3. La catégorie sectionnelle d’une fibration p : E → B est le plus petit entier n tel qu’il
existe un recouvrement ouvert {U1, ..., Un+1} de B où pour chaque i = 1, ..., n + 1, il existe des sections
continues si : Ui → E à p, c’est-à-dire telles que p ◦ si = IdUi . Nous notons secat p = n.

Pour la proposition suivante, rappelons que pour un espace pointé (X,x0), l’espace PX est l’en-
semble des chemins continus dans X démarrant à x0, muni de la topologie compacte-ouverte.

Proposition 4.4. Soit (X,x0) un espace pointé connexe par arcs, et considérons la fibration ev1 : PX → X
définie par ev1(α) = α(1). Alors secat(ev1) = cat(X).

Preuve : Supposons secat(ev1) = m. Alors il existe un recouvrement ouvert {U1, ..., Um+1} de X et
des applications continues si : Ui → PX respectant ev1◦si = IdUi . Les homotopiesHi : Ui×I −→ X
définies par (x, t) 7−→ si(x)(t) nous montrent que chaque Ui est bien contractile dans X . Alors
cat(X) ≤ m.
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Réciproquement, supposons cat(X) = n. Alors il existe un recouvrement ouvert {V1, ..., Vn+1},
où chaque Vi est contractile dans X . Il existe donc, pour chaque i, une application continue Hi :
Vi × I −→ X avec Hi(a, 0) = x0, Hi(a, 1) = a. Définissons si : Vi −→ PX par

si(a) : I −→ X

t 7−→ Hi(a, t)

De cette façon, les si sont les sections nous donnant secat(ev1) ≤ n. Nous concluons que cat(X) =
secat (ev1).

�

Nous avons aussi le lemme suivant ([30]).

Lemme 4.5. Soit p : E → B une fibration. Alors secat p ≤ cat B.

Pour définir la catégorie sectionnelle sur une flèche quelconque, nous utilisons les fibrations
homotopiques.

Définition 4.6. Soit f : X → Y une application, et f̃ : X̃ → Y sa fibration homotopique telle que définie
au théorème 2.17. La catégorie sectionnelle de f est défini par

secat(f) := secat(f̃).

4.2 La LS-catégorie pour des algèbres de Sullivan

Maintenant que nous comprenons la géométrie derrière la LS-catégorie, regardons comment
nous pouvons la calculer sur les modèles de Sullivan. Remarquons tout d’abord que les modèles que
nous utilisons sont des modèles rationnels. Nous introduisons tout d’abord la catégorie rationnelle
d’un espace X .

Définition 4.7. La catégorie rationnelle de X est définie par cat0(X) := cat(XQ).

La LS-catégorie et la catégorie rationnelle sont liées de la façon suivante ([8], chapitre 28).

Proposition 4.8. cat0(X) ≤ cat(X).

Maintenant, nous pouvons travailler sur des adgc. Soit (ΛV, d) une algèbre de Sullivan ainsi
qu’un entier m ≥ 0. Notons σm : (ΛV, d) → (ΛV /Λ>mV , d) la surjection canonique avec la différen-
tielle induite d̄. Par la proposition 3.23, il existe un modèle relatif ιm à cette surjection. Nous avons
donc le diagramme commutatif

(ΛV, d)
σm //

ιm

))

(ΛV /Λ>mV , d̄)

(ΛV ⊗ ΛW,d).

' φm

OO

rm

^^
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Définition 4.9. La LS-catégorie de (ΛV, d) est le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction d’adgc
rm à ιm, c’est-à-dire un morphisme d’adgc

rm : (ΛV ⊗ ΛW,d) −→ (ΛV, d)

tel que rm ◦ ιm = Id(ΛV,d). Nous notons cat(ΛV, d) = m. Si un tel entier n’existe pas, nous avons
cat(ΛV, d) =∞.

Nous notons Mcat(ΛV, d) le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction rm de ΛV -modules de ιm.
Encore une fois, s’il n’y a pas de tel m nous posons Mcat(X) =∞.

La relation Mcat(ΛV, d) ≤ cat(ΛV, d) est évidente, puisque cat(ΛV, d) demande une condition
supplémentaire. En fait, s’il existe une rétraction d’adgc, cette rétraction est aussi un morphisme de
modules. De plus, nous avons la relation suivante, entre la catégorie d’un espace et de son modèle
([8], proposition 29.4).

Théorème 4.10. SoientX un espace et (ΛV, d) son modèle minimal de Sullivan. Alors cat0(X) = cat(ΛV, d).

Remarque 4.11. Si une rétraction de ιm existe pour un certain m, alors il existe aussi une rétraction de ιM
pour tout M ≥ m.

Notons aussi qu’il y a une définition pour secat0 et Msecat ([29], section 5).

Définition 4.12. Soit p : E → B une fibration, et f : B → BQ la rationnalisation deB. Alors secat0(p) :=
secat(f ◦ p).

Définition 4.13. Soit p : E → B une fibration. Nous appelons Msecat p le plus petit entier n tel que, pour
un modèle i de APL(jnp), il existe une rétraction de APL(B)-modules r à i :

APL(B)
APL(jnp)

//

i

))

APL(onn
B E)

(M,d)

'

OO

r

]]

Si un tel n n’existe pas, nous notons Msecat p =∞.

La proposition 4.4 tient aussi en algèbre ([29], proposition 5.6) :

Proposition 4.14. Pour un espaceX simplement connexe et de type fini, nous avons Mcat X = Msecat ev1.

Voici une liste d’exemples pour mieux comprendre comment calculer la catégorie sur des al-
gèbres de Sullivan.

Exemple 4.15. Soit (Λ(a2, b3), d), où da = 0 et db = a2, le modèle minimal de S2 et étudions le cas m = 0.
L’espace quotient (Λ(a, b)/Λ+(a, b), d) est en fait isomorphe à Q muni de la différentielle nulle. Regardons le
diagramme commutatif

(Λ(a, b), d)
σ //

ι
**

(Q, 0)

(Λ(a, b)⊗ ΛW,d)

' φ

OO
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où φ est le modèle de Sullivan de σ. Construisons l’espace W ainsi que le quasi-isomorphisme φ. Notons que
a est le seul cocycle de (Λ(a, b), d). Puisqu’il n’y a pas de cohomologie en degré supérieur à zéro dans Q, nous
introduisons un élément x ∈ W 1 de sorte que dx = a et φ(x) = 0. L’ajout de cet élément crée un autre
cocycle de degré : ax− b. Pour annuler la classe, nous introduisons y ∈ W 3 avec dy = ax− b et φ(y) = 0.
De cette façon, φ : (Λ(a, b)⊗ Λ(x, y), d) −→ Q est un quasi-isomorphisme.

Supposons maintenant qu’il existe une rétraction d’adgc r : (Λ(a, b)⊗Λ(x, y), d) −→ (Λ(a, b), d). Alors

d(r(x)) = r(dx) = r(a) = a

apporte une contradiction, puisque a n’est pas un cobord dans (Λ(a, b), d). Nous concluons qu’une telle
rétraction n’existe pas, et donc cat0(S2) = cat(Λ(a, b), d) > 0.

Posons maintenant m = 1. L’espace quotient (Λ(a, b)/Λ>1(a, b), d) est isomorphe à ((a, b), 0) ∼= (Q ⊕
Qa⊕Qb, 0). Construisons l’espace W et le quasi-isomorphisme φ du diagramme commutatif

(Λ(a, b), d)
σ //

ι
**

((a, b), 0)

(Λ(a, b)⊗ ΛW,d)

' φ

OO

Dans ((a, b), 0), tous les éléments sont des cocycles et aucun n’est un cobord. La cohomologie est alors engen-
drée par les classes [1], [a] et [b]. Dans (Λ(a, b)⊗ΛW,d), b n’est pas un cocycle. Nous introduisons x ∈W 3

avec dx = a2, φ(x) = 0. De cette façon, b− x est un cocycle de Λ(a, b)⊗W et φ envoie sa classe sur celle de
b. De plus, en posant r(x) = b, nous vérifions que r(dx) = d(r(x)). En degré 4, il n’y a pas de cocycle dans
aucun des ensembles, et donc φ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 4. Les autres générateurs deW que
nous devons introduire ne seront utiles que pour couper la cohomologie en degré supérieur à 4 créée par W
lui-même. L’application φ enverra ces générateurs sur 0, puisque leur degré sera supérieur à 3. Par exemple,
pour couper la classe du cocycle a(b− x), nous introduisons y ∈W 4 avec dy = a(b− x) et φ(y) = 0. Nous
étendons r en posant r(y) = 0. De cette façon, r(dy) = r(a)r(b − x) = 0 = d(r(y)). Par induction, pour
[ω] ∈ Hk+1(Λ(a, b)⊗ΛW (n−1)), k ≥ 4, nous introduisons z ∈W k(n) avec dz = ω. Notons que lesW (i)
forment la filtration de W , c’est-à-dire W =

⋃
i∈IW (i) et W (0) ⊂W (1) ⊂ .... Pour définir r sur l’élément

z, remarquons tout d’abord que d(r(ω)) = r(dω) = 0. Cependant, r(ω), étant de degré k + 1, se doit d’être
un cobord, car H≥3(Λ(a, b), d) = 0. Il existe donc λ ∈ Λ(a, b) tel que dλ = r(ω). Posons r(z) = λ. Puisque
notre rétraction existe, nous concluons que cat0(S2) = 1.

Exemple 4.16. Soit (Λ(a3), 0) le modèle de Sullivan de S3, et prouvons cat(Λ(a3), 0) = 1. L’espace quo-
tient Λ(a)/Λ+(a) étant isomorphe à Q, construisons l’espace W et le quasi-isomorphisme φ du diagramme
commutatif

(Λ(a), 0)
σ //

ι
))

(Q, 0)

(Λ(a)⊗ ΛW,d)

' φ

OO

Puisque a est un cocycle, nous introduisons un élément x ∈W 2 avec dx = a, et posons φ(x) = 0. Supposons
maintenant qu’il existe une rétraction d’adgc r : (Λ(a, x), d) −→ (Λ(a), 0) à ι. Alors

d(r(x)) = r(dx) = r(a) = a.
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Puisque a n’est pas un cobord dans (Λ(a), 0), nous avons une contradiction et donc un tel r n’existe pas.
Alors cat0(S3) = cat(Λ(a), 0) > 0.

Regardons maintenant le quotient Λ(a)/Λ>1(a) ∼= ((a), 0). La surjection canonique σ : (Λ(a), 0) −→
((a), 0) ne créant pas de nouveaux cocycles, il s’agit déjà d’un quasi-isomorphisme. L’inclusion et sa rétrac-
tion (ι et r) de la définition précédente ne sont alors que les identités, ce qui implique cat0(S3) = 1.

Exemple 4.17. Soit (Λ(a2, b5), d), avec da = 0 et db = a3, le modèle de Sullivan de CP2, et trouvons une
borne inférieure pour cat(Λ(a2, b5), d). Considérons l’espace quotient (Λ(a, b)/Λ>1(a, b), d) ∼= ((a2, b5), 0),
ainsi que le diagramme commutatif

(Λ(a, b), d)
σ //

ι
**

((a, b), 0)

(Λ(a, b)⊗ ΛW,d)

' φ

OO

Dans ((a, b), 0), il n’y a pas de cohomologie en degré 4. Cependant, dans H4(Λ(a, b)⊗ΛW,d) il y a la classe
[a2]. Il existe alors un élément x ∈ W 3 avec dx = a2, et φ(x) = 0, pour des questions de degré. Supposons
qu’il existe une rétraction d’adgc r : (Λ(a, b)⊗ ΛW,d) −→ (Λ(a, b), 0) de ι. Alors

d(π(x)) = π(dx) = π(a2) = a2

Ceci contredit cependant le fait que a2 n’est pas un cobord dans (Λ(a, b), d). La rétraction r n’existant pas,
nous avons cat0(CP2) = cat(Λ(a2, b5), d) ≥ 2.

Évaluons maintenant le diagramme commutatif

(Λ(a, b), d)
σ //

ι
**

(
Λ(a,b)/Λ>2(a,b), d̄

)

(Λ(a, b)⊗ ΛW,d)

' φ

OO

Dans le quotient, nous conservons les classes [a] et [a2]. Cependant, nous avons aussi la classe [b] en degré
5. Nous introduisons alors un élément x ∈ W 5 avec dx = a3, et posons φ(x) = 0. De cette façon, φ est
un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 6. Les autres générateurs de W ne seront utiles que pour couper la
cohomologie en degré supérieur à 6, créée par W lui-même. Le degré de ces générateurs impose que, sur
ceux-ci, φ = 0. Encore par induction, pour [ω] ∈ Hk+1(Λ(a, b) ⊗ ΛW (n − 1)), k ≥ 6, nous introduisons
z ∈W k(n) avec dz = ω. Puisque d(r(ω)) = r(dω) = 0, mais que H≥5(Λ(a, b), d) = 0, il existe un élément
λ ∈ Λ(a, b) tel que dλ = r(ω). En posons r(z) = λ, nous avons la commutativité de d et r. Nous concluons
que cat0(CP2) = 2.

Exemple 4.18. En restant plus général, cherchons une borne inférieure pour la catégorie de (Λ(a2, b2n+1), d),
da = 0, db = an+1, le modèle de Sullivan de CPn. Considérons l’espace quotient Λ(a, b)/Λ>n−1(a, b), qui
nous donne d̄b = 0. Regardons le diagramme commutatif

(Λ(a2, b2n+1), d)
σ //

ι
++

(
Λ(a2,b2n+1)/Λ>n−1(a2,b2n+1), 0

)

(Λ(a2, b2n+1)⊗ ΛW,d)

' φ

OO
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où ι est le modèle de Sullivan de σ. Le quotient ne possède pas de cohomologie en degré 2n. Cependant, dans
H2n(Λ(a, b)⊗ΛW,d), il y a la classe [an]. Il existe donc un élément x ∈W 2n−1 tel que dx = an, φ(x) = 0.
Supposons qu’il existe une rétraction d’adgc r : (Λ(a, b)⊗ ΛW,d) −→ (Λ(a, b), 0) de ι. Alors

d(π(x)) = π(dx) = π(an) = an.

Ceci contredit le fait que an n’est pas un cobord dans (Λ(a, b), d). Une telle rétraction n’existe donc pas, ce
qui implique cat0(CPn) = cat(Λ(a2, b2n+1), d) ≥ n.

Évaluons maintenant le diagramme commutatif

(Λ(a, b), d)
σ //

ι
**

(
Λ(a,b)/Λ>n(a,b), 0

)

(Λ(a, b)⊗ ΛW,d)

' φ

OO

et prouvons qu’une rétraction d’adgc r de ι existe. Dans le quotient,les classes [a], ..., [an] sont conservées.
Cependant, nous avons en plus la classe [b] en degré 2n+ 1. Nous introduisons alors un élément x ∈W 2n+1

avec dx = an+1, et posons φ(x) = 0. Alors φ est un quasi-isomorphisme jusqu’en degré 2n + 2. Les autres
générateurs de W ne servent qu’à couper la cohomologie en degré supérieur à 2n+ 2, créée par W lui-même.
Le degré de ces générateurs impose que, sur ceux-ci, φ = 0. Par induction, pour [ω] ∈ Hk+1(Λ(a, b) ⊗
ΛW (n− 1)), k ≥ 2n+ 2, nous introduisons z ∈W k(n) avec dz = ω. Puisque d(r(ω)) = r(dω) = 0, mais
que H≥2n+1(Λ(a, b), d) = 0, il existe un élément λ ∈ Λ(a, b) tel que dλ = r(ω). Posons r(z) = λ. Alors
cat0(CPn) = n.

4.2.1 Théorème de Hess

Le théorème suivant est très important dans le calcul de la catégorie. Pour une une algèbre
minimale de Sullivan (ΛV, d) et un entier m, reprenons le modèle de la surjection canonique σ :
(ΛV, d) −→ (ΛV /Λ>mV , d̄) suivant

(ΛV, d)
σ //

ι
))

(ΛV /Λ>mV , d̄)

(ΛV ⊗ ΛW,d)

' φ

OO

r

ZZ

Théorème 4.19. [Théorème de Hess]. Supposons qu’il existe un morphisme de (ΛV, d)-modules r : (ΛV ⊗
ΛW,d) −→ (ΛV, d) tel que r ◦ ι = Id(ΛV,d). Alors il existe r′ : (ΛV ⊗ ΛW,d) −→ (ΛV, d) un morphisme
d’adgc tel que r′ ◦ ι = Id(ΛV,d).

En d’autres mots, il nous est inutile de vérifier la propriété supplémentaire pour passer d’un
morphisme de modules à un morphisme d’adgc. Nous pouvons alors reformuler la définition de la
catégorie rationnelle comme suit :
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Définition 4.20. Soit (ΛV, d) une algèbre de Sullivan. La catégorie de (ΛV, d) est le plus petit entier m tel
que pour le diagramme commutatif de (ΛV, d)-modules suivant

(ΛV, d)
σm //

ιm
**

(ΛV /Λ>mV , d̄)

(ΛV ⊗ (Q⊕M), δ)

' φm

OO

rm

\\
(4.2A)

où ιm est l’injection canonique et σm la surjection canonique, il existe un morphisme de modules rm tel que
rm ◦ ιm = IdΛV .

Cependant, est-ce plus simple d’utiliser cette définition plutôt que la précédente ? Nous résu-
mons ici l’algorithme de construction du quasi-isomorphisme φm ainsi que le module M , pour un
entier m fixe. Cet algorithme provient de [8], chapitre 29 (f).

Rappelons que pour une différentielle d, nous pouvons séparer en d = d0 +d1 +d2 +... où di est la
partie de la différentielle qui augmente la longueur des éléments d’exactement i. Nous appelons d1

la partie quadratique de la différentielle. Puisque nous travaillons avec des algèbres minimales sans
élément de degré 1, nous avons d0 = 0.

Nous commençons par construireM en fonction de la partie quadratique du diagramme. Posons
M0 = 0 et supposons δ1(M<n) ⊆ Λ>mV ⊕ (Λ+V ⊗M<n−1). Prenons alors

Mn ∼= Hn+1(Λ>mV ⊕ (Λ+V ⊗M<n))

Notons αn cet isomorphisme. Pour un générateur [w] ∈ Hn+1(Λ>mV ⊕ (Λ+V ⊗ M<n)), posons
x ∈ Mn tel que αn(x) = [ω] et définissons δ1x = ω. De cette façon, δ1 est bien une différentielle, et
sa restriction sur ΛV est d1.

Corollaire 4.21. Le morphisme de modules ξ : (ΛV ⊗(Q⊕M), δ1)
'−→ (ΛV /Λ>mV , d1) défini par ξ|M = 0

et ξ|ΛV = Id|ΛV est un quasi-isomorphisme.

Notons que les éléments ont une longueur et un degré. Nous pouvons alors considérer une
bigradation sur ΛV , comme étant (ΛV )p,q := (ΛpV )p+q. Nous appelons p le degré de filtration et q le
degré complémentaire. Notre différentielle quadratique est donc homogène de bidegré (1, 0). Posons
une bigradation sur M de sorte que δ1 soit aussi homogène de bidegré (1, 0) : M =

⊕
p,qM

p,q. Les
différentielles quadratiques nous donne le diagramme commutatif suivant :

(ΛV, d1)
σm //

ιm
**

(ΛV /Λ>mV , d̄1)

(ΛV ⊗ (Q⊕M), δ1).

' ξ

OO

Puisque ξ est un quasi-isomorphisme, et que les classes de cohomologies sont déjà les mêmes en
degré plus petit ou égal que m, nous n’avons pas d’élément en M de degré inférieur ou égal à m.
Alors M = M>m,∗.

Lemme 4.22. M = Mm,∗
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La preuve se trouve dans [8], lemme 29.11. Il signifie en fait que tout élément de M est considéré
de degré de filtration m, et de degré topologique supérieur ou égal à m.

Il est maintenant temps d’étendre notre différentielle δ1 tout en gardant la commutatitivité de
notre diagramme, et en respectant δ|ΛV = d. Nous savons que δ(M0) = 0, car M0 = 0. Nous
procédons par induction pour définir δ sur Mn, en supposant que nous connaissons δ(M<n).

Soit ω ∈Mn. Alors δ1ω ∈ [Λ>mV ⊕ (Λ+V ⊗M<n)]. De plus, ω étant de longueur m, nous avons
δδ1ω ∈ [ΛV ⊕ (ΛV ⊗M)]≥m+3,∗.

Corollaire 4.23. Il existe un élément u ∈ [ΛV ⊗ (Q⊕M<n)]≥m+2,∗ tel que δu = δδ1ω.

Nous définissons alors
δω := δ1ω − u

De cette façon, il s’agit bien d’une différentielle puisque δδω = δδ1ω − δu = 0.

Notons φ : (ΛV ⊗ (Q ⊕M), δ)
'−→ (ΛV /Λ>mV , d̄) l’extension de ξ à la différentielle δ. Remar-

quons que φ commute bien avec δ. Alors φ est un quasi-isomorphisme de modules. Ceci termine la
construction de notre modèle.

Exemple 4.24. Soit le modèle (ΛV, d) = (Λ(x3, y3, z3, w3, t11), d), où x, y, z, w sont des cocycles et dt =
xyzw. Prouvons cat0(ΛV, d) = 5, à l’aide du diagramme commutatif suivant.

(ΛV, d)
σm //

ιm
**

(ΛV /Λ>mV , d̄)

(ΛV ⊗ (Q⊕M), δ)

' φm

OO

Commençons alors par la borne inférieure, en posant m = 4. Tous les éléments étant de degrés impair,
nous n’avons aucune puissance d’éléments. Le seul mot de Λ>4V est donc xyzwt, qui est de degré 23. Il s’agit
aussi d’un cocycle avec d1. Alors pour tout n < 22, Mn = 0 et

M22 ∼= H23(Λ>4V, d1) = span{[xyzwt]}

Notons alors M22 = span{s} avec δ1s = xyzwt. Aussi, puisque

δδ1s = δ(xyzwt) = x2y2z2w2 = 0

nous n’avons pas de perturbation de différentielle à s, c’est-à-dire δs = δ1s. Supposons alors qu,il existe une
rétraction r : (ΛV ⊗ (Q ⊕M), δ) −→ (ΛV, d) de ι4. Alors dr(s) = rδ(s) = xyzwt ∈ (ΛV )23, ce qui
implique que r(s) ∈ (ΛV )22. Nous avons une contradiction puisque nous n’avons pas d’élément non-nul de
degré 22 dans ΛV . Donc cat0(ΛV, d) > 4.

Regardons ce qui se passe avec m = 5. Le plus long mot étant de longueur 5, Λ>5V est nul, et donc
M = 0. Effectivement, la projection σ5 : (ΛV, d) −→ (ΛV /Λ>5V , d̄) est déjà un isomorphisme, et donc aucun
besoin de rajouter M . Alors ι5 n’est que l’identité et sa rétraction aussi. Nous pouvons alors conclure que
cat(ΛV, d) = 5.

42



Complexité topologique

Notons que l’exemple précédent pourrait être appliqué à n’importe quel modèle (ΛV, d) conte-
nant k éléments, tous de degré impair. Nous arriverions alors à la conclusion que cat(ΛV, d) = k.

Remarquons aussi que l’extension de ce résultat au cas de secat0 n’est pas vérifié en général,
comme le démontre l’exemple de D. Stanley. Il a construit une fibration p : E → B de fibre S2

respectant secat0(p) = 1, alors que Vandembroucq avait prouvé Msecat(p) = 0.
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Chapitre 5

Autres invariants homotopiques

La LS-catégorie peut être bornée par d’autres invariants, tels la longueur-cup, la longueur en
cône et l’invariant de Toomer. Elle peut aussi être utilisée pour borner la complexité topologique.
Dans cette section, nous allons donc définir ces autres invariants.

5.1 Longueur cup

Cet invariant utilise le produit cup ∪ : H∗(X) ⊗H∗(X) −→ H∗(X) défini à la section 2.3.2. Sur
des algèbres de Sullivan, ∪ : H∗(ΛV, d)⊗H∗(ΛV, d) −→ H∗(ΛV, d) est définie par

[α] ∪ [β] = [αβ].

Soit A une algèbre et I un idéal de A.

Définition 5.1. La nilpotence de I , notée nil(I), est le plus grand entier n tel qu’il existe x1, ..., xn ∈ I
respectant x1 · · · xn 6= 0.

Définition 5.2. La longueur cup d’un espace X est le plus grand entier n tel qu’il existe des classes
[α1], ..., [αn] ∈ H+(X) respectant [α1] ∪ ... ∪ [αn] 6= 0. Nous notons alors cup(X) = n.

Définition 5.3. Le noyau de ∪ est appelé l’idéal des diviseurs de zéros de H∗(X). Nous pouvons alors
considérer nil ker ∪ := nil(ker ∪).

Les définitions sont les mêmes pour des algèbres (ΛV, d).

Exemple 5.4. Posons (ΛV, d) = (Λ(a2, b5), d) avec da = 0 et db = a3, le modèle de X = CP2. Nous avons
la cohomologie suivante :

H∗(ΛV, d) = Q⊕Q[a]⊕Q[a2]

Puisque [a]∪ [a] = [a2] 6= 0, mais [a]∪ [a]∪ [a] = [a3] = 0 et [a2]∪ [a] = 0, nous obtenons cup(ΛV, d) = 2.
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Dans ker∪, nous avons le produit
(
[a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]

)4
= 6[a2]⊗ [a2], ce qui implique nil ker ∪ ≥ 4.

Les quatres égalités (
[a2]⊗ [1]− [1]⊗ [a2]

)3
= 0(

[a2]⊗ [1]− [1]⊗ [a2]
)2 (

[a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]
)

= 0(
[a2]⊗ [1]− [1]⊗ [a2]

) (
[a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]

)2
= 0(

[a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]
)5

= 0

nous montre qu’un produit de longueur supérieur à 4 est impossible dans ker∪, et donc nil ker ∪ = 4.

5.2 Longueur en cône

Rappelons tout d’abord quelques définitions de base.

Définition 5.5. Soit X un espace.
(1) Le cône de X est l’espace quotient

CX := I×X/1×X

(2) La suspension de X est l’espace quotient

ΣX := I×X/(0,x)∼(0,y), (1,x)∼(1,y)

Pour le cône, nous avons aussi une définition pour un espace pointé.

Définition 5.6. Soit (X,x0) un espace pointé. Alors son cône est l’espace quotient

CX := CX/I×x0

Pour la définition suivante, nous utilisons les notions de cône et de suspension mentionnées
dans les définitions 5.5 et 5.6.

Définition 5.7. Un n-cône est un espace topologique pointé (P, p0) tel qu’il existe une suite d’espaces
{p0} = P0 ⊆ P1 ⊆ ... ⊆ Pn = P respectant

Pk+1 = Pk ∪hk CΣkYk

pour une suite d’espaces pointés (Yk, yk) et des applications d’attachement hk : (ΣkYk, yk) −→ (Pk, x0).

Définition 5.8. La longueur en cône d’un espace X est le plus petit entier n tel que X a le même type
d’homotopie qu’un n-cône. Nous notons alors cl(X) = n. Si un tel entier n’existe pas, nous écrivons cl(X) =
∞.

Tout comme la LS-catégorie, nous pouvons considérer la version rationnelle de cet invariant.

Définition 5.9. cl0(X) := cl(XQ) est appelée la longueur en cône rationnelle de X

Pour l’exemple suivant, nous utilisons le fait que ΣkSn ' Sn+k et CSn ' En+1.
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Exemple 5.10. Prenons l’espace pointé (Sn, s0). Nous savons que cl(Sn) ≥ 1 puisque que Sn n’a pas le
type d’homotopie d’un point. Cependant, puisque

Sn ' P0 ∪h0 En ' P0 ∪h0 CSn−1

où h0 envoie les extrémités de En sur le point de P0, nous avons cl(Sn) = 1 pour tout n.

5.3 Invariant de Toomer

L’invariant suivant provient de G. Toomer, mais la définition a été reformulée dans [8], p. 366,
comme suit :

Définition 5.11. L’invariant de Toomer d’un espace X est le plus petit entier n tel qu’il existe un n-cône
P ainsi qu’une application f : P −→ X tels queH∗(f) est injective. Nous notons e(X) = n. Si un tel entier
n’existe pas, nous notons e(X) =∞

Exemple 5.12. Trouvons l’invariant de Toomer pour la sphère Sn. Puisqu’un 0-cône est seulement un point,
supposons qu’il existe une application f : {p0} −→ Sn telle que H∗(f) : H∗(Sn) −→ H∗{p0} est injective.
Puisque la cohomologie de {p0} n’a qu’un seul générateur en degré 0, l’injectivité de f contredit que la
cohomologie de Sn a deux générateurs : un en degré 0 et l’autre en degré n. Donc une telle fonction n’existe
pas et e(Sn) > 0.

Nous avons montré dans l’exemple 5.10, que Sn a le même type d’homotopie qu’un 1-cône P . Notons
f : P → Sn et g : Sn → P les équivalences d’homotopie. Alors f ◦ g ' IdSn nous donne en cohomologie
H∗(g) ◦H∗(f) ' IdH∗(Sn) et donc l’application H∗(f) est injective. Alors e(Sn) = 1.

Nous avons, encore une fois une version rationnelle de l’invariant de Toomer :

Définition 5.13. Pour un espace X , e0(X) := e(XQ) est l’invariant de Toomer rationnel.

Et donc, encore une fois, nous pouvons calculer l’invariant de Toomer du modèle (ΛV, d) de X
pour obtenir e0(X) = e(ΛV, d). Pour ce faire, nous utilisons la surjection canonique σm : (ΛV, d) −→
(ΛV /Λ>mV , d̄).

Définition 5.14. L’invariant de Toomer pour (ΛV, d) est le plus petit entier m tel que l’application
H∗(σm) est injective. Alors e(ΛV, d) = m. Si un tel m n’existe pas, nous notons e(ΛV, d) =∞.

Exemple 5.15. Posons X = CP2 et prenons son modèle (ΛV, d) = (Λ(a2, b5), d) avec da = 0 et db = a3.
Nous avons donc la cohomologie suivante :

H∗(ΛV, d) = Q⊕Q[a]⊕Q[a2].

L’application H∗(σ1) n’est pas injective, car la classe [a2] est envoyé sur 0. Cependant, l’application H∗(σ2)
envoie les générateurs sur eux même et donc elle est injective. Nous en concluons e(ΛV, d) = e0(CP2

0) = 2.
De même, nous pouvons prouver que e0(CPn0 ) = n.
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5.4 Complexité Topologique

Soit π : PX → X × X l’application continue définie par π(α) = (α(0), α(1)). La question im-
portante est : existe-t-il une section continue à cette fonction, c’est-à-dire une application continue
s : X ×X → PX telle que π ◦ s = IdX×X ?

PX

π
**

X ×X
s?

hh

Il est évident qu’une section s existe, puisque nous travaillons avec des espaces connexes par
arcs. Cependant, quelles sont les conditions pour qu’elle soit continue ?

Théorème 5.16. Une section continue s : X×X −→ PX existe si et seulement si l’espaceX est contractile.

La preuve est fournie dans [5].

Définition 5.17. Pour un espace X , nous appelons la complexité topologique de X le plus petit entier k
tel qu’il existe un recouvrement ouvert {U0, ..., Uk} de X × X et une application continue si : Ui → PX
telle que π ◦ si = IdUi pour chaque i ∈ {0, ..., k}. Nous notons alors TC(X) = k.

Remarquons que TC(X) = secat(π), où π : PX → X × X est la fibration définie par π(α) =
(α(0), α(1)).

La définition précédente est la version géométrique. Puisque nous travaillons plus avec les mo-
dèles des espaces que les espaces eux-mêmes, nous voulons une définition par rapport aux modèles.
Nous utiliserons la proposition suivante pour définir TC(XQ) et MTC(XQ) (introduite par L. Le-
chuga et A. Murillo dans [20]).

Soit (ΛV, d) le modèle rationnel de X . Notons µ : (ΛV, d)⊗ (ΛV, d) −→ (ΛV, d) la multiplication
u⊗ v 7→ uv et K := kerµ. Pour alléger l’écriture, posons A := (ΛV, d)⊗ (ΛV, d).

Soit m un entier, et prenons le modèle de Sullivan

ψ : A⊗m+1 ⊗ ΛW
'−→ A⊗m+1

/K⊗m+1

de la projection canonique P : A⊗m+1 −→ A⊗m+1
/K⊗m+1 . En notant M : A⊗m+1 −→ A la multi-

plication itérée a1 ⊗ ... ⊗ am+1 7→ a1 · · · am+1, nous avons le diagramme commutatif solide d’adgc
suivant :

A⊗m+1 P //� v

ι
))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW

ψ '

OO

r

ff

Proposition 5.18. TC(XQ) est le plus petit entier m tel qu’il existe un morphisme d’algèbres r : A⊗m+1 ⊗
ΛW −→ A faisant commuter tout le diagramme ci-dessus.

Nous écrivons MTC(XQ) = m si m est le plus petit entier admettant un morphisme r de A-modules
gradués faisant tout commuter.
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Nous avons évidemment la propriété MTC(XQ) ≤ TC(XQ).

En transformant les tenseurs du diagramme de TC par de simples multiplications, nous obte-
nons un autre invariant algébrique. Celui-ci a été apporté dans l’article [19]. Nous voulons alors le
comparer à TC, dans le but de prouver l’égalité. Nous utilsons µ et K comme définit ci-dessus, et
notons

Km = M(K⊗m).

Soit p : A −→A /Km+1 la projection canonique.

Définition 5.19. Pour le diagramme commutatif d’adgc

A
p

//

ι
''

A/Km+1

A⊗ ΛW,

φ '

OO

r

XX

nous notons
• tc(X) le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction d’algèbres r à ι.
• mtc(X) le plus petit entier m tel qu’il existe une rétraction de A-modules r à ι.

Encore une fois, pour un espace X , nous avons l’inégalité mtc(X) ≤ tc(X). Nous avons aussi les
relations suivantes ([19], proposition 1.3).

Proposition 5.20. TC(XQ) ≤ tc(X) et MTC(XQ) ≤ mtc(X)

Preuve : (basée sur [19]) Soit m = tc(X). Alors nous avons un diagramme commutatif d’algèbres

A
p

//

ι
''

A/Km+1

A⊗ ΛW

φ '
OO

r

XX

ainsi qu’un morphisme d’algèbres r : A⊗ ΛW −→ A respectant r ◦ ι = Id.

Prenons alors le modèle de la projection canonique p′ : A⊗m+1 −→A⊗m+1
/K⊗m+1 , ainsi que le

morphisme M :

A⊗m+1 p′
//� v

ι′ ))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW ′

φ′ '

OO

Puisque M(K⊗m+1) ⊆ Km+1, nous avons un morphisme induit M̃ : A⊗m+1/K⊗m+1 −→A /Km+1 .
Ceci nous donne le diagramme commutatif d’algèbres

A⊗m+1 M //

ι′

��

A
ι′ // A⊗ ΛW

φ'

��

A⊗m+1 ⊗ ΛW ′
φ′

'
//

H
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A⊗m+1/K⊗m+1
M̃ // A/Km+1 .
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Le lemme de relèvement (3.24) nous donne le morphisme d’algèbres H faisant tout commuter. Le
morphisme r′ = r ◦H respecte donc r′ ◦ ι′ = M , ce qui implique TC(XQ) ≤ m.

La preuve est semblable pour MTC(XQ) ≤ mtc(X). �

Regardons maintenant les deux invariants TC et tc dans les exemples suivants.

Exemple 5.21. Soient X = S2 et son modèle minimal de Sullivan (ΛV, d) = (Λ(a2, b3), d). Notons A =
(Λ(a, b), d)⊗ (Λ(a, b), d) et regardons

A⊗m+1 P //� v

ι
))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW

φ '

OO

pour m = 1. Alors nous avons l’élément de K⊗2

α := (a⊗ 1− 1⊗ a)⊗2 = a⊗ 1⊗ a⊗ 1 − a⊗ 1⊗ 1⊗ a − 1⊗ a⊗ a⊗ 1 + 1⊗ a⊗ 1⊗ a

qui et un cocycle dans A⊗2 mais nul dans le quotient. Nous introduisons donc ω ∈W 3, où dω = α et posons
φ(ω) = 0. En supposant qu’il existe un morphisme d’algèbres r : A⊗2 ⊗ ΛW −→ A respectant r ◦ ι = M ,
nous avons

d(rω) = r(dω) = Mα =a2 ⊗ 1− 2(a⊗ a) + 1⊗ a2

=d(b⊗ 1 + 1⊗ b)− 2(a⊗ a)

Cependant, a⊗ a n’étant pas un cobord dans A, nous avons une contradiction, et donc TC(S2
Q) > 1.

Regardons maintenant tc(S2), à l’aide du diagramme commutatif suivant

(Λ(a, b)⊗ Λ(a, b), d)
σ //

ι
++

(
Λ(a,b)⊗Λ(a,b)/Km+1 , d̄

)

(Λ(a, b)⊗ Λ(a, b)⊗ ΛW,d),

'φ

OO

où ι est l’inclusion et σ la projection canonique. Essayons pour m = 2. Nous pouvons voir que les seuls
cocycles coupés par K3 sont de la forme

(a⊗ 1− 1⊗ a)k =

k∑
i=0

Ci(a
k−i ⊗ ai)

avec k ≥ 3, et où les Ci sont des coefficients rationnels. Nous observons alors que ces cocycles sont tous
des cobords, car au moins un de k − i ou i est plus grand que 2. Supposons qu’il existe un λ ∈ A tel que
dλ = (a ⊗ 1 − 1 ⊗ a)k, pour k ≥ 3 et tel que [φ(λ)] est non-nulle. Alors nous introduisons ω ∈ W 2k−1 et
posons dω = (a⊗1−1⊗a)k et φ(λ) = 0. De cette façon, la classe [λ−ω] est envoyée sur [φ(λ)]. Aussi, nous
posons r(ω) = λ. Supposons maintenant qu’il existe un ω′ ∈ W tel que d(ω) ∈ A ⊗ ΛW , et où r(dω′) est
bien défini. Puisque ω′ est en degré supérieur ou égal à 5 et qu’il n’y a plus de cohomologie dans S2 en degré
supérieur à 2, r(dω′) est un cobord, et donc il est possible de définir r(ω′). Alors la rétraction r à ι existe. Nous
en concluons alors que tc(S2) ≤ 2. La proposition 5.20 nous donne la suite 1 < TC(S2

Q) ≤ tc(S2) ≤ 2, et
donc TC(S2

Q) = tc(S2) = 2.
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Exemple 5.22. Posons X = CP2 et son modèle (ΛV, d) = (Λ(a2, b5), d) avec da = 0 et db = a3. Notons
A = (ΛV, d)⊗ (ΛV, d) et évaluons le diagramme suivant pour m = 3 :

A⊗m+1 P //� v

ι
))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW

φ '

OO

Nous avons alors α = (a−1⊗1−a)⊗4 ∈ K⊗4 avecMα = a4⊗1−4(a3⊗a)+6(a2⊗a2)−4(a⊗a3)+1⊗a4.
Puisque α est un cycle dans A⊗m+1 et est nul dans l’espace quotient, nous ajoutons un élément ω ∈ W 7

et posons dω = α et φ(ω) = 0. Supposons maintenant qu’il existe un morphisme d’algèbre r : A⊗m+1 ⊗
ΛW −→ A respectant r ◦ ι = M . Alors

d(r(ω)) = r(dω) = r(α) = Mα

= a4 ⊗ 1− 4(a3 ⊗ a) + 6(a2 ⊗ a2)− 4(a⊗ a3) + 1⊗ a4

= d
(
ab⊗ 1− 4(b⊗ a)− 4(a⊗ b) + 1⊗ ab

)
+ 6(a2 ⊗ a2)

Puisque a2 ⊗ a2 n’est pas un bord dans A, nous avons une contradiction, ce qui implique TC(CP2
Q) > 3.

Évaluons tc(CP2), à l’aide du diagramme commutatif suivant

(Λ(a, b)⊗ Λ(a, b), d)
σ //

ι
++

(
Λ(a,b)⊗Λ(a,b)/Km+1 , d̄

)

(Λ(a, b)⊗ Λ(a, b)⊗ ΛW,d).

'φ

OO

Posons m = 4. Les seuls cocycles dans K5 sont de la forme

(a⊗ 1− 1⊗ a)k =

k∑
i=0

Ci(a
k−i ⊗ ai)

où k ≥ 5 et où les Ci sont des coefficients rationnels. Cependant ceux-ci sont aussi des cobords.Supposons
qu’il existe un λ ∈ A tel que dλ = (a ⊗ 1 − 1 ⊗ a)k, pour k ≥ 5 et tel que [φ(λ)] est non-nulle. Alors
nous introduisons ω ∈ W 2k−1 et posons dω = (a ⊗ 1 − 1 ⊗ a)k et φ(λ) = 0. De cette façon, la classe
[λ− ω] est envoyée sur [φ(λ)]. Nous posons aussi r(ω) = λ. Supposons maintenant qu’il existe un ω′ ∈ W
tel que d(ω) ∈ A ⊗ ΛW , et où r(dω′) est bien défini. Puisque ω′ est en degré supérieur ou égal à 9 et que
la cohomologie de CP2 en degré supérieur à 4 est nulle, r(dω′) est un cobord. Il est donc possible de définir
r(ω′). Alors tc(CP2) ≤ 4. Puisque 3 < TC(CP2

Q) ≤ tc(CP2) ≤ 4, nous en concluons que TC(CP2
Q) =

tc(CP2) = 4.
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Chapitre 6

Relations entre invariants

Maintenant que nous connaissons quelques invariants homotopiques, nous pouvons les compa-
rer entre eux.

6.1 La catégorie sectionnelle et la LS-catégorie

Pour comparer secat et cat, il nous faut travailler sur une fibration p : E → B. La proposition
suivante est tirée de [29], théorème 5.2 et proposition 5.7, ainsi que de [2].

Proposition 6.1. Supposons que p : E → B est une fibration. En notant p∗ : H∗(B) → H∗(E) l’applica-
tion induite en cohomologie, nous avons

(1) nil ker p∗ ≤Msecat p ≤ secat p ≤ cat B.
(2) Si B est simplement connexe et de type fini, alors Msecat p ≤Mcat B.

La catégorie sectionnelle est une borne inférieure de la catégorie, mais elle n’est pas la seule que
nous avons étudié. Le théorème suivant ([8], proposition 27.14 et théorème 28.5) nous donne une
suite d’inégalités bornant cat.

Théorème 6.2. Soit X un espace normal. Alors

cup(X) ≤ e(X) ≤ cat(X) ≤ cl(X)

Rationnellement, nous avons

cup(X) ≤ e0(X) ≤ cat0(X) ≤ cl0(X) ≤ cat0(X) + 1

De plus, si X est formel,
cup(X) = e0(X) = cat0(X) = cl0(X)

Aussi, nous avons l’égalité suivante, provenant de Y. Félix, S. Halperin et J.-M. Lemaire ([7]).

Théorème 6.3. Soit un espace X rationnellement elliptique. Alors e0(X) = cat0(X).
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Une autre borne supérieure de cat(X) utilise la dimension et connexité de X ([8]).

Proposition 6.4. (1) Pour un espace X , nous avons l’inégalité

cat X ≤ dim X

conn(X) + 1
.

(2) Soit (ΛV, d) une algèbre de Sullivan dont tous les éléments de H+(ΛV, d) sont de degré entre n et m,
pour des entiers 1 ≤ n ≤ m. Alors

cat(ΛV, d) ≤ m/n .

Exemple 6.5. Trouvons la catégorie rationnelle de CPn. En notant (ΛV, d) son modèle rationnel de Sullivan,
nous avons

Hk(ΛV, d) ∼= Hk(CPn,Q) ∼=
{

Q si k pair et 0 ≤ k ≤ 2n
0 sinon

La proposition 6.4 nous donne

cat0(CPn) = cat(ΛV, d) ≤ 2n/2 = n

De plus, l’exemple 5.15 nous donne e0(CPn) = n, qui est une borne inférieure pour cat0(CPn). Nous
concluons que cat0(CPn) = n

6.2 Complexité topologique

Par la proposition 5.20, nous savons déjà que TC(XQ) ≤ tc(X) et MTC(XQ) ≤ mtc(X). Regar-
dons quelles autres bornes nous avons pour ces invariants.

Prouvé par Farber ([5], théorème 5), cat nous donne non-seulement un borne inférieure pour
TC, mais aussi une borne supérieure.

Théorème 6.6. Pour un espace X simplement connexe, cat(X) ≤ TC(X) ≤ 2 · cat(X).

Preuve : Montrons tout d’abord la première inégalité, en posant TC(X) = m. Il existe donc un
recouvrement ouvert {U1, ..., Um+1} de X × X ainsi que des applications continues si : Ui → PX
telles que π◦σi = IdUi . Posons x0 ∈ X et posons Vi := {x ∈ X | (x0, x) ∈ Ui} des ouverts dansX . La
restriction de si à {x0} × Vi est donc continue pour chaque i = 1, ...,m+ 1, et donc par le théorème
1.3, tout Vi est contractile dans X . De plus, pour tout x ∈ X , il existe un i tel que (x0, x) ∈ Ui et
donc x ∈ Vi. Alors {V1, ..., Vm+1} est bien un recouvrement ouvert de X . Nous concluons alors que
cat(X) ≤ TC(X).

Pour la deuxième inégalité, nous utilisons le lemme 6.1 dans la suite d’inégalité

TC(X) = secat (π) ≤ cat(X ×X) ≤ 2 · cat(X)

où la dernière inégalité vient de [18], proposition 2.3. �

Aussi, nous avons la borne inférieure suivante ([19], corollaire 2.2).
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Proposition 6.7. Pour un espace X quelconque, nil ker ∪Q ≤ TC(XQ). En particulier, il y a égalité si X
est formel.

Les deux invariants cat et nil ker ∪Q étant inférieurs ou égaux à TC sont aussi des bornes infé-
rieures pour tc. Pour cibler tc(X) supérieurement, nous avons la proposition suivante ([19], propo-
sition 1.5).

Proposition 6.8. Soit N une adgc de même type d’homotopie rationnelle que X , et notons µN la multipli-
cation sur celle-ci. Alors

tc(X) ≤ nil ker µN

Preuve : (basée sur [19]) Notons d’abord que N et X étant de même type d’homotopie rationnelle
signifie aussi qu’il existe une série de quasi-isomorphismes entre eux. Un modèle de un est donc
aussi un modèle de l’autre. Notons encore (ΛV, d) le modèle minimal de X (et donc aussi de N ),
ainsi que µ sa multiplication. Notons alors φ : (ΛV, d)

'−→ N le quasi-isomorphisme. Puisque φ est
un morphisme d’algèbre, il est facile de vérifier que (φ ⊗ φ)K ⊆ (kerµN ), et donc, pour un entier
m, nous avons le diagramme commutatif

A
φ⊗φ
'

//

p

��

N ⊗N
p′

��
A/Km+1

σ // N⊗N/(kerµN )m+1

Posons maintenant m = nil kerµN . Alors (kerµN )m+1 = 0 et donc le diagramme devient

A
φ⊗φ
'

//

p

��

N ⊗N

A/Km+1

σ

66

Notons ψ : A ⊗ ΛW
'−→ A/Km+1 le modèle de Sullivan de la projection p : A −→ A/Km+1 . Nous

avons alors le diagramme commutatif

A� _

ι

��

A

φ⊗φ'

��

A⊗ ΛW

r

77

'
ψ
// A/Km+1 σ

// N ⊗N

qui nous donne, par le lemme de relèvement (3.24), le morphisme d’algèbres r : A ⊗ ΛW −→ A,
rétraction de ι. Alors tc(X) ≤ m = nil ker µN . �
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6.3 Analyse des modèles

Les invariants algébriques que nous avons présenté dépendent souvent de l’existence ou non
d’une rétraction. De façon générale, soit B une adgc et I un idéal de B. Considérons le diagramme
commutatif

B
p

//

ι
''

B/I

B ⊗ ΛW,

φ'

OO

où p et ι sont respectivement la projection canonique et l’inclusion.

Théorème 6.9. S’il existe une rétraction r : B ⊗ ΛW −→ B de ι, alors l’application H∗(p) est injective.

Preuve : Supposons qu’il existe une rétraction r de ι. Alors r ◦ ι = IdB , ce qui nous donne en
cohomologie H∗(r) ◦ H∗(ι) = IdH∗(B). L’application H∗(ι) est donc injective, ce qui implique que
H∗(p) est injective, car H∗(φ) est un isomorphisme. �

Le théorème précédent explique aussi la relation e(ΛV, d) ≤ cat(ΛV, d), pour une algèbre de
Sullivan (ΛV, d).

6.3.1 Types d’éléments primaires dans W

Retournons au diagramme ci-dessus, et suivons les étapes de construction deW , afin de construire
le quasi-isomorphisme φ. L’espace W est composé de trois types d’éléments.

(1) En supposant qu’il existe une classe non-nulle [α] dansB avec α ∈ I , nous introduisons ω ∈W
et posons dω = α et φ(ω) = 0.
Sur cet élément, il est impossible de définir une rétraction r de ι. Effectivement, si r existait,
nous aurions d(r(ω)) = r(d(ω)) = α, ce qui contredit le fait que α n’est pas un cobord dans B.
La rétraction est donc impossible.

(2) S’il existe β ∈ B tel que 0 6= dβ = α ∈ I et que [φ(β)] 6= 0 dans H∗(B/I), nous introduisons
ω ∈W et posons dω = α et φ(ω) = 0. À ce moment, H∗(φ) envoie la classe [β − ω] sur [φ(β)].
Si ι admet une rétraction, alors nous devons poser r(ω) = β. Attention ! Comme le démontre
l’exemple de J.-M. Lemaire et F. Sigrist ([21]), l’obstruction à la réalisation de la rétraction
peut se retrouver dans des produits de cocycle avec ce ω. En fait, à l’aide de ces obstructions,
Lemaire et Sigrist ont réussi à construire un exemple où 2 = e0(X) < cat0(X) = 3.

(3) En ajoutant des éléments dans W , il se peut que nous créons de la cohomologie non-désirée.
Pour une telle classe [η] dansB⊗ΛW , nous introduisons ω ∈W et posons dω = η et φ(ω) = 0.
Par induction, r(η) ∈ B est bien défini. Si r(η) est un cobord dans B, alors il existe un élément
λ ∈ B tel que dλ = r(η). Nous posons r(ω) = λ. Inversément, si r(η) n’est pas un cobord dans
B, la rétraction ne peut être définie sur ω, et donc elle n’existe pas. Remarquons cependant
que si n est le degré maximal tel que Hn(B) 6= 0 et que η est de degré supérieur à n, alors r(η)
est automatiquement un cobord et r(ω) est bien défini. Pour la construction de r, il suffit de
définir r : (B⊗ΛW )≤n −→ B≤n, et le reste suivra par induction. Remarquons aussi qu’il serait
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possible de définir autrement la rétraction, et donc une obstruction pourrait survenir pour
une construction mais pas pour une autre. Il faudrait donc vérifier toutes les constructions
possibles de la rétraction.

Remarquons que l’absence d’éléments de type (1) dans W implique que l’application H∗(p) est
injective. De plus, le premier type nous donne les résultats suivants, pour un espaceX et son modèle
minimal (ΛV, d). Rappelons que A = (ΛV, d)⊗ (ΛV, d).

Corollaire 6.10. (1) Soit m un entier tel qu’il existe une classe [α] 6= 0 dans H∗(ΛV, d) avec α ∈
Λ>mV , nous avons cat(X) > m.

(2) Soit m un entier tel qu’il existe une classe [α] 6= 0 dans H∗(A) avec α ∈ Km+1, nous avons
m < mtc(X) ≤ tc(X).

Il en découle aussi la proposition suivante, pour TC(ΛV, d).

Proposition 6.11. Soit m un entier. S’il existe un cocycle α ∈ K⊗m+1 tel que [M(α)] est non-nulle dans
A, alors TC(XQ) > m et MTC(XQ) > m.

Preuve : Considérons le diagramme commutatif

A⊗m+1 P //� v

ι
))

M

��

A⊗m+1
/K⊗m+1

A A⊗m+1 ⊗ ΛW

ψ '

OO

r

ff

et supposons qu’il existe un cocycle α ∈ K⊗m+1 tel que M(α) n’est pas un cobord dans A. Sup-
posons qu’il existe un élément β ∈ A⊗m+1 tel que dβ = α. Alors d(M(β)) = M(α), ce qui est
impossible. Alors α n’est pas un cobord dans A⊗m+1.

Puisque la classe [α] est non-nulle dans A⊗m+1, mais que [φ(α)] est nulle, nous introduisons
ω ∈W avec dω = α. Supposons qu’il existe un morphisme d’adgc (ou de modules)

r : A⊗m+1 ⊗W −→ A

tel que r ◦ ι = M . Nous obtenons d(r(ω)) = r(dω) = r(α) = M(α). Cependant M(α) n’est pas un
cobord. Nous obtenons ainsi une obstruction à l’existence de r. Nous concluons que TC(XQ) > m
et MTC(XQ) > m. �

En conclusion, si pour le diagramme commutatif suivant

A
P //� u

ι
''

A/Km+1

A⊗ ΛW,

φ '

OO

il existe un élément de type (1) dans W , alors tc(X) et TC(XQ) sont tout deux supérieur à m.
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Chapitre 7

Un théorème et des exemples

Nous savons que géométriquement cat(X) ≤ TC(X) ≤ 2 · cat(X). De plus, nous avons toujours
TC(XQ) ≤ tc(X). Nous prouverons en fait que 2 · cat0(X) borne aussi tc(X) supérieurement, ce
qui appuie la conjecture tc(X) = TC(X). Ensuite nous élaborerons des exemples afin de tester
davantage cette conjecture : un premier exemple formel, suivi de deux exemples non-formels, afin
d’illustrer les difficultés de calcul.

7.1 Borne supérieure pour tc

Soient X un espace et (ΛV, d) son modèle minimal de Sullivan. Rappelons que A = (ΛV, d) ⊗
(ΛV, d), et que K est le noyau de la multiplication µ : A→ (ΛV, d), u⊗ v 7→ uv.

Théorème 7.1. cat0(X) ≤ TC(XQ) ≤ tc(X) ≤ 2 · cat0(X).

Preuve : Les deux premières inégalités proviennent du théorème 6.6 et de la proposition 5.20. Il
nous reste à prouver tc(X) ≤ 2 · cat0(X). Soit m = 2 · cat0(X). Par Félix, Halperin et Lemaire ([7]),
nous avons m = cat0(X ×X) = cat0(ΛV ⊗ΛV ). De l’inclusion Km+1 ⊆ Λ>m(V ⊕ V ), on tire que la
surjection canonique

j : A/Km+1 −→ A/Λ>m(V⊕V )

est bien définie. Notons p : A −→ A/Km+1 la projection canonique. Remarquons alors que la
projection A −→ A/Λ>m(V⊕V ) est en fait j ◦ p. Considérons les deux modèles suivants :

A
p

//

ι1
''

A/Km+1 A
j◦p

//

ι2
((

A/Λ>m(V⊕V )

A⊗ ΛW

φ '

OO

A⊗ ΛW ′

ψ '
OO
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Alors le diagramme commutatif

A
ι2 //

ι1

��

A⊗ ΛW ′

ψ '
��

A⊗ ΛW
j◦φ

//

ι

55

A/Λ>m(V⊕V )

ainsi que le lemme de relèvement (3.24) nous donne l’application ι : A⊗ ΛW −→ A⊗ ΛW ′ faisant
commuter les triangles ci-dessus.

Alors nous avons le diagramme commutatif suivant

A
p

//

ι1
''

A/Km+1
j
// A/Λ>m(V⊕V )

A⊗ ΛW

φ '

OO

ι
''

A⊗ ΛW ′.

ψ '

OO

r

\\

Puisque cat0(ΛV ⊗ ΛV ) = m, il existe une rétraction r : A⊗ ΛW ′ −→ A à ι2 = ι ◦ ι1. Alors r ◦ ι est
une rétraction de ι1. Nous en concluons tc(X) ≤ m = 2 · cat0(X). �

7.2 Modèle pur formel avec une puissance 4 à la différentielle

Considérons l’algèbre de Sullivan Λγ = (Λ(a2, b2, x5, y7), dγ), où a et b sont des cocycles, et

dγx = a2b dγy = a4 + b4 + (γa+ b)4

= (1 + γ4)a4 + 4γ3a3b+ 6γ2a2b2 + 4γab3 + 2b4,

pour un entier γ. Nous avons alors une famille d’algèbre {Λγ | γ ∈ N}. NotonsXγ l’espace rationnel
ayant Λγ comme modèle. Tout Λγ est homogène, avec Q = {a, b} et P = {x, y}. Cet exemple est
discuté dans [9], p.244.

7.2.1 Algèbre ΛQ/dγP et cohomologie de Xγ

Regardons l’espace quotient
ΛQ/dγP = Λ(a,b)/a2b,β

où β = (1 + γ4)a4 + 4γ3a3b+ 6γ2a2b2 + 4γab3 + 2b4. En quotientant par a2b, l’élément β se simplifie
par

β = (1 + γ4)a4 + 4γab3 + 2b4

En degré 2 et 4, nous avons respectivement les éléments {a, b} et {a2, ab, b2}. En degré 6, nous avons
a3, a2b, ab2 et b3, où par le quotient a2b = 0. Nous avons donc seulement 3 éléments non-nuls comme
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générateurs. En degré 8, sans compter les multiples de a2b qui sont nuls, nous avons les générateurs
a4, ab3 et b4. Cependant, puisque β est coupé, nous avons

b4 =
−1

2
((1 + γ4)a4 + 4γab3)

Nous avons donc seulement les deux générateurs linéairement indépendants a4 et ab3. En degré 10,
nous avons les générateurs a5, ab4 et b5, où

0 = a · β = (1 + γ4)a5 + 4γa2b3 + 2ab4 = (1 + γ4)a5 + 2ab4

=⇒ − 2ab4 = (1 + γ4)a5

0 = b · β = (1 + γ4)a4b+ 4γab4 + 2b5 = 4γab4 + 2b5

=⇒ b5 = −2γab4.

Nous avons seulement un générateur linéairement indépendant : a5.

En degré 2k supérieur à 10, nous avons les éléments ak, abk−1 et bk, où k ≥ 6.

0 = ak−4 · β = (1 + γ4)ak + 4γak−3b3 + 2ak−4b4 = (1 + γ4)ak

=⇒ ak = 0

0 = abk−5 · β = (1 + γ4)a5bk−5 + 4γa2bk−2 + 2abk−1 = 2abk−1

=⇒ abk−1 = 0

0 = bk−4 · β = (1 + γ4)a4bk−4 + 4γabk−1 + 2bk = 2bk

=⇒ bk = 0.

Nous n’avons donc aucun élément en degré supérieur à 10. Puisque le quotient est de dimension
finie, le théorème 3.47 nous confirme que la cohomologie de Λγ est aussi de dimension finie.

Par le théorème 3.49 et puisque dimP = dimQ = 2, nous avons nécessairement dim P̂ = 0. Le
théorème 3.50 nous dit alors que notre modèle est formel, et que H∗(Λγ) ∼= ΛQ/dγP . Alors, en tant
qu’espace vectoriel, nous avons

H∗(Λγ) ∼= Q⊕
(
Q[a]⊕Q[b]

)
⊕
(
Q[a2]⊕Q[ab]⊕Q[b2]

)
⊕
(
Q[a3]⊕Q[ab2]⊕Q[b3]

)
⊕
(
Q[ab3]⊕Q[b4]

)
⊕Q[a5]

Proposition 7.2. Si γ1 6= γ2, alors il n’y a pas d’isomorphisme d’algèbre entre H∗(Λγ1) et H∗(Λγ2).

Par soucis de complétude, nous incluons la démonstration de [9], p.245.

Preuve : Soient γ1, γ2 tels que γ1 6= γ2, et supposons que nous avons un isomorphisme d’adgc entre
H∗(Λγ1) et H∗(Λγ2). Nommons f cet isomorphisme, et notons [·]1 et [·]2 les classes dans H∗(Λγ1 ,Q)
et H∗(Λγ2 ,Q) respectivement. Alors en degré 2 nous avons

f([a]1) = r1[a]2 + r2[b]2

f([b]1) = s1[a]2 + s2[b]2
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où r1, r2, s1, s2 ∈ Q. Nous savons que [a2b]1 = 0 = [a2b]2. Donc

0 = f([a2b]1) = (r1[a]2 + r2[b]2)2(s1[a]2 + s2[b]2)

= r2
1s1[a3]2 + (r2

2s1 + 2r1r2s2)[ab2]2 + r2
2s2[b3]2

Par indépendance linéaire des trois classes ci-dessus, nous avons 0 = r2
1s1 = r2

2s1 + 2r1r2s2 = r2
2s2,

ce qui nous laisse 4 possibilités :

(1) r1 = r2 = 0 (3) r1 = s2 = 0

(2) s1 = s2 = 0 (4) s1 = r2 = 0

Les cas (1) et (2) nous donne respectivement f([a]1) = 0 et f([b]1) = 0, ce qui contredit l’injectivité
de f . Le cas (3) et l’égalité r2

2s1 + 2r1r2s2 = 0 impose r2
2s1 = 0. Il implique donc le cas (1) ou le cas

(2), qui sont tous deux impossible. Il nous reste (4). Alors

f([a]1) = r[a]2

f([b]1) = s[b]2

avec r = r1, s = s2 ∈ Q.

Pour les calculs suivants, nous nous reférons à la table de multiplication des classes de cohomo-
logie (appendice A).

En degré 8, nous avons [a4]i = 1
1+γ4i

(−4γi[ab
3]i − 2[b4]i), pour i = 1, 2. Puisque f est un isomor-

phisme, nous avons f([a4]1) = r4[a4]2, ce qui implique

0 = f([a4]1)− r4[a4]2

= f

(
1

1 + γ4
1

(−4γ1[ab3]1 − 2[b4]1)

)
− r4

1 + γ4
2

(−4γ2[ab3]2 − 2[b4]2)

=
1

1 + γ4
1

(−4γ1rs
3[ab3]2 − 2s4[b4]2)− r4

1 + γ4
2

(−4γ2[ab3]2 − 2[b4]2)

= − 4r

(
γ1s

3

1 + γ4
1

− r3γ2

1 + γ4
2

)
[ab3]2 − 2r4

(
s4

1 + γ4
1

− 1

1 + γ4
2

)
[b4]2.

Puisque les deux classes sont linéairement indépendantes et que r 6= 0, nous avons que leurs coef-
ficients sont nuls, et donc

4γ1rs
3

1 + γ4
1

=
4r4γ2

1 + γ4
2

2r4s4

1 + γ4
1

=
2r4

1 + γ4
2

γ1s
3(1 + γ4

2) = r3γ2(1 + γ4
1) s4(1 + γ4

2) = 1 + γ4
1 .

Par substitution nous obtenons

γ1s
3(1 + γ4

2) =r3s4γ2(1 + γ4
2)

γ1 =r3sγ2.

Si un de γ1 ou γ2 est nul, l’autre l’est aussi. Cela contredit alors γ1 6= γ2. Alors γ1 et γ2 sont non-nuls,
et donc s = γ1

r3γ2
.
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Regardons en degré 10, où [b5]i = 2γi[ab
4]i pour i = 1, 2. Puisque f(2γ1[ab4]1) = 2γ1rs

4[ab4]2,
nous avons

0 = f(2γ1[ab4]1)− 2γ1rs
4[ab4]2

= f([b5]1)− γ1rs
4

γ2
[b5]2

= s5[b5]2 −
γ1rs

4

γ2
[b5]2

=

(
s− γ1r

γ2

)
s4[b5]2,

et donc sγ2 = γ1r. En y substituant l’égalité s = γ1
r3γ2

, nous obtenons r = 1 et s = γ1
γ2

.

Regardons cependant la relation (1 + γ4
i )[a5]i = −2[ab4]i. Puisque f(−2[ab4]1) = −2rs4[ab4]2,

nous avons

0 = f(−2[ab4]1) + 2rs4[ab4]2

= f((1 + γ4
1)[a5]1)− (1 + γ4

2)rs4[a5]2

= (1 + γ4
1)r5[a5]2 − (1 + γ4

2)rs4[a5]2

=
(

(1 + γ4
1)r4 − (1 + γ4

2)s4
)
r[a5]2,

ce qui implique (1+γ4
1)r4 = (1+γ4

2)s4. En remplaçant par les valeurs de r et de s trouvées ci-dessus,
nous obtenons

(1 + γ4
1) = (1 + γ4

2)
γ4

1

γ4
2

,

et alors γ1 = γ2. Nous avons donc notre contradicton à l’existence de l’isomorphisme d’algèbre f .

�

7.2.2 LS-catégorie de Xγ

Notons ici (ΛV, dγ) := Λγ . Par la proposition 6.4, nous savons que cat(Xγ) = cat(ΛV, dγ) ≤ 5.
Évaluons alors le diagramme commutatif suivant

(ΛV, dγ)
p

//

ι
))

(
ΛV /Λ>4V , d̄γ

)
(ΛV ⊗ ΛW,d)

'φ

OO

où p est la projection canonique et ι l’inclusion. En quotientant par Λ>4V , nous coupons la classe
[a5]. Nous introduisons alors un élément ω ∈W de degré 9, avec dω = a5 et φ(ω) = 0. En supposant
qu’une rétraction r à ι existe, nous avons dγ(rω) = r(dω) = a5. Cependant a5 n’étant pas un cobord
dans (ΛV, dγ), r ne peut exister, et donc cat(Xγ) > 4. Nous concluons que cat(Xγ) = 5.
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Bornes inférieures

Nous aurions pu aussi calculer la LS-catégorie en commençant avec ses bornes inférieures.

La classe de cohomologie de plus haut degré est de longueur 5. Alors cup(Xγ) ≤ 5. Cependant
le produit cup [a] ∪ [a] ∪ [a] ∪ [a] ∪ [a] = [a5] nous confirme que cup(Xγ) = 5. Nous aurions donc pu
utiliser le théorème 6.2, nous donnant la borne inférieure suivante :

5 = cup(Xγ) ≤ cat(Xγ).

Une autre borne inférieure de la LS-catégorie est l’invariant de Toomer. Comme nous coupons
la classe [a5] dans le quotient ci-dessus, elle se retrouve dans le noyau de H∗(p). Alors H∗(p) n’est
pas injective, et donc e(Xγ) > 4. En quotientant par Λ>5V , la projection p est en fait l’identité, ce
qui induit une application injective en cohomologie. Alors e(Xγ) = 5. Le théorème 6.2 nous donne
5 = e(Xγ) ≤ cat(Xγ), et donc cat(Xγ) = 5.

7.2.3 nil ker ∪Q

Puisque la classe la plus longue est de longueur 5, nous savons que nil ker ∪Q ≤ 10. Puisque
([a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]) ∈ ker∪Q et

([a]⊗ [1]− [1]⊗ [a])10 =

10∑
k=0

(
10

k

)
(−1)k [a10−k]⊗ [ak]

= − 252 [a5]⊗ [a5]

6= 0,

nous avons nil ker ∪Q = 10.

7.2.4 TC(Xγ) et tc(Xγ)

Puisque notre modèle est formel, la proposition 6.7 nous donne TC(Xγ) = nil ker ∪Q = 10.

Aussi, notre théorème 7.1 et la proposition 5.20 nous donne la suite 10 = TC(Xγ) ≤ tc(Xγ) ≤
2 · cat(Xγ) = 10. Nous en concluons que TC(Xγ) = tc(Xγ) = 10.

7.3 Modèle de X = SU(2)3/T 2, espace non-formel

Considérons SU(2) := {A ∈ M2(C) | AA∗ = I2, det(A) = 1}, ainsi que l’inclusion T 2 −→
SU(2)× SU(2)× SU(2) définie par

(θ, α) 7−→
[(

eiθ 0
0 e−iθ

)
,

(
eiα 0
0 e−iα

)
,

(
e−i(θ+α) 0

0 ei(θ+α)

)]
Soit X = SU(2)3/T 2, l’espace quotient le long de cette inclusion. Nous pouvons montrer, à l’aide
de [15], que le modèle minimal de X est (ΛV, d) = (Λ(a2, b2, x3, y3, z3), où a et b sont des cocycles,
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et dx = a2, dy = b2, dz = ab. Nous avons prouvé dans l’exemple 3.39 qu’il s’agit d’un espace
non-formel. Notons aussi que, puisque dim(SU(2)) = 3, X est une variété de dimension 7.

7.3.1 Cohomologie de X

Puisque X est en dimension 7, il n’y a pas pas de cohomologie en degré supérieur à 7. Aussi, les
premiers cocycles arrivent en dimension 2 : a et b. Ceux-ci n’étant pas des cobords, leur classe de
cohomologie est non-nulle. En degré 3, nous n’avons aucun cocycle. En degré 4, les seuls cocycles
sont aussi des cobords : a2 = dx, b2 = y et ab = dz. Énumérons maintenant les éléments engendrant
le degré 5 et leur image respective sous la différentielle :

ax
d7−→ a3 bx

d7−→ a2b

ay 7−→ ab2 by 7−→ b3

az 7−→ a2b bz 7−→ ab2

Nous avons les deux cocycles ay − bz et az − bx, qui ne sont pas des cobords.

En degré 6, nous avons les cocycles a3, a2b, ab2 et b3, qui sont tous des cobords. Nous avons aussi
les éléments

xy
d7−→ (a2y − xb2)

xz 7−→ (a2z − xab)
yz 7−→ (b2z − yab)

Ces éléments ne créant pas de cocycle, nous avons H6(X) = 0.

Le degré 7 est engendré par les éléments suivants.

a2x
d7−→ a4 abx

d7−→ a3b

a2y 7−→ a2b2 aby 7−→ ab3

a2z 7−→ a3b abz 7−→ a2b2

b2x 7−→ a2b2

b2y 7−→ ab3

b2z 7−→ ab3

Alors nous avons les cinq cocycles

a2y − xb2, a2z − xab, b2z − yab, a2y − abz et b2x− abz.

Les trois premiers sont les cobords de xy, xz et yz respectivement. Les deux derniers n’étant pas des
cobords, leur classe est non-nulle. Cependant,

a2y − abz = d(xy) + b2x− abz,

implique que leur classe est égale. Il n’y a donc qu’une classe de cohomologie en degré 7.
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En résumé, nous avons la cohomologie suivante :

H∗(X,Q) = Q⊕Q[a]⊕Q[b]⊕Q[ay − bz]⊕Q[az − bx]⊕Q[a2y − abz]

=⇒Hk(X,Q) ∼=


Q si k = 0, 7
Q2 si k = 2, 5
0 sinon

7.3.2 LS-catégorie de X

Le corollaire 6.4 nous dit que cat0(X) ≤ 3. Construisons le diagramme commutatif suivant

(ΛV, d)
σ //

ι
))

(
ΛV /Λ>2V , d̄

)
(ΛV ⊗ ΛW,d)

'φ

OO

où σ est la projection canonique et ι l’inclusion. En quotientant par Λ>2V , nous coupons l’élément
a2y − abz. Pour tuer sa classe de cohomologie, nous introduisons un élément ω ∈ W 6 et posons
dω := a2y− abz. En supposant qu’une rétraction r à ι existe, nous avons d(rω) = r(dω) = a2y− abz.
Puisque a2y−abz n’est pas un cobord dans (ΛV, d), nous obtenons une obstruction à la construction
de r. Donc cat0(X) > 2. Nous concluons que cat0(X) = 3.

La catégorie de X peut aussi être calculée à l’aide de son invariant de Toomer et de l’inégalité
e0(X) ≤ cat0(X) ≤ 3 (thm 6.2). Puisque la cohomologie en degré 7 est créée à l’aide d’un élément
de longueur 3, l’application H∗(σ) : (ΛV, d) −→

(
ΛV /Λ>2V , d̄

)
n’est pas injective. Effectivement, le

noyau contient la classe [a2y − abz]. Alors e0(X) = 3, ce qui implique cat0(X) = 3.

7.3.3 nil ker µN

Soit N :=
(

Λa2/a2 ⊗ Λb2/b2 ⊗ Λz3, d
)

, où da = db = 0 et dz = ab (tiré de [8], p.389). La flèche
(ΛV, d) −→ N est un quasi-isomorphisme, et la cohomologie de N est

H∗(N) = Q⊕Q[a]⊕Q[b]⊕Q[az]⊕Q[bz]⊕Q[abz].

Trouvons alors nil ker µN , qui sera une borne supérieure pour notre complexité topologique.

Remarquons tout d’abord que kerµN est l’idéal engendré par

{a⊗ a, b⊗ b, z ⊗ z, (a⊗ 1− 1⊗ a), (b⊗ 1− 1⊗ b), (z ⊗ 1− 1⊗ z)}

Puisque (a ⊗ 1 − 1 ⊗ a)2 = −2(a ⊗ a) (même résultat pour b), nous pouvons dire que kerµN est
engendré par seulement

{z ⊗ z, (a⊗ 1− 1⊗ a), (b⊗ 1− 1⊗ b), (z ⊗ 1− 1⊗ z)}
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Considérons les égalités suivantes :

(z ⊗ z)2 = 0

(a⊗ 1− 1⊗ a)2 = −2(a⊗ a) (a⊗ 1− 1⊗ a)3 = 0

(b⊗ 1− 1⊗ b)2 = −2(b⊗ b) (b⊗ 1− 1⊗ b)3 = 0

(z ⊗ 1− 1⊗ z)2 = 0

(z ⊗ z)(z ⊗ 1− 1⊗ z) = 0

Elles nous confirment alors que le produit de longueur 5

(a⊗ 1− 1⊗ a)2(b⊗ 1− 1⊗ b)2(z ⊗ z) = 4(a⊗ a)(b⊗ b)(z ⊗ z)
= 4(abz ⊗ abz)

est le plus long produit non-nul de kerµN . Nous en concluons que nil ker µN = 5

7.3.4 nil ker ∪Q

Nous calculons nil ker ∪Q sur la cohomologie de N , celle-ci étant isomorphe en tant qu’algèbre
à celle de X . Rappelons

H∗(N) = Q⊕Q[a]⊕Q[b]⊕Q[az]⊕Q[bz]⊕Q[abz].

Puisque [a]2 = [a][b] = [b]2 = 0, nous devons avoir au plus un degré 2 du même côté du tenseur.
Alors une multiplication de 4 éléments sera de degré au moins 0 + 2 + 5 + 5 = 12 de chaque côté
du tenseur et donc sera nulle. Cependant, il existe une multilication non-nulle entre trois éléments
de ker∪Q : (

[a]⊗ [1]− [1]⊗ [a]
)2(

[bz]⊗ [bz]
)

= −2[abz]⊗ [abz]

Alors nil ker ∪Q = 3.

7.3.5 tc(X)

Par notre théorème 7.1, nous savons que 3 ≤ tc(X) ≤ 6. Cependant dans ce cas, la borne supé-
rieure nil ker µN est plus utile :

3 ≤ tc(X) ≤ nil ker µN = 5.

Considérons le diagramme commutatif

ΛV ⊗ ΛV
p

//

ι
**

ΛV⊗ΛV /Km+1

ΛV ⊗ ΛV ⊗ ΛW.

'φ

OO
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Analyse de W avec m = 3

Nous construisons ici notre modèle W à l’aide des types d’éléments décrits en 6.3.1.

Type (1)

Prouvons ici que tc(X) > 3, en montrant l’existence d’un élément de type (1) dans W 8. Rappe-
lons que A = (ΛV, d)⊗ (ΛV, d), et définissons, pour le reste de cet exemple,

a := (a⊗ 1− 1⊗ a)

b := (b⊗ 1− 1⊗ b)
x := (x⊗ 1− 1⊗ x)

y := (y ⊗ 1− 1⊗ y)

z := (z ⊗ 1− 1⊗ z).

L’isomorphisme de Künneth (théorème 2.12) nous donne

H9(A) ∼= H2(ΛV, d)⊗H7(ΛV, d) ⊕ H7(ΛV, d)⊗H2(ΛV, d)

∼=
[
a⊗ (a2y − abz)

]
Q⊕

[
b⊗ (a2y − abz)

]
Q⊕

[
(a2y − abz)⊗ a

]
Q⊕

[
(a2y − abz)⊗ b

]
Q.

De plus, nous avons les égalités suivantes :[
a⊗ (a2y − abz)

]
=
[
a⊗ (b2x− abz)

] [
b⊗ (a2y − abz)

]
=
[
b⊗ (b2x− abz)

][
(a2y − abz)⊗ a

]
=
[
(b2x− abz)⊗ a

] [
(a2y − abz)⊗ b

]
=
[
(b2x− abz)⊗ b

]
.

Prenons en degré 9

α := ab2x + b3x + a3y + a2by − 2a2bz − 2ab2z.

Étant une combinaison linéaire d’éléments de K4, nous savons que α est dans K4. De plus, en
développant d(α), nous observons que α est un cocycle. Prouvons maintenant qu’il ne s’agit pas
d’un cobord dans A. Notons β la somme des éléments dans le développement de α tel qu’aucun
côté du tenseur n’est de degré 2. Alors β est un cobord, et nous notons β′ ∈ A tel que d(β′) = β.
Alors

α = d
(
β′ + 2a⊗ yz + 2b⊗ xz + 2yz ⊗ a + 2xz ⊗ b

)
− 3a⊗ (a2y − abz) − a⊗ (b2x− abz) − b⊗ (a2y − abz) − 3b⊗ (b2x− abz)
− 3(a2y − abz)⊗ a − (b2x− abz)⊗ a − (a2y − abz)⊗ b − 3(b2x− abz)⊗ b

En évaluant la classe de α, nous obtenons

[α] = − 4
[
a⊗ (a2y − abz)

]
− 4

[
b⊗ (a2y − abz)

]
− 4

[
(a2y − abz)⊗ a

]
− 4

[
(a2y − abz)⊗ b

]
6= 0.

Pour éliminer la classe [α] dans A⊗ ΛW , nous introduisons ω ∈ W 8 et posons dω = α et φ(ω) = 0.
Puisque ω est de type (1), il empêche l’existence de la rétraction r de ι, et donc tc(X) > 3.
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Analyse de W avec m = 4

Type (1)

Regardons maintenant ce qui se passe avec K5. Nous savons que tout élément de K5 est de
degré au moins 10. Les éléments de degré 10 dans K5 sont engendrés par{

akb5−k ∣∣ k ∈ {0, ..., 5}}.
Étant tous des cocycles et des cobords, nous créons seulement des éléments de type (2) dans W .
Par Künneth (théorème 2.12), nous savons que ΛV ⊗ ΛV n’a pas de cohomologie en degré 11, 13
et supérieur à 14. Il ne nous reste alors qu’à regarder les cocycles de A dans K5 en degré 12 et 14.
Commençons en degré 12 :

H12(ΛV ⊗ ΛV ) ∼= H5(ΛV )⊗H7(ΛV ) ⊕ H7(ΛV )⊗H5(ΛV )

Pour obtenir du degré 12, nous avons deux possibilités menant à un monôme de longeur 5 :
– multiplier 3 éléments de degré 2 avec 2 éléments de degré 3, ou
– multiplier 6 éléments de degré 2.

La dernière possibilité cependant nous donnera forcément un cobord. Supposons alors que nous
avons un cocycle non-nul α :=

∑
i∈I α(i,1) · · · α(i,5) ∈ K5, où pour tout i ∈ I , nous avons |α(i,1)| =

|α(i,2)| = |α(i,3)| = 2 et |α(i,4)| = |α(i,5)| = 3.

Alors pour tout i, j ∈ I , la multiplication α(i,4)α(j,5) est dans l’espace engendré par {xy, xz,yz}.
Nous avons les différentielles suivantes :

xy d7−→ a2y ⊗ 1 − b2x⊗ 1 − a2 ⊗ y + x⊗ b2 + b2 ⊗ x − y ⊗ a2 + 1⊗ a2y − 1⊗ b2x
xz 7−→ a2z ⊗ 1 − abx⊗ 1 − a2 ⊗ z + x⊗ ab + ab⊗ x − z ⊗ a2 + 1⊗ a2z − 1⊗ abx
yz 7−→ b2z ⊗ 1 − aby ⊗ 1 − b2 ⊗ z + y ⊗ ab + ab⊗ y − z ⊗ b2 + 1⊗ b2z − 1⊗ aby

Pour que α soit un cocycle, il faut que les différentielles s’annulent et donc il nous faut une combi-
naison linéaire des trois éléments ci-dessus. Alors nous avons, pour des ci, ki, li ∈ Q,

α = (c1a3 + c2a2b + c3ab2 + c4b3)xy + (k1a3 + k2a2b + k3ab2 + k4b3)xz

+ (l1a3 + l2a2b + l3ab2 + l4b3)yz

La somme des éléments de dα de la forme ux ⊗ 1, pour u ∈ Λ(a, b), devrait s’annuler, par indé-
pendance linéaire. Alors

0 = − k1(a4bx⊗ 1)− (c1 + k2)(a3b2x⊗ 1) − (c2 + k3)(a2b3x⊗ 1)

− (c3 + k4)(ab4x⊗ 1) − c4(b5x⊗ 1),

implique k1 = c4 = 0, et

k2 = −c1

k3 = −c2

k4 = −c3.
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En faisant de même avec les éléments de la forme uz⊗ 1, nous obtenons en plus k2 = l3 = l4 = 0, et

l1 = −k3 = c2

l2 = −k4 = c3.

Alors α devient

α = (c2a2b + c3ab2)xy + (−c2ab2 + −c3b3)xz + (c2a3 + c3a2b)yz

Aussi, le coefficient de b3x⊗ a2 étant c2, nous avons c2 = 0. Donc

α = (c3ab2)xy + (−c3b3)xz + (c3a2b)yz

Maintenant, le coefficient de a3y⊗b2 étant c3, il faut c3 = 0. Alors α = 0, ce qui contredit la deuxième
possibilité de degré.

Regardons maintenant ce qui se passe en degré 14. Puisque H>7(ΛV ) = 0, nous avons

H14(ΛV ⊗ ΛV ) ∼= H7(ΛV )⊗H7(ΛV ).

La classe génératrice en degré 14 est[
(a2y − abz)⊗2

]
=
[
(a2y − abz)⊗ (b2x− abz)

]
=
[
(b2x− abz)⊗ (a2y − abz)

]
=
[
(b2x− abz)⊗2

]
Les cocycles n’étant pas des cobords contiennent alors

(κ1 ⊗ κ2)− (κ1 ⊗ abz)− (abz ⊗ κ2) + (abz ⊗ abz),

pour tout κ1, κ2 ∈ {a2y, b2x}. Remarquons que tous contiennent (abz⊗abz). Pour créer un élément
de type (1) dans W , il nous faut un cocycle de la forme ci-dessus, et donc qui contient (abz ⊗ abz).

Supposons qu’il existe un cocycle α :=
∑

i∈I α(i,1) · · · α(i,5) ∈ K5 de degré 14 et ayant une classe
de cohomologie non-nulle. Notons que si tout α(i,j) est de degré pair, nous avons un cobord. Aussi,
nous ne pouvons avoir plus de trois éléments de degré 3, car notre produit sera nul. Regardons alors
les autres possibilités de degré pour les α(i,j), où nous posons sans perte de généralité |α(i,1)| ≤ ... ≤
|α(i,5)| :

(1) |α(i,1)| = |α(i,2)| = 2, |α(i,3)| = |α(i,4)| = 3 et |α(i,5)| = 4
(2) |α(i,1)| = |α(i,2)| = |α(i,3)| = 2, |α(i,4)| = 3 et |α(i,5)| = 5

Regardons quels cocycles contiennent (abz⊗ abz). Dans la première option, les seuls éléments pou-
vant contenir du z sont α(i,3) et α(i,4). Pour retrouver du z de chaque côté du tenseur d’un même
élément, nous devons retrouver z dans α(i,3) et α(i,4). En notant z(i,3) et z(i,4) les parties de α(i,3) et
α(i,4) contenant du z, nous avons z(i,3) = z(i,4) = z, mais alors z(i,3) · z(i,4) = 0 nous coupe tout
z. Puisque nous ne retrouvons pas (abz ⊗ abz), tout élément respectant la première option est un
cobord.

Évaluons maintenant la deuxième option :

|α(i,1)| = |α(i,2)| = |α(i,3)| = 2, |α(i,4)| = 3 et |α(i,5)| = 5.
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Alors

α(i,1)α(i,2)α(i,3) ∈ span{a3, a2b, ab2, b3}
= span{(s⊗ 1− 1⊗ s)2(t⊗ 1− 1⊗ t)

∣∣ s, t ∈ {a, b}}
Remarquons que tout élément étant de degré supérieur à 7 d’un côté du tenseur a une classe nulle.
Alors en cohomologie nous avons

[α(i,1)α(i,2)α(i,3)] ∈ span
{

[−2(st⊗ s) + (t⊗ s2)− (s2 ⊗ t) + 2(s⊗ st)]
∣∣ s, t ∈ {a, b}}.

Pour avoir z des deux côtés du tenseur, nous devons avoir du z dans α(i,4) et α(i,5). Notons z(i,4) et
z(i,5) les parties de α(i,4) et α(i,5) respectivement contenant du z. Alors z(i,4) = z, et

z(i,5) ∈ span
{

(uz ⊗ 1− 1⊗ uz), (u⊗ z − z ⊗ u)
∣∣ u ∈ {a, b}},

ce qui implique
z(i,4) · z(i,5) ∈ span

{
uz ⊗ z − z ⊗ uz

∣∣ u ∈ {a, b}},
Alors en cohomologie

[α(i,1)α(i,2)α(i,3)z(i,4)z(i,5)] ∈ span
{[

(tuz⊗s2z)+2(suz⊗stz)−2(stz⊗suz)−(s2z⊗tuz)
] ∣∣ s, t, u ∈ {a, b}}

Pour obtenir abz ⊗ abz, nous devons avoir st = ab et su = ab. Cependant nous obtenons 2abz ⊗
abz − 2abz ⊗ abz = 0. L’option 2 ne contient alors pas abz ⊗ abz.

Nous concluons qu’il n’y a pas d’élément de type (1) dans W .

Type (2)

Regardons quels sont les éléments de type (2) dans W . Remarquons que nous travaillons jus-
qu’en degré 14. Pour trouver les éléments dont leur différentielle est dans K5, il suffit de regarder
les cocycles de K5 qui sont des cobords.

En degré 10, nous avons

b5 = d(λ0), avec λ0 = (b3y ⊗ 1)− 5(b2y ⊗ a) + 10(b3 ⊗ y)− 10(y ⊗ b3) + 5(b⊗ b2y)− (1⊗ b3y)

ab4 = d(λ1), avec λ1 =
(
a⊗ 1− 1⊗ a

)(
(b2y ⊗ 1)− 4(by ⊗ b) + 6(y ⊗ b2)− 4(b⊗ by) + (1⊗ b2y)

)
a2b3 = d(λ2), avec λ2 =

(
a⊗ 1− 1⊗ a

)2(
(by ⊗ 1)− 3(y ⊗ b) + 3(b⊗ y)− (1⊗ by)

)
a3b2 = d(λ3), avec λ3 =

(
ax⊗ 1)− 3(x⊗ a) + 3(a⊗ x)− (1⊗ ax)

)(
b⊗ 1− 1⊗ b

)2

a4b = d(λ4), avec λ4 =
(

(a2x⊗ 1)− 4(ax⊗ a) + 6(x⊗ a2)− 4(a⊗ ax) + (1⊗ a2x)
)(
b⊗ 1− 1⊗ b

)
a5 = d(λ5), avec λ5 = (a3x⊗ 1)− 5(a2x⊗ a) + 10(a3 ⊗ x)− 10(x⊗ a3) + 5(a⊗ a2x)− (1⊗ a3x).

Alors d(λi) = aib5−i, et tout λi est un cocycle dans le quotient. Remarquons que toute combinaison
linéaire de aib5−i sera le cobord d’une combinaison linéaire des λi.
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Remarquons cependant que λi n’est pas le seul élément de A dont la différentielle est envoyée
sur aib5−i. Par exemple,

a5 = d(λ5)

= d
(

(a3x⊗ 1)− 5(a2x⊗ a) + 10(ax⊗ a2)− 10(x⊗ a3) + 5(a⊗ a2x)− (1⊗ a3x)
)

= d
(

(a3x⊗ 1)− 5(a2x⊗ a) + 10(a3 ⊗ x)− 10(a2 ⊗ ax) + 5(a⊗ a2x)− (1⊗ a3x)
)

= d
(

(a3x⊗ 1)− 5(a2x⊗ a) + 10(ax⊗ a2)− 10(a2 ⊗ ax) + 5(a⊗ a2x)− (1⊗ a3x)
)
.

Prenons λ ∈ A tel que d(λ) = aib5−i et supposons qu’il s’agit d’un cobord dans le quotient. Alors il
existe γ ∈ A et η ∈ K5 tel que d(γ) + η = λ dans A. La différentielle nous donne dη = dλ = aib5−i,
ce qui implique que η est de degré 9. Puisque K5 ne contient pas d’élément de degré 9, nous avons
η = 0, et donc d(γ) = λ. Alors λ est un cobord aussi dans A. N’étant pas un cocycle dans A, nous
avons une contradiction, et donc λ n’est pas un cobord dans le quotient. La classe [λ] dans le quotient
étant non-nulle, nous introduisons ωi ∈ W 9 pour tout i ∈ {0, ..., 5}, et posons d(ωi) = aib5−i et
φ(ωi) = 0. De cette façon, φ envoie la classe [λ− ωi] sur [λi]. De plus, nous posons r(ωi) = λi ∈ A.

En degré 11, supposons que nous avons un cocycle dans K5. Alors il s’agit d’une multiplication
de quatre éléments de degré 2 et d’un de degré 3. Cependant, les éléments de degré 2 sont des
cocycles mais pas celui de degré 3, et donc la multiplication ne peut être un cocycle. Nous concluons
que W 10 = 0.

En degré 12, K5 contient des éléments de la forme α1 · · ·α5 où nous avons deux possibilités pour
les degrés :

(1) |α1| = |α2| = |α3| = 2 et |α4| = |α5| = 3, ou
(2) |α1| = |α2| = |α3| = |α4| = 2 et |α5| = 4.

La première possibilité ne crée pas de cocycle, comme nous l’avons montré dans le type (1). Ce-
pendant un élément respectant la deuxième possibilité est forcément un cocycle, et donc il suffit de
regarder les monômes. Nous avons

α1, ..., α4 ∈ span
{

a,b
}

et
α5 ∈ span

{
a2, ab,b2, (a2 ⊗ 1− 1⊗ a2), (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2), (ab⊗ 1− 1⊗ ab), (a⊗ b− b⊗ a)

}
.

Tout produit α := α1 · · · α5 de cette forme est aussi un cobord.

Évaluons tout d’abord lorsque α5 ∈
{

a2, ab,b2
}

. Alors α1 · · · α5 est de la forme aib6−i, pour
i ∈ {0, ..., 6}. Soit λ ∈ A tel que d(λ) = αiβ6−i, et supposons qu’il s’agit d’un cobord dans le
quotient. Alors il existe un γ ∈ A et un η ∈ K5 tel que dans A nous avons

d(γ) + η = λ.

La différentielle implique d(η) = d(λ) = aib6−i ∈ K6, et donc η est de degré 11. Puisque K6 ne
contient pas de degré 11, λ n’est pas un cobord dans le quotient. Cependant, nous n’avons pas à
introduire de nouveaux éléments dans W , puisqu’il existe un u ∈ {a, b} et un j ∈ {0, ..., 5} tel que φ
envoie la classe [λ− u · ωj ] sur [λ].
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Évaluons maintenant lorsque

α5 ∈
{

(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2), (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2), (ab⊗ 1− 1⊗ ab)
}
.

Alors α5 est un cobord. Prenons λ ∈ A tel que dλ = α1 · · · α5 et notons η ∈ A tel que dη = α5.
Remarquons que η ∈ K. Notons η′ := α1 · · · α4η ∈ K5. Alors dη′ = α1 · · · α5. Alors λ − η′ est un
cocycle de degré 11 dans A. Puisque H11(A) = 0, il s’agit aussi d’un cobord, et donc il existe γ ∈ A
tel que dγ = λ − η′. Dans le quotient, nous obtenons dγ = λ, et donc la classe de λ est nulle. Nous
n’avons donc pas besoin d’introduire d’éléments dans W .

Il ne nous reste que le cas α5 = (a ⊗ b − b ⊗ a). Puisque {a,b} forme une base de span
{

a,b
}

et que les deux éléments sont des cocycles, il n’est pas nécessaire de vérifier toutes combinaisons
linéaires. Remarquons aussi que le produit α n’est pas cobord d’un élément de K5. Tout λ ∈ A
avec dλ = α est donc un cocycle dans le quotient, mais pas un cobord. De plus, aucune classe de
A ⊗ W<11 n’est envoyé par φ sur λ. Introduisons alors ω′i ∈ W 11, pour chaque i ∈ {0, ..., 4}, et
posons d(ω′i) = aib4−i(a⊗ b− b⊗ a) et φ(ω′i) = 0. Afin de définir r(ω′i), nous introduisons

ζi = (by ⊗ 1− 3y ⊗ b+ 3b⊗ y − 1⊗ by)aib1−i pour i = 0, 1

ζ2 = (bx⊗ 1− 2z ⊗ a+ b⊗ x− x⊗ b+ 2a⊗ z − 1⊗ bx)b

ζi = (ax⊗ 1− 3x⊗ a+ 3a⊗ x− 1⊗ ax)a3−ib4−i pour i = 3, 4.

et λ′i = ζi · (a⊗ b− b⊗a), pour chaque i ∈ {0, ..., 4}. De cette façon, d(λ′i) = d(ω′i). Nous posons alors
r(ω′i) = λ′i.

En degré 13, les éléments de K5 sont des combinaisons linéaires d’éléments de la forme α1 · · ·α5

où nous avons trois possibilités pour les degrés :
(1) |α1| = |α2| = |α3| = |α4| = 2 et |α5| = 5,
(2) |α1| = |α2| = |α3| = 2, |α4| = 3 et |α5| = 4, ou
(3) |α1| = |α2| = 2 et |α3| = |α4| = |α5| = 3.

Regardons les combinaisons linéaires qui sont des cocycles. Notons α(i,j) les éléments de la com-
binaison respectant la première possibilité, β(i,j) ceux de la deuxième, et γ(i,j) ceux de la troisième,
et notons α, β et γ leur somme respective. Alors nous évaluons le cocycle

α+ β + γ =
∑

α(i,1) · · · α(i,5) +
∑

β(i,1) · · · β(i,5) +
∑

γ(i,1) · · · γ(i,5).

Remarquons alors que γ ∈ span
{

a2xyz, abxyz,b2xyz
}

, où nous avons la différentielle

d(xyz) = (a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)yz− (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)xz + (ab⊗ 1− 1⊗ ab)xy

Puisqu’aucune autre différentielle ne contient de multiplication de deux éléments parmi {x, y, z},
nous avons γ = 0. Il nous reste donc α+ β, avec

α(i,1) · · · α(i,4) ∈ span
{

a4, a3b, a2b2, ab3,b4
}

α(i,5) ∈ span
{

(s⊗ v − v ⊗ s), (sv ⊗ 1− 1⊗ sv)
∣∣ s ∈ {a, b}, v ∈ {x, y, z}}

β(i,1) · · · β(i,3) ∈ span
{

a3, a2b, ab2,b3
}
, β(i,4) ∈ span

{
x,y, z

}
β(i,5) ∈ span

{
a2, ab,b2, (a⊗ b− b⊗ a), (st⊗ 1− 1⊗ st)

∣∣ s, t ∈ {a, b}}.
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Ceci nous donne alors les développements de α et β suivants, où tous ci, ki ∈ Q :

α := (c1a4 + c2a3b + c3a2b2 + c4ab3 + c5b4)(ax⊗ 1− 1⊗ ax)

+ (c6a4 + c7a3b + c8a2b2 + c9ab3 + c10b4)(ay ⊗ 1− 1⊗ ay)

+ (c11a4 + c12a3b + c13a2b2 + c14ab3 + c15b4)(az ⊗ 1− 1⊗ az)
+ (c16a4 + c17a3b + c18a2b2 + c19ab3 + c20b4)(bx⊗ 1− 1⊗ bx)

+ (c21a4 + c22a3b + c23a2b2 + c24ab3 + c25b4)(by ⊗ 1− 1⊗ by)

+ (c26a4 + c27a3b + c28a2b2 + c29ab3 + c30b4)(bz ⊗ 1− 1⊗ bz)
+ (c31a4 + c32a3b + c33a2b2 + c34ab3 + c35b4)(x⊗ a− a⊗ x)

+ (c36a4 + c37a3b + c38a2b2 + c39ab3 + c40b4)(y ⊗ a− a⊗ y)

+ (c41a4 + c42a3b + c43a2b2 + c44ab3 + c45b4)(z ⊗ a− a⊗ z)
+ (c46a4 + c47a3b + c48a2b2 + c49ab3 + c50b4)(x⊗ b− b⊗ x)

+ (c51a4 + c52a3b + c53a2b2 + c54ab3 + c55b4)(y ⊗ b− b⊗ y)

+ (c56a4 + c57a3b + c58a2b2 + c59ab3 + c60b4)(z ⊗ b− b⊗ z)

β := (k1a5 + k2a4b + k3a3b2 + k4a2b3 + k5ab4 + k6b5)x

+ (k7a5 + k8a4b + k9a3b2 + k10a2b3 + k11ab4 + k12b5)y

+ (k13a5 + k14a4b + k15a3b2 + k16a2b3 + k17ab4 + k18b5)z

+ (k19a3 + k20a2b + k21ab2 + k22b3)(a⊗ b− b⊗ a)x

+ (k23a3 + k24a2b + k25ab2 + k26b3)(a⊗ b− b⊗ a)y

+ (k27a3 + k28a2b + k29ab2 + k30b3)(a⊗ b− b⊗ a)z

+ (k31a3 + k32a2b + k33ab2 + k34b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)x

+ (k35a3 + k36a2b + k37ab2 + k38b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)y

+ (k39a3 + k40a2b + k41ab2 + k42b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)z

+ (k43a3 + k44a2b + k45ab2 + k46b3)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)x

+ (k47a3 + k48a2b + k49ab2 + k50b3)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)y

+ (k51a3 + k52a2b + k53ab2 + k54b3)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)z

+ (k55a3 + k56a2b + k57ab2 + k58b3)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)x

+ (k59a3 + k60a2b + k61ab2 + k62b3)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)y

+ (k63a3 + k64a2b + k65ab2 + k66b3)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)z
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La différentielle d(α+ β) nous donne alors

0 = (c1a4 + c2a3b + c3a2b2 + c4ab3 + c5b4)(a3 ⊗ 1− 1⊗ a3)

+ (c′11a4 + c′12a3b + c′13a2b2 + c′14ab3 + c′15b4)(a2b⊗ 1− 1⊗ a2b)

+ (c′6a4 + c′7a3b + c′8a2b2 + c′9ab3 + c′10b4)(ab2 ⊗ 1− 1⊗ ab2)

+ (c21a4 + c22a3b + c23a2b2 + c24ab3 + c25b4)(b3 ⊗ 1− 1⊗ b3)

+ (c31a4 + c32a3b + c33a2b2 + c34ab3 + c35b4)(a2 ⊗ a− a⊗ a2)

+ (c36a4 + c37a3b + c38a2b2 + c39ab3 + c40b4)(b2 ⊗ a− a⊗ b2)

+ (c41a4 + c42a3b + c43a2b2 + c44ab3 + c45b4)(ab⊗ a− a⊗ ab)
+ (c46a4 + c47a3b + c48a2b2 + c49ab3 + c50b4)(a2 ⊗ b− b⊗ a2)

+ (c51a4 + c52a3b + c53a2b2 + c54ab3 + c55b4)(b2 ⊗ b− b⊗ b2)

+ (c56a4 + c57a3b + c58a2b2 + c59ab3 + c60b4)(ab⊗ b− b⊗ ab)
+ (k1a5 + k2a4b + k3a3b2 + k4a2b3 + k5ab4 + k6b5)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)

+ (k7a5 + k8a4b + k9a3b2 + k10a2b3 + k11ab4 + k12b5)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)

+ (k13a5 + k14a4b + k15a3b2 + k16a2b3 + k17ab4 + k18b5)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)
+ (k19a3 + k20a2b + k21ab2 + k22b3)(a⊗ b− b⊗ a)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)

+ (k23a3 + k24a2b + k25ab2 + k26b3)(a⊗ b− b⊗ a)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)

+ (k27a3 + k28a2b + k29ab2 + k30b3)(a⊗ b− b⊗ a)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)
+ (k31a3 + k32a2b + k33ab2 + k34b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)2

+ (k51a3 + k52a2b + k53ab2 + k54b3)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)2

+ (k59a3 + k60a2b + k61ab2 + k62b3)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)2

+ (k′35a3 + k′36a2b + k′37ab2 + k′38b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)

+ (k′39a3 + k′40a2b + k′41ab2 + k′42b3)(a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)
+ (k′47a3 + k′48a2b + k′49ab2 + k′50b3)(ab⊗ 1− 1⊗ ab)(b2 ⊗ 1− 1⊗ b2),

où les c′j et k′j sont définis par

c′6 = c6 + c26 c′11 = c11 + c16 k′35 = k35 + k55 k′39 = k39 + k43 k′47 = k47 + k63

c′7 = c7 + c27 c′12 = c12 + c17 k′36 = k36 + k56 k′40 = k40 + k44 k′48 = k48 + k64

c′8 = c8 + c28 c′13 = c13 + c18 k′37 = k37 + k57 k′41 = k41 + k45 k′49 = k49 + k65

c′9 = c9 + c29 c′14 = c14 + c19 k′38 = k38 + k58 k′42 = k42 + k46 k′50 = k50 + k66

c′10 = c10 + c30 c′15 = c15 + c20

En créant la base B des cocycles de degré 12 de K5, les coefficients c′j nous donnent les cocycles de
la forme

aib4−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)

et aib4−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)
)
,

pour i = 0, ..., 4.
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Soit λ ∈ A tel que dλ est un des éléments ci-dessus. Puisque dλ n’est pas dans d(K5), il ne s’agit
pas d’un cobord dans le quotient, et donc la classe [φ(λ)] est non-nulle. Nous introduisons alors ω′′i
et ω′′′i dans W 12 et posons

d(ω′′i ) = aib4−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)

φ(ω′′i ) = 0

d(ω′′′i ) = aib4−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)
)

φ(ω′′′i ) = 0

De cette façon, il existe un ω ∈ {ω′′i , ω′′′i | i = 0, ..., 4} tel que φ envoie la classe [λ − ω] sur [φ(λ)].
Pour définir r(ω′′i ) et r(ω′′′i ), nous introduisons λ′′i et λ′′′i dans A, pour i = 0, ..., 4 par

λ′′i := ζi
(
(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
λ′′′i := ζi

(
(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
,

où les ζi sont définis plus haut. Alors

d(λ′′i ) = aib4−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)

d(λ′′′i ) = aib4−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)
)
.

Alors nous posons r(ω′′i ) = λ′′i et r(ω′′′i ) = λ′′′i .

Les coefficients k′j rajoutent à notre base B les cocycles de la forme suivante (énumérées à
gauche) :

aib3−i((a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)y− (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)x
)

= d
(
aib3−i(x⊗ 1− 1⊗ x)(y ⊗ 1− 1⊗ y)

)
aib3−i((a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)z− (ab⊗ 1− 1⊗ ab)x

)
= d

(
aib3−i(x⊗ 1− 1⊗ x)(z ⊗ 1− 1⊗ z)

)
aib3−i((ab⊗ 1− 1⊗ ab)y− (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)z

)
= d

(
aib3−i(z ⊗ 1− 1⊗ z)(y ⊗ 1− 1⊗ y)

)
,

pour i = 0, ..., 3. Cependant la colonne de droite nous montre que les cocycles sont tous dans d(K5).
En évaluant cas par cas, nous avons que tout nouveau cocycle du quotient créé par l’enlèvement
des cocycles ci-dessus (à gauche de l’égalité) est aussi un cobord dans le quotient. Sa classe étant
nulle, nous n’avons pas besoin de rajouter d’éléments dans W pour l’instant.

Jusqu’à présent, nous avons en degré inférieur ou égal à 12 les éléments suivants dans W :

ω ∈W ωi ω′i
avec 0 ≤ i ≤ 5 avec 0 ≤ i ≤ 4

degré 9 11
d(ω) aib5−i aib4−i(a⊗ b− b⊗ a)
r(ω) λi λ′i

ω ∈W ω′′i ω′′′i ...
avec 0 ≤ i ≤ 4 avec 0 ≤ i ≤ 4

degré 12 12 ≥ 12

d(ω) aib4−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)

aib4−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)
)

...
r(ω) λ′′i λ′′′i ...

De plus, φ(W ) = 0.
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Il nous manque cependant des éléments en degré 12 dansW . Pour les autres cocycles dans notre
base B, il suffit d’échelonner une matrice. Remarquons que d(α+ β) ∈ (Λ(a, b)13, d). Nous prenons
donc la base

{a7 ⊗ 1, a6b⊗ 1, ..., b7 ⊗ 1, a6 ⊗ a, ..., 1⊗ a7}

de (Λ(a, b)13, d) pour obtenir la matrice des coefficients (voir appendice B). Une fois échelonnée, elle
nous donne les derniers cocycles de la base B. Soit λ ∈ A tel que dλ est un de ces cocycles. Alors
il se peut que φ(λ) ait une classe non-nulle. Dans ce cas, il nous reste des éléments de type (2) à
introduire dans W 12.

Type (3)

Les éléments de type (3) deW sont des éléments servant à couper la cohomologie crée par l’ajout
de W que nous ne désirons pas.

Soit ω ∈ W de type (3). Nous pouvons définir r sur cet élément si et seulement si r(dω) est un
cobord. Si il n’y a pas de cohomologie dans le degré de r(dω), c’est-à-dire en degré |ω| + 1, alors
r(dω) est forcément un cobord. Nous n’avons donc pas besoin de regarder les éléments de type (3)
en degré 10, 12 et supérieur ou égal à 14.

Remarquons aussi que les premiers éléments de type (3) annulent des cocycles de A ⊕ (A+ ⊗
ΛW )+ ou (A+⊗ΛW )⊕ (A+⊗ΛW )+. Les cocycles en degré inférieur ou égal à 14 sont alors formés
avec des éléments de type (2) de W en degré inférieur ou égal à 12.

Supposons qu’il existe un élément ω ∈ W 9 de type (3). Alors dω = s − tv, pour s, t ∈ A, |t| ≥ 2,
et v ∈ W de type (2). Puisque |t|+ |v| = |tv| = 10, nous avons |v| ≤ 8. Cependant W commence en
degré 9. Nous n’avons donc pas d’élément de type (3) en degré 9.

Regardons maintenant en degré 11. Supposons qu’il existe un élément ω ∈ W 11 de type (3).
Alors dω = s − tv, pour s, t ∈ A, |t| ≥ 2, et v ∈ W de type (2). Alors nous avons deux possibilités
pour les degrés de t et v :

|t| = 2 et |v| = 10 ou |t| = 3 et |v| = 9.

La première possibilité est impossible car nous n’avons pas d’éléments de type (2) de degré 10. La
deuxième possibilité implique que tv se retrouve dans l’espace engendré par les éléments de gauche
suivants, ou à droite est leur différentielle respective :

xωi
d7−→ (a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)ωi − aib5−ix

yωi 7−→ (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)ωi − aib5−iy

zωi 7−→ (ab⊗ 1− 1⊗ ab)ωi − aib5−iz.

Cependant, il est impossible de trouver un s ∈ A tel que d(s) = d(tv), et donc s − tv n’est pas un
cocycle. Alors ω ∈W 11 de type (3) n’existe pas.

Il ne nous reste qu’à vérifier le degré 13. Supposons qu’il existe un ω ∈ W 13 de type (3). Alors
dω = s − tv, pour s, t ∈ A, |t| ≥ 2, et v ∈ W est de type (2). En considérant que v ne peut être de
degré 10, nous avons deux possibilités pour les degrés de t et v :
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(1) |t| = 2 et |v| = 12
(2) |t| = 3 et |v| = 11
(3) |t| = 5 et |v| = 9.

Regardons tout d’abord chaque cas séparé, et ensuite, nous regardons le cas ou tv est une combi-
naison linéaire de plusieurs degrés de t et v.

Regardons les éléments de type (3) dont la différentielle n’est pas composé des éléments de
type (2) non-développés dans W . Pour l’option (1), tv est dans l’espace engendré par les éléments
suivants, où leur différentielle respective est à droite :

aω′′i
d7−→ ai+1b4−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
aω′′′i 7−→ ai+1b4−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
bω′′i 7−→ aib5−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
bω′′i 7−→ aib5−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
,

pour i ∈ {0, ..., 4}. Prenons s ∈ A tel que ds = d(tv). Supposons que d(tv) n’est pas dans d(K5).
Alors il n’existe pas de η ∈ K5 et de γ ∈ A tel que d(γ) + η = s. Alors la classe [φ(s)] = [φ(s − tv)]
est non-nulle dans le quotient. Cependant, la classe [s− tv] est nulle dans A⊗ΛW . Nous regardons
donc seulement les tv dont leur différentielle est dans d(K5), qui , en degré 15, est engendré par.

Regardons l’option (2). Alors tv est dans l’espace engendré par les éléments de gauche suivants :

xω′i
d7−→ (a2 ⊗ 1− 1⊗ a2)ω′i − aib4−i(a⊗ b− b⊗ a)x

yω′i 7−→ (b2 ⊗ 1− 1⊗ b2)ω′i − aib4−i(a⊗ b− b⊗ a)y

zω′i 7−→ (ab⊗ 1− 1⊗ ab)ω′i − aib4−i(a⊗ b− b⊗ a)z.

Cependant, puisque les différentielles contiennent toutes du W , il est impossible d’avoir s ∈ A tel
que d(s) = d(tv). L’option (2) est donc impossible.

Il nous reste l’option (3). Nous ne voulons pas de W dans les différentielles de tv, comme nous
avons vu dans l’option (2). De plus, il serait impossible d’annuler le W de l’option (3) avec des
éléments de l’option (2), car il ne s’agit pas du même degré de W . Nous voulons donc que t soit un
cocycle. Alors tv est dans l’espace engendré par les éléments de gauche suivants :(

(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)
ωi

d7−→ aib5−i((ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)
)(

(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)
)
ωi 7−→ aib5−i((az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
,

pour i ∈ {0, ..., 5}. Remarquons que les différentielles sont les mêmes que dans l’option (1), et donc
la même contradiction s’applique ici.

Regardons alors les combinaisons linéaires. Les options (1) et (3) nous donnent les cocycles sui-
vants :

bω′′i −
(
(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
ωi

bω′′′i −
(
(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
ωi
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pour i ∈ {0, ..., 4}. Puisque φ envoie ces deux formats de cocycles sur 0, il envoie leur classe non
nulle sur une classe nulle. Il nous faut donc σi, σ′i ∈W 14 de type (3), avec

d(σi) = bω′′i −
(
(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
ωi

d(σ′i) = bω′′′i −
(
(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
ωi

Regardons alors si les éléments suivants sont des cobords dans A :

r(d(σi)) = bλ′′i −
(
(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)
λi

=
(
(ay − bz)⊗ 1− 1⊗ (ay − bz)

)(
bζi − λi

)
r(d(σ′i)) = bλ′′′i −

(
(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)
λi

=
(
(az − bx)⊗ 1− 1⊗ (az − bx)

)(
bζi − λi

)
.

Supposons qu’un des éléments ci-dessus n’est pas un cobord. Alors il contient l’élément abz ⊗ abz
dans son développement. Puisqu’il n’y a qu’un z dans (ay− bz)⊗ 1− 1⊗ (ay− bz)) et ((az − bx)⊗
1− 1⊗ (az− bx)), il doit y avoir un z aussi dans (bζi− λi). Puisqu’aucun λi ne contient de z, et que
le seul ζi en contenant ζ2, les seuls éléments ci-dessus qui pourraient ne pas être des cobords sont
r(d(σ2)) et r(d(σ′2)).

Remarquons que (bζ2 − λ2) est de degré 9, et que

H9(A) ∼= H2(ΛV, d)⊗H7(ΛV, d) ⊕ H7(ΛV, d)⊗H2(ΛV, d).

Notons β la somme des éléments de (bζ2 − λ2) qui n’est pas de degré 2 d’un côté du tenseur. Alors
β est un cobord. Notons β′ ∈ A tel que d(β′) = β. Nous avons

(bζ2 − λ2) = β + 2a⊗ (b2z − aby) − 2(b2z − aby)⊗ a + 3(a2y − b2x)⊗ b − 3b⊗ (a2y − b2x)

= d
(
β′ + 2a⊗ yz − 2yz ⊗ a + 3xy ⊗ b − 3b⊗ xy

)
.

Puisque (bζ2−λ2) est un cobord, alors r(d(σ2)) et r(d(σ′2)) le sont aussi. Nous pouvons donc définir
la rétraction sur tous les éléments de type (3).

La seule possibilité que r soit impossible à définir serait s’il existe un élément τ de type (3),
dont la différentielle dτ contient un élément de type (2) de W , introduit suite à l’évaluation de la
matrice. De plus, il faudrait que r(dτ) ne soit pas un cobord dans A. Un tel élément ferait en sorte
que tc(X) = 5. S’il n’existe aucun élément avec un tel comportement, nous avons tc(X) = 4. Les
contraintes de temps nous force à nous satisfaire de 4 ≤ tc(X) ≤ 5.

7.3.6 Complexité topologique : TC(XQ)

La proposition 5.20 nous dit TC(X) ≤ tc(X) = 5. Prouvons ici que TC(X) > 3. Considérons le
diagramme commutatif d’adgc suivant

A⊗4 P //� u

ι
((

M

��

A⊗4
/K⊗4

A A⊗4 ⊗ ΛW

φ '

OO
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et rappelons la cohomologie de X :

H∗(X) = Q⊕Q[a]⊕Q[b]⊕Q[ay − bz]⊕Q[az − bx]⊕Q[a2y − abz].

Introduisons le cocycle de K⊗4 suivant :

α := a⊗ b⊗2 ⊗ x + b⊗3 ⊗ x + a⊗3 ⊗ y + a⊗2 ⊗ b⊗ y − 2a⊗2 ⊗ b⊗ z − 2a⊗ b⊗2 ⊗ z.

Nous avons montré dans la section tc(X) avec m = 3 que M(α) a une classe non-nulle dans A. Par
le corollaire 6.11, nous obtenons TC(X) > 3. Nous concluons que TC(X) est aussi 4 ou 5.

7.4 Modèle pur avec des degrés pairs différents

Notons X l’espace rationnel ayant le modèle minimal (ΛV, d) = (Λ(a2, b4, x5, y7, z11), d) où a, b
sont des cocycles et dx = a3 + ab, dy = a4 et dz = b3. Il s’agit bien d’un modèle homogène avec
Q = {a, b}, P = {x, y, z}. Commençons par évaluer sur quel type d’espace nous travaillons.

7.4.1 Algèbre ΛQ/dP

Regardons l’espace quotient
ΛQ/dP = Λ(a,b)/a3+ab, a4, b3

Puisque nous coupons a4, nous n’avons aucune puissance ak pour un k ≥ 4. De même, toute puis-
sance bk pour k ≥ 3 est nulle. Nous savons donc que l’espace quotient est de dimension finie.
Le théorème 3.47 nous confirme que la cohomologie de X est aussi de dimension finie. Nous tra-
vaillons donc sur une adgc elliptique.

Notons aussi que par le théorème 3.49 et puisque dimP = 3 et dimQ = 2, nous avons que dim P̂
est égale à 0 ou 1. Cependant, puisque dP = {(a3 + ab), a4, b3}, nous avons dP ∩ (Λ+Q · dP ) = ∅, et
donc P̂ = 0. Alors dimP > dim P̂ + dimQ nous dit, par le théorème 3.50, que notre modèle n’est
pas formel.

7.4.2 Cohomologie de X

Puisque (ΛV, d) est elliptique, nous pouvons appliquer le théorème 3.43. Le plus grand degré tel
que la cohomologie est non-nulle est donc 19.

Degrés pairs

Le premier cocycle apparait en degré 2. Nous avons alors la classe [a]. Le degré 4 est engendré
par a2 et b. En degré 6 nous avons a3 et ab, mais puisque ab = dx − a3, il n’y a qu’une seule classe
linéairement indépendante. En degré 8 nous avons a4, a2b et b2. Le premier est le cobord de y, et le
deuxième est celui de ax− y. Alors nous avons seulement [b2]. En degré 10, nous avons les cocycles
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a5, a3b et ab2, soient les cobords de ay, (a2x− ay) et (bx− a2x+ ay) respectivement. En degré 12 et
plus, les cocycles dans Λ(a, b) sont tous des cobords :

akbl = d(ak−4bly) pour k ≥ 4 et l ≥ 0

akbl = d(akbl−1x− ak−1bl−1y) pour k ≥ 2 et l ≥ 1

akbl = d(akbl−3z) pour k ≥ 0 et l ≥ 3

Les trois éléments xy, xz et yz sont aussi de degré pair. Regardons leur différentielle :

xy
d7−→ a3y + aby − a4x

xz 7−→ a3z + abz − b3x
yz 7−→ a4z − b3y.

Toute combinaison linéaire sous Λ(a, b) des différentielles ci-dessus est non-nulle. Alors nous n’avons
pas d’autres cocycles en degré pair.

Degrés impairs

Regardons maintenant en degré impair. En degré 3 et 5, nous n’avons pas de cocycle. En degré
7, nous avons les éléments ax et y, avec leur différentielle respective a4a2b et a4. Alors il n’y a pas
de cocycles. En degré 9 nous avons

a2x
d7−→ a5 + a3b

bx 7−→ a3b+ ab2

ay 7−→ a5

et donc toujours pas de cocycles. En degré 11, nous avons les éléments suivants, avec leur différen-
tielle respective :

a3x
d7−→ a6 + a4b abx

d7−→ a4b+ a2b2

a2y 7−→ a6 by 7−→ a4b

z 7−→ b3.

Le seul cocycle est donc λ := a2y − a3x + by. Il ne s’agit pas d’un cobord, puisqu’en degré 10 tout
élément est dans Λ(a, b) et donc est un cocycle.

Les éléments en degrés 13 avec leur différentielle respective sont :

a4x
d7−→ a7 + a5b a2bx

d7−→ a5b+ a3b2

b2x 7−→ a3b2 + ab3 a3y 7−→ a7

aby 7−→ a5b az 7−→ ab3.
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Notons que le seul non-cocycle en degré 12 est xy, avec d(xy) = a3y + aby − a4x. Les cocycles en
degré 13 n’étant pas des cobords sont

a4 − a3y − a2bx+ b2x− az et aby + b2x− az − a2bx

Cependant, ils ont la même classe, car

a4 − a3y − a2bx+ b2x− az = aby + b2x− az − a2bx− d(xy).

En définissant γ := aby+ b2x− az− a2bx, la seule classe linéairement indépendante en degré 13 est
[γ].

En degré 15, nous avons les éléments

a5x
d7−→ a8 + a6b a3bx

d7−→ a6b+ a4b2

ab2x 7−→ a4b2 + a2b3 a4y 7−→ a8

a2by 7−→ a6b b2y 7−→ a4b2

a2z 7−→ a2b3 bz 7−→ b4,

Considérons qu’en degré 14 il n’y a qu’un seul non-cocycle, dont la différentielle nous donne un
cobord en degré 15 :

axy
d7−→ a4y + a2by − a5x

En plus de ce cobord, nous avons les deux cocycles linéairement indépendants

bλ = a2by + b2y − a3bx et aγ = a2by + ab2x− a2z − a3bx,

ainsi que les cocycles énumérés à gauche :

a5x− a4y − a3bx+ b2y = bλ− d(axy)
a5x− a4y − a3bx+ ab2 − a2z = aγ − d(axy)

ab2x− a2z − b2y = aγ − bλ.

La colonne de droite montre qu’il n’y a que deux classes linéairement indépendantes : [bλ] et [aγ].

En degré 17, nous avons les éléments suivants ainsi que leur différentielle :

a6x
d7−→ a9 + a7b a4bx

d7−→ a7b+ a5b2

a2b2x 7−→ a5b2 + a3b3 b3x 7−→ a3b3 + ab4

a5y 7−→ a9 a3by 7−→ a7b

ab2y 7−→ a5b2 a3z 7−→ a3b3

abz 7−→ ab4.

Considérons les non-cocycles en degré 16 avec leur différentielle :

a2xy
d7−→ a5y + a3by − a6x

bxy 7−→ a3by + ab2y − a4bx

xz 7−→ a3z + abz − b3x
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Les différentielles ci-dessus nous donnent trois cobords en degré 17. De plus, nous avons le cocycle
bγ = ab2y + b3x− abz − a2b2x, ainsi que les cocycles suivants, à gauche :

a5y − a6x+ a4bx− ab2y = d(a2xy − bxy)
ab2y − a2b2x+ a3z = bγ − d(xz)

a5y − a6x+ a4bx− a2b2x+ a3z = bγ + d(a2xy − bxy + xz)
a5y − a6x+ a4bx− a2b2x+ b3x− abz = bγ + d(a2xy − bxy)

a4bx− a3by − a2b2x+ a3z = bγ + d(xz − bxy)
a4bx− a3by − a2b2x+ b3x− abz = bγ − d(bxy)

La colonne de droite montre que toute classe non-nulle est égale à [bγ]. La seule classe en degré 17
est donc [bγ] = [ab2y + b3x− abz − a2b2x].

En degré 19, nous retrouvons les éléments suivants, avec leur différentielle respective :

a7x
d7−→ a10 + a8b a5bx

d7−→ a8b+ a6b2

a3b2x 7−→ a6b2 + a4b3 ab3x 7−→ a4b3 + a2b4

a6y 7−→ a10 a4by 7−→ a8b

a2b2y 7−→ a6b2 b3y 7−→ a4b3

a4z 7−→ a4b3 a2bz 7−→ a2b4

b2y 7−→ b5

Considérons les non-cocycles en degré 18 avec leur différentielle respective :

a3xy
d7−→ a6y + a4by − a7x

abxy 7−→ a4by + a2b2y − a5bx

axz 7−→ a4z + a2bz − ab3x
yz 7−→ a4z − b3y

En plus des quatres cobords ci-dessus, nous avons en degré 19, le cocycle b2λ = a2b2y−a3b2x+ b3y,
ainsi que les suivants (colonne de gauche) :

a6y − a7x+ a5bx− a2b2y = d(a3xy − abxy)
b3y − ab3x+ a2bz = d(axz − yz)

a6y − a7x+ a5bx− a3b2x+ b3y = b2λ+ d(a3xy − abxy)
a6y − a7x+ a5bx− a3b2x+ a4z = b2λ+ d(a3xy − abxy + yz)

a6y − a7x+ a5bx− a3b2x+ ab3x− a2bz = b2λ+ d(a3xy − abxy − axz + yz)
a5bx− a4by − a3b2x+ b3y = b2λ− d(abxy)
a5bx− a4by − a3b2x+ a4z = b2λ+ d(yz − abxy)

a5bx− a4by − a3b2x+ ab3x− a2bz = b2λ+ d(yz − abxy − axz)
a2b2y − a3b2x+ a4z = b2λ+ d(yz)

a2b2y − a3b2x+ ab3x− a2bz = b2λ+ d(yz − axz)

La colonne de droite montre alors que [b2λ] est la seule classe en degré 19.
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Puisque H>19(ΛV, d) = 0, nous avons

H∗(ΛV, d) = Q⊕Q[a]⊕
(
Q[a2]⊕Q[b]

)
⊕Q[a3]⊕Q[b2]⊕Q[λ]

⊕Q[γ]⊕
(
Q[bλ]⊕Q[aγ]

)
⊕Q[bγ]⊕Q[b2λ]

avec λ = a2y − a3x+ by et γ = aby + b2x− az − a2bx.

7.4.3 LS-catégorie de X

Le théorème 6.3 nous dit que cat(X) = e(X). Évaluons le diagramme commutatif suivant

(ΛV, d)
p

//

ι
))

(
ΛV /Λ>mV , d̄

)
(ΛV ⊗ ΛW,d)

'φ

OO

r

]]

où p est la projection canonique et ι l’inclusion.

Posons tout d’abord m = 3. Rappelons que λ = a2y − a3x + by est composé d’éléments de
longueur entre 3 et 4. En quotientant par Λ>3V , la classe [b2λ] = [a2b2y − a3b2x + b3y] de degré 19
est coupée. L’application p n’est donc pas injective, ce qui implique e(X) > 3.

En posant m = 4, nous quotientons par Λ>4V , ce qui ne coupe aucune classe de cohomologie.
Dans le quotient, les classes sont seulement réduites. Par exemple, la classe [b2λ] devient

[b2λ] = [a2b2y − a3b2x+ b3y] = [b3y].

L’application p est alors injective, puisqu’il n’y a pas d’élément de type (1) dans W . Alors e(X) = 4.

Nous concluons que cat(X) = 4.

7.4.4 nil ker µN

Posons l’adgc
N :=

(
Λ(α2)/α4 ⊗ Λ(β4)/β3 ⊗ χ5, d

)
avec dα = dβ = 0 et dχ = α3 + αβ. L’application φ : (ΛV, d) −→ N définit par

a
φ7−→ α y 7−→ 0

b 7−→ β z 7−→ 0

x 7−→ χ

est un quasi-isomorphisme. La cohomologie de N est la suivante :

H∗(N) = Q⊕Q[α]⊕
(
Q[α2]⊕Q[β]

)
⊕Q[α3]⊕Q[β2]⊕Q[α3χ]⊕Q[β2χ− α2βχ]

⊕
(
Q[α3βχ]⊕Q[αβ2χ]

)
⊕Q[α2β2χ]⊕Q[α3β2χ].
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Complexité topologique

Calculons nil ker µN , qui sera une borne supérieure de tc(ΛV, d). Nous savons que kerµN est
l’idéal engendré par {u⊗ 1− 1⊗ u | u = α, β ou χ}. Les égalités suivantes

(α⊗ 1− 1⊗ α)6 = − 20α3 ⊗ α3

(α⊗ 1− 1⊗ α)7 = 0

(β ⊗ 1− 1⊗ β)4 = 6β2 ⊗ β2

(β ⊗ 1− 1⊗ β)5 = 0

(χ⊗ 1− 1⊗ χ)2 = 0

nous montre que la multiplication

(α⊗ 1− 1⊗ α)6(β ⊗ 1− 1⊗ β)4(χ⊗ χ) = −120α3β2χ⊗ α3β2χ

est en fait la plus longue multiplication non-nulle de kerµ. Alors nil ker µN = 11.

7.4.5 nil ker ∪Q

Puisque N et (ΛV, d) ont la même cohomologie, regardons le produit cup sur N . Puisque la
multiplication de longueur 7(

[α]⊗ [1]− [1]⊗ [α]
)6(

[β2χ]⊗ [1]− [1]⊗ [β2χ]
)

= − 20
(

[α3β2χ]⊗ [α3]
)

+ 20
(

[α3]⊗ [α3β2χ]
)

est la plus longue multiplication non nulle dans ker∪Q, nous avons nil ker ∪Q = 7.

7.4.6 tc(X) et TC(X)

La proposition 6.7 ainsi que notre théorème 7.1 nous donnent la suite

7 = nil ker ∪Q ≤ TC(X) ≤ tc(X) ≤ 2 · cat (X) = 8.

Les calculs étant encore plus long que ceux de l’exemple 7.2, nous nous contentons de cette inégalité.
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Chapitre 8

Conclusion

Bien que parfois incapable de calculer exactement les deux invariants TC(XQ) et tc(X), ils
semblent toujours très proches.

Nous avons aussi remarqué que, bien que les nombres 2cat0(X) et nil ker µN soient des bornes
supérieures de tc(X), ils semblent indépendants. Effectivement, dans l’exemple 7.3 nous avons
nil ker µN < 2 · cat (X), tandis que dans l’exemple 7.4, nous avons nil ker µN > 2 · cat (X). Cal-
culer les deux invariants nous permet de resserrer l’intervalle autour de TC(XQ) et tc(X). Mal-
gré tous nos efforts, nous n’avons pu trouver d’indice de l’existence d’un espace X pour lequel
TC(XQ) < tc(X). Tous nos calculs tendent à supporter la conjecture

TC(XQ) = tc(X).

D’autres questions concernant la complexité topologique sont encore sans réponse. Par exemple,
le théorème 4.19 de Hess montre que cat0(X) = Mcat(X). Nous nous demandons alors si cela tient
aussi pour la complexité topologique. Avons-nous TC0(X) = MTC(X) ?

Une autre question naturelle se rapporte au théorème 6.3, qui nous dit que pour un espace X
rationnellement elliptique, nous avons cat0(X) = e0(X). Ceci signifie donc que, pour le modèle
(ΛV, d) de X ainsi que le diagramme commutatif suivant pour m = cat(X)

(ΛV, d)
σm //

ιm

))

(ΛV /Λ>mV , d̄)

(ΛV ⊗ ΛW,d),

' φm

OO

l’espace W ne contient pas d’élément de type I. Si nous regardons le modèle

A
p

//

ι
''

A/Km′+1

A⊗ ΛW ′,

φ '
OO

qui nous aide habituellement à trouver tc(X), avons nous la même relation ? Si W ′ ne contient pas
d’élément de type I, pouvons nous affirmer que tc(X) ≤ m′ ?
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Annexe A

Table de multiplication de H∗(Xγ)

(exemple de la section 7.2)

Rappelons que Xγ est l’espace rationnel ayant comme modèle Λγ = (Λ(a2, b2, x5, y7), dγ), où
dγa = dγb = 0, dγx = a2b, et dγy = a4 + b4 + (γa+ b)4. De la cohomologie

H∗(Λγ) = Q⊕
(
Q[a]⊕Q[b]

)
⊕
(
Q[a2]⊕Q[ab]⊕Q[b2]

)
⊕
(
Q[a3]⊕Q[ab2]⊕Q[b3]

)
⊕
(
Q[ab3]⊕Q[b4]

)
⊕Q[a5],

nous obtenons les tableaux de multiplication :

· [a] [b] [a2] [ab] [b2] [a3] [ab2] [b3]

[a] [a2] [ab] [a3] 0 [ab2] −4γ[ab3]−2[b4]
1+γ4

0 [ab3]

[b] [b2] 0 [ab2] [b3] 0 [ab3] [b4]

[a2] −4γ[ab3]−2[b4]
1+γ4

0 0 [a5] 0 0

[ab] 0 [ab3] 0 0 (1+γ4)[a5]
−2

[b2] [b4] 0 (1+γ4)[a5]
−2 −γ(1 + γ4)[a5]

[a3] 0 0 0
[ab2] 0 0
[b3] 0
[ab3]
[b4]
[a5]
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Complexité topologique

· [ab3] [b4] [a5]

[a] 0 (1+γ4)[a5]
−2 0

[b] (1+γ4)[a5]
−2 −γ(1 + γ4)[a5] 0

[a2] 0 0 0
[ab] 0 0 0
[b2] 0 0 0
[a3] 0 0 0
[ab2] 0 0 0
[b3] 0 0 0
[ab3] 0 0 0
[b4] 0 0
[a5] 0

Notons que puisque a et b sont de degré pair, le tableau est symétrique.
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Annexe B

Matrices des coefficients

Le tableau B.1 représente la matrice des coefficients de l’élément α + β de l’exemple 7.3 (tc(X),
construction du type 2). Le tableau B.2 représente la matrice échelonnée réduite qui lui est associée.
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Complexité topologique

 c1 c2 c3 c4 c5 c'6 c'7 c'8 c'9 c'10 c'11 c'12 c'13 c'14 c'15 c21 c22 c23 c24 c25 c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37 c38 c39 c40 c41 c42 c43 c44 c45 c46 c47 c48 c49 c50 c51 c52 c53 c54 c55 c56 c57 c58 c59 c60 k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30 k31 k32 k33 k34 k'35 k'36 k'37 k'38 k'39 k'40 k'41 k'42 k'47 k'48 k'49 k'50 k51 k52 k53 k54 k59 k60 k61 k62

a
7
  1 1 1 1

a
6
b  1 1 1 1 1 1 1

a
5
b

2
  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a
4
b

3
  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a
3
b

4
  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a
2
b

5
  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ab
6
  1 1 1 1 1 1 1

b
7
  1 1 1 1

a
6
  a -4 1 -5 -3

a
5
b  a -3 -4 1 1 -4 -5 -1 -2 -3

a
4
b

2
  a -2 -4 -3 1 1 1 -3 -5 -4 -1 -1 -1 -3 -2 -3

a
3
b

3
  a -1 -3 -2 -4 1 1 1 -2 -4 -3 -1 -1 -1 -2 -1 -3 -2

a
2
b

4
  a -2 -1 -3 1 1 1 -1 -3 -2 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -3

ab
5
  a -1 -2 1 1 -2 -1 -1 -1 -1 -2

b
6
  a -1 1 -1 -1 -1

a
6
  b -1 1 -1 1 -1

a
5
b  b -2 -1 1 1 -2 -1 1 1 -2 -1

a
4
b

2
  b -3 -1 -2 1 1 1 -3 -1 -2 1 1 1 -3 -1 -2 -1

a
3
b

3
  b -4 -2 -3 -1 1 1 1 -4 -2 -3 1 1 1 -2 -3 -1 -2

a
2
b

4
  b -3 -4 -2 1 1 1 -5 -3 -4 1 1 -3 -2 -3 -1

ab
5
  b -4 -3 1 1 -4 -5 1 -3 -2

b
6
  b -4 1 -5 -3

a
5
  a

2
6 -5 9 1

a
4
b  a

2
3 6 -4 -4 -1 5 10 3 -1 2

a
3
b

2
  a

2
1 6 3 -3 -4 -3 -1 2 10 6 2 3 -2 2 3

a
2
b

3
  a

2
3 1 6 -2 -3 -2 -1 6 3 1 3 2 -2 -1 3 1

ab
4
  a

2
1 3 -1 -2 -1 -1 -1 3 1 2 1 -1 -1 1 3

b
5
  a

2
1 -1 -1 -1 1 1 -1 1

a
5
  b

2
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1

a
4
b  b

2
3 1 -1 -2 -1 -1 3 -1 1 -2 -1 3 -1 1 -1

a
3
b

2
  b

2
6 1 3 -1 -3 -2 -2 6 3 -3 -1 -2 3 -1 1 -2

a
2
b

3
  b

2
3 6 1 -1 -4 -3 -3 10 2 6 -2 -3 2 3 -2

ab
4
  b

2
6 3 -1 -4 -4 5 10 -3 2 -1

b
5
  b

2
6 -5 9 1

a
5
  ab 3 -1 -1 -4 4 -1 -3 2 -1

a
4
b  ab 4 3 -2 -2 -3 -5 6 3 -1 -3 2 1 -2

a
3
b

2
  ab 3 3 4 -3 -1 -3 -2 -4 -4 6 4 5 1 -3 -1 2 1 -1

a
2
b

3
  ab 4 3 3 -4 -2 -4 -1 -3 -3 4 6 5 3 -1 1 2 -1 1

ab
4
  ab 3 4 -3 -5 -2 -2 6 3 1 3 1 -2 2

b
5
  ab 3 -4 -1 -1 4 -1 3 -1 2

a
4
  a

3
-5 10 -5 6

a
3
b  a

3
-2 -4 6 6 4 -10 -2 4 2

a
2
b

2
  a

3
-1 -4 -1 3 6 3 3 2 -10 -4 -3 2 2 2

ab
3
  a

3
-1 -1 -4 1 3 1 2 2 -4 -1 1 -3 -1 2 1 -1

b
4
  a

3
-1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1

a
4
  b

3
-1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1

a
3
b  b

3
-4 -1 -1 2 3 1 1 -4 2 -1 3 -1 1 2 -1 1

a
2
b

2
  b

3
-1 -4 -1 3 6 3 3 -10 2 -4 3 2 2 2

ab
3
  b

3
-4 -2 4 6 6 -10 2 2 4

b
4
  b

3
-5 10 -5 6

a
4
  a

2
b -3 -1 4 4 6 -5 5 2 2 3

a
3
b  a

2
b -2 -4 6 6 4 10 -4 -2 -2 4 4 2 6

a
2
b

2
  a

2
b -3 -3 6 3 6 3 6 6 -6 -3 -3 3 6 3 3 4

ab
3
  a

2
b -2 -1 -3 4 4 4 3 3 3 4 -6 -1 -1 -1 -1 2 3 1 2

b
4
  a

2
b -1 -2 3 4 1 1 5 -3 1 -2 1 3 1

a
4
  ab

2
-2 -1 1 4 1 3 -3 5 1 2 -1 3 1

a
3
b  ab

2
-3 -1 -2 3 3 3 4 4 4 -6 4 -1 1 1 1 2 1 3 2

a
2
b

2
  ab

2
-3 -3 6 3 6 3 6 6 -6 -3 -3 3 3 3 4 6

ab
3
  ab

2
-4 -2 4 10 6 6 -4 -2 2 -4 2 6 4

b
4
  ab

2
-1 -3 6 4 4 -5 5 -2 3 2

                                                                                       Tabeau B.1  Matrice  des coefficients (non-échelonnée)
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Complexité topologique

 c1 c2 c3 c4 c5 c'6 c'7 c'8 c'9 c'10 c'11 c'12 c'13 c'14 c'15 c21 c22 c23 c24 c25 c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37 c38 c39 c40 c41 c42 c43 c44 c45 c46 c47 c48 c49 c50 c51 c52 c53 c54 c55 c56 c57 c58 c59 c60 k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30 k31 k32 k33 k34 k'35 k'36 k'37 k'38 k'39 k'40 k'41 k'42 k'47 k'48 k'49 k'50 k51 k52 k53 k54 k59 k60 k61 k62

1  a
7

-1 1 -1

1  a
6
b -1 -1 1 1 -1 -1

1  a
5
b

2
-1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

1  a
4
b

3
-1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1  a
3
b

4
-1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1  a
2
b

5
-1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

1  ab
6

-1 -1 1 1 -1 -1

1  b
7

-1 1 -1

a  a
6

4 -1 -5 3

a  a
5
b 3 4 -1 -1 -4 -5 1 2 3

a  a
4
b

2
2 4 3 -1 -1 -1 -3 -5 -4 1 1 1 3 2 3

a  a
3
b

3
1 3 2 4 -1 -1 -1 -2 -4 -3 1 1 1 2 1 3 2

a  a
2
b

4
2 1 3 -1 -1 -1 -1 -3 -2 1 1 1 1 2 1 3

a  ab
5

1 2 -1 -1 -2 -1 1 1 1 2

a  b
6

1 -1 -1 1 1

b  a
6

1 -1 -1 -1 1

b  a
5
b 2 1 -1 -1 -2 -1 -1 -1 2 1

b  a
4
b

2
3 1 2 -1 -1 -1 -3 -1 -2 -1 -1 -1 3 1 2 1

b  a
3
b

3
4 2 3 1 -1 -1 -1 -4 -2 -3 -1 -1 -1 2 3 1 2

b  a
2
b

4
3 4 2 -1 -1 -1 -5 -3 -4 -1 -1 3 2 3 1

b  ab
5

4 3 -1 -1 -4 -5 -1 3 2

b  b
6

4 -1 -5 3

a
2
  a

5
-6 5 9 -1

a
2
  a

4
b -3 -6 4 4 1 5 10 -3 1 -2

a
2
  a

3
b

2
-1 -6 -3 3 4 3 1 2 10 6 -2 -3 2 -2 -3

a
2
  a

2
b

3
-3 -1 -6 2 3 2 1 6 3 -1 -3 -2 2 1 -3 -1

a
2
  ab

4
-1 -3 1 2 1 1 -1 3 1 -2 -1 1 1 -1 -3

a
2
  b

5
-1 1 1 -1 1 -1 1 -1

b
2
  a

5
-1 1 1 1 -1 1 -1 1

b
2
  a

4
b -3 -1 1 2 1 1 3 -1 1 2 1 -3 1 -1 1

b
2
  a

3
b

2
-6 -1 -3 1 3 2 2 6 3 3 1 2 -3 1 -1 2

b
2
  a

2
b

3
-3 -6 -1 1 4 3 3 10 2 6 2 3 -2 -3 2

b
2
  ab

4
-6 -3 1 4 4 5 10 3 -2 1

b
2
  b

5
-6 5 9 -1

ab  a
5

-3 1 1 4 4 -1 3 -2 1

ab  a
4
b -4 -3 2 2 3 5 6 3 1 3 -2 -1 2

ab  a
3
b

2
-3 -3 -4 3 1 3 2 4 4 6 4 5 -1 3 1 -2 -1 1

ab  a
2
b

3
-4 -3 -3 4 2 4 1 3 3 4 6 5 -3 1 -1 -2 1 -1

ab  ab
4

-3 -4 3 5 2 2 6 3 -1 -3 -1 2 -2

ab  b
5

-3 4 1 1 4 -1 -3 1 -2

a
3
  a

4
5 -10 -5 -6

a
3
  a

3
b 2 4 -6 -6 -4 -10 2 -4 -2

a
3
  a

2
b

2
1 4 1 -3 -6 -3 -3 2 -10 -4 3 -2 -2 -2

a
3
  ab

3
1 1 4 -1 -3 -1 -2 2 -4 -1 -1 3 1 -2 -1 1

a
3
  b

4
1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1

b
3
  a

4
1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1

b
3
  a

3
b 4 1 1 -2 -3 -1 -1 -4 2 -1 -3 1 -1 -2 1 -1

b
3
  a

2
b

2
1 4 1 -3 -6 -3 -3 -10 2 -4 -3 -2 -2 -2

b
3
  ab

3
4 2 -4 -6 -6 -10 -2 -2 -4

b
3
  b

4
5 -10 -5 -6

a
2
b  a

4
3 1 -4 -4 -6 -5 5 -2 -2 -3

a
2
b  a

3
b 2 4 -6 -6 -4 -10 -4 -2 2 -4 -4 -2 -6

a
2
b  a

2
b

2
3 3 -6 -3 -6 -3 -6 -6 -6 -3 3 -3 -6 -3 -3 -4

a
2
b  ab

3
2 1 3 -4 -4 -4 -3 -3 -3 4 -6 -1 1 1 1 -2 -3 -1 -2

a
2
b  b

4
1 2 -3 -4 -1 -1 5 -3 1 2 -1 -3 -1

ab
2
  a

4
2 1 -1 -4 -1 -3 -3 5 1 -2 1 -3 -1

ab
2
  a

3
b 3 1 2 -3 -3 -3 -4 -4 -4 -6 4 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -3 -2

ab
2
  a

2
b

2
3 3 -6 -3 -6 -3 -6 -6 -6 -3 3 -3 -3 -3 -4 -6

ab
2
  ab

3
4 2 -4 -10 -6 -6 -4 -2 -2 4 -2 -6 -4

ab
2
  b

4
1 3 -6 -4 -4 -5 5 2 -3 -2

                                                                                       Tabeau B.1  Matrice des coefficients (suite)
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Complexité topologique

c1 c2 c3 c4 c5 c'6 c'7 c'8 c'9 c'10 c'11 c'12 c'13 c'14 c'15 c21 c22 c23 c24 c25 c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37 c38 c39 c40 c41 c42 c43 c44 c45 c46 c47 c48 c49 c50 c51 c52 c53 c54 c55 c56 c57 c58 c59 c60 k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29 k30 k31 k32 k33 k34 k'35 k'36 k'37 k'38 k'39 k'40 k'41 k'42 k'47 k'48 k'49 k'50 k51 k52 k53 k54 k59 k60 k61 k62

1

1 -1 -1

1 -1 -1 -1 -1

1 1 -1 -1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 -1 1 -1

1 -1 1 1

1 3 -1 1 1 2 1 2

1 3 -1 1 1 2 1 2

1 -2 1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 -1

1 1 1 1

1 2 1 -1 1 -1 2 1

1 -3 2 1 -1 -1 1 -3 -1 2 1 -1

1 -3 2 1 -1 -1 1 -3 -1 2 1 -1

1 1 -1 -1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

                                                                                       Tableau B.2  Matrice  des coefficients échelonnée
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