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INTRODUCTION ‘ - ‘ . “‘\\\\\\
. ¢

Lol
-

A paftif de la catégorie B, dont les objets sont les espaces
topologlques et - dont les morphlsmes sont les classes‘d'homotople d'appll—

cations continues, S. ‘Mardesic a construit en'[4] une catégorxe G. Les

objets de G sont les espaces topologiques, tandis que ses morphismes sont
appelcs "shaplngs "Ila Jéfini un foncteu¥~covafianﬁ S:B—~—G \

' vér1f1ant les propr1etcs 5u1vantcs

1) S(X) = X pour tout X ¢ |8

1i) Si Y a le type d'homotopie d'un Cw-complexe'qlors, pour tout

“shaping" f : X —*—-Y; jl.existe un unique ¢ ¢ B(X, Yj tel que.S{¢) = f.
& - - q ) tel q

i . .
De plus, il a caractérisé la catégorie G et le foncteur §, au moyen d'une
. < .

propriété universelle.

-

Etant donné une catégorie C et une sous-catégorie pleing C

]
—

de C, nous construirons,. en faisant l'hyﬁothése que S(X, Y) est un eisegble,

‘une categor1e S et un foncteur covariant § : C —~—S. En plus d'obtenir

des résultats analogues 3 ceux de Mardesic,/ nous montrerons que tout, ocht

‘..

e i8] est la 11m1te d un, certain d1agra e dang C_,.et que cette proprlcte

caracter15q,1a catégorie S. Nous terminerons pah:;eux 111ustﬂit10ns de la

construction duale. 1' ' ' ' ' .- 4
. .

~J




CHAPITRE 1

*

A) Introduction = -

¢

La notion de forme pour les espaces compacts métriques a Gté
‘d5f1n1e en L1] par K Borsuk S. Mardes1c et J. Ségal ont donné en 127 1a
‘déf1n1t1on de forme pour les espaces compacts Hausdorff et ont démontre
en/iBJ que, pour les espaces compacts métriqugs, leur définition était
équivalente 2 celle de Bofsuk. S. Mardesic a par la suite-donné en L4] la
déflﬁzzzﬁﬂfde la forme d'un espace tOpologlquc, qui{ popr les espaée;
compacts Hausdorff est equlvalente i celle donnée en [2]. . .

[

- Dans ce chapltre, nous construisons, étant donné une catégorie

C et une sous- categorle‘pieQne ¢, de C, une nouvelle catégorie '

\ ' ,

= S(C, c W) ncatégorie des ﬁ\zTes sur C par rapport 2 C_ ' et un foncteur
Y . °

s de C*dans S qu1 préserve les colimites. De plus,.nous donnerons deux

caracterlsatlons ‘de 1a catégorie S = S(C, C ,). et nous demontrerons que le

e

‘foncteur S : C —+—-S est l‘exten51on de Kan du fomcteur S/C . C —— §.

~

A . . L A
Ld - . \ [
. . . .

-~ . -

;- B) ~ La Cat@porie S =S8(C, C)

SVE\\\;Q ‘ Soit C une catégorie et C, une sous-catégorie pleine de C,
~ - ) ! .,-—/\- o

crest-d-dire C_(X, Y) = C(X, Y) pour tout X, ¥ e_lcol.. On construit la

catégorie S de la fagon suivante:




E

- 1) LBS"ObJetS de ﬁ_soﬁt 1es mémes que ceux de C.

X et Y sont des obJets de C, con51derons les foncteurs C(x

ii) Sﬁ
//’et C(Y, Dcsxgnons respectlvement par XetY la restrlctlon de
ces fcmctéurs. ac_,on obtient, =, °
X : ¢, —— Ens et-'? : ¢ —— Ens. -y

Définissons mainténant Sx, Y) = [¥, X1, od [Y, X) désigne les :
) “‘//’ﬁ—‘\\ﬁ$

. . P —
transformations naturelles de Y dans X.

Proposition 1.

Pour tout triple X, Y et Z, on a une fonction

- . ' - . ’
uX,Y,Z : S(X, Y) x S(Y, Z) ——— §(X, 1) |
- . N ‘ -
) q . _ N .
Demonstratlon a S
Si (u, ) ¢ S(X, Y) x S(Y Z), alors a ¢ (Y, X et B ¢ [Z Y}

on a donc, pour tout C, C' ¢ |C | et tout C ——E—— c!, que les diagrammes -

ci-dessous sont-commytatifs,

- Z (5 = _ _ o Y ()
7 () —— 7 (C") Y () ——— Y (C")
Be B “c Gen
_ - /
.- _ Y (f) 0 _ : _ X (f) —
Y () ——— ¥ (£) X (© ——— X ()




o BC{ le diagrmmn? ‘ '

Conséquemment, si 1'on définit (Bd)c‘ = ac
. : \
ci-dessous est comnutatif

. r®m .

7 () ———= T (C")
(Ba) 1 B
X (f) ‘

X (€) ——— X (C")

> Boa - ol Ba .est la

transformation naturelle' définie par ' . . ' \
o ) . ' ] 3 -

-‘/J : ) [BG)C .= c}.(:':-.f?,q pour tout" C e ICOI
T ’& ) .

On obtient donc une fonction by y gt (a, B')

-

Proposition 2. - o 9 ,
. N [ 3

) - Rour tout _quadfuple X, Y, Z et W, le diagramme ci-dessous est

[ . . ’ [
commweatif ) - ' ' . )

1

| o Leny gy f -
S, V) xS 1) X S(z, W)j 22— S Y) x-S(Y, W)
byy,z <L | : MYLY LW
e : - "x,z,w |
P~y 282, W), S(x, W) ]
¥
_ .
e
r.{ . fi
L..,3




.
Démonstration:
! .

On a que, .

L]

e (1 x UY,Z,W) (Cay By YD) = uy 'y y ((a, ¥8)) = (vB)a

et qﬁe
Cmggt Uyy,z D0 B ) iy gy (B ) v(Ba) .

Puisque, -

L Y

\‘ ((YB)Q)C = U'C @ (YB)C = CI'C ? (BC o YC) = ({].C o BC) o -YC =
= (Ba)o o Y B (v(8a))
o et ce, pour tout C ¢ LCnl, on a donc gue, (yB)a = v (Ba), conséquemment ,

ie,didgramme est commutatit.

L.

- b
££§position 3.

Pour. tout X € lSI , i1 existe £ ¢ S(X, X) tel que

=" ~ ¢ S(X : = -
“x,x,Y.(E' y) = y pour tout'y ¢ S(X, ¥Y) et My %, X (rl:r g§) = n pour tout

ne S{Y, 2).
—




Démonstration:
Montrons th My, x Y.(E. Y) = Y& =‘Y- En.effet,‘on a que

(v&) = E¢ ° Y et que (& ° o) (t) = Ecalyp(1)). §oit £ le morphisme de-

S(X, X) d&fini de 1a fagon suivante: Pour tout C ¢ |C°| 5

(o :0x, 0 —~—Cx, 0, ¢
est la fonction identique.
*On a donc que £. (v, (£)) = YCﬂﬁﬁ)' drod (¥E) =60 Yo T Ve
Conséquemment, M oxy (& y) = vE = Y. On démontre de la m@me-fagon que -
1 » 1] . v . . N

[N

UY,X,X (n, E): ni.-‘

Remafgue: 81 1'on fait 1'hypothése que S(X, Y)~est un ensemble pour

! -

tout X, Y € [C|, on peut conclure des propositions précédentes que
S$-= §(C, C) est une catégorie. Cette catégorie est appelée tatégorie des

~ formes sur C par rapport 3 C,. o | /

) Le foncteur de la catégorie S = S(d, Cal,

Proposition 4. .

]

a Il existe un foncteur covariant S : C —— S tel que S(X) =

" pour tout X € icl. -




- ° a .
ST
- - . k
Démons{trit ion : ,
I1 nous'reste 3 définir’S sur les morphismes. Soit f € C(X, Y),
\/_.S\(f) € S(X,‘ Y) sera la transformation naturelle de Y dans X définie de la ._ @’
"~ fagon suivapfte‘:. Pour tout C ¢ ICOI, , ~ 2 . b
g 1 4 . . - . ]
(8(£)), : €Y, € —=—C(X, C)
\/ est 1a fonction définie par '(S(f)JC (t)-= t ¢ f comme 1'illustre le diagramme
qfle voici: . . . . ,
t bd q . - s o e a v
: o . ' o
. Y.l R . . \
t . o~
. > . o .
. P c _ | o o
. . X . ~ . .
Montron's qué tel que définie, S(f) est bien une transformation naturelle d_e/\r—"’,/
Y dans X. En effet, considérons le diagramme cil—dessous .
. . [¥]
S(f). o 7
C(y, O > CC(x, ©
C(Y, h) t o | Cex, n T A
k . . S‘(fjcﬂ T
(Y, C') > Cx,.c")
' 4

A

-




’

ey

ol G, C' ¢ [ ; , S(f)C et S(fjc, sant les fonctlons déflnles précédemment

C(Y, h) et C(X, h) sont les fonctlons définies par les diagrammes que voici:

Pour tout t e C(Y, C), on a que

(CCX, h) o S(E)Q) (1) = C(X, h) (S(E); (£)) = C(X, h) (tof)

= .h o_(tcf) ‘
'.l‘ o N g
<
et que
- . . | |
(S(f)c,'g ClY, m) 1) = S(E),, (CCY, h)(e)) = $(f)g, (het) = (hot) o f,

Puisque h ® (tof) = (hot) o f, le diagramme (A) est commutatif et S(f) est

1
bien une transformation naturelle de Y dans X.

. Montrons maintenant que S est un foncteur covariant de C dans 5.
Sz ' Cov

- -En effet,

A .

-

S(gefl¢ (t) = t o (gof) = (tog) o £ = 3(£), (teg) = S(f)CI(S(g)C (t))

= (S(f?c ° S(g)c) {}) = (S(g} S(f))C (t)

d'od S(gef) = S(g) SLF).

o




' Soit'maintenant 1, 1'identité de C(X, X), montrons que
H - /..\

S(lx) est 1{identit§ de S(X, ¥). En effet, 50£> n.e S(Y, X), pour tout
Ce|C | ona "i‘_‘(e:'(‘“?"'lx)”jc (t) = (g ° S(1)Q) (1) = ne(Stiy)e (£)) =

nc(tolx) = ncﬁtf;,cbn%équemmént, S(lx)n =n. De mémf siy e S(X, Y), on~
a pour tout C ¢ {C [, (v S(1,)). (t) =-L5(1X)C o ve) (8 = S(1) LYC(F))

= Yc(t)”n 1y = ycgt), dioﬂ.Y_S(lx).= Y ce qui Eompléte la démonstration.

f

Proposition 5.

Soit F : I ——¢C 'pﬁ.foncteur. "Si la colimite de F existe

alors

colim (S°F) =S (colim ¥)
. v
Démonstration: -
Si colim F existe, posons colim F = L, on a donc une famille
de morphismes o - . )
oL e |C] et I e |I]. En appliquant le foncteur.S.d cette famille, on

obtient une famille S(f) : F(1) ~—>— L de morphismes de S. Pour tout

Ce ICOI, on a donc

S(f

D¢ CL, 0 T—*——-—'C(F‘(I),‘ C)




Montrons que lim C(F(I), C) = C(L, C), Ce¢ lCo|u En effet,

" lim C(F(D), €) ™ C(colim F(I), C) ® C(L, C), donc lim F(1) T dans

Q. ) : 7 N , :
Ens , conséquemment L ® colim F(I) dans S, d'oll ‘S(colim F) ~ colim (SeF).

+

Proposition 6.

Pour tout Y ¢ ICOI et paur tout X ¢ |C],

5S¢ CX, ¥) —— S(X, )

est une bijection.
AN .
Démonstration:
Soit n ¢ S(X, Y), on a donc, pour tout C ¢ |C_{, une fonction

ne c(y, C)'F—+~—-C(X, C), 'plus particuliérement si l'on fait C = Y, on a

.r\Y : C(Yl Y) —_*-—'-C(x’ Y)

-

Soit IY.l'identité de C(Y, Y), on-a que nY(IY) ¢ C(X, Y), montrons
S(ny (1)) = n. Notpns que pour tout C ¢ |C], S(ny(1y)) et n. sont des
fonctions de C(Y, €} — C(X, C), il faut donc montrer que pour tout

C e |C°| et pour-tout-t e C(Y, O),

S(nY(lY))C (t) = f’lc(t)




En effet, S(n,{1,)) (t) =t o n,ll ); uisque le diagramme
Y 'y'lc y'tyls P

. N
Y, ) ——t— Cix, V)

C(Y’ t) l N . . C(X: t., .

¢
c(y, ) ——=—— (X, C)

Pl

10,

est commutatif, on a que ' ' | firﬁjz

£ o ”Ytl{) = ne(tely) = ne(t)

.d'oll S(nY(lY))C (t) = nC(t) pour tout t ¢ C(Y, C)'conséhuéﬁment

S(HY(lY))C = N pour tout C.eICJdonc S(nY(ly)) z oy,

Supposons maintenant que £ e C(X, Y} Yce |Cu|, soit tel que

S(f) = n, montrons que f = nY(lY]‘ En effet, puisque

S(f)y @ C(Y, Y) ——C(X, Y) et que n = $(f) on a que nY(iY) = S(£)y ().

Mais S,(f)Y (1Y) z ;Y o\f comme 1'illu5ﬁr¢ le diagramme que voici:

v .
£ Y
X lyof '

d'ell nY(lY) = S(f)Y (IY) = 1Y o f, et par conséquent f = gYLIY).

<




e

-

Lemme 1.

T

'Soit n ¢ S(X, Y). Pour tout C e‘|C0|, le diagramme ci-dessous

est commutatif

) n
“C(Y; C) —_t C(x, C)
‘ : v
o
. | oo
S S

Y
S(Y, C) ———2— S(X, ©)

L)

ol ¢ est la fonction induite par n, S la fonction induite par le foncteur

§:C —+¥-§-et Yn-la fonction définie par Yn(u) =

Démonstration:

I1 faut montrer que, pour tout t e C(Y, C),

S{nc(t)) = §(t) n .
| {

Puisque S(nc(t)) et S{t)nye S(X, C), on a, pour tout‘Q € [Colh,dés fonétiﬁﬁE

S(nc(t))Q et (S(t)n)Q de
cec, ¢ ———C(X, Q

Dans ce_ cas, 11 faut montrer que pour tout s ¢ C(C Q) S[nc(t))Q (s) =
(S(t)n)Q (s). D'une part, on a que S(n (t))Q (8) =5 o nc(t) comme 1'illus-

tre le diagramme que voici:

11.



12.

T X
sonckq' .o | &

Q) (s) Q

mais, S(E)Q'LS} = s e t, d'ol (S(t)n)Q Ls) = nQ(SOf), et puisque le dia-

D'autre part, (S(t)n)Q'(s) = (nQ o 5(t) (S(t) . (5)) _ o

:nQ

gramme ci-dessdus est commutatif,

»

.
B

ne .
Yy, €) r——>— ((X, Q)

?

CeY, s) - . CX, s)
cv, @ —O i, Q
/

on a que, s ° nc(t) = nQ(sot).' Cdnséquemment, anc(t)) = S(t)n et le

diggramme est commutatif.

D) * Caractérisation de la catégorie S = S(C, c.l.

Proposition 7. v

' Soient S' une caté%orie dont les objets sont les mémes que ceux

de C et §' : C = §' un foncteur tel que:




.13,

i) S'(X) = X pour tout X ¢ |C]

.

ii)y & X, €) =— 8" (X, ©) est une bijection pour tout C e |C@|,

alors il existe un hnique foncteur ¢ : §' —»— S pour lequel le diagramme

ci-dessous est commutatif.

‘Démonstration:

On définit o sur les objets de S' en posant g(X) = X pour tout

X e lst]. - -

Soit n' € S'(X, Y). On définit a(n') € S(X, Y) = [Y; X] de la

‘fagon suivante: Pour tout C e |C°|, on sait que le foncteur
.St C(X, €) —— S8'(X, O)

est une bijection, définissons pour tout C ¢ |C_|

La(at)g (8) = 8T (8 (tin)




1,

Montrons que;-ainsi défini,'o(n') est bien une transfprmation'naturelle
de Y dans ' X. En effet, pour tout C, C' ¢ lCOI et tout h : ¢ — C*,

. <i\§onsidérons le diagramme ci-dessous,.

(Y, h)

oy, ©) oy, ¢ <
e ' .
0(“-')(: ) . | - \ U(n.')cr
_C(x,;h) ' C(X, C')

C(x, C)

ol c(n'IC et c(n')C, sont les fonctions dé&finies ﬁ}ékédemmentf

-

Puisqu%, pqdr tout t ¢ C(Y, C), qn a que:

C(o(at)e, o CCY, ) (1) = aln')g, (COY, h)(E))

st (e = SIS e W
. ’ * ' ) \‘

-

St71 [S'(h) S'(t) '] = 87V LS (h) S'eln") (2]

g+ 1 [S'(hou(n‘)c‘(t)) = hoe.o(n). (¥

"

(el VINCICIPR (t))='gb<x, h) o aln')g) (1),

on conclut que le diagramme est commutatif.- Conséquemment, o(n'), est une

" transformation naturelle de Y dans X.

14,



~Montrons maintenant que, pour tout n' ¢ S'(X, Y} et pour tout

Y' o« S'(Y:-Z):

oly' n') = o(y") o(n")

~

En effet, pour tout C ¢ |C_| et pour tout t e C(Z, C) on a que

- (o(y").ofn'))c (t) = (oln'y o aly")) (t)

.
a(n")c (oly")e (t)) = an'), {st71 (sr(t) y')]
>, ‘ i ' '

5171 (gt (S'Hl (Sr(t) Y‘)j nt] = 51 [(s'(t) v") nrl

H

STTLIST(E) (v' a1 = o(y nt)g (1)

d'oll 5(y') u(n')‘= aly' n').

De plus, si ly est l'identité de S'(X, X), montrons que,-é(lx)'.

est 1'identité de S(X, X}. En‘effef, pour tout n ¢ S{X, Y) et pour tout

t ¢ C(Y, C) avec C ¢ ICD|, on a que,

(n G(IX)JC (t) = (U(IK)C © T]C) (t) = 0(1X)C an (t))

- Sl'l [s! (n '(t))‘l- .= S'—l [s! tn (t))jl: n V(t).:
c . c c

d'ol n 0(1K) = n.' De méme, -on démontre que pour tout y € S(Y, X),

U(lx) vy = y. Conséquemment, g : S' —— $ est un foncteur covariant.

15,

LW



Montrons maintenant que le diagramme L}
. .Sv
. ‘ S -~ ‘ -
\ . ' . .
. f T’ -
‘ - C ' o
j> ' S
est commutatif. '
i) - Pour tout X e | C}, on a que

T

g(8'(X)) = o(X) = X = S(X{\\\\\‘

ii) Pour tout f e C(X, Y) et pour tout t ¢ C(Y, C), Ce |C°|,

on a que

0

f

a(S'(£)) - (t) =8 () SU(E)) = S'TL (S'(tof))

d'odl o(S'(£))

S(f). Ce qui prouve que, o ¢ S§' = S,

o |
. Montrons maintenant que ¢ est unique, En effet, soit

n' € S;(X, Y), pour tout C ¢ |C°| et pour tout t ¢ C(Y; C), on a, paff.

définition. de o(n'), que : a2

o(n') () = 871 (S7() n") .

DN




49. ais, o (§'(t) n"Y) =d\\;f’(t)) o (n') = Skt) ' (n')y, de plus,

sachant que,’ d'aprés le Ixmme 1, le diagramme ci-dessdus est commutatif,

1

Y

. g'(n')
ey, © S N

C(X,.C)

s, o ——o)

on a que S(t) ¢'(n') = S(o'(n')C (t)), donc o' (S'(t)

') = 5(0'(n')c ()},
~ ce qui implique que 0'(n')c (f) =871 {g' (5'(1) 1)1, éf

t donné que pour
tout C e |C |,
Q

§ : C(X, C) —>— 3(X, C)J/ o

est une bijection.

Considérons maintenant le diagramme ci-dessous,

S'I

C(X, C) —>— S'(X, C) S 5(x, C) :

-

oll C ¢ ]CQ[, puisque S = o' ° S' ot que S' et S sont des bijections, on a

+

que o' est une bijection et que

s71 = (U'.G Sl)—l = 5171 o c;'l .

17.°



"\‘)'-I

' - l . : . . - : . ‘kl
‘Dans ce cas, on a que :
. : Y

o' (n')e (t) = s71 to_- (S'(t) n')]="(s*"! o 0'"1) o (8 1)1

)

= 571 (gr71 [o' (S'(t) n")]) = StTL (8'(t) n") E o(n")e (). %)’

]

Conséquemment, o'(n') = o(n') et o est unique.

Corollaire. ' ' ;
/ C —%—3S est un objet terminal dans la cétégprie‘dont,
. ]
i) les objets sont les foncteurs C S 8 tels que définies dans la

proposition précédente.

ii) les morphismes sont.les triangles commutatifs

: e
s
&f\“/ ' C\\\\‘;\\\\; Y
) Slf ‘g”

-

-..- - - ] V . - - 3 .€
1ii) 1la composition des morphismes est celle induite par la composition

habituelle des foncteurs. - . .

" Démonstration:

Conséquence immédiate de la proposition précédente.

18.



T~

E)  § est 1'extension de Kan de SIC . *‘(
Soient C et C_ les catégories des sections précédentes.’

s .

Proposition 8.

- On a une catégorie X/C_ définie de 1a fagon suivante: .

i)  Les objets de X/C_ sont les morphismes X %, avec C e jc. |, Xelcl.

_ _ ,
i1) Pes morphismes de X —5—-C axX B C' sont les triangles commutatifs

1

iti) La composition des morphismes est celle induite.par la composition

des morphismes dans C .
P o N

A

Démonstration immédiate.

& B

Propoéition 9.

*

an’a un foncteur py : X/C > C définie de 1a fagon suivante:
. o -]

\\__\
iy ey (X—E—C) = C

»

19.
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\h;;

S i1) ‘ o ‘
' _“’x X Y = Y
f\\E}\\~C' ‘

Démonstration immédiate.

Proposition 10. N *

Pour tout objet X ¢ |C|, on a que - - : r
N : . ' o

S(X) = 1im § © p,

-
Démonstration.

»
. : £ .
Définissons dtabord, pour tout X —— C, une transformation

N EI
naturelle nE .

et pour tout C —3— C', le diagramme

: T —— X telle que pour tout X 3 c, X C' de {X/C_|

7 S(py (E)) = C

}/
X = 5(X) : .
. \\T\;\\‘-H\‘;

co S(py (£')) = C'

T é
1._-‘

- '
est commutatif. ~En ef%ét, pour tout Q ¢ |C_| et pour tout t ¢ C(C, Q); on
définit une fonction ng €(C, Q) = C(X, Q), en posant e
' Q R

(t) =t ok
comme i'illustre le diagramme que voici:

S(v) W

20.
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~_

e

fj\ o X
3
. : C ' )

Montrons que n_ est bien une transformation naturelle de C dans X. Pour

3

tout Q, Q' ¢ |C°], et tout q : @Q = Q', considérons le diagramme suivant:
N - t- .

- : foon

y £Q
- ce, @ — C(x, Q)
F aal
g | | Q¢ ‘ a} . . (BY
’ ’ n . b ~
; EQ‘
(& Q") > cx, Q)
ol qE (t) =q-~°t, qi (s) =q° s, n et n' - sont les fonctions définies
, . EQ Ent : ,

précédemment: Pour tout tve C(C, Q), on a d'une part
- qxg (ng (t)) = qf (reg) = q -~ (t=f) ,
Q
et d'autre part

ne (ag (t)) = ng

(qet) = (got) © &.
Q' '

Ql

~Mais, puisque q ° (teg) =‘(qotj °'g, on concluy que le diagramme (B} est

commutatif, ce qui prouve que g : T = X est une transformation naturelle.




22,

;ur montrer mainténant'que le triangle (A) est commutatif, il
L] .

suffit de momtrer que le diagramme suivant

- e(ct,

S(Y)Q (©)
. q ‘ r.'g
ccc, Q Q
oll S(Y)Q (t)y =t e v, nE] et N sont les fonction§ définies précédemmenf,

" Q _ _
est commutatif. En effet, soit t ¢ C(C", Q}. On a d'une part,

nE{Q (t) = t o g', d'autre part nEQ (s (¥)q £ (tey) = (tey) = &.

Mais, puisque y : C —— C' est tel que y « £ = §', on a que

(t)) =n

t o £' =t o (Yog).=‘(t07) o £, d'oll le diagramme (C) est commutatif. o

: . . de S
ii)  Soit maintenant 8, : Y —— S{p, (?)) une famille de mor hismes~ pour
. ? X P P

rd -

~ lesquels ieldiagramme

5(0X (£))

s

Y = S(Y) _ S(1).

B Ts(ey (£1))

est commutatif, montrons qu'il'existe un unique 6 : S(Y) —— S(X) pour

lequel le diagramme




S(px (£)) = C |

- S{y) - (D)

S(px (k')) = F'

est ‘commutatif. En effet, pour tout Q ¢ |C_| et pour tout t e C(X, Q),
on a que t ¢ IX/COI. Mais, puisque l'on s'est donné une famille de
morphismes 8, 1 Y —— S(px (7))} (un pour chaque £ € IK/COI), ‘1], existe

donc un unique Bt 1Y =—Q = S(py (t)). oOn dé&finit 6, : C(X, Q) = C(Y, Q)

Q

en posant ©

Q(t) =.S—‘ ®,.)

' ~

- ! .
Montrons que 0 est une transformation naturelle. En effet,

considérons le diagramme cirdesious,

Pour tout u € C(X, Q)}, on a d'une part,

qy (6 (¥)) = q§ (7! (8))) =qe St (8)

23.
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et d'aupre part, ‘ ‘: ‘ 4//
BQ' (qi (w)) & BQ" (qol‘J) =85! (quu) .

. i o = 'od = ‘ L = . '
Mais S{q P) 5(q) Stu{( D' ol nqou nq ?u’ donc nq Bu quu On a alo?s

= g1 'y §7! =q o § 1 -
g Bu) S (nq) S (Su) ql S (Bu)' Conséquem

-ment, le diagramme est commutatif, et & est une transformation naturelle de

que §°1 (Bgoy) = st

X dans Y.

Montrons maintenant que dans (D), le triangle

>

S Y = S(Y) O

S{py LE)) = C

est commutatif, c'est-3-dire que le diagramme

CC, Q_ g




25.

est commutatif. Soit t ¢ (C, Q), on & que

8 . = . o = § | | = g7l o.
eQ (ng ;t)) = _eQ (teg) .S ! (Btog) 57 (n, BE)

Q

=t o S—I (BE) =t e Snl (S (B

g (1) TEes 10

te

et B (t) = t e B (1C) caf leldiagfammé

EQ EC
B.
Ec |
C(C, c) -——— cry, O
| o
te g

f
g
e, @ —— v,

est commutatif,

I1 reste i montrer l'unicité de 6. Soit done 8' : Y —»— X pour

lequel le diagramme (D) est commutatif. Montroms que pour tout Q € |C°I,

0y C(X, Q —— C(Y, Q)

est tel que 8} (t) = BQ (t). Pour tout t : X —— Q, le diagramme

Q




= S(DX (t))

/
\\

est commutatif, donc pour tout Q e]|C°|, le diagramme

e 7 CX, Q)

est commutatif. Dans ce cas,

B, (IQ) = Bé (n, (1Q)) = eé [1Q0t) eé (t)
Q K Q - ,
De plus, le diagramme
' &
8 Q = Slpy (t))
e
Y . e

étant commutatif, le diagramme




est commutatif, d'ol

8, (1) =8 (ﬁt (1)) =8y (1get) = 8y (t)

tq Y Q Q

Conséquemment 6! (t) = 8, (t), ce qui prouve que 8 = at. -

Q Q

Corollaire 1.

Le foncteur S : C—— S est 1'extension de Kan du foncteur
s/C_: C_——S.
Démonstration:
Le résultat découle de fagon immédiate du corollaire 4,‘page

. . the
235, (c.f., S. Maclane, Categories for“working mathematician} et de la

o

proposition précédente. : _ /)

F) Autre caractérisation de la catégorié S

._La prqposition 10 de 1a section précédente signifie que pour
tout X € [C|, la famille‘StE) 1 S(X) —— s(éx'(s)) od £ ¢ [X/C_|, est la
limite du foncteur S ° py": X/éa'-*—-s. Nous démontrerons ici que cette

propriété caractérise la catégorie S,

27.




-Proposition.ll.

Pour toute catégorie A et tout foncteur F : C —— A tel que

pour tout X &[], la famille {F(§) : F(X) —=—#&(p, (£)), £ ¢ ix/c |3 /
est une limite de F o Py alors il existé un unique foncteur T : § —— A
tel que T e § = F. - ) 4

Démonstration:

a) On définit T sur les objets en posant T(X) = F(X) pfgf/;out X ¢ |Sj.

Soit n € S(X, Y). On a, pour tout C e |Cq], une fonction

n. : C(Y, C) = C(X, C). Considérons le diagramme'que'voici'
Floy (8))

F(y) - - I Gy

»

Floy (5'))
ol C, C' ¢ |C_|, Y ~Scety —Fi;:' e |Y/C | ety e Y/C (&, &").
On a d'une part que F(y) o F(E) = F(E') car y © £ = £'et d'autre part

que F(+) ° F(nc (E)) = F(nc, (£')), car n est une transformation

naturelle.



. b)

Etant donné que la famille F(£) : F(Y) —+-‘F(DY (E)) est une limite
de F o Py il existe un unique f : F(X) —— F(:y.pour lequel le

diagramme (A} est commutatif. Dé&finissons T(n

= £

Montrons que’
1) T(B) = T(w) = T(Bu)

i) T(1,) f.;T(*)

i) Soient m ¢ S(X, Y) et 8 € S(Y, Z). Montrons que, pour tout

E 1 2——C, E'" 1 Z—=—2C"de [Z/Coj et pour tout y ; § —— £',
; , .

le diagramme ci-desous est commutatif

(e

¢

Flog (6)) y_o

B¢

(£)
F(Z) ) EM) (B}

{8) @ T(n)

Nt

F(X)

S (£")

| F(n
{
Cr BC'({:#)))

Flp, (£'))

En effet, si B ¢ S(Y; Z), pour tout £ : Z —=—C, £' : 7 —>— ('
de |Z/C°| et poﬁr fcut Yy : £ > &', on a, par définition de
T(B), que le diagramme ci-dessous est commutatif

v L



' ) Flp, (£))
£)) Z ‘
?&PCK //{/// |
. R
Seln B (S F(Y)
(5"

F o
(BC' (f‘l’)

' F(pZ ("))
d'oll F(£) ° T(B) = F(B, (£)) et F(£') o T(8) = F(B,, (£').
De plus, si n ¢ SiX, Yj, pour tout § : Y.——C, {': Y —— (O

de ]Y/C°| et pour tout v : { —— ', on a, par définition de

T(n)}, que le diagramme ci-dessous est commutatif,

: Flp, (£))
1) Y .
. ?(.“C, L ) ) N
F(z) | S
roo —— Fey) | Fe |

Fre— F(z")
N .
J F&:Y.{c')) .

a0l F(2) ¢ T(n) = Flng () et B(z')_» T() = Flng, (c)).
En particulier, sirc = BC(E) et ;' :.BC‘(E')’ on a que,
F(B. (£)) © T(n) = F(ne (8. (£))) et F(Bo, (£')) © T(n) =
Flng, (B, ('), D'od F(E) o (T(B) o T(m)) = '

(F(E) = T(B)) o T(n) =F(8. (£)) = T(n) = Flng (8. (£))).

De mé2me, on montre que

CF(E') e (T(8) o T(n)) = Flng, (Bgy (§'))).

" 30.




ii)

‘Montrons maintenant que T(lx) = lT(X)‘

De plus, &tant doﬁné que y ° £ = E' on a que F(y) o F(§) = F(£').

Conséquemment. le diagramme (B) est commutatif. Etant donné que
T(Bn) est, par définition, 1'unique morphismé_pour lequel le

diagramme (B) est commutatif, on conclut que

(B = T(B) T(n)

En effet, pour tout £ : X =—C, £' ¥ X =—C' de |x/C_| et
pour tout y : £ —>—E£', on a que T(l,) est, par définition,

1'unique morphisme pour lequel le diagramme ci-dessous est

commutatif
. SLA)) F(p, (£))
F(Oy)C | o
Y F(y)
F(px‘(Ef)]

puisque F((1,). (6)) = F(£) et que F((1), (£')) = F(€') on

. a que 1FLX) : F(X) —— F{X) rend .le diagramme ci-dessus commu-

tatif, dtol

{
Ty = ey = 2o o o _/)

31.



c) Montrons que T o § = F.
i) Pour tout X ¢ ]C]. on a que tTOSJ (X) = T(S (X)) = T(X) é.F(X).
ii) Soit f e C(X, Y), SLf6 € S(X,'Y) est la transformation naturelle
définie par S(f), (£) = & ° f.ﬂour £oﬁt Ce |C|. Pour tout
E:Y—=—C, £' : Y =—C' de IY/Cof et pour tout y : £ —— &',

on a que le diagramme ci-dessous est commutatif

Floy (6))
gt {//’ .
- TEE)
F(f)
F (X} : F(Y) C} F(n)
Fieo '
o) ™ Floy (£'))

étant donné que F(Eef) = F(S (f). (E)) et que
F(E'éf) = F(S (f)c, (£')), on a que T(S (f}) est, par définition,
1'unique morphisme pdur lequel le'diagrémme ci;déssus est commu-

" tatif. Conséquemment, T(S (f)) = F(f).

d) Unipité
Si T' : § = A est un foncteur tel que T' < S = F, montrons
que T‘.= T. | | .
o i) Pour tout X ¢ |S], on & que

TOX) = T'(S (X)) = F(X) = T(S (X)) = T(X).

L3




i

. ) ’ . 5 T
ii) Pour tout n ¢ S(X, Y), considérons lc:f.‘%j.fa‘gramne que voici
\ A

Ya ‘ gk

WE :Y—=—C, £ Y (! soﬁt des objets de |Y/C |,

Y:éﬂb—E' est tel que vy o £ = £,

On a, d'aprds le lemme 1, que S(£)n = S("C (£)) et que
S(E'In = S(ng, (E')). D'oll le diagramme ci-dessus est commu-
tatif. En appliquant le foncteur T' 3 ce diagramme, sachant

que T' S = F on obtient le diagramme commutatif ci-dessous..

E(oY (£))

Fy ——— (v Fiv)

\F\\F(El) .
(an (¢ !
J)- F(DY ("))

et puisque ‘T(n) est, par définition 1'unique morphisme pour
‘lequel le diagramme ci-dessus est commutatif, on a que

T(a) =T'(n).




34.
I ‘
A%
Gorollaire. |
J1 existe une unique catégorie S et un uniqﬁe foncteur
S : C->—S tel que pour tout X ¢ |C| la famille S(£) : S(X) —— S(py (£)).
oll £ ¢ |X/C°1 est la limite du foncteur S ° p, ct vérifiant la propriété
' universeile de la proposition précédente. '
Démonstration: : o : -

Conséquence immédiate de la proposition précédente.

.

.




CHAPITRE Il

A) Introduction

Le bﬁt de ce chapitre est de démontrer que la théorie des formes
exposéeg\precédemment COInCLde avec les théories des formes exposées anté-
r1oureuent, en [4] par S. Marde51c, en [2] par. S Mardesic et J. Segal, en
(1] par K. Borsuk. De plus, nous démontrerons que si C désigne la catégorie

don;'

i) les objets sont les espaces topologiques

ii) les morphismes sont les classes d'homotopig d'applications'continucs

et que si C_ est la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les CW.
‘complexes, on obtient une catégorie 3 = S (C, C,) équivalente 3 la catdgorie

GI de Mardesic.

B) La théorie de Mardesic

v . . . .
Soient C une catégorie, C_ une sous-catégoric pleine de U et

$ =5 (C, C) la catégorie construite au chapitre précédent.

" Proposition’l.

) f :
Soit n € S(X, Y). Alors pour tout Q € |[C_ |, n définit une fonc-
‘y‘

tion

s




j"\

rod ., et n

| nQ‘: c(Y, @ =—CX, Q
»

g ;
telle que pour tout Q —— Q', Q' ¢ |t |

) oo X .
' Q =—=——t—— Q' Q__.__.E._...._Q|
g ' .

et réciproquement.

Démonstration:

Soit n e S{X, Y). On a que n est une transformation naturelle

4
de ¥ dans X. -Dans ce cas, pour tout Q, Q' e [C_| et pour tout Q ——Q7,

on a que le diagramme ci-dessous est commutatif,

cer, @ —HE-cqy, Q1)
o S - |
e, @ =, )

sont les fonctions induites par n, C(Y, g) et C(X, g)‘sont les

Q Q’

fonctions définies par C(Y, g) (f) =g f et C(X, g) (fy =g~ £'. D'ol

ﬂq.(8°fJ =g o nQ(f). Or, si le triangle

36.
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A

q ——

est commutatif; alors f' = g o« £, Donc n., (f') ='h

Q‘

Q,(g°fJ = g °,nQ(f)’ et

par conséquent le triangle

est commutat;f.

Démontrons maintenant la réciproque. En effet, pour tout .

Q e ]Col, 501t nQ : C(Y, QQ = C(X, Q) une fonction vérifiant la condition
- ) g
(*) de la proposition.. Pour tout Q, Q' ¢ |C°| et pour tout Q =—Q',

considérons le diagramme que voici
: C(Y
cor, @ —Bl cqy, Q)

g Q!
Cex, ) —SGe Bl o, qn)




i

ou N ot Ny sont des fonctions vérifiant la cohdition ("), C(y, g)‘et
C-(X, g) 1és fonctions définies précédemment. Soit f e C(Y, Q) et supposons
ﬁue g o £ = f', dans ce cas, nd,(gOf) = nq,(f‘). Or §i g o f.= f' ona
par hypothése que g ognQ(f) = nQ,(f'),.d'oﬂ nq,(gefj =g o nQ(f), donc le

diagramme est commutatif. Conséquemment, la famille od Q ¢ JC_| définie

n
Q
une transformation naturelle n de Y dans X.

Dans le cas ol C désigne la catégorie dont .

-

i
i) les objets sont les espaces topologiques

£ 1) les morphismes sont les classes d'homotopie d'applications continues
et que C° est la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les cspaces
topologiques ayant le type d'homotopie d'un CW complexe, on obtient le

corollaire suivant.

Corollaire 1.

La catégorie S = § (C, C ) est équivalente d la catégorie G de

Mardesic, construite en [4].

De ﬁlus, si C! est la sous-catégorie pleine de C dont les objets

sont les CW complexes on obtient la proposition suivante.

'

" 38.
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Proposition 2.

3

La catégorie S(C, C ) est équivalentc & la catégorie S(C, C!). -

Démonstration.
" En effet, S : C(X, Q) ——3(C, € ) (X, Q) étant une bijection
 pour tout Q € IC;I, il ‘existe d'aprds la propoéition 7 du Chapitre I un’

unique o : S(C, c) — S(C, C!) pour lequel le diagramme ci-dessous

s, ¢

est commutatif.

Hontron; maintenant qﬁ'il existe un o' : S(C, C;) ——S(C, C))
tel que o' o §' = S. Pour cela, il nous faut montrer que L (VN
s' : C(x, C) ——S(C, C!) (X, C] est une bijection pour tout € € ICOI.
Soit donc t € $(X, C) od C e lCu|. Puisque C est up espace topologique ayant
le type d'homotopie d'un CW complexe, il existe un Q ¢ [C!| et des mérphismes

Cc —;L—Q, Q 5 C tels T o E = idQ E o f = idc; Dans ‘ce cas, S'(?ﬁ t e S(X, Q).

Mais pﬁisque.Q € ]C;I et qﬁe

st C(X, Q —=—S(C, € (X, Q




est une bijection pour tout Q ¢ IC;l, on fa un unique T e C(X, Q) tel que

§'(r) = S(f) t. |
Montrons que E °o T € C(X, C')' est tel que S' (Eu;).n t. En effet,

on 8 que ' L

S'(ger) = S'(g) S'(M =5 s (D t= S (geF) t = S(idé] t = idc‘t .

De plus, E o T est l'uniq}xc‘ morphisme tel que S'(Eo?) = t. En effet, soit
T eC(X, C). Onaaque S (Fh) =5 (H s (R =8 t=5), or $' est une
bijection lorsque Q ¢ |C!|, d'ol T =T o h. Dans ce cas,

I

i

. —_— {
|

gor-= g o (foh) = (gef) ° h = idc s h = h. . Conséquemment
§' 1 C(X, C) ——3S(C, C) (X, €)

est une bijection.

Considérons maintendnt le diagramme ci-dessous,

s{C, )

S
l-
C L o
_ |
S, ¢

t.

- 40.
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Puisque pour tout C ¢ lCOL st :.C(X, €) »—S(C, C!) (X, C) est une bijection,
il existe d'aprés la pr0positioh 7 du chapitre I un unique g' tel que

gt o §' = S.

Dans ce cas, les diagrammes ci-dessous

s¢c, ¢y . S(C, €1

C g'eg .

C EARA
5(C, C)) S(C, C!)

s’

‘sont commutatifs., Mais, le foncteur identité rend aussi ces diagrammes

commutatifs, d'oll ¢' o o = identité et 0 o o' = identité.

s

) La théorie de Mardesic-Segal .

Mardesic a démontré en [4], que pour la sous-catégorie pleine
' GB de G, dont les objets sont les espaces compacts Hausdorff, la notion de
forme &tait &quivalente 3 celle donnée antérieurement en [2] par S. Mardesic

et J. Segal.

Nous démontrerons ici que si B désigne la cat&gorie dont

A




a2,

i) les objets sont les espaces compacts Hausdorff

ii) les morphismes sont les classes d'homotopie d'applications continues
ét'quelB est la sous-catégorie pleine de B dont les objets sont les espaces
topologiques ayant le type d'homotopie d'un CW complexe fini, la catégorie

S = S(B, B) est &quivalente 3@ la catégcrie-GB.

" Proposition 3.

La catégorie S = S(B, /B) est équivalente i la catégorie GB'

Démonstration:
En effef, S : B(X, Q) = S(B, B) (X, Q) &tant une bijection pour
tout Q « hBI,_il existe d'aprés ([4], th. 8, p. 14-15} un uﬁiquc foncteur

% : S(B, iB) -+—-GB pour lequel le diagramme ci-dessous est commutatif,

T

ol B ——7—§l§——— GB -sont définies en ([4], th. 8, p. '14-15).




De plus, S/B : B(X, Q) —+-GB(X, Q) dtant une bijection pour
tout Q € hB|, il existe d'aprés la proposition 7 du chapitre I, un unique

o ::GB —»— S(B, 1B) ‘pour lequel le diagramme ci-dessous est commutatif

S(B, 18)

. Dans ce cas, les diagrammes ci-dessous

~y

S (8, 18)

L
y ° //
B\ o0

S > . \\5(3

sont commutatifs. Mais puisque le foncteur identité rend aussi ces diagram-

mes commutatifs, on a que ¢ ° o = identité et que g ° ¢ = identité.

Remarque 1.

Si JB' est 1a sous-catégorie pleine de B dont les objets sont
les CW complcxes‘finis, une démonstration analoguc 3 celle de 1a propositioﬁ

3, montre que la caﬁégoric S(B, IB) est éﬁuivalente a la catégorie S(B, JB').

43.
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Remarque 2.

| Mardésic a démontré ((4], th. 9, p. 16) que.la catégorie des
formes de Borsuk é&tait équivalente 3 la sous—catégor;e pleine de GB
dont les objets sont'les'espaces compacts métriques. D'aérés ce que 1'on a
démontré préc&demment, il est immédiat que la sous-catégorie pleine de
S(B, 1B) dont les objets sont les espaces compacts métriques est équiyalenté

i la catégorie de Borsuk.




CHAPITRE III

A) Introduction:

P

Dans ce chapitre, nous exposerons bridvement la méthode duale
de construire une catégorie S', 3 partir d'une catégorie C et d'une sous-
catégorie pleine C_de C. De plus, nous donnerons deux applications de

cette construction duale.

B) Construction duale:

Soient C une catégorie et C_ une sous-catégorie pleine de c. -

On définit une catégorie S' de la fagon suivante:

i) les objets de §' sont les memes que ceux de C.

—~
ii) les morpliismes sont définies comme suit:

Soit X ¢ |Cl. Considérons le foncteur X = C(?, X)

‘X = C(?, X) : C —— Ens,
3

Faisant 1'hypoth3se que c'est un ensemble, on définit St(X, Y) en
posant S'(X, Y) = [X, Y], ol [X, Y] désigne les transformations naturelles

de X dans Y.

-
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€)  Applications:

Voici maintenant deux applications de cette construction duale.

Applicafion 1:

Dans le cas oll C désigne la catégorie dont

.

i) les objets sont les espaces topologidués

ii) les morphismes sont les fonctions continues

et que_Co est la sous-catégorie pleine de C ayant pour objets-les‘espaccs

compacts, on obtient la proposition suivante.

Propositicn 1:

-
L]

ST(X, Y) est isomorphe 2 1'ensémble des fonctions de X dans Y,

qui. sont continues sur tout sous-espace compact de X.
- _ ) -
Démonstration:

D&signons par CK(X, Y), 1'ensemble des fonctions de X dans Y qui
sont continues sur tout compact K de X. Soit f ¢ CK(X’ Y). Pour tout
K e [Col, on définit une fonction ¥y @ C(K, X) = C(K, Y) en posant
ble) = £o ¢,

Montrens que wK(tJ est continue. En effet, t : K —— X &tant
continue et K compact, on a que t(K) est compact. Puisque f est continue sur

"tout compact de X, f e t : K=Y est continue, d'oil wx(tj est continue.
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Montrons maintenant que la famille wK’ ol K ¢ IC_ |, nous

P Y 1

définit une transformation naturelle ¢ : X —— Y. Pour tout K, K' ¢ IC_| °
. ' IR - T , _ ‘
et pour tout h : K' —— K, considérons le diagramme ci-dessous

: ¢ '
C(X, X) '-———~3L—f—+ C(K', X)

. _ ¢Y .
C(K, Y) ————— C(K', Y)

ot ¢x(t) = t o h, ¢Y(u) =y o h, wK etlwk, sont leé fdnctionsldéfinies

précédemment. Pour tout t e C{K, X), on a d'unc part

(o ° ) (8 = by, (6 (8D) = gy, (toh) = £ o (toh)

L]

et d'autre part
(by o ) (8) = by (b () = 8y (1) = (for) © h.

Or £ o (teh) = (£ot) o h, donc (¥y, ° oy) (t).= (8, ° ¥y) (t). Ce qui prouve
que le diagramme est commutatif, donc ¥ est une transformation nafurellc de X

dans Y.

On peut donc définir une fonction 8 :‘CK(X, Y) —>— S'(X, Y) en

posant 8 (f) = .




.

-

. i .
" .I1 nous reste & montrer que pour tout n ¢ S'(X, YIAil existe -

un unique g ¢ CK(X, Y) tel que 8(g) = n. En effet, sq{t,x € X.  Puisque

{x} est compact, on a une uniqﬁe fonction M (x} :IC({x},'X) —— C({x}, Y).

On définit g : X —»— Y en posant.g(x)'ﬁ_(h{x} (jxj) (x), ot jk  {x) —— X

est 1'inclusion. Il est immbédiat que g est bien dgfinie.
,
On démontre que g : X —— Y est continue sur tout.sous-espace

compact de X; en montrant que pour tout compact K <X,
g(k) = (ngy (G (K = {n GGy (B)

oll k ¢ K, jk': {k} —+— X est 1*inclusion, jK K= X est'i'inclusion,

. . f )
LN C({k}, X} —— C({k}, Y) et ng C(K, X) = C(K, Y) sont les fonc-
tions induites par n € S(X, Y). En effet, on a que le diagramme ci-dessous

est commutatif,
_ by :
"k | AR
- : oy ‘
CK, ) ———— C(k}, Y) _
- \ K
oll n{k}”gt ny sont induites par n ¢ S (x, Y)ﬁ by(t) =-t o i ol i : {E}._%_ K

est -1'inclusion, ¢Y(u) =u e i,
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D'oll, si LK - | i i o $ 0y =
y i, si jK -+—- X est 1l'inclusion, (”{k} ¢x) (JK) )
= (¢y ° m) (Jy), ce qui implique que ng .\ (Jyed) = (ng (§y)) = 1. Mais
o i = j, comme 1'illustre le diagramme que voici, '

ix iy

. . (x) .
e df \\\Ek\\\\\ K
L N

_d'oil ntk}'(jk) = (nK (jK)) o i. Conséquemment

B0 = (ngy G) () = Gyde ) R = (ny (G) ()
o 3 D “
Montrons maintenart que g est unique. Soit donc g' ¢ CK(X, Y)
tel que 6(g'J = n. Pour tout x"¢ X, on a que (8(g")) .y (j,)-=8" ° ], =
M (x} (jx) oﬂ.jx : {x} —— X est 1l'inclusicn. D'ol |

g0 = (g G, () = (&'ed,) () = 8" (G, (0) = g'(x), done g = g'

Application 2: .

Dans le cas olt C désigne la catégorie dofit

1) les objets sont les espaces topologiques de Kelley
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i) les morphismes sont les classes d'homotopie d'applications continues,

(notées £, g, h, etc...)

et que Co est la sous-catégorie pleine de C ayant comme objets les CW |

. .«
complexes, on obtient la proposition suivante:.

Proposition 2

S'(X, Y) est isomorphe 4 l'ensemble des classes d'homotopie
d'applications continues de |s(X}| dans |S(Y)|, od |S(?)| désigne la

réalisation géométrique du complexe singulier.

[ o ~

Rappel: - | )

: : e )

1.  Pour tout X e |C|, il existe un morphisme iy € C(|s(Xx)j, X) possédant
la propriété suivante: pour tout t € C(Q, X), il existe un unique

f e CQ, |s(xj|) pour lequel le triangle ci-dessous

sy .

y

-
o

est commutatif.
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2. Le foncteur |S(?11 : € ;*f C, est 1'adjoint 3 droite du foncteur

inclusion de C_ dans (.

Démonstration de la proposition.
Soit n ¢ S'(X, Y). Pour tout Q¢ |C°|, on.a uﬁé fonction
: €(Q, X) =~ C(Q, Y). Puisque |S(X)| ¢ [C], on a en particulier

L C(|S(X)], X) == (500}, ¥)

nQ.
T15(X) |

Soit jy € C(|S(X)}, X) et considérons M) | (jy}- On a donc un unigque

f : |S(X)] =— |S(Y)| pour lequel le triangle

sl < 7§
' \1JY\
) Y

sl Mseo| Gy

)|

est commutatif.

On définit une fonction

'_e D ST(X, Y) —=—  (|S(xy], [S{D])

en posant 6(n) = f.

»
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Montrons maintenant que p5ur g€ CtIS(X)|, fscv) D il‘ckiste
un unidue B c‘S(X, f) teI'que 8(?) = g. ‘En effet, {S(?)] étan£ I'adioint'
a droité-du foﬁcteﬁr inclusiéﬁjI: C,~»>—C, on a que les foncteurs
C(I(D), ?) et c_(, Is¢2)1) C?ppxlc —— Ens. sont naturellement équiva-

i

lents. Donc les diagrammes ci-dessous

cQ v —E— c @ sl o s ——c@, v
x “’ls(xll | *1s(yy] by
ALY y ' A T
c, v —XE e fscon e Ison —E—c@n ¥

sont commutatifs, pﬂ YQ,X’ YQ;,X’ AQ,Y’ AQ',Y sont les fonctions induites
par les transformations naturelles y : C(I(?), ?) ——C_(?, [S(?)]) et

v C (2, is(?)}y —— C(I1(?), ?) tandis que ¢x, ¢ls(x)l, ¢|S(YJJ et QY_sont
les fonctions induites par h : Q' —— Q. De plus, g : [S(X)| —=— |S(V)|

étant donné, considérons le diagramme .

. , " - ,
¢,@ sy —== ¢ @ s

YIsou] T sy
. vy
h @, 150l —— ¢ @, s0l)
ol ¢[S(X]| et ¢|56Y)| sont comme précédemment, wQ et WQ' sont les fonctions

induites par g : |S(X)| »— [S(N[. S6it T e € (Q, |S(O]). On a d'une

part que
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Ylsery) Wo (B)) % ¢ gy (ot) = (got) o h
et d'autre part,

(1)) = (teh) = g o (toh)

'JJQg (¢|S(X)| er

Mais {get) o h = g o (toh), d'ol le didgramme est commutatif.

Les trois diagrammes précédents &tant commutatifs, on a que

le diagramme

@, ) ——— C(@Q, V)
o0 1. by .

. | A '
@, x) —— c@, v

ol B = = AQ, ‘Y ° wQ' o Yo, xe est commutatif. On’

QY ° Y 7 Yo,x °f By

obtient donc une transformation naturelle g : X —— Y.
Montrons que 8(B) = g. En effet, on a que
Biseo Oxdk 7 Asealy Wrsao] (Misco],x 9x)

= Msxyf,y Wsoo] G T Mg,y B 7y 8
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N

‘Etant donné que g 1 S| =—|8(Y)| est l'unique morphisme pour lequel

-~

le triangle ci-dessous est commutatif,

sl o7

: J\F
E ,////r////lY :
sl 7 Jyee

’

on a que G(B)‘= 2. L'unicité de B découle du fait que A

at vy

Qv Yy Q,x

sont uniques.
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- RESUME

L'objet de cette th&se est de construire, pour toute catégorie
C et pour toute sous-catégorie pleine C 'de C, une catégorie S qui généra-

lise les catégories des formes définies antérieurement dans la littérature.






