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Résumé

Cette thése porte sur I’étude numérique de systémes d’équations différentielles

paramétrées de la forme
u = f(u,a), (1)

ouu€R*, aeR™ ,n,m<ooet f:R* x R® - R* est suffisamment contimiment
différentiable. Nous montrons comment calculer numériquement des branches de so-
lutions stationnaires de (1) & partir d’un point d’équilibre. Puis, nous indiquors com-
ment identifier certains types de bifurcations, ce qui permet de dresser un diagsramme
de bifurcation partiel de (1). Nous utilisons ensuite la présence de symétrie po-ur sim-
plifier I'étude numérique de (1). Finalement, nous présentons une série d’exemples qui

illustrent l'utilisation des algorithmes et des concepts étudiés.
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Chapitre 1
Introduction

Considérons le systéme d'équations différentielles paramétrées
u = f(u,a), (1.1)

ouu ER®, a € R™ ,netm < oo, et f: R* xR™ — R" est suffisamment continiiment
différentiable. L’étude des bifurcations de (1.1), qui est I’étude des changements
qualitatifs des solutions de (1.1) lorsque ’on varie le paramétre a, est importante. Plu-
sieurs phénoménes physiques et mathématiques, de la théorie des circuits électriques
a la mécanique des solides, sont réglementés par un tel systéme d’équations. Par
exemple :

1. Le célébre Brusellator' de PRIGOGINE ET LEFEVER [31]. Ce systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles est le plus simple modeéle de réaction-diffusion (chi-
mique) qui démontre un comportement oscillatoire. On peut en extraire un
systéme d’équations différentielles ordinaires en utilisant une forme tronquée ol

les coefficients de diffusion sont nuls. Ce nouveau modéle prend alors la forme

Cfi—t = X’Y-(B+1)X+ A
dY .

—— e - X

T XY + BX,

ou X et Y représentent les concentrations de deux substances, et A et B sont

des constantes. Le parameétre de bifurcation est généralement B.

'Le terme francais approprié devrait vraisemblablement &tre Bruzellateur, ou oscillateur de
Bruzelles.
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2. Le modgele proie-prédateur de DOEDEL ET KERNEVEZ [12]. Ce systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires est un modéle d’interaction entre deux espéces,

une espece-proie et une espéce-prédateur. Le modeéle prend la forme

ﬁ’- = p2u1(1 - ul) —UjU2 — D (1 — e—P3u1)

Uy = —Up+ pauqlo,

ou u; et up représentent les populations respectives de l’espéce-proie et de
I’espéce-prédateur, et p;, ps, ps; et ps sont des constantes. Chacun des termes
dans le systéme est le modeéle d’un type particulier d’interaction entre les espé-

ces. La constante p4 est le parametre de bifurcation.

3. Les équations de LORENZ [30]. Les équations de Lorenz sont une forme tronquée
des équations aux dérivés partielles non-linéaires d’Oberbeck-Boussinesq qui

gouvernent la convection dans un fluide. Elles prennent la forme

i = o(y—z)
Yy = pTz—y—z2
z = “,BZ'*‘-T%

ou z est une vitesse, y et z des températures et o, p et 8 des paramétres

strictement positifs. L’attracteur de Lorenz provient de ce systéme.

Le comportement des solutions de ces systémes est extrémement varié, et riche en
bifurcation. Entre autre, il est possible d’observer des bifurcations de Hopf et des
bifurcations de solutions stationnaires, ce dont nous discuterons plus tard.
Supposons que (ug, ag) soit un point d’équilibre de (1.1). Le théoréme des fonc-
tions implicites implique I’existence générique d’une branche de solutions (u(s), a(s))
telles que f(u(s),a(s)) = 0 si le jacobien D, f(ug,aq) est inversible. Le calcul nu-
mérique des points d’équilibre sur une branche se nomme la continuation de la
branche. La théorie générale de ce sujet & été développée par KELLER [21], SEYDEL
[36], RHEINBOLDT [32], ALLGOWER ET GEORG [1] et autres. La continuation par le
parametre et la continuation par la norme sont deux des premiéres méthodes de

continuation qui ont été utilisées. Ces méthodes sont limitées, puisqu’elles flanchent
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lorsqu’un point limite est atteint, c’est-a-dire lorsque la branche se «retournes sur
elle-méme. Dans son article, KELLER [21] introduit la méthode de continuation dite
de pseudo longeur d’arc,? une ingénieuse facon de remédier a ce probléme. Clest
cette méthode qui est la plus couramment utilisée en pratique. Plusieurs programimes
de continuation existent, dont DERPAR (KUBICEK [27]), CURVE (LUNEVSKAYA3),
PATH (KAAsS-PETERSEN), PITCON (RHEINBOLDT ET BURKARDT [33]), BEETLE
(NIKOLAEV) et ALCON (DEUFLHARD, FIEDLER ET KUNKEL [9]). Certains pro-
grammes qui effectuent une analyse de bifurcation plus détaillée contiennent aussi
des composantes de continuation, notamment AUTO86! (DOEDEL ET KERNEVEZ
[12]), BIFPACK (SEYDEL) et LINLBF (KHIBNIK [26]).

Supposons que (u(s),a(s)) soit une branche de solutions stationnaires de (1.1).
Outre les bifurcations en point limite, il peut se produire plusieurs types de bifurca-
tions le long de (u(s), a(s)).

1. Bifurcation de solutions stationnaires. En un point singulier (ug, ap) de

(1.1), plusieurs branches de solutions stationnaires peuvent se rencontrer. Dans
ce cas, (u(s), a(s)) subit une bifurcation de solutions stationnaires au point de

branchement (ug, ag).

2. Bifurcation de Hopf. Si, lorsque a varie, une paire de valeurs propres du
Jacobien D, f traverse I’axe imaginaire en un point d’équilibre (uo, @p), 1l se
produit une bifurcation de Hopf au point (ug,aq). Une des propriétés de ce
type de bifurcation est ’apparition ou la disparition d'une solution périodique
de (1.1).

3. Bifurcations de doublage de période. Supposons que u,(t) soit une solution
périodique de (1.1) pour la valeur de paramétre a. Si ’application de Poincaré
associée a cette solution périodique subit une bifurcation en flip lorsque a = aq,
il se produit une bifurcations de doublage de période le long de la branche
(u(s), a(s)), c'est-a-dire que la période des solutions périodiques u,(t) double

lorsque a = ay.

2Dans cet écrit, nous remplacerons pseudo longeur d’arc par longeur d’arc.
3Voir KuzNETSOV [28] lorsque les références ne sont pas mentionnées de facon explicite.
4La plus récente version d’AUTO est AUTO97.
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Par ailleurs, nous aurions pu tout aussi bien considérer un systéme dynamique

discret
Uip1 = f(u;,a) (1.2)

otu; ER*,a €R™ ,netm < oo, et f: R* xR™ — R™ est suffisamment continiiment
différentiable.® L’étude de bifurcation de (1.2) se fait de facon analogue a celle de (1.1).

L’analyse numérique et la détection d’un des trois types de bifurcations ci-haut
repose sur ’élaboration de certaines fonctions-test, qui ne sont définitivement pas
uniques. Quelques fonctions-test pour la détection de points de branchement lorsque
deux branches se croisent, basées sur le calcul du déterminant d’un jacobien augmenté,
sont présentés par SEYDEL (36], et ALLGOWER ET GEORG [2]. Plusieurs autres pro-
grammes (STAFF (BoRIsYUK), AUTO) détectent de tels points ainsi que la direction
de la branche qui bifurque. LINLBF (KHIBNIK [26]) utilise le déterminant de Hur-
witz pour calculer les points de bifurcations de Hopf, tandis que FULLER, en 1968,
se sert du produit extérieur de STEPHANOS [37], publié en 1900! GUCKENHEIMER
ET MEYERS [19] ont récemment réintroduit cette méthode avec succes. Les articles
de DOEDEL, KELLER ET KERNEVEZ [10, 11] démontrent V'efficacité d’AUTO pour
le calcul des bifurcations de codimension 1.5

Supposons que (1.1) posséde la symétrie du groupe de Lie I, c’est a-dire

f(ru,a) = vf(u,a)

pour tout vy € I', u € R* et a € R™. On dit du champs de vecteur f qu’il est I'-
€équivariant. Plusieurs textes présentent I’étude de bifurcation de (1.1), ainsi que

des résultats majeurs de la théorie générale des bifurcations, entre autres :

[’ non-trivial : GOLUBITSKY ET SCHAEFFER [16], GOLUBITSKY, STEWART ET
SCHAEFFER [17] et VANDERBAUWHEDE [38, 39).

[ trivial : CARR [5], GUCKENHEIMER ET HOLMES [18] et WIGGINS [42].

5Un systeme discret peut étre associé & un systéme continu, comme [’application de Poincaré
pour la bifurcation de doublage de période.

®De fagon intuitive, la codimension d’une bifurcation est le nombre de parameétres nécéssaires
pour qu’elle se produise. Dans cet écrit, nous ne considérons que les bifurcations de codimension 1.
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Une bibliographie plus compléte se retrouve dans KuzNeTsov [28]. Dans de nom-
breux cas, on doit utiliser le calcul numérique pour compléter et faciliter I’étude de
bifurcation de (1.1).

La présence de symétrie entraine généralement des valeurs propres de D, f de mul-
tiplicité élevée, ce qui rend les fonctions-test inutilisables. DELLNITZ [6, 7], DELLNITZ
ET WERNER (8], WERNER [40] et WERNER ET SPENCE [41] expliquent comment se
servir de la symétrie d’un systéme pour faciliter le calcul numérique de ces bifurca-
tions.

AUTO est probablement le systéme de calcul numérique de bifurcation le plus
populaire & I’heure actuelle. Cependant, son interface est trés complexe et il peut étre
extrémement difficile & utiliser. Nous proposons une alternative : le systéme de calcul
numérique matriciel MATLAB (The MathWorks), disponible sur Internet.” MATLAB
est de plus en plus utilisé dans la communauté scientifique, son language de program-
mation est simple, son interface attrayante, et sa librairie de fonctions bien fournie.
Nos algorithmes de calcul numérique de bifurcations émulent les résultats obtenus par
AUTO pour plusieurs systémes d’équations différentielles ordinaires paramétrées. La
détection de différentes bifurcations repose sur 1’élaboration et I'implémentation de
diverses fonctions-test.

Le contenu de notre thése se résume de la facon suivante :

Chapitre 2 : La notion de bifurcation est introduite.

Chapitre 3 : La continuation d’une branche de points d’équilibre, la détection de
points limites d’un systéme et la continuation d’une branche de points limites
sont étudiées. '

Chapitre 4 : La détection de point de branchement et la continuation de la branche
de points d’équilibre qui bifurque sont étudiées.

Chapitre 5 : La détection de point de bifurcation de Hopf et la continuation de

branche de points de bifurcation de Hopf sont étudiées.

Chapitre 6 : Les résulats obtenus aux chapitres 3, 4 et 5 sont implémentés.

Thttp ://www.mathworks.com




Chapitre 2
Préliminaires

Puisque cette thése se penche sur I’analyse numérique des bifurcations dans un

systéme d’équations différentielles de la forme
u(t) = f (u(?),a), (2.1)

otu:R—->R*, aeRet f: R*xR — R, n < coet f est suffisamment continuement

différentiable, il est impératif de définir le concept de bifurcation.

2.1 Systemes dynamiques et bifurcations

Définition 2.1 Un systéme dynamique est une paire (X, {¢‘her),T C Z ou R,
ou X est un espace d’état et {p'}ier est une famille d’applications ¢t : X — X telles
que
1. o =1d;
2. pt*s(z) = p'(¢°(z)), pour tout z € X, et pour tout t,s > 0 tels que p**5(z) et
o (p°(z)) soient bien définis.
Soient f : E C R® — R" une fonction C! déterminant un systéme d’équations

différentielles

£(t) = f(z(2)), (2.2)
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et ¢ : I xR* — R" 'unique solution de (2.2) sur I'intervalle maximal I, avec condition
initiale zo € E'. La paire (R*, {©'}cr), ot ¢t : R* — R™ est donnée par r — o(t, )
pour tout ¢, constitue un systéme dynamique.

Un systeme d’équations différentielles, dépendant des paramétres ay, . . . , G S’écrit

= f(z,a); (z,a) € R* x R™, f:R* x R™ = R". (2.3)

Soient @ € R™ et U un ouvert de R*. Le diagramme de phase & l'intérieur de U
associé & (2.3) est dénoté D(U,a). Lorsque a varie, le diagramme de phase D(U, a)
change. Le diagramme de phase D(U, a) est soit topologiquement équivalent? au
diagramme de phase original, dénoté D(U, ag), ou il ne ’est pas. Cette observation

motive la définition suivante.

Définition 2.2 Soit U un ouvert de R" et ag € R™. Si, pour tout voisinage V' de ay,
les diagrammes de phases D(U, a) et D(U, ag) ne sont pas topologiquement équivalents
pour tout a € V — {ap}, le systéme (2.3) subit une bifurcation dans Uouvert U

lorsque a = qaq.

Exemple 2.3 (BIFURCATION EN FOURCHE)

Soit I’équation différentielle
z=az -z = f(z,a); z,a€R (2.4)

Il y a deux cas distincts :
1. a <0 : (2.4) ne posséde qu'un point d’équilibre & z; = 0. Ce point d’équilibre

est stable pour tout ¢ < 0 puisque

D f(z1,6) =a—3z?=a < 0.

1’existence et I'unicité de ¢ sur un intervalle maximal I est garantie par le théoréme fondamental
d’existence et d’unicité des solutions de (2.2).

2Deux diagrammes de phases D(U, a) et D(U, ag) sont topologiquement équivalents s’il existe
un homéomorphisme A : U — U qui envoie les orbites dirigées de D(U, a) sur les orbites dirigées de
D(U, ap) en préservant la direction du temps. En d’autres mots, D(U, a) et D(U, ao) sont qualitati-
vement semblables.
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aY

FI1G. 2.1 — Diagramme de bifurcation de la bifurcation en fourche

2. a>0: (2.4) posséde toujours un point d’équilibre & z; = 0. Cependant, ce

point d’équilibre est instable pour tout e > 0, puisque
D.f(z1,a) =a—3z2=a > 0.

(2.4) posséde deux autres points d’équilibre & z, = /a et 13 = —va. Ces

derniers sont stables pour tout a > 0 puisque
D;f(z23,a) =a — 3a = —2a < 0.

Le diagramme de bifurcation de (2.4) est présenté & la figure 2.1.

2.2 Un mot au sujet des dérivées d’ordre 1 et 2

Soient m,n > 1, et f une application suffisamment différentiable de R™ dans R™

définie par
z; filzy, .- Tm)

Tm fn(xlr'-'rxm)

La dérivée de f par rapport & z € R™ est 'application D, f : R™ — R" définie

par
af1 8f1
o ... o) \g

8z, Ozm
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L’application D, f : R™ x R™ — R" définie par

a2h 3fn Lk 5‘ 82 ;,
(6:18.1:1"” * 82,0 T ZmOZ1? ! BTmOTm b1 P

D f (¢7 '¢’) = :
2 fn 33 fn 32 fn 8% fn
(3::131:1 1T azlaxm) T (azmazl L 6::m8:zm) Pm Pm
m a2 [1 N m 821 .
z:i:l Oz 0z; ¢z T =1 a.‘b'mall‘i ¢l 1/}1

m 2 n ' 2 n '

i=1 6?:151:,- ¢i te 3;1 Egm%g_-i &i PYm
est la dérivée d’ordre 2 de f par rapport 4 z € R™. En général, on écrit D, f ¢y
pour D f(¢, ). De plus, si 9, ¢ € M,,»; (R), ’expression 9D, fé est utilisée a la

place de

Dx.'cfl wTDszqu n n
v Deafe=4"| : |4 : =Y (¥ Daafit) =3 ¢ Dl (4.¢5)
Dy f Y Defnd) 77 =
ou {e;} représente la base canonique. Il est bon de rappeller que la matrice définissant

la seconde dérivée n’est pas une matrice au sens formel, puisque ces composantes

n’appartiennent pas a un anneau. Elle représente plutét les opérations 4 effectuer de

maniére symbolique.



Chapitre 3
Continuation et points limites

Toute analyse de bifurcation de (2.1) débute par la recherche de branches (ou par-
cours). de solutions stationnaires (ou points d’équilibre), c’est-a-dire par la recherche

des solutions (u(s), a(s)) de f(u,a) = 0. En posant z = (u, a), cette derniére condition

devient
f(z) =0 avec f:R*! o5 R". (3.1)

La courbe a la figure 3.1 peut étre une branche de solutions stationnaires de (3.1), avec
n = 1, pour une fonction f continue quelconque. Soit zy un point d’équilibre de (3.1).
Le processus permettant de trouver des points d’équilibre voisins de zy-= (uo, ao)
lorsque a varie s’appelle continuation d’une branche de solutions stationnaires.

up

F1G. 3.1 — Branche de points d’équilibre

10
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Quelques méthodes sont présentées dans ce chapitre.

3.1 Continuation (points d’équilibre)

Définition 3.1 Une solution zo de (3.1) est dite réguliére si le jacobien de f a
ce point, D.f(zo), est une matrice de rang n. Une partie de branche de solutions
stationnaires {z(s); a < s < b} de (3.1) est dite réguliére si z(s) est une solution

réguliére pour tout s € [a, b].

Remarque 3.2 Par le théoréme des fonctions implicites, si z(sp) est une solution
réguliére de (3.1), il existe € > 0 tel que z(s) soit I'unique solution pour |s — so| < €;
c’est-a-dire qu’il existe un voisinage de z(s;) dans lequel il ne se retouve qu’une seule

branche de points d’équilibre.

Proposition 3.3 Rang [D.f(zo)] = n si et seulement si
1. D, f(ug,ap) est inversible, ou

2. dimker D, f(ug,a9) = 1 et Dqf(ug,ao) & Im D, f (uo, ag).

Démonstration: Supposons que Rang D, f(zo) = n. Il y a alors deux possibilités :
1. Rang D, f(ug, ap) = n, d’ott D, f(ug, ag) est inversible.
2. Rang D, f(ug,a) =n — 1, d’ott dimker D, f(ug,a0) =1et
D, f(uo, a0) & Im D, f(uo, ag),

ce qui implique que Rang D, f(zo) > n. Mais n est le rang maximal que D, f(zq)
puisse atteindre, d’ou Rang D, f(z¢) = n. |

3.1.1 Points limite

Soit (u(so),a(so)) une solution stationnaire de (2.1) telle que
Rang [D,, f(u(s0), a(s0))|Daf (u(s0), a(s0))] = n.

Par la proposition 3.3, il y a alors deux possibilités :
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1. D, f(u(so),a(so)) est inversible ;

2. dimker D, f(u(so), a(s0)) = 1 et Do f(u(s0),a(s0)) & Im D, f(u(s0), a(so))-
Dans le premier cas, det (D, f(u(so), a(s0))) # 0 et le théor&me des fonctions implicites
implique qu’il existe € > 0 tel que

u = u(a) et f(u(a(s)),a(s)) =0 pour s €]sp — €, 50 + €[.

Autrement, il suffit de réarranger les colonnes de D, f(=x,) pour remarquer que les
solutions de (3.1) peuvent étre paramétrisées localement p.ar une des composantes de

u € R*. Soit

U= (uh- e ey Ui, Ay Ujp g, - - -1un) )
ou 7 est tel que Dy f(d(so), ui(so)) soit inversible. Le théorémme des fonctions implicites
implique I’existence d’un é > 0 tel que

@ =a(u;) et f(@(ui(s)), u:i(s)) =0 pour s €]swg — 6, 50 + .

Alors, modulo un réarrangement de colonnes et un chan gement de parametre, les
solutions z(s) de (3.1) dans un voisinage de z(so) satisfaisant Rang D, f(z(s)) = n

peuvent étre paramétrisées localement par une des composantes de z € R**!.

Définition 3.4 Une solution (u(so), a(so)) de (3.1) est urm point limite si
1. dimker D, f(u(so),a(so)) =1 et
2. Do f(u(so), a(so)) € Im D, f(u(s0), a(s0)).
Exemple 3.5 (BIFURCATION EN POINT LIMITE)
Soit I’équation
t=a+u’= f(y,a); u,a€R (3.2)

Il y a deux cas distincts :

1. a > 0 : (3.2) ne possede aucun point d’équilibre.
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A ;

F1G. 3.2 - Diagramme de bifurcation de la bifurcation en point limite
2. a <0 : (3.2) posséde 2 points d’équilibre & u; = —/—a et us = /—a. Le
premier point d’équilibre est stable puisque
D, f(u1,a) = 2u; = —2v/—a < 0.
L’autre point d’équilibre est instable puisque
D, f(u3,a) = 2us = 2v/—a > 0.
Le diagramme de bifurcation de (3.2) est présenté A la figure 3.2.

Remarque 3.6 Dans I’example qui précéde, (u,a) = (0,0) est un point limite de
(3.2). En effet, f(0,0) =0 et ker D, f(0,0) = ker(0) = R, tandis que

D,f(0,0) = 1 & Im D, f(0,0) = {0}.

Soient (u(s),a(s)) une branche de solutions de (3.1), et « la fonction qui mesure

la longeur de la branche de s =0 4 s = 7. Cette fonction s’écrit

o) = / VRO T G,

ol || — || est la norme euclidienne sur R". La paramétrisation selon la longeur d’arc

se fait de la fagon suivante : U(a) = u(s(a)) et A(a) = a(s(a)).
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L’application s — a(s) est une reparamétrisation bijective de s; elle est donc

inversible. Le théoréme des fonctions inverses implique alors que

o) = —L 1
&(s(@)  /fla(s()? + (@(s(@))?’
d’ou
U@+ 1A@I? = [la(s(@)s(@)]? + lla(s(a))s(a)]|?

[[a(s(aD? + (a(s(e)))?
l[a(s(e))I? + (a(s()))?
1.

En reparamétrisant si nécessaire, nous pouvons supposer que ||i(s)|[2 + (a(s))? =1
sur la branche (u(s), a(s)) pour tout s prés de s.
Dérivons f(u(s),a(s)) = 0 par rapport & s pour obtenir

Dy f(u(s), a(s))i(s) + Daf (u(s), a(s))a(s) = 0, (3.3)

pour tout s prés de so. Supposons que (u(so), a(so)) soit tel que

1. f(u(so), a(so)) =0,
2. dimker D, f(u(sg), a(sp)) =1 et
3. Dqf(u(s0),a(s0)) & Im D, f(u(so),a(so))

(e-g- (u(s0),a(s0)) est un point limite du systéme original). En substituant s = So
dans (3.3), on obtient

D, f(u(s0), a(s0))(s0) + Da f (u(s0), a(s0))a(se) = 0.
Supposons que a(sq) # 0. Dans ce cas
D (u(s0),a(s0)) = = 5o D (ulso), asu) i),

d’ou D, f(u(se), a(so)) € Im D, f(u(se), a(sq), ce qui contredit la troisiéme hypothése.
Alors a(so) = 0. L’égalité en (3.3) devient donc

D, f(u(s0), a(s0))(s0) = 0,
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et @(so) € ker D, f(u(s0),a(so)). Mais dim ker D, f (u(sg), a(so)) = 1. Alors
ker D,, f (u(s0), a(s0)) = R{u(s0)}-
En dérivant (3.3) par rapport & s une seconde fois, nous obtenons
Dy f(u(s), a(s))@(s) + Duuf(u(s), a(s))u(s)i(s) + Daf(u(s), a(s))a(s)
+ Daa f(u(s), a(s))a(s)a(s) + 2a(s) Dua f(u(s), a(s))i(s) =0,
d’ol1, au point limite (u(so), a(so)),
Dy f(u(s0), a(s0))i(s0) + Duuf (u(s0), a(s0))@(s0)i(s0) + Daf(u(s0),a(s0))d(so)
+Daa f((s0), a(s0))a(s0)a(s0) + 2a(s0) Dua f (u(s0), a(se))i(se) = 0. (3-4)
Soient ¢ et 1 deux vecteurs tels que

ker D, f(u(s0), a(s0)) = R{¢} et ker D, f(u(so), a(so))" = R{y}.!

D’aprés ce qui précéde, ¢ = u(sp) aprés renormalisation. La substitution a(sg) =0

dans (3.4), suivie d’une multiplication & gauche par %", donne
%' Du f (u(s0), a(50))i(0) + % Do f ((50), a(50))8¢ + % Da f (u(50), a(s0))d(s0) = 0.
Mais
D, f (u(so), a(0))"% = (¥"Duf (u(s0), a(50))) = 0
puisque ker D, f(u(so), a(s0))" = R{w}, d’ott

¥ Dy, f (u(50), a(50)) 9 + %' Da f (u(s0), a(s0))d(sq) = 0. (3.5)

Soient A = D, f(u(s0),a(so)) et Y € Im A. Il existe X € R tel que AX = Y.
Donc
Y'Y = ¢TAX = (AY)'X.
'Posons A = D, f(u(so),a(so))- Peut-on assumer que le noyau de AT est de dimension 1? En

utilisant le théoréme du rang nul, Im A est de dimension n — 1. Mais R* = Im A @ (Im A)*, ce qui
implique que (Im A)" = ker A est de dimension 1.
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Mais A = O puisque ¥ € ker AT, d'ott 'Y = O et ¥ 1 Im A. Supposons que
Y’ D, f (u(s0), a(s0)) = 0. Alors ¥ L D, f(u(so), a(so)) et

Y L Im A R{D,f(u(se),a(se))} =R"

puisque la seconde hypothese dicte que D, f(u(so),a(so)) € Im A. Donc 9 = 0, ce qui
est impossible puisque dim ker A™ = 1. Alors ¥"D, f(u(so), a(so)) # 0. Il découle alors

de (3.5) que

D Flu(se), a(s0))é0
8(50) = =D Fla(so), a(0) (3.6)

Définition 3.7 Sila quantité d(s,) provenant de (3.6) est non-nulle, le point limite

(u(s0),a(s0)) est un point limite quadratique simple.

3.1.2 Changement de stabilité

Supposons que 0 soit une valeur propre simple de D, f (u(so),a(se))- Alors, pres

de sg, on peut résoudre le probléme
D, f(u(s),a(s))o(s) = x(s)é(s) (3.7)

ol ¢(s) est un vecteur propre de D, f(u(s),a(s)) associé a la valeur propre k(s),

k(s0) = 0 et @(so) = ¢. En dérivant (3.7) par rapport 3 s, on obtient
Do f(u(3), a(s))i(s)#(s) + Do f(u(s), a(s))b(s) = &(s)¢(s) + £(s)d(s),
d’ot1, lorsque s = s,
Dy f (u(50), a(50))96 + Do f (u(s0), a(50))d(s0) = &(s0) 8, (3.8)
puisque %(sq) = ¢. Aprés multiplication & gauche par 1", (3.8) devient
% Duu f (u(50), a(s0))$¢ = %ic(0),

parce que ker D, f(u(so), a(s0))" = R{1}. Alors

v TDuu. ,a
(s0) = 2 f(uf;?; (s0))68
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puisque %'¢ # 0.2 Lorsque (u(so), a(s0)) est un point quadratique simple,
_ ¥Duuf(u(s0), a(s0)) 66
¥TDaf(u(s0), a(s0))
d’oli £(sg) # 0. Cependant k(sg) = 0. Le scalaire x(s) change donc de signe lorsque
s = so. Dans ce cas, la partie réelle d’une des valeurs propres du Jacobien change de
signe le long de (u(s),a(s)) lorsque s = sy et la « stabilité » du point d’équilibre

#0,

&(So) =

change.

3.1.3 Continuation par le paramétre

La continuation par le parameétre nous permet de suivre une branche u = u(a) de
solutions stationnaires de f prés d’un point d’équilibre (uo, ao) qui n’est pas un point
limite quadratique simple.

L’algorithme pour implémenter cette méthode est présenté au tableau 3.1. L’ap-

proximation initiale utilisée lors de la continuation par le parameétre est
uﬁ‘” = ug + upla.

L’algorithme présenté au tableau 3.6 i la sous-section 3.3 est utilisé pour calculer ug.
Le systéme a I’étape 4 est résolu a I'aide de la décomposition LU: La convergence de
la méthode de Newton aux étapes 4-6 est garantie si D, f(ui, ap +iAa) est inversible,
ol u; = u(ap + iAa), et Aa est suffisamment petit. Le calcul a I’étape 9 est justifié

par ce qui suit. Si f(u(a),a) =0, alors

D, f(u(a),a)i(a) + D, f(u(a),a) =0,
2Supposons au contraire que ¥'¢ = 0. On peut alors effectuer un changement de coor-
données tel que ¢ = e; et ¢ = e,. Puisque D, f(u(so),a(s0))® = D.f(u(so),a(sg))e; = 0, et
¥' Dy f(u(s0), a(s0)) = e3Du f(u(s0),a(s0)) =0, on a

0 512 §13 - Eln

0 o 0 e 0
A= Duf(u(so), a(So)) = 0 532 633 .o §3n

6 61;2 §n3 LR fv;n

Le polynome caractéristique de A est pa()\) = A%g()\), ot degqg()) =n — 2, ce qui implique que la
valeur propre 0 de D, f(u(so),a(so)) n’est pas simple.
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— T -

Algorithme (CONTINUATION PAR LE PARAMETRE)

Soient u = u(a) une branche de solutions stationnaires de f prés d’un point d’équilibre
(uo,ap) et 4y = f—% wo.a0" On obtient des approzimations u; de u(ag + iAa) de la facon
sutvante :

— ENTREE : f : champs de vecteurs paramétré;
(u0,a0) : point d’équilibre (u(ag),ao) de f;
Ug : dérivée de u par rapport i a, évaluée a ag ;
Aa : incrément du parameétre a ;
€ : degré d’approximation recherché;
N : nombre maximal d'itérations;
M : nombre d’approximations voulues;
— SORTIE : z = (uy, ..., un) : approximations de u(ag + iAa),i=1,...,M; ou
T : message d’erreur

1. Pour i =1: M, faire les étapes 2-9;
2. uE-OI =uj—1 + i-14a;
3. Pour n = 0: N, faire les étapes 4-6 (Méthode de Newton) ;
4. Résoudre D, f(uE"], ag + 1.'Aa)AuE-"I =—f (uE-"], ag +iAa);
5wl = [0 4 Aul;
6. Si {|aul™|] < ¢, sauter & I'étape 8;

7. T : message d’erreur;

- FIN.
[n+1] .

1 )

9. Résoudre Dy f(ui,aq + iAa)i; = —D, f(u;, a0 + 1Aa);

8. U;i=u

10. z = (uy1,...,usr)-

- FIN.

TAB. 3.1 — Continuation par le paramétre
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d’ou
D, f(ui, ag +iAa)u(ay + iAa) = —D, f(us, ag + iAa).

Le systéme & I’étape 9 permet de trouver une bonne approximation de
U; = U; (ao -+ z'Aa).

Que ce passe-t-il cependant si la solution stationnaire (ug, ao) est un point limite
de (2.1) ? Dans ce cas, dimker D, f(ug,ao) = 1, ce qui implique que D, f(ug, aq) n’est
pas inversible. L’algorithme ne pourra exécuter ’étape 4 pour n = 0. La méthode de
continuation par le parameétre ne permet donc pas de continuer sur une branche de

points d’équilibre lorsqu’un point limite est atteint.

3.1.4 Continuation par la norme

L’objectif de cette sous-section est de trouver une méthode qui permet de suivre
des branches de solutions de (3.1), tout en continuant lorsqu’un point limite est at-
teint. A cet effet, un nouveau parameétre s = /(u, u) est introduit, ol (—,—) est le

produit scalaire habituel dans R™. Le systéme & résoudre devient alors
f(u(s),a(s)) =0, (u(s),u(s)) - s* =0. (3.9)

L’algorithme qui implémente cette méthode est donné au tableau 3.2. Les approxi-

mations initiales utilisées lors de la continuation par la norme sont
u[lol = ug + UpAs et a£°] = ag + agAs.

L’algorithme présenté au tableau 3.6 4 la sous-section 3.3 est utilisé pour calculer g et
ag- Le systéme a 1’étape 4 est résolu i l'aide de la décomposition LU. La convergence

de la méthode de Newton aux étapes 4-6 est garantie si

Dy f(ui,a:) Do f(ui, a;)
2(ui)T 0

est inversible et As est suffisamment petit.
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Algorithme (CONTINUATION PAR LA NORME)

Soit (u,a) = (u(s),a(s)) une branche de solutions stationnaires de [ prés du point
d’équilibre (ug,aq), et g = %— wp? G0 = % 0o~ On obtient des approzimations (u;,a;) de

(u(so +1iAs),a(sg + iAs)) de la facon suivante :

— ENTREE : f : champs de vecteurs paramétré;
(u0, ao) : point d’équilibre (u(sp),a(so)) de f;
Ug, @Go : dérivées de u,a par rapport & s, évaluées & ug, ag;
As : incrément du parameétre s;
€ : degré d’approximation recherché;
N : nombre maximal d’itérations;
M : nombre d’approximations voulues;
— SORTIE : z : approximations de (u(so +tAs) a(sp + iAs))
T : message d’erreur

T -
,t=1...,M;ou

1. Pour ¢ =1 : M, faire les étapes 2-9;
T T
2. (uE-O] an]) = ('ll-i-l +u;_1As ai—; + di_lAS) s

3. Pour n = 0: N, faire les étapes 4-6 (Méthode de Newton) ;
4. Résoudre

Dufl™,al™)y D@l o)) [Aul 3 Fal, ol _
2(ul™yT 0 Ad") T < W s (5o +i0s)2)

1

5. (a1 o) = (Wl A ol A

Aul™
()
7. z : message d’erreur;

- FIN.

8. (u,— a,—)T= (uE"'H] a£-"+1])T;

. Duf(uiy ai) Daf(uia at) u; _ 0 .
9. Résoudre ( ouT 0 ) (di) = (2 (50 +i As)) ;

T

.- u
10. z = t M ;
a; .. aprr

- FIN.

6. Si < €, sauter a ’étape 8 ;

TAB. 3.2 — Continuation par la norme
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En dérivant f(u(s), a(s)) =0 et (u(s),u(s)) — s = 0 par s, nous obtenons
D, f(u(s), a(s))i(s) + Daf(u(s), a(s))a(s) = 0 et 2u(s)™i(s) — 25 = 0.

Lorsque s = sy + iAs, ce systéme devient

D, f(ui,a:;) Daf(ui,a:)\ u: _ 0
2ul 0 a; 2(so +iAs))

Dans ce qui précéde, u; = u(so + ¢As), a; = a(sp + iAs), u; = u(se + 7As) et
a; = a(so + tAs). Ce systéme, que I'on retrouve a I'étape 9, permet de trouver une

bonne approximation de u; et &;.

Que ce passe-t-il cependant si la solution stationnaire (uo, ag) est un point limite
de (2.1) 7 Le processus bloque-t-il & I’étape 4, comme c’était le cas dans la méthode
de continuation par le paramétre ? Un lemme de KELLER [21] indique les conditions

sous lesquelles la matrice

B = (Duf(u07 ag) D, f(uq, ao))

2u) 0

est inversible.

- A ¢
Lemme 3.8 S: A = ( ), les énoncés qui suivent sont valides :

b d
1. Si A est inversible, A est inversible <> d #b A 1c;
2. Sidimker A =1, A est inversible —> c¢ImA etb& ImAT ;

3. Sidimker A > 2, A n’est pas inversible.

Démonstration: 1. Supposons que A soit inversible. On peut écrire

. I A1
i=(40 V. ole=d—bTA"lc.
BT 1 o’ e

Sie=0 (eg. d=0bA4""¢),

A:AO IA‘lc.
1 0" 0
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-1
det I A7 =0,
0" 0

d’olt det(A) = 0 et A n’est pas inversible.

Si A n’est pas inversible, alors
A O I A lc
det =0 ou det =0.

A0
det (bT 1) =det(A) # 0,

Cependant

puisque A est inversible. Alors

I A7 'c
0 = det (OT ) =e,

e

doud="b8A"!c
2. Si A n'est pas inversible, le systéme

2=

admet une solution non-triviale. Supposons que & # 0. Alors Az = —€cetcelmA.
Siz7#0et=0,alors Ar=0,z € kerA=R{z} et b€ kerA* =Im A'.

Supposons que b € Im AT = ker A+ et ker A = R{z}. Alors 6’z = 0 et
i T\ _ A ¢ T\ _ 0 '
13 b" d) \o 0

La matrice A n’est pas inversible, puisque R{ <;> } C ker A.
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Sic€ImA et ker A =R{z}, il existe w tel que Aw = ¢. Posons

= —a]:szz:.

On construit ume solution non-triviale de A% = 0.

Az +c€ = Az + Aw€
= Az + wf)

wh'z
= Alz 2%
(z d )
wb’
= Az {1a-Y>
"( d )

= O,

puisque z € ker- A. De plus
db'z

bTx+d§=bTx—T=0
z . -
Le vecteur £ = ( ) est une solution non-triviale de A% = 0, et A n’est pas inversible.

3. Sidimker A = 2, dimker A > 1 et A n’est pas inversible. B

Au point limite quadratique simple (uq, ao),
dim ker Duf(u(h aO) =1let Daf(“Ov aO) ¢ Im Duf(u01 aO)'

D’apres le lemmue 3.8, la matrice B est inversible si de plus ug & Im D, f(ug, ao)’, ce
qui n’est pas toujours le cas.? Il serait bon de trouver une méthode qui soit toujours
capable de contiinuer une branche de solutions stationnaires lorsque un point limite
est atteint.

3Dans I'exemple de la bifurcation en point limite, (uo,a0) = (0,0) est un point limite de (3.2).
Mais 0 € Im A poum n'importe quel opérateur linéaire A.
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3.1.5 Continuation par la longeur d’arc

Cette méthode, due & KELLER [21], est la méthode la plus utilisée en pratique.
Le parametre introduit satisfait les conditions suivantes :

f(u(s),a(s)) =0, [[a(s)|*+a(s)?=1. (3.10)
En pratique cependant, la formulation suivante est utilisée :

f(u(so +iAs), a(sp +iAs)) =0,
(u(so +iAs) — u(so + (¢ — 1)As)) 41 + (a(so + iAs) — a(so + (1 — 1)As))a;; — As =0

ou %; = u(sp +iAs), a&; = a(so + iAs) et [[4][®> + (6:)2 = 1l pouri = O,... La
discrétisation provient d’approximations des dérivées de premier ordre. En utilisant

la notation z = (u, a), la méthode de la longeur d’arc devient

f(z(so +7As)) =0,
(z(so +2As) —z(sp+ (i — 1)As)) i, — As =0

ou I; = .’i:(So + ZAS) et ”i‘l” =1 pour i = O, ..
L’algorithme pour implémenter cette méthode est présenté au tableau 3.3. L’ap-

proximation initiale utilisée lors de la continuation par la longueur d’arc est

2?[10] =xzg + i?oAS.

L’algorithme présenté au tableau 3.6 & la sous-section 3.3 est utilisé pour calculer zg.
Le systéme a I’étape 4 est résolu a I’aide de la décomposition LU. La convergence de
la méthode de Newton aux étapes 4-6 est garantie si o est une solution réguliére de

(3.1) et As est assez petit. Il faut vérifier que la matrice
__ [ Dzf(z(so + iAs))
z(so + (2 — 1)As)"
qui apparait a I’étape 4 est inversible lorsque z(sq + (i — 1)As) est une solution

réguliere. Il suffit pour cela de montrer que

(sz(-'c(So +(i— 1)As))>
Bg =
Z(so + (i — 1)As)T
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s

Algorithme (CONTINUATION PAR LA LONGEUR D’ARC)
Soient z = z(s) une branche de solutions stationnaires de f prés du point d’équilibre g,

et £g = ‘f—s 0" On obtient des approzimations z; de z(so + iAs) de la fagon suivante :

- ENTREE : f : champs de vecteurs paramétré;
To : point d’équilibre z(sp) de f;
To : dérivée de = par rapport a s, évaluée 4 g ;
As : incrément du parameétre s;
€ : degré d’approximation recherché;
N : nombre maximal d'itérations;
M : nombre d’approximations voulues;
— SORTIE : z : approximations de (z(so +iAs)), i=1,...,M;ou
T : message d’erreur

1. Pour i =1: M, faire les étapes 2-10;
2. ;,:EOI =T +Ei-14s;
3. Pour n =0: N, faire les étapes 4-6 (Méthode de Newton) ;
4. Résoudre (szﬁxgn])) Azl = = ( n] f(:z:E-n]) ) 3
Ty ! (@™ — zi—1) Eiy — As
5. a:E-"“] = :z:E"] + A:I:E"] ;
6. Si "A:z:E-"] " < ¢, sauter a I’étape 8;
7. = : message d’erreur;
— FIN.

8.-x; = z£n+1] .

9. Résoudre (Dz-{-(:z:,-)) ;= (0) :
T;, 1

10. & = ||| 7" &5
11. z = (:1:1 :z:M);
- FIN.

TAB. 3.3 — Continuation par la longeur d’arc
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est inversible. Si As est suffisamment petit, B; sera également inversible par conti-

nuité. Si By n’est pas inversible, il existe z; # 0, ||z;]| = 1 tel que

D.f(z(so) + (¢ — 1)As)z; = 0

(3.11)
Z(so + (1 — 1)As)'z; = 0.

Mais D f(z(so + (¢ — 1)As))z(s0 + (i — 1)As) = 0. Puisque z(sg + (¢ — 1)As) est une
solution réguliére,
Rang D f(z(so + (¢ — 1)As)) =n.

Alors dimker D, f(z(so + (1 ~ 1)As)) =1 et

Z(sg + (i — 1)As) = %£z;, aprés normalization.

Dans ce cas
|£(s0 + (i — 1)As) 2| = ||£(s0 + (2 — 1)As)||> = 1,

ce qui contredit (3.11). Donc B, est inversible et la méthode de Newton converge.

3.2 Continuation (points limites)

Considérons le systéme & 2 paramétres
o= f(u,a,p). (3.12)

Supposons que (ug, o, Ko) SOit un point limite quadratique de ce systéme et que ¢q et
Yo soient tels que ker D, f(ug, aq, o) = R{¢o} et ker D, f(uo, aq, to)" = R{ }. Nous
aimerions calculer une branche de points limites de (3.12) passant par (ug, ag, to)-

3.2.1 Continuation par le parameétre
Pour ce faire, nous résolvons le systeme
flu,a,p) =0

Duf(u,a,p)¢ =0 (3.13)
¢T 0 — 1=0.
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Le vecteur ¢ appartient a la solution de référence (uq, ¢g, aq, o) qui est, en pra-
tique, la derniére solution calculée sur la branche. On réécrit (3.13) sous la forme
Fof(u,¢,a,p) =0, 00 Fyp:R* x R* x R x R — R* x R* x R est définie par

FO,f(ua ¢1 a, /*L) = (f(u7 a, ,LL), Duf(ua a, /J')¢1 ¢T¢0 - 1) -

Posons U = (u, ¢,a). L’application Fp s est donc une fonction de R2**! x R dans
R?**1_ Une branche de points d’équilibre de (3.13) correspondra alors & une branche
de points limites de (3.12). Il est naturel d’essayer de continuer une solution (Up, )
de (3.13) en utilisant x comme parameétre de continuation. Le théoréme des fonctions
implicites implique I'existence d’une branche U(u) = (u(y), #(1), a(1)) de solutions
de (3.13) tant et aussi longtemps que le jacobien

JF D, f (uo, ao, 1o) 0 D, f (uo, ao, o)
‘d—((;f Dy f (0, a0, io) o Do f (%o, Go, o)  Duaf(uo, o, to) o
(UOJ‘O) OT ¢g O

n’est pas une matrice singuliére. Elle ne ’est pas puisque la seule solution de

T
dF,
d((;f y| =0 z,yeR", zeR
(UO’”'O) z

est =y =0 et 2 = 0. En effet, considérons

Duf(u07 Qg, /‘LO):L' + Da.f(u07 ag, IJ'O)Z = Oa (3’14)
Dy f (ug, ag, tio)dox + Dy f (uo, ag, £0)y + Duaf (%o, a0, i10)z = 0, . (3.15)

De (3.14), nous savons que
D, f (w0, ao, po)z = —2zDq f (uo, ao, Ho)-
Mais (uo, ag, o) est un point limite, ce qui implique (voir section 3.1.1) que

D, f (uq, ao, o) & Im D, f(uo, ao, to)-
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Donc z =0 et = € ker D, f(uo, o, po) = R{¢o }, d’ott z = ¢ ¢y, c; € R.

Multiplions (3.15) & gauche par v pour obtenir
"/’-(;-Duuf(um ap, ﬂO)(bO (C]_¢0) + d]?)—D‘u.f(uO’ ag, ”O)y =0.

Mais
ker -Duf(u07 Qg, )uO)T = R{¢0}7
d’ott ;199§ Dyu f (0, aq, to)@Podo = 0. Puisque Up est un point limite quadratique,

YDy f (o, g, o) Podo # 0,
d’oll ¢; =0 et z = 0. En resubstituant dans (3.15) nous obtenons alors
D, f(uo, ao, po)y = 0.
Donc y = ca¢o, et en substituant cette équation dans (3.16) nous obtenions
caggbo = 0.

Mais @igo = 1, d’olt co = 0 et y = 0.

En implémentant ’algorithme 3.1, nous calculons une branche de solutions station-

naires de (3.13) passant par (U, io), ce qui correspond & calculer une branche de

points limites de (3.12) passant par (uo, ag, o).

3.2.2 Continuation par la longeur d’arc

Bien sur, il est possible que la branche de points limites ait elle-méme un point
limite en u, et & cet endroit I’algorithme 3.1 cesse de fonctionner. Pour remédier a cet

inconvénient, nous passons a la continuation par la longueur d’arc. Supposons que

(u(s0), a(s0), 1(s0)) soit un point limite de (3.12) et que

ker Dy f (u(s0), a(so), #(s0)) = R{¢(s0)},
ker Duf(u(so), a'(sO)v F‘(SO))T = R{'Iﬁ(é‘o)}

4Dans les deux cas, on fait la continuation par le parameétre pu.

. 28



CHAPITRE 3. CONTINUATION ET POINTS LIMITES . 29

Pour calculer une branche de points limites de (3.12), on résoud le systéme

Fo,f(X(So + As)) =0 (317)
(X (50 + As) — X (s0)) X (s0) — As =0, (3.18)

ot X(s) = (u(s), ¢(s),a(s), u(s)) et || X(so + As)|| = 1 lorsque As est suffisamment
petit.

Pour pouvoir appliquer I’algorithme de continuation par la longueur d’arc, et ainsi
calculer une branche X (s) de points d’équilibre de (3.17), il suffit de vérifier que

D, f (uo, aq, o) 0 D, f (uo, ao, o) D, f(ug, ag, to)
Dy f(uo, @o, to)do  Duf(u0, a0, o) Duaf(uo, @0, o)  Dup f(uo, ag, o) o | »
o" oo 0 0

le jacobien de Fy ; par rapport 4 X, évalué en Xg = X (s0), posséde le rang maximal.

Si le point limite quadratique est en fonction du paramétre a, le rang du jacobien
est maximal (voir sous-section 3.2.1). Si le point limite quadratique est en fonction du
parametre y, il suffit d’interchanger les colonnes 3 et 4 pour obtenir le méme résultat.
La branche de points d’équilibre correspond alors & une branche de points limites de

(3.12).

3.2.3 Implémentation

Lors des applications de l’algorithme 3.3, nous devons, & I’'étape 4, résoudre le

DxFo,;(X{™) Axll — _ Fop(X{™) .
X7, : (XM - X )Xo, — As

Ce systeme s’écrit sous la forme

w2 0)-C)

systéme

ou A est non-singuliére.
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e

Algorithme (RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE DANS LA METHODE DE N EWTON)

(90)-()

ou A n’est pas singuliére. On obtient la solution (z,z)' de la facon suivante :

Soit le systéme

- ENTREE : A : matrice de dimension 2n x 2n non-simguliére ;
b,c, f : vecteurs de dimension 2n x 1;
d, h : scalaires;
— SORTIE : z : vecteur de dimension 2n x 1;
z : scalaire;

1. Résoudre Aé =c;

2. e=d-b'¢;
3. Résoudre Af = f;
4. z=(h—bfle !;
5. ¢ = f—z&;

FIN.

TAB. 3.4 — Résolution du systéme linéaire dans la méthode de Newton
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Pour ce faire, nous faisons appel a I’algorithme présenté au tableau 3.4. Aux étapes

1 et 3 de cet algorithme, nous devons résoudre un systéme de la forme A =y, ou

A 0 ¢ Y1
A=|B A a|,yv=|w|, ker§=R{¢}, et kerf:R{z/z}.
0" 4" 0 Y3

Ceci ce fait trés efficacement en utilisant ’algorithme présenté au tableau 3.5.

3.3 Initialisation, méthode de Newton et probléme
de Bratu

Initialisation : Supposons que (u(s), a(s)) soit une branche de solutions station-
naires de (2.1), c’est-a-dire f(u(s),a(s)) = 0. Alors
D, f(u(s), a(s))u(s) + Daof(u(s), a(s))a(s) = 0,

d’olt (4o, o) € ker [D,f(u(so),a(so)) | Daf(u(so),a(se))]- Si (u(so),a(so)) est
une solution réguliére de (2.1), le noyau du jacobien est de dimension 1.
L’algorithme qui implémente ce raisonnement se retrouve au tableau 3.6. En

général le vecteur dérivée est normalisé tel que
Oulliol® + 6345 = 1,

pour 6,0, donnés. Le cas le plus fréquent est 6, =6, = 1.

Méthode de Newton : La méthode de Newton est un algorithme fondamental, uti-
lisé dans plusieurs branches des mathématiques. Elle joue évidemment un rdle

treés important dans I’analyse numérique des bifurcations. (voir tableau 3.7)

Fonction-test 7,,; : Supposons que (u(s), a(s)) soit une branche de solutions station-

naires du systéme (2.1). La fonction

Tpi1(s) = det D, f(u(s), a(s)), (3.19)
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L .

Algorithme (RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE DE LA FORME Aj = y.)
Soit le systéme Af} =y, ot

A 0 ¢ Y1

A=|B A c|,y=|y|, kerA=R{¢}, et ker AT = R{¢}.

0" ¢" 0 Y3

La solution de ce systéme est calculée de la facon suivante :

-~ ENTREE : A : matrice de dimension n x n non-singuliére ;
B : matrice de dimension n x n;
€1,C2, @, Y1,Y2 : vecteurs de dimension nn x 1;
ys : scalaire;
— SORTIE : #1,§» : vecteur de dimension n x 1;
Y3 : scalaire;

1. Résoudre ATy =0;

A __ W'y .

2. ¥s = gris

3. Résoudre Aj;, = y; — g3c1 ;
_ Y y2—93v¥ ca—y Biip .

4' a= 2 3w732¢ 1p ;

5. i1 = Tp +ad;

6. Résoudre Ags, = y2 — B, — fjzco ;
- ys—¢T!72 .

T B =Tt

8. Y2 = TGop + Bo;

FIN.

TAB. 3.5 — Résolution du systéme linéaire de la forme Aj = y.
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Algorithme (CALCUL DE g ET dg)
Soit (up,ap) un point d’équilibre de f, et supposons que la dimension du noyau du jacobien

Dy f soit 1. Le vecteur (1g, aq) est calculé de la fagon suivante :

- ENTREE : f : champs de vecteurs paramétré ;
(ug, @o) : point d’équilibre de f;

— SORTIE : (1, ag) : dérivées de u, a évaluées a ug, ag ;

1. Résoudre [D, f(uo, o) | Do f(uo, ao)] (1.20) =0;
ao
Qg Qg Qg

— FIN.
TAB. 3.6 — Calcul de 74 et ag
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. _
Algorithme (METHODE DE NEWTON)
Soit f : R™ — R™ une fonction se comportant bien. Les racines de f peuvent alors étre

calculées de la fagon suivante :

-~ ENTREE : f : fonction dont les racines sont recherchées;
Zo : approximation initiale d'une solution de f(z) =0;
€ : degré d’approximation recherché;
N : nombre maximum d’itérations;
— SORTIE : z : approximation d’une solution de f(z) = 0; ou
z : message d’erreur;

1. k=1;

2. Tant que (k < N), répéter les étapes 3-7;
3. Evaluer f(zo) et D, f(zo);
4. Résoudre D f(zo)y = —f(z0);
5. zg =zo +y;
6. Si|jyll < €, sauter 4 'étape 9;
7. k=k+1;

8. z : message d’erreur;

- FIN.

9. z=1x¢;
- FIN.

TAB. 3.7 — Méthode de Newton
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définie le long de (u(s), a(s)) est une fonction-test de bifurcation en point
limite. Lorsque Tpl(So) = 0 et D, f(u(s0),a(so)) € Im D, f(u(se),a(se)), il se
produit une bifurcation en point limite & (u(so),a(sg)).

Supposons que (u(s1),a(s1)) soit un point d’équilibre de (2.1) et que I'on
approxime (u(s; + iAs), a(s; + ¢As)) par (u;, a;), pour i = 1,... M, a I'aide de
la continuation par la longueur d’arc. Si s;_; = s; + (4 — 1)As et 5; = s; + iAs
sont tels que Tpl (si)rpl (si—1) <O, ol possede une racine sy entre s;_; et s;. On
utilise la méthode de Newton pour trouver cette racine, ainsi que les vecteurs
(u(s0), a(so)) et (%(so), a(sa))- Si (u(so),a(se)) est un point limite de (2.1),ily
a bifurcation en point limite.

Probléme de Bratu : Le probléme aux conditions limites qui suit, le probléeme de
Bratu, est un exemple typique lors des considérations numériques sur les solu-

tions stationnaires.
i(z) +ae*® =0, z €[0,1], u(0) =u(1) =0. (3.20)

Lorsque @ =0, up = u(z) = 0 est une solution de (3.20). Le vecteur (0, 0), qui
appartient & (C?[0, 1]N{u : u(0) = (1) = 0}) xR, est donc un point d’équilibre.
Soient 0 = zg < z; < ... < Ty = 1 une partition de [0,1] avec

Tj; —Tj =h= l/N

pour j =1,..., N et u(z) une solution de (3.20). D’aprés le théoréme de Taylor,

h? h3 ht
u(z + h) = u(z) + 4(z)h + il(x)g +u® (x)y +u®(¢) L

h? h3
u(z — h) = u(z) — a(z)h + u(z)y —u® (z)y + u® ((2)—.

et alors
4

h
u(z + h) + u(z — h) = 2u(z) + i(z)h? + il [u(4) () +uW ()],
d’ou, par le théoréme des valeurs intermédiaires,

i(z) = u(z + h) — 21;1(22:) +u(z—h) f—;u“)(@-
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La discrétisation du probléme de Bratu (c’est 4 ce nouveau probléme que les

techniques numériques seront appliquées) prend alors la forme

Ujp1 ~ 2Uj + Ujq

h2

+ ae¥ =0, (3.21)

pourj=1,...,N—1etuy=uy =0. En posant U = (uy, ... ,un—1)" le vecteur

solution, (3.21) se réécrit F(U,a) =0, ou
F:RV"1 xR — RMV-!

est définie par

( N2(uy — 2u;) + ae™ \
N2(uz — 2uy + u;) + ae*2
F (Uya) = :
Nz(uN_l —2upn_o + uN_a) + ge¥N-2
\ N2(—2upy_; + un_3) + ae®n-1 }
De plus,
[—2N? + qe™ N2 0 o 0
N? —2N? + ge¥? N?
DyF(U,a) = 0 N? —2N? 4 qev2
\ 0 0 0 —2N2+ae"N-1J
) T
et D,F(U,a) = (e’“ e“"-l) . Lorsque @ = 0, Uy = (0,...,0)" est une
solution de (3.21), et nous obtenons alors
( —2N? N2 0 -~ 0 )
N2 —2N2 N? ... o
DyF(Up,0)=| 0 N2 —2N2 ...
\ 0 0 0 ..o —2N?)
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a 3.43 3.44 3.45 3.46 3.47
(0 (o) [ o) (0 )
0.5258 0.5376 0.5526 0.5772
La méthod.e
Ug 0.8904 0.9115 0.9386 0.9832
de Newtom
U 1.0228 1.0478 1.0796 1.1323
ne converge
Ug 0.8904 0.9115 0.9386 0.9832
as.
0.5258 0.5376 0.5526 0.5772 P
Lo/ Vo) Vo) L)

TAB. 3.8 — Approximations des solutions de (3.21) pour a prés de 3.47

et D,F(Up,0) = (1

1)T.

<37

Les algorithmes présentés aux tableaux 3.1, 3.2 et 3.3 sont appliqu:és tour
a tour au probléme (3.21) avec MATLAB. La méthode de la continuatiion par

le parameétre cesse de fonctionner lorsque a = 3.47 (voir figure 3.3). Le tableau

tzr

F1G. 3.3 — Branche de solutions stationnaires pour le PCL de Bratu (paramtre)

3.8 examine le comportement des solutions stationnaires U de (3.21) lorsque a

se rapproche de 3.47 (V = 6). En appliquant la continuation par la norme au

probléme, nous remarquons qu’il y a un point limite, situé précisément 13 ot la

continuation par le parameétre échoue (Voir figure 3.4).
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1oF

F1G. 3.4 — Branche de solutions stationnaires pour le PCL de Bratu (longeur d’arc)

Un phénomeéne intéressant se produit lorsque nous essayons de résoudre le
pfobléme de Bratu a I’aide des méthodes de continuation par la norme et par
la longeur d’arc. Si N est impair, les routines continuent la branche de points
d’équilibre dans la «direction» opposée 4 celle du point limite ; ceci est proba-
blement dii aux méthodes utilisées par MATLAB pour résoudre les systémes
linéaires.

Un bon programme de continuation de solutions devrait donc étre capable
de suivre une branche de solutions dans les deux directions. Ceci nous amméne
a considérer ce qui se passe lorsque deux branches de solutions s’intersectent.

Le prochain chapitre traite de ce sujet.



Chapitre 4

Bifurcation de solutions

stationnaires

On retrouve un point de branchement de solutions stationnaires lorsque
plusieurs branches de points d’équilibre se coupent. Les considérations numériques se
rapportant aux points limite ayant été ’objet du chapitre précédent, cette section se
penchera sur une méthode permettant de changer de branches lorsque deux branches

se coupent. A cet effet, le concept de point singulier est introduit.

Définition 4.1 Une solution xy de (3.1) est dite simple et singuliére si le jaccbien

de f a ce point, D, f(zo), est une matrice de rang n — 1.

Que ce passe-t-il dans 1’entourage d’un tel point ? La proposition suivante répond a

cette question.
Proposition 4.2 Soit D.f(zo) = [D,f(uo,a0)|Daf(ue,a0)]. Alors
Rang [D, f (uo, ag)| Do f (w0, ag)] =n — 1

st et seulement st
1. dimker D, f(uq,a0) = 1 et Dqof(ug,a0) € Im D, f(ug,a0) ; ou
2. dimker D, f(uo,a0) = 2 et Dqof(uq,ao) &€ Im D, f(ug, ag).

Démonstration: La démonstration est identique & celle de la proposition 3.3. [}

39
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4.1 Equation algébrique de bifurcation

Soit z(s) une branche de solutions de (3.1) passant par z(so). A ce point, la
direction tangentielle de la branche est donnée par (so). En dérivant flz(s)) =0

par rapport a s, nous obtenons
D, f(z(s))z(s) = 0. (4.1)
En reparamétrisant si nécéssaire,
llz(s)l| = 1. (4.2)
Si de plus z(sg) est un point singulier simple, il y a deux possibilités :
1. dimker D, f(ug, ag) = 2 et D, f(uo,ap) & Im D, f(ug, ao) ;

2. dimker D, f(up, ap) = 1 et D, f(ug,aq) € Im D, f (uo, ao)

Définissons

ker D, f(z(s0)) = R{¢1, ¢}
ker D, f(z(s0)) " = R{v}

dans le premier cas.! Par (4.1),
Z(s0) € ker D, f(z(s0)).
Donc il existe ayg, Sy € R tels que
Z(s0) = o1 + Boo. (4.3)

Existe-t-il une autre branche de points d’équilibre y(s) telle que y(s0) = z(so) (c’est-
a-dire telle que y(so) = ay¢1 + Bi1¢9, ou (ay, B1) # (a0, Bo))? En dérivant (4.1) de
nouveau par rapport a s, la relation suivante est obtenue

D. f(z(s))Z(s) + D= f(z(s))2(s)%(s) =0,

!Autrement, il suffit d’interchanger deux colonnes pour obtenir le méme résultat.
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d’ou, en substituant s = s,

Dy f(x(s0))Z(s0) + Dzzf(z(50))%(s0)Z(50) = 0. (4.4)
Puisque 9 € ker D f(z(s0))7, il suffit de multiplier (4.4) & gauche par ¥7 pour obtenir
%" Dz f (2(50))%(50)%(50) = 0. (4.5)

En substituant Z(sg) = a¢; + B¢2 dans (4.5),
¥ Dz f(2(50)) (a1 + Béz) (ady + Bda) = 0.

Puisque D.. f(z(s0)) est une application bilinéaire symétrique, cette derniére équation

se réécrit sous forme quadratique de la manieére suivante :
cno? + 2c1208 + c28% = 0, (4.6)
ot ¢ = T Dy f (2(50)) $:6j pour 4,5 = 1,2.
Définition 4.3 L’équation (4.6) est appellée équation algébrique de bifurcation
de f au point singulier simple z(s;).
Si (a,B) = (0,0) et £(so) = ap; + B2, alors
[lZ(so)ll = O,

ce qui contredit (4.2). Sans perte de généralités, supposons que a # 0. Alors (4.6)

devient
2
cn + 2612é + Ca22 (é) =0. (4.7)
e a

Les solutions (a, 8) de (4.7), et par conséquent celles de (4.6), dépendent donc du
discriminant Ag = 2, — ¢;100. '

Mais (4.7) possede déja la solution réelle (e, 8) = (aq, Bo), d’olt Ag > 0. Si Ag =0,
il n’y a que la branche z(s) qui passe par z(sg). Si cependant Ag > 0, (4.7) posséde 2
solutions distinctes (ag, Bo) et (a1, B1). Dans ce cas, nous sommes en droit de supposer

qu’il existe une branche y(s) de points d’équilibre passant par y(so) = z(so) telle que
¥(S0) = @161 + P12 # a1 + Bod2 = Z(s0)-

section 4.3.
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4.2 Nouvelle direction et changement de branche

Posons dans ce qui précéde
é1 = z(s0)-

Dans ce cas, (ag, ) = (1,0) est une solution de (4.6) et
c11 = ¥ Dzo f(z(50))2(50)E(50) = 0,

par (4.5) d’ou Ag = ¢Z, > 0, ce qui implique que ¢;5 # 0. Il découle alors de (4.6) que
la deuxiéme solution (a;, B1) doit satisfaire
ay  Cx2

B 2

Les quantités c,,, ¢y sont calculées & partir de ¢;, ¢, et . Il suffit alors de choisir ¢,

de sorte que ¢, L ¢;. Alors
D:!:f(‘r(SO))
@2 € ker ( j;(so)T ) .

De méme,
( 1’; ) € ker [D.f(z(s0)) " %(s0)] - (4.8)

Le rapport 3~ est connu aprés substitution dans (4.6). La direction de la seconde

branche est alors donnée en renormalisant a; et (1 pour obtenir

lg(so)ll = i + Brga|| = 1.

Soient z(sg) un point de branchement de (2.1), #(so) la direction de la branche
originale et y(so) la direction de la seconde branche.? Les points sur cette nouvelle
branche sont approximés en se servant de I’algorithme présenté au tableau 3.3, avec
(u(s0), a(s0)) = z(s0) et (%o, @) = ¥(so). L'algorithme effectuant le changement de

branche se retrouve au tableau 4.1.

2Pour calculer §(sg), on doit évaluer D, F(z(s0))- I est possible d’éviter un tel calcul. Puisque
@1 L ¢2 et ¢1 = i(so), on peut, en général, exécuter 1'algorithme 3.3 en se servant de ¢2 ala place de
¥(so) pour la premiére itération. On appelle cette méthode de changement de branche la méthode
de direction orthogonale. Il est bon de noter que cette technique ne fonctionne pas toujours.
De plus, l'utilisation d'un logiciel comme MATLAB entraine parfois quelques inconvénients. (voir

section 4.4)
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%

Algorithme (CHANGEMENT DE BRANCHE DE SOLUTIONS STATIONNAIRES)

Sotent z = z(s) une branche de solutions stationnaires de (3.1) prés du point d’équilibre
singulier zg et g = %lzo la direction de la branche originale. Les approzimation y de
y(so + As) et y de y(so + As) sur la nouvelle branche sont obtenue de la facon suivante :

-~ ENTREE : f : champs de vecteurs paramétré;
Zo : point d’équilibre singulier z(sq);
Zg : direction de la branche originale z(s) lorsque s = sg ;
Yo : direction de la branche qui bifurque de z(s) lorsque s = sp ;
As : incrément du parameétre s;
€ : degré d’approximation recherché;
N : nombre maximal d’itérations;
~ SORTIE : y : approximation de y(sg + As) sur la branche y(s);
Y : approximation de g(sg + As) sur la branche y(s) ; ou
¥ : message d’erreur;

1. yo =2z0;
2. Yl =yo + goAs;
3. Pour n =0: N, faire les étapes 4-6 (Méthode de Newton);
[n] (n}]
4. Résoudre D"f.(f.! ) Ayt = — f(yT.) ) ;
¥g (W™ - y0) Tgo — As

5. y["’""l] = y["] + Ay[n] ;

6. Si ” Ayl || < ¢, sauter a 'étape 8;
7. y : message d’erreur;

- FIN.
8. y =ylr*i;

9. Résoudre ( Dy.j_’r(y) )1} = ( (1) ) ;
)

10. g =gl 9;
- FIN.

TAB. 4.1 — Changement de branche de solutions stationnaires
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4.3 Détection de points de branchement

Supposons que z(sp) soit un point simple singulier de (2.1), et posons

f(z)
F(z;s) = .
(#9) ((x—x(So))va(So)—S)

Alors
D..f(z(s0)) ) .

Z(s0) T

Comme & la section précédente, ¢; = %(sg). Alors

D f(z(s0)) )
o7 '

D, F(z(so); 50) = (

D, F(z(s0); s0) = (

<44

Si ker D f(z(so)) = R{¢1, ¢2}, choisissons ¢, tel que @3 ¢1 = 0, ce qui implique que

&2 € ker D F(z(sg); So). Alors
ker D, F(z(so); so) C ker D, f(z(sg)).
Cependant, par (4.2), ¢; & ker D, F(z(s,); So) puisque
161=[l#:]” =1 #0.

Donc dim ker D, F(z(so); s¢) = 1. De (4.8) nous obtenons que

ker Do F(z(s0); s0) " = R{¥}, avec ¥ = ( Zf ) ;

ou ¥ engendre le noyau de D f(z(sy))". Les deux théorémes qui suivent montrent

qu’il y se produit une bifurcation de solutions stationnaires au point singulier simple

z(sg)-

Théoréme 4.4 (KELLER [23]) Supposons que z(s) soit une branche de points d’é-
quilibre de (2.1), et que x(so) soit un point simple singulier sur cette branche. Suppo-

sons de plus que le discriminant A associé & l’équation algébrique de bifurcation de

z(so0) soit positif, et que 0 soit une valeur propre simple de D, F(z(so); so). Alors le

déterminant de D, F(z(s); s) change de signe lorsque s = s;.
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Démonstration: Le déterminant de D,F(z(s); s) est donné par

det(D-F(z(s)is) = [ A),

A(s)EA(s)
ou A(s) = {A(s); A(s) est une valeur propre de D.F(z(s);s)}. Soit ¢(s) un vecteur
propre associé a la valeur propre k(s) de D, F'(z(s);s), c’est-a-dire
D F(z(s); s)¢(s) = w(s)¢(s)- (4.9)
Puisque 0 est une valeur propre simple du jacobien, et que

@2 € ker D, F(z(s0); So),

considérons x(s) et ¢(s) tels que x(so) = 0 et ¢(so) = ¢2. En dérivant (4.9) par s,

nous obtenons
Da2F(z(s); 5)2(5)¢(s) + D=F (z(s); s)B(s) = &(s)d(s) + r(s)(s)- (4.10)
La substitution s = sy dans (4.10) donne
D2 F(z(s0); 50) 162 + D= F(z(50); 50)$(50) = &(50) 2, (4.11)
puisque £(so) = 0 et £(so) = ¢;. En multipliant & gauche par ¥7, (4.11) devient
U7 D, F(z(50); 50)$162 = T ko b,

puisque ¥ € ker D, F(z(sq); s0)T. Donc
Koo = U D..F(z(s0); S0)$102 _ Y Doz f(z(50)) b1 02 T
U, UT o, Uy
par (4.6). Mais c;1 = 0 car Z(sq) = ¢;. Donc c;2 # 0 puisque le discriminant Ag # 0.
Ceci implique que £(sq) 7% 0, ce qui veut dire que x(s) change de signe lorsque s = sq.
Puisque x(so) = 0 est une valeur propre simple de D,F(z(so); so), (s) est la seule
valeur propre qui change de signe lorsque s = sq. Donc det (D.F(z(s); s)) change de

signe lorsque s = s. [ |

Théoréme 4.5 (KELLER [22], [23]) Supposons que z(s) soit une branche de so-
lutions stationnaires de (3.1). Si le déterminant de D F(z(s);s) (définie plus haut)
change de signe lorsque s = sg, z(s¢) est un point de branchement de solutions sta-

tionnaires de (3.1).
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4.4 Implémentation

Supposons que z(s) soit une branche de solutions stationnaires du systeme (3.1).

7ss(s) = det (D =f(z(s) )) , (4.12)

()
définie le long de z(s) est une fonction-test de bifurcation de solutions station-
naires. Lorsque 755(so) = 0 et Rang D, f(z(s9)) = n—1, il se produit une bifurcation
de solutions stationnaires & z(sg).
Supposons que z(s;) soit un point d’équilibre de (2.1) et que ’on approxime
z(s1 + ¢As) par z;, pour ¢ = 1,... M, & l'aide de la continuation par la longueur

La fonction

d’arc. Si s;_; = s1 + (1 —1)As et 5; = s; + iAs sont tels que Tss(s:)Tss(si~1) <0, Tss
posséde une racine sy entre s;_; et s;. On utilise la méthode de Newton pour trouver
cette racine, ainsi que les vecteurs z(sq) et £(so). Si z(sp) est un point singulier de

(3.1), il se produit une bifurcation de solutions stationniares.3

4.5 Modele proie-prédateur

On illustre les résultats obtenus & I’aide d’un exemple. Plus de détails au sujet de

cet exemple seront donnés au chapitre 6.

3Soit ¢; I'approximation de #(so). Lorsque 'on calcule ker D f(z(so)) a l’aide d'un logiciel tel
MATLAB, il est possible que I'on obtienne

ker Dz f(z(s0)) = R{u, v},

ol ¢ = cu+dv et ¢ # u,v. La direction de la branche qui bifurque est donnée par ¢, ou
¢2 € R{u,v} et ¢ ¢2 = 0. Comment calcule-t-on ce vecteur ? Puisque ¢2 € R{u,v}, il existe a,
b € R tels que ¢2 = au + bu. Cependant, ¢; ¢ = 0, d’ott a(¢7u) + b(¢7v) = 0. Sous forme

matricielle, ce systéme s’ecrit
(¢{u ¢fv) (Z) =0.

Si (a,b) # (0,0), le noyau de (¢ v @7 v) est de dimension 1. On choisit alors
(Z:) €ker(¢]u o]v)

tel que "(az, bz)T” =1 (ce que MATLAB fait automatiquement) et on obtient ¢» = asu + bov. En
se servant de I'algorithme présenté au tableau 4.1, on trouve un point sur ia branche qui bifurque.
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Exemple 4.6 (DOEDEL ET KERNEVEZ [12])

On considére le systéme
%y = 3uy(1 — uq) — uyue — a(l — e™2%1) (4.13)
Uy = —Ug + 3ujus.
La quantité u, représente la population de ’espéce-proie, et u, celle de I’espece-
prédateur. On pose x = (u1,usz,a). La courbe £ = (0,0,a)” est une branche de
solution de (4.13), ayant £ = (0,0,1)T comme direction. Le jacobien le long de cette

3—5a 0 0
0 -10/"

Lorsque a = £, le systéme (4.13) posséde un point singulier simple zo = (0,0,3/5)T.

A=OOO.
0 -1 0

De plus, ker AT = R{(1,0)T} et ker 4 = R{(0,0,1)T,(1,0,0)T}. Le déterminant de

branche est

Le jacobien & cet endroit est

3—5a 0 O
B(a) = 0 -1 0
0 0 1

change de signe lorsque a = £, et 0 est une valeur propre simple de B(3/5). Les

coefficients de I’équation algébrique de bifurcation sont
c11 =0, c;p=—-5¢et co; =9.
L’équation algébrique de bifurcation prend donc la forme
98% — 10a8 = 0.

Les racines sont (oy,5,) = (1,0) et (as, B2) = (9,10). La direction de la branche

originale au point zq est
0= (0,0,1)",

et celle de la branche qui bifurque
o = (10,0,9) .



Chapitre 5
Bifurcation de Hopf

En pratique, il est souvent important de savoir si le systéme (2.1) posséde une solu-
tion périodique. L’apparition de solutioms périodiques peut se faire via une bifurcation

dite de Hopf. L’exemple qui suit est I’exemple classique de ce type de bifurcation.

Exemple 5.1 (BIFURCATION DE HOP-F)

Soit le systéme d’équations différentielles

%1 = azy — T2 — 71 (2? + 23) (5.1)
Ty = 1 + axy — 2o(z? + 13).

Sous forme polaire, le systéme devient
p= pla—p?)
=1

Il y a deux cas distincts :

1. a<0 Il n’y a qu'un point d’équilibre p; = 0. Ce point d’équilibre est stable
pour tout a < 0 puisque D,(p) = a~3p2 =a < 0.

2. a > 01l y a toujours un point d’équ:ilibre p = 0. Ce point d’équilibre est instable
pour tout a > 0 puisque D,(pg) = a — 3p3 = a > 0. De plus, si p; =+ /&, p=0
lorsque p = p;. Il existe donc une c.ourbe invariante satifaisant (5.1), définie par
p(t) = Va, o(t) =t + K. Cette courbe est stable puisque p > 0si p < a et
p<0sip>a.

48
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~as o8 -3

F1G. 5.1 — Diagramme de phase pour la bifurcation de Hopf supercritique.

Le diagramme de bifurcation de (5.1) est présenté a la figure 5.1.

5.1 Bifurcation de Hopf

Théoréme 5.2 (BIFURCATION DE HOPF) Soit
= f(u,a) (5.2)

un systéme d’équations différentielles, et (u(a),a) une branche de solutions station-
naires de ce systéme. Si le jacobien D, f(u(a),a) posséde une seule paire de va-
leurs propres complezes conjuguées a(a) +iB(a) et s’il existe un aq tel que a(ag) =
0, B(ag) # 0 et a(ao) # 0, alors une famille de solutions périodiques du sytéme bi-

furque de la branche (u(a),a) au point (u(ay), ao).

Démonstration: Voir KUzZNETSOV [28], pp. 84-93. [ ]

Supposons que #83(ap) soit une valeur propre simple de D, f(u(ag),ao) ayant ¢p et
%o comme vecteurs propres a droite et & gauche respectivement. Quelles hypothéses
doit-on faire au sujet des dérivées de f pour qu’il se produise une bifurcation de Hopf

au point (u(ag),ap) ?
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Puisque if(ao) est simple, ¥ ¢ # 0.! Posons le probleme

D, f(u(a), a)¢(a) = s(a)¢(a) (5.3)
¥' (@) Dy f(u(a), @) = k(a)y" (a) (5.4)
YT (a)g(a) =1 (5-5)
¢"(a)¢(a) =1 (5.6)

o k(ag) = iB(ao), #(ao) = #o et ¥(ao) = o. En dérivant (5.3), (5.4) et (5.5) par
rapport a a, nous obtenons

Dyuf(u(a), a)i(a)¢(a) + Dy f(u(a), a)é(a) + D, f (u(a), a)d(a)

7

= k(a)¢(a) + x(a)d(a) &0

%" (@) Duw f (u(a), @)i(a) + %7 (@) Dyaf (u(a), @) + %7 (a) Dy f (u(a), ) (5.9
= i(a)¥" (a) + £(a)¥ (a)

¥ (a)d(a) + 9" (a)¢(a) = 0. (5.9)

En multipliant (5.7) 4 gauche par %" (a) et (5.8) & droite par ®(a) nous obtenons

%" (@) [Duuf(u(a), a)i(a) + Dua f (u(a), a)] ¢(a) + 47 (a) Du f (u(a), a)d(a) (5.10
= k(a)y" (a)$(a) + x(a)¥ (a)d(a) '

et
' (a) [Duuf (u(a), @)i(a) + Dyaf(u(a), a)] é(a) + & (@) D, f(u(a), a)d(a)
= &(a)¥' (a)¢(a) + x(a)¥" (a)é(a).
Additionnons (5.10) & (5.11) pour obtenir
29" (a) Duu f (u(a), a)i(a)$(a) + 24" (a) Duaf (u(a), a)$(a) + %' (a) Dy f(u(a),0)¢(a)

+¥7(@)Duf (u(a), a)(e) = 24(a)¥" (a)(a) + w(a) (Y7 ()(a) + ¥ (a)d(a) ) -
(5.12)

(5.11)

De (5.3), (5.4), (5.5) et (5.9) il est possible de déduire

24" (a) Duu f (u(a), a)u(a)$(a) + 207 (a) Dua f (u(a), a)(a) = 24(a), (5.13)

!Dans cette section, tout comme dans celle qui suit, on utilise T pour indiquer la transposée
hermitienne d’une matrice.
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et donc

#(a) = ¥"(a) [Duuf (u(a), a)i(a) + Dyaf(u(a), a)] $(a).
Mais f(u(a),a) = 0. Alors D, f(u(a), a)i(a) + Do f(u(a),a) =0, d’ou

u(a) = — [Duf(u(a),a)]™ D, f(u(a), a). (5.14)
Alors
k(a) = ¢ (a) [~ Duwf(u(a), a) (Duf(u(a), @) ™ Daof(u(a), a) + Duaf(u(a), a)] ¢(a).

Mais
k(a) = afa) + 16(a).

Il se produit donc une bifurcation de Hopf au point (u(ao), ag) si

R(Y" (a)[~Duuf (u(a), a)(Duf(u(a), @) ' Dy f (u(a), a) + Dy f (u(a), a)]é(a)) 5 0.
(5.15)

Cette condition sera également nécessaire 4 la section 5.3.

5.2 Implémentation et produit extérieur

Supposons que z(s) = (u(s), a(s)) soit une branche de solutions stationnaires de
(2.1). D’apreés le théoreme de bifurcation de Hopf, il se produit une bifurcation de
Hopf & z(s0) = (u(s0), a(s0)) si le jacobien D, f(u(so),a(so)) posséde une paire de
valeurs propres imaginaires? qui traversent ’axe imaginaire & une vitesse non-nulle.

Nous aimerions trouver une fonction-test pour identifier les points de bifurcation

de Hopf. Définissons
Th(s) = [T Oa(s) + Ag(s)) , (5.16)

p<q
ol Ak(s), k = 1,...,n, sont les valeurs propres du jacobien D, f(u(s),a(s)). Cette
fonction, définie sur z(s), s’appelle la fonction-test de bifurcation de Hopf. En

effet, s’il existe 1 < p < ¢ < n tels que A\,(sg) = wi et A¢(80) = —wi, alors 74 (sg) = 0.

2C’est-a-dire complexes avec partie réelle nulle.
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Cependant, lorsque 7, (so) = 0, il ne se produit pas nécéssairement une bifurcation
de Hopf. Il est possible que les valeurs propres ),, )\, soient respectivement x et —x,
ol k € R. On doit écarter de tels cas. Lorsque 7j(sg) = 0 et A, # —)\, pour tout A,
A € R, et que (5.15) est satisfaite, il se produit une bifurcation de Hopf & z(s0)-

Supposons que (u(s1),a(s;)) soit un point d’équilibre de (2.1) et que l'on ap-
proxime (u(s; + iAs), a(s; + iAs)) par (u;,a;), pour ¢ = 1,...M, i laide de la
continuation par la longueur d’arc.

Soient s;_; = s1+ (1 —1)As et s; = 51 +1As tels que 73, (8:)Th (8i=1) < 0. On utilise
la méthode de Newton pour trouver la racine s, qui se situe entre s;_; et s;, ainsi
que les vecteurs (uo, o) et (i, Go) qui sont des approximations de (u(sg), a(sg)) et
(2(s0), @(s0)) respectivement. Si le jacobien D, f(ug, ag) posséde une paire de valeurs
propres imaginaires conjugués, que A, # —\, pour toutes les valeurs propres réelles
Aps Ags €t que (5.15) est satisfaite, il se produit une bifurcation de Hopf a (uo, ao)-

Les valeurs propres du jacobien D, f(u(s),a(s)) doivent étre connues afin de cal-
culer 7 (s), un processus qui peut s’avérer cofiteux numériquement. On a recours a

I'algébre extérieure pour simplifier les calculs.

Définition 5.3 Soit V' un espace vectoriel. Le produit extérieur de V, dénoté

V AV, est un espace vectoriel pour lequel il existe une application bilinéaire alternée®
AN:VXV VAV
satisfaisant la propriété universelle suivante : pour toute application bilinéaire alternée
B:VxV U,

il eriste une application linéaire unique f : VAV — U de sorte que le diagrammee

3 Une application bilinéaire 8:V x V — U est alternée si B(vy,v2) = 0 lorsque vy = vy. Puisque
B est bilinéaire,

0= B8+ w,v+w) =B(v,v) + B(v,w) + B(w,v) + B(w, w) = B(v,w) + B(w,v),

d’ot B(v,w) = —B(w,v).
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qut suit soit commutatif.

Si {e;}2, est une base de V, l'ensemble {e; Ne;, : 1 <4y < ip < n} est une base de
VAV

Soient A, B : V — V deux applications lineéaires. Définissons

,BA,BZVXV—)V/\V

par
Ba,s(u,v) = % (Au A Bv + Bu A Av) .

L’application B4 p est bilinéaire pour tout choix de A et B. L’application Ba,p est
aussi alternée puisque u A v = —v A u pour tout u, v € V. En effet, ceci implique

Bap(u,u) = %(Au/\Bu-i-Bu/\Au) =%(Au/\Bu—Au/\Bu) = 0.

Par la propriété universelle du produit extérieur, il existe une application linéaire
unique A©@ B: VAV — V AV telle que le diagramme suivant est commutatif.

v x v Pas VAV

R4

A
-“AG®B

VAV
On appelle cette application linéaire le produit extérieur des applications liné-

aires A et B. Si dimV = n, alors
1
dimV/\V:(n—1)+(n—2)+--~+1=3n(n—l).

Soit § la fonction ( 1)( 2)
§(p,q) =p + 2q ,
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définie pour 1 < p < g < n. Cette fonction permet d'indexer la matrice A ® B. Si
{ei}, est la base canonique de V, alors {ex A € }1«; est une base de V A V. Posons

er \e sik <!
€t =40 sik=1

—eANer sik>I.

En appliquant A ® B 4 chacun des éléments de cette base, nous pouvons déterminer

la forme de I'application linéaire. En effet, puisque A® B(ex Ae;) = Ba p(ex, e1), nous

obtenons
1
ﬁA,B(ek, 61) = 5 (Aek N\ Be; + Beg A Ael)
= S el ) e
o< 2 \lap byu aq by
d’ou
1{la b a b
A © Bsp,g)6tk0) = 5 k. Tak|  |Tek ek )
Qpl bql Qqi bpl

pour 1 <p<g¢g<n, 1<k<I<n. Le théoréme qui suit explique I"importance du

produit extérieur.

Théoréme 5.4 (STEPHANOS, [37]) Supposons que A soit une matrice carrée de
dimension n, possédant les valeurs propres Ay,...,An. Alors les valeurs propres de

2AO I sont Mg+ Ag, 021 <p<g<n.

Démonstration: Soient vy, ..., v, des vecteurs propres associés aux valeurs propres

Al,-..,An de A. Formons

Upg = UpN g

Aog = Ap+Ag

pour 1 < p < g < n. Nous montrons que vp, est un vecteur propre de 24 ® I associé
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a la valeur propre Ay, de 2A ® I. En effet, pour 1 < p < g < n,

(ACNvy = Poar(vp,vy)
= %(QAvp A vg + vp A 2A,)
Avp Avg + v, A Ay,
ApUp A Vg + Up A Ay
(Ap +Ag) (vp A 1)
= (Ap + Ag)Upq.

Nous pouvons alors définir (5.16) le long de (u(s), a(s)) par
7a(s) = det (2Du f(u(s),a(s)) & I),

ce qui permet d’éviter le calcul des valeurs propres du jacobien. La matrice 24 ® [
est une matrice carrée de dimension 3n(n — 1) dont les éléments sont

r

—Qpt sig =k,
Gpk sik#petl=gq,
24O Tnppapsieny = ¢ pp +aqq sik=petl=nq, (5.17)
aq sik=petl#gq,
—Qgk sil=p,
0 autrement.

.

Exemple 5.5 (PRODUIT EXTERIEUR)

Soit
1 01
A=1]01 1
0 01
Alors

2A0I =

o O W
S N =
N O
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5.3 Continuation (Hopf)

Soient (uo, ag, (o) un point de bifurcation de Hopf du systéme (3.12), ¢ le vecteur
propre a droite associé a la valeur propre ¢, de D, f(u, ag, to) et o le vecteur propre
a gauche associé a cette méme valeur propre. Nous cherchons une branche de points

de bifurcation de Hopf de (3.12) dépendant de u et passant par (ug, ao, (o).

5.3.1 Continuation par le parameétre

Pour ce faire, nous pouvons résoudre le systéme

f(u,a,1) =0
D, f(u,a,p)¢p —ifp =0 (5.18)
¢ do—1=0.

Le vecteur ¢y appartient & la solution de référence (uq, ¢o, Bo, @0, to) qui est, en pra-
tique, la derniere solution calculée sur la branche. Réécrivons (5.18) sous la forme

Go,r(u, ¢, B,a, n) =0, ot

Gosy:R*xC'"xRxRxR->R*xC* xC

est définie par
GO,f(ur ¢1 ﬂ, a, #) = (f(u1 a, #)7 D‘uf(u1 a, /-1')¢ - i.3¢’ ¢T¢0 - 1) -

Posons Y = (u, ¢, 5,a). Une branche de points d’équilibre de (5.18) correspondra
alors & une branche de points de bifurcation de Hopf de (3.12). Il est naturel d’es-
sayer de continuer une solution (Yp, 1) de (5.18) en utilisant x comme parameétre de
continuation. Le théoréeme des fonctions implicites implique ’existence d’une branche

Y (1) de solutions de (5.18) tant et aussi longtemps que

DyGy,f(Yo) =
D, f (uo, ao, to) 0 0 D, f (uo, ao, o)

Dy f(uo, ag, po)do Dy f(uo, ao, po) — iBoId —idy Dyef(uo, a0, o)do | »
0" o 0 0
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n’est pas une matrice singuliére. Il existe donc une branche de solutions stationnaires
(Y (), ) de (5.18) qui correspond 4 une branche (u(u),a(x), ) de points de bifur-
cation de Hopf de (3.12).

Réécrivons le jacobien ci-dessus sous la forme

A 0 0 Cy
B=1C D —ipg C2 | (519)

0" ¢ O 0
ot ker D = C{¢o}, ker DT = C{t)o} et ¢} ¢o = #5¢o = 1. Nous démontrons que B
n’est pas une matrice singuliére en construisant une solution non-triviale z € R™,

y € C*, 21,25 € R du systéme

A 0 0 C1
C D —'i¢o Co
00 ¢ 0 0

,ou feR* geC*, heC (5.20)
<1

[
> @

22
Par hypothése, A est inversible, et Az + ¢;2, = f. Donc
z=A"f — A7 !¢c,. (5.21)
En substituant (5.21) dans la deuxiéme équation définie par (5.20), nous obtenons
CA7'f — 2CA™ e, + Dy — z1ig + 2000 = g.
En multipliant & gauche par v} le tout devient
YoCA™ f — 2ol CA™ ) — 214 idho + 2oty ca = Ul g, (5.22)
puisque ker DT = C{4}. Posons f = CA~'f, & = CA~'¢,. Alors (5.22) se réécrit
Wy f — 2200 &1 — iz + 2z c2 = Y g,
puisque par hypothése ] ¢g = 1, d’otr

iz + 29 (G- ) =v§ (F—9). (5.23)
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Puisque 21, 2, € R, (5.23) devient

2R (45 (@ — ) =R (W (F - 9))
2+ 28 (W6 - ) =5 (R (F-9),

d’ou
_R(W(-9) o
2 R (¥4 (61 — ¢2)) (5:24)
et
n=-53W%E -a)+S (zbl(f - g)) : (5.25)

Nous devons nous asssurer que R (¢{ (¢, — c2)) # 0. Mais

Yo (& — e2) = Y5 (CA™ 1 — c2)
= g (Duwf (%0, a0, 110) (60)(Duf (%o, Go, 120)) " Do f (0, ag, o))
— Dya f (uo, ao, o) $o)
= Yo (Duaf (0, @0, o) (Duf (20, o, 10)) ™ D f (w0, a0, pi0))
~ Dy, f (w0, Go, o)) do

= —Kg.
Puisque (uo, ao, t0) est un point de bifurcation de Hopf, R(%o) # 0, d’ou
R (g (&1 — c2)) #0.

En substituant 2; dans Az + z;¢; = f, nous obtenons z. Calculons maintenant une

solution particuliere y, de
Dy =g —Cz +iz1¢9 — 2303,
a l'aide de la méthode de Newton. La solution homogene ¥ est la solution du systéme

Dyh =01
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ce qui implique que y, € C{¢y}. La solution générale est alors
Y=Y +Ur=Yp+ ko, keC. (5.26)
Cependant, la troisi¢éme équation dicte que ¢}y = h. Donc
b0 (Yo + ko) = h,
d’olt k = h — @} y,, pPuisque ¢l o = 1 par hypothese. Alors
Y=+ (h — &) 0. (5.27)
Le systéme (5.20) posséde donc la solution unique

z A7l f 420471
y| _ Y + (h — dgyp) o
—2S (Y4 (CA™ a1 — ¢3)) + S (Y (CA™If - g))

R(v§(CA~! f—g))
Z2 R(y} (CA~Te1—c2))

z1

Il suffit alors d’implémenter I’algorithme 3.1 pour continuer le point d’équilibre (Yo, o)
de (5.18) par le parameétre y, ce qui correspond i continuer le point de bifurcation de

Hopf (ug, ag, o) de (3.12) par ce méme parameétre.

5.3.2 Implémentation : continuation par le parameétre
Lorsque I'on applique I'algorithme 3.1, on doit, & 1’étape 4, résoudre le systéme
DyGos(Y;™, u+ i) AY = —Go (VI po + iAps).

Ce systéme s’écrit sous la forme (5.20). Il est aisé de le résoudre a ’aide de I’algorithme

présenté au tableau 5.1.

5.3.3 Continuation par la longueur d’arc

Il est possible qu’une branche de solutions stationnaires de (5.18) posséde un point

limite lorsque u est utilisé comme paramétre de continuation. Pour éviter ce probléme,
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Algorithme (RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE (5.20))

Soit le systéme

A 0 o o\[°F £

C D —i¢o C2 y = g
Z

0" 4 o0 0O ' h
22

oi A € M (R) est inversible, C,D € M, (C), ker D = {¢g}, ker DT = R{g}, c1 et ¢ des
vecteurs auzr dimensions appropriées et f € R*, g € C*, h € C. La solution de ce systéme

est calculée de la facon suivante :

— ENTREE : A : matrice de M, (R) non-singuliére;
C, D : matrices de M, (C) ;
c1, f : vecteurs de My «; (R) ;
2, @, g : vecteurs de My, «; (C) ;
h : scalaire de C;
— SORTIE : z : vecteur de M, x; (R) ;
y : vecteur de M, 1 (C) ;
21,29 : scalaires de R;

Résoudre D 99 = 0;

Résoudre Af = f;

f=Cf;

Résoudre A& =¢; ;

& =Cé;

z2= ﬁszw?(g:::?) ;

2 =-2S WG - ) +S(W(F-9);

8. Résoudre Az = f — z3¢1 ;

@ o p w oo

N

9. Trouver une solution particuliére de Dy, = g — Cz +iz1¢9 — 22¢2 ;
10. a=h— ¢oyp;
11. y=yp + ado;

FIN.
S

TAB. 5.1 — Résolution du systéme linéaire (5.20)



CHAPITRE 5. BIFURCATION DE HOPF . 61

nous passons a la continuation par la longueur d’arc.

Soient (u(so),a(so), 4(s0)) un point de bifurcation de Hopf de (3.12),
ker (Dy f(u(s0), a(s0), 1s(s0)) — iB8(s0) Id) = R{¢(s0)}
et

ker (D, f(u(s0), a(s0), (s0))" — B(s0) Id) = R{tb(s0)}-

Pour calculer une branche de points de bifurcation de Hopf de (3.12), nous résolvons

le systeme

Go,s(u,¢,8,a,u) =0
(w —u(s0))" @(so0) + (8 — B(50))" é(s0) + (B — B(50)) B(s0)
+ (a — a(so)) a(so) + (1 — £(s0)) f1(50) — As =0,
ou W = W(so + As) pour W (s) = (u(s), ¢(s), B(s), a(s), u(s)) et As petit.

(5.28)

Pour pouvoir appliquer I'algorithme de continuation par la longueur d’arc, et ainsi
calculer une branche de points d’équilibre W (s) de (5.28), il suffit de vérifier que

B (DwGo,f<W(so))) _ (DzGo,f(Z<so)> DuG(U(So),a(So),u(SO)))
W (s0) Z(s0) £2(s0) ’

ou Z = (u, ¢, B, a), est inversible.

Mais B a la forme
A ¢
v )
et est donc inversible (voir tableau 3.4). On peut alors implémenter 1’algorithme
présenté au tableau 3.3 pour continuer le point d’équilibre W(sy) de (5.28) par
la longeur d’arc, ce qui correspond & continuer le point de bifurcation de Hopf
(u(so), a(so), (so)) de (3.12) par la longeur d’arc.
Les solutions périodiques qui apparaissent lors d’une bifurcation de Hopf peuvent

étre calculées; c’est ce dont traite la prochaine section.
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5.4 Calcul des solutions périodiques

Supposons que (5.2) subisse une bifurcation de Hopf lorsque a = gy de sorte que
le systéme posséde une solution T,-périodique u(t) = u(t; a) pour de petites valeurs
de a > ap. Comment calcule-t-on cette solution? On doit savoir oli commencer les
calculs, c’est-a-dire que 'on cherche la valeur pour ¢,. Si I’on connait les bornes de
'image de u;(t) pour un certain indice 7, on résoud le probléme en trouvant u(t) tel
que

p(w,a) = ui(ty) —n =0, oit n =n(i,a) € Imu;(t).
Si on connait un point critique de u;(t), c’est-a-dire un temps fp ou u;(£) atteint un
maximum ou un minimum pour un indice 7 quelconque, on résoud le probleme en

trouvant u(t) de sorte que
p(u, 0,) = fi(U(to), CL) = u,(to) = 0.

Dans ce cas, on peut choisir I'indice 7 tel que fi(u(0), a) ait la structure la plus simple

qui soit. L’équation p(u,a) = 0 est la condition de phase. II existe d’autres pOossi-

bilités (voir SEYDEL [36]).

La période T d’une solution périodique u(t) n’est généralement pas connue. Elle se
calcule en méme temps que la solution périodique elle-méme. Lorsque I'on a une

condition de phase, on impose un condition de périodicité,
u(0) —u(T) =0,

ce qui permet de fixer la période T'. Les solutions périodiques »(t) de période T sont

calculées en résolvant le systéme

(-0

(u(O) - u(T)) —o
p(u,a)

avec les conditions aux bornes
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En général, on renormalise l'intervalle de périodicité, de sorte que T = 1. Le systéme
2)  (Tf(u,a)
T 0
(mm—mn)_o
p(u,a) ’
ou0<t<1. Enécrivant

(v o (T . _ (w0 -u)
=) rea=(757) = (505)

4’ = f(a,a), 7(@(0),%(1)) =0. : (5.29)

a résoudre devient alors

avec les conditions aux bornes

on obtient

On peut alors aisément résoudre (5.29) en utilisant les méthodes diponibles? pour les

problémes aux valeurs limites (KELLER [24], KUzZNETsOV [28]).

4Différences finies, collocation orthogonale, shooting et multi-shooting, etc...
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Exemples et applications

Les résultats obtenus sont implémentés avec MATLAB par ’algorithme hopfss.m,

dont le préambule est

function [hopf,steadyl=hopfss(F,D_xF,x_0,s_0,Delta_s,epsilon,lim,M)
L Ul e o T T Ll e el et T T e e Vo ok e el L
This script finds a branch of solutions to the parametrized problem
F(x)=0, F:R"(n+1) --> R"n, with initial solution x_0, using a

%
%
A
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

pseudo arc length continuation algorithm.

INPUT
F :=
DxF :=
x_ 0 :=
s_0 :=
Delta_s :=
epsilon
lim :=
M :=
0UTPUT
figure(1) :
figure(2) :
figure(3) :
hopf :
steady

name of the M-file function containing F

name of the M-file function containing D_x F (matrix)

known value of stationnary solution

starting value, usually O (scalar)

increment for continuation
= tolerance in Newton’s method
maximum number of iterations in Newton’s method (positive integer)

number of solutions to find on branch

=

bifurcation diagram, for each component

graph of test functions for fold, hopf and steady-state
bifurcation diagram, with norm of solutioms

possible hopf bifurcation points on branch

possible steady-state bifurcation points on branch

(column vector)

(column vector)

(positive scalar)
(positive scalar)

(positive integer)

h
h
%
%
%
%
%
%
%
%

T Tl Lt Ll T T Tl el T Ll L AT Tl AT T Tl ok At e e Fe fehe fe

64
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Nous utilisons cet algorithme pour résoudre 3 types de probléemes :

1. un systéme typique de la forme
@ = f(u,a), u,2€R* aeckR;

2. un systéme pour lequel 'algorithme doit étre modifié, et

3. un systéme ou I’espace des parameétres est de dimension deux.

6.1 Modele proie-prédateur

Examinons en détail le systéme

U = 3u1(1 - 'U]_) — UiU2 — a(l - e—5u1) (6 1)

'1:62 = —Us + 3U]_U2.

présenté a la section 4.5.

6.1.1 Analyse numérique

Posons z = (uy, uz, a). Il est clair que (0, 0, 0) est une solution stationnaire réguliere
de (6.1). On calcule M = 40 solutions sur la branche de solutions stationnaires passant
par (0,0,0), avec so = 0, As = 7/50, € = 0.001, et en faisant au plus 200 itérations
de Newton.
>> [h,s]=hopfss(’ppF’, 'ppDxF’, [0;0;0],0,pi/50,0.001,200,40)

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.
s =

-0.0628

0

0.5428
L’algorithme calcule les fonctions-test 73 (5.16) et 7ss (4.12) qui déterminent la
présence de bifurcations. D’aprés la figure 6.1, il peut se produire une bifurcation
de Hopf ainsi qu’une bifurcation de solutions stationnaires sur cette branche. Dans
le premier cas, 1’algorithme détermine que la racine de la fonction-test est die a la
présence d’une paire de valeurs propres réelles de signe opposé, et donc qu’il ne se
produit pas de bifurcation de Hopf. Ce résultat est indiqué par I’apparition de la ligne



CHAPITRE 6. EXEMPLES ET APPLICATIONS . 66

F1G. 6.1 - Fonctions-tests pour le swstéme (6.1) ; premiére branche.

Warning: One or more output arguments noot assigned during call to ’hopfss’.

a l'écran. L’algorithme détermine également: qu'il se produit une bifurcation de so-

F1G. 6.2 — Diagramme de bifuxrcation du systéme (6.1).

lutions stationnaires, trouve 1’endroit exacte ou elle se produit, et I'indique par une
boite & la figure 6.2. Il calcule de plus un po-int sur la branche de solutions station-
naires qui bifurque, et le place en mémoire «dans le vecteur s. Le vecteur h est un
vecteur vide puisqu’il ne se produit pas de bitfurcation de Hopf sur la branche.

On se sert de s comme point de départ et- on obtient
>> [h1,s1]=hopfss(’ppF’, ppDxF’,s,0,pi/50,0.001,200,40)
Warning: One or more output arguments not- assigned during call to *hopfss’.
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Tout Amcion for Hapf blkecation

Q a2 o.e as ca ) 2 1.4

F1G. 6.3 — Fonctions-tests pour le systéme (6.1) ; deuxiéme branche.

L’algorithme calcule de nouveau les fonctions qui déterminent la présence de bifurca-
tions. D’aprés la figure 6.3, il ne se produit aucune bifurcation, d’ot la ligne

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.

Les vecteurs hi et s1 sont tous deux vides.

En se servant du méme point de départ, mais en se dirigeant dans la direction
opposée, on obtient
>> [h1,s1]=hopfss(’ppF’, 'ppDxF’,s,0,-pi/50,0.001,200,40)
Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.
sl =

-0.0000 0.3333

0.0000 -0.0584

0.6845- 0.8459
L’algorithme calcule encore une fois les fonctions qui déterminent la présence de
bifurcations. D’aprés la figure 6.4, il peut se produire deux bifurcation de Hopf ainsi
que deux bifurcation de solutions stationnaires. L’algorithme détermine qu’il ne se
produit pas de bifurcation de Hopf, d’ou la ligne

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.

L’algorithme détermine qu’il se produit effectivement deux bifurcations de solutions
stationnaires, trouve exactement ou elles se produisent, les indique 4 ’aide d’une boite
a la figure 6.5, calcule un point sur chacune des branches de solutions stationnaires
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Tamt Ranction for Hopt brcason

FIG. 6.5 — Diagramme de bifurcation du systeme (6.1).

qui bifurquent et les place en mémoire dans la matrice s1. On ne considére cependant
que la deuxiéme colonne, puisque la premiére colonne correspond 2 la bifurcation de la
premiére branche i la deuxiéme branche. On se sert maintenant de s1( : ,2) comme
point de départ, et on obtient

>> [h2,s2]l=hopfss(’ppF’, ’ppDxF’,s1(:,2),0,pi/50,0.001,200,40)
p P P

h2 =
0.3333
0.3658
0.6716
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s2 =
0.3957
-0.0000
0.8325
- Tast Anceon for Hops discasan
Fasp

FIG. 6.6 — Fonctions-tests pour le systéme (6.1) ; troisiéme branche.

L’algorithme calcule les fonctions qui déterminent la présence de bifurcations. D’apres
la figure 6.6, il peut se produire une bifurcation de Hopf ainsi qu’une bifurcation de
solutions stationnaires. L’algorithme détermine qu’il se produit effectivement une bi-
furcation de solution stationnaire, calcule I’emplacement exact de cette bifurcation,
calcule un nouveau point sur la branche qui bifurque et le place en mémoire dans la
matrice s2. Cependant, cette bifurcation correspond a la bifurcation de la deuxieme
branche 2 la troisiéeme branche et & déja été identifiée. L’algorithme détermine qu'’il
se produit de plus une bifurcation de Hopf sur la troisiéme branche, en calcule I’en-
placement exact (qu'il préserve dans le vecteur h2) et I’indique par un cercle 3 la
figure 6.7. On recommence finalement avec le méme point de départ sur la troisitme
branche, mais dans la direction opposée et on obtient

>> [h3,s3]=hopfss(’ppF’, 'ppDxF’,s1(:,2),0,-pi/50,0.001,200,40)

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.

L’algorithme calcule de nouveau les fonctions qui déterminent la présence de bifurca-
tions. D’apres la figure 6.8, il ne se produit aucune bifurcation, d’oi1 la ligne

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.
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FIG. 6.7 — Diagramme de bifurcation du systéme (6.1).

Teat funciion lor Hopf burcation

F1G. 6.8 — Fonctions-tests pour le systéme (6.1) ; troisi¢tme branche.

Les vecteurs h3 et s3 sont tous deux vides. Finalement, on présente le diagramme
de bifurcation obtenu & la figure 6.9. Puisque le systéme (6.1) est planaire, on peut
également présenter un diagramme de bifurcation dans ’espace (cf. figure 6.10).

6.1.2 Analyse algébrique

Est-ce que l'algorithme identifie toutes les bifurcations qui se produisent ? On
procéde a P’analyse de (6.1). Le jacobien du champs de vecteurs par rapport 2 (u;, Us)
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F1G. 6.9 — Diagramme de bifurcation du systéme (6.1).

est

3 — 6u; — us — S5ae~u —uy 6.2)
3u, —-1+4+3u, /" ’

Les valeurs propres de (6.2) sont

1
M =5 (2= 3u; — up — Sae™>)

1
+ 5\/5ae—5“1 (24u; + 2uy + 5ae~5%1 — 8) + 81lu? + 6uyus + u? — T2u; — Suy + 16,

1
Ap = 5 (2 —3u; — up — 5ae‘5"‘)

1
- 5\/5ae-5"1 (24u; + 2us + 5ae~5%1 — 8) + 81u2 + 6uqus + u3 — 72u; — 8uy + 16.
Un point d’équilibre de (6.1) doit satisfaire a
3ui(l —u;) = wujus +a(l —e) (6.3)
3uius = us. (6.4)

Si up # 0, alors u; = 3. En substituant dans (6.3), on obtient uy = 2 — 3a(l — e~5/3),
d’ou
z(a) = (%, 2 — 3a(1 — e%/3), a)

est une branche de solutions stationnaires de (6.1), o1 le paramétre de continuation est

a. Il ne se produira pas de bifurcation en point limite, puisque la branche est linéaire.



CHAPITRE 6. EXEMPLES ET APPLICATIONS .72

Bifurcation Diagram

F1G. 6.10 — Diagramme de bifurcation du systéme (6.1) dans I’espace.

En fait, cette branche correspond i la troisitme branche calculée précédemment. Les
valeurs propres de (6.2) sur cette branche sont

A= —% (1 +a(3 — 8e5/3))

1
+ 5\/ —7 + 6a + 4ae=5/3 + 9a? — 48a2e~5/3 + G4a2e~10/3,

A = -% (1 +a(3 — 8e=5/3))

1
— 5\/—7 + 6a + 4ae~5/3 + 9a? — 48a2e~5/3 4- 64a2e—19/3.

I1 se produit une bifurcation de Hopf sur cette branche lorsques les valeurs propres
traversent l’axe imaginaire. Lorsque

1

=3 T8
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les valeurs propres sont A; = —0.60478222247 et A\, = 0.6047822224s. I se produit

donc une bifurcation de Hopf supercritique lorsque

=1 03333, w—2+3L1" 03658 a=_— L1 06716
MTFTIONS WEEe TS 6= 3gen = 00710
Sur cette méme branche, le déterminant de

D, f(2(a)) 3a(l — e~3/3) — 5ae~%3 — 1 -3 e=53 -1
f(z(a
( . ) = 6 — 9a(1 — e5/3) 0 0
%(e) 0 3¢5/ -3 1
est 10
(6 —9a(1 — e75/3)) (E- —6e™%/3 + 36—10/3) .
Ce déterminant est nul lorsque
2

T T3 =eny

Le signe du déterminant change pour cette valeur de a puisque le déterminant est

linéaire. On a z = (%, 0, ﬁ_:—Ta)) pour cette valeur de a. Or

1—-4.109521727¢753 -1 _1 53
0 0 0 ’

d’ou il se produit une bifurcation stationnaire. La branche qui bifurque est en fait la

D.f(z) = (

deuxiéme branche calculée précéde-mment.
Si us =0, il y a plusieurs possibilités. Considérons le systéme
©@ =y(u,a) = —a + 3u — 3u? + ge 5 (6.5)
provenant de (6.1). Le diagramme de bifurcation de (6.5) est identique au diagramme

de bifurcation du systéme (6.1) dans le plan u; = 0. Posons y(u,a) = y,(u). On
remarque que u© = 0 est un point fixe de (6.5) pour toutes les valeurs de a. Les 4

premiéres dérivées de y,(u) sont
D,y,(u) = 3 - 6u— 5ae™>¢,
Dy,y.(u) = —6+25ae~%,
Dyuryo(u) = —125ae7%,
DyyunYo(u) = 625ae~5%.
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Supposons que a = 0. Alors yo(u) = 3u — 3u? posséde deux racines, soient u = 0 et
u = 1. Si a < 0, la fonction exponentielle D,,y, est croissante, concave vers le bas et

négative. Alors D,y, est décroissante et concave vers le haut. Puisque
D,y,(0) =3 —5a >0,

il existe uq > 0 tel que Dyya(pe) =0 et Dyy,(u) < 0si u > u,. Automatiquement, y,
posséde un maximum local & p,. Puisque y,(0) = 0 et que y, est concave vers le bas,
il existe v, > u, tel que y.(v.) = 0. Posons vy = 1. Le systéme (6.5) posséde donc
deux points fixes lorsque a < 0:u =0 et u = v,.

Supposons maintenant a > 0. La fonction exponentielle D,,y, est décroissante et

concave vers le haut, et elle posséde une seule racine

<0 sia<6/25
C——lln ° ) =40 i
a = "% 550 ) = sia=6/25,
>0 sia>6/25

d’ott ¢, est un maximum local de D,y, et D,y, est concave vers le bas. De plus

<0 sia>6e¥?2/25
3

6 -
Duya(ca.) = g (3 +21In <2—52)) =40 sia= 663/2/25
>0 sia<6e3?2/25

et
<0 sia>3/5
Dyy.(0) =3—-5a=¢0 sia=3/5-
>0 si3/5
Egalement,
lim y, =+4+occ et lim y, = —o0.
u——00 U—++00

En utilisant ce qui précéde, on obtient :

1. 0 <a<6/25: Dyuy, posséde deux racines o, et 8, telles que

a, <l <0<pB,
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puisque D,y,(0) > 0. La fonction y, a donc un point d’inflexion a (,, un mi-
nimum local & a,, un maximum local & fB,, ainsi que trois racines Yay 0, €t O

satisfaisant
Yo <0y < <0< B, <6,

2. a=6/25: D,y, posséde deux racines a, et 8, telles que
0, <(=0<p8,

puisque D,y,(0) > 0. La fonction y, a donc un point d’inflexion a (o =0, un
minimum local & o,, un maximum local & ,, ainsi que trois racines Ya, 0 €t 0

satisfaisant
Yo <@ <(e=0<pf, <.

3. 6/25 < a < 3/5 : Dyy, posséde deux racines o, et B, telles que
@, <0< (<B,

puisque D,y,(0) > 0. La fonction y, a donc un point d’inflexion & (s, un mi-
nimum local & o4, un maximum local & f,, ainsi que trois racines Ya, 0, €t O
satisfaisant

Yo <0 <0< < By <.

4. a =3/5: D,y, posséde deux racines o, et 3, telles que
o, =0< Ca < .Ba.

puisque D,y,(0) = 0. La fonction y, a donc un point d’inflexion & (e, un mini-
mum local & «,, un maximum local & f,, ainsi que deux racines 6, et 0 = Yo

satisfaisant
Vo= =0<( < By < .-

5. a = 6/25€%/2 : D,y, posséde une racine ¢a > 0, puisuge D,y,(0) < 0. La fonction
Yo a donc un point d’inflexion et un maximum local & (,, et une seule racine :
0.
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6. 6/25€%2 < a : Dyy,(u) < 0 pour tout u. La fonction ¥ D’a donc pas de point
d’inflexion, ni d’extrémum. Elle ne posséde que la racine 0.
Lorsque 3/5 < a < 6/25€%2, le nombre de racines de y, passe de trois & un. On
s’attend donc & ce qu’il se produise une bifurcation en point limite & (uo, ag), pour
3/5 < ag < 6/25€3/2. Si c’est le cas

Yao(%0) = 3uo(l —up) —ap(l —e %) =0 (6.6)

Dy, Yoo (ug) = 3 — 6ug — 5age™% =0 (6.7)
DyuYao(uo) = —6+25a5e5%0 £ 0 (6.8)
Daoyao(uo) = —1+e7> #£0. (6.9)

En isolant ag dans (6.7), on obtient

— Sug
ap = (36+°)e. (6.10)

On substitue cette valeur dans (6.6) pour obtenir
3 + 9up — 15u — 3e%0 4 Guge’o = 0. (6.11)
Posons y(u) = 3 + 9u — 15u? — 3e% + 6ue’ . Puisque

y'(u) = (9 — 30u)(1 — &™),

les points critiques de y se retrouvent 2 (0,0) et (&, & — £e3/2). Remarquons de plus
que

Jim y = 0, lip y = +oo
et

¥ (u) = —15(2 + ™ + 10ue®).

Puisque y”(0) < 0 et y"(3/10) > 0, le point (0, 0) est un maximum local, tandis que

75 3¢ — £€%/2) est un minimum local. En utilisant ces rensignements, il est possible de
dresser le portrait de y (cf. figure 6.11). L’équation (6.11) posséde donc exactement
deux solutions. La solution (0,0) est éliminée puisque D,yo(0) = 0. On obtient la
seconde,

ug = 0.4111615608,
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F1G. 6.11 — y = 3 + 9u — 15u2 — 3e%* + 6ue’*

en utilisant la méthode de Newton. En ressubstituant dans (6.10), on obtient
ag = 0.8329293222.

Les conditions (6.8) et (6.9) étant respectées, le systéme (6.5) subit une bifurcation
en point limite lorsque u = 0.4111615608, et a = 0.8329293222.

6.2 Bifurcation en 2-fourche
On considére le systéme
%= f(u,a) = (u® — 2a)(u? - a)u, (6.12)

ouu,a €R

Vérifions les résultats obtenus par ’algorithme.! Lorsque a = —0.5, z = 0 est un
point d’équilibre. En appliquant ’algorithme, nous obtenons
>> [h,s,st]=hopfss(’F’,’DxF’,[O;—O.S],O,pi/50,0.001,200,20)

Warning: One or more output arguments not assigned during call to ’hopfss’.

'Nous utilisons un algorithme modifié qui permet de trouver une racine sq de 7ss ot T§5(s0) = 0.
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st
-0.0628
0.0018

o ot a2 a3 ae as o8 ar as 3] T

F1G. 6.12 - Fonctions-tests pour le systéme (6.12) ; premiére branche.

Remarquons que lorsque s approche 0.5 dans la figure 6.12, la fonction-test approche
0. L’algorithme original ne peut détecter la racine puisqu’il se sert du théoréme des
valeurs intermédiaires. Cependant I’algorithme modifié trouve un candidat, c’est-a-
dire st. En utilisant ce nouveau point de départ, nous obtenons un diagramme de
bifurcation partiel de (6.12) (voir figure 6.13). Cependant, une analyse algébrique de

Buturcaion diagram
T T T

F1G. 6.13 ~ Diagramme de bifurcation du systéme (6.12).

(6.12) indique que le diagramme de bifurcation de (6.12) est en réalité celui présenté
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a la figure 6.14. Notre algorithme ne détecte qu’une seule des branches de solutions

Bwcation Diagram

F1G. 6.14 — Diagramme de bifurcation du systéme (6.12).

stationnaires qui bifurquent, puisque il est basé sur les résultats du chapitre 4, ou

nous ne considérons que le cas ou deux branches se coupent.

6.3 Bifurcation de Bautin

Nous indiquons maintenant comment calculer un diagramme de bifurcation partiel

lorsque le systéme comprend au moins deux parameétres distingués. Considérons, par

exemple, le systéme

T =az —y + pz(z? + y°) + z(z? + ¢?)? (6.13)

¥ =z +ay+py(e® + %) +y(z® + %)%
Les parameétres sont o et u. Ce sytéme subit une bifurcation de Bautin & I’origine.
Une étude approfondie est effectuée dans KuzNETSOV [28], pp. 265-272. Pour calculer
des courbes sur lesquelles il se produit (respectivement) une bifurcation de Hopf ou
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une bifurcation en point limite, nous introduisons les systémes suivants :

az — y+ pz(z? +y?) +z(2? + 4?2 =0
z +ay +py(z® +9%) +y(z> + %) =0

a + p(3z2 + y?) + (522 + y2)(z? + 1?) —1+ 2zy(u + 222 + 2y2) 6 —iBd =0
1+ 2zy(u + 222 + 2y3) a + p(z? + 3y?) + (22 + 59°)(z2 + y?) o
¢ po—1=0

et

az — y + pz(z® + y*) + (2 + y?)% =0
z+ay+py(z? +9%) +y(z? +42)2 =0

a+ p(3z% + %) + (52° + y?)(z® + °) -1+ 2zy(p + 22% + 2y7) 6=0
1+ 2zy(u + 222 + 2y?) a + p(z? + 3y°) + (22 + 5y%)(z? + y?)
¢'¢—1=0

Appelons le premier systeme Gy = 0 et le second F; = 0. Supposons que
G s (z0, Yo, %0, Po, ao, o) = 0

et
Ff(xﬂ Yus ¢*7 Oy, /1*) = 0.

Il est donc possible de continuer les branches de points d’équilibre de G et F; 4 I'aide
de hopfss,? ce qui nous donne (respectivement) des branches de points de bifurcations
de Hopf et de points limites de (6.13). En tracant le graphe de « en fonction de u sur
ces branches, nous obtenons le diagramme de bifurcation de la bifurcation de Bautin,

présenté a la figure 6.15. La courbe —— est une courbe de points de bifurcation de
Hopf tandis que la courbe — - —- est une courbe de points-de bifurcation en point
limite.

2Quoi que trés simple en théorie, il est & noter qu’en pratique le calcul et I'implémentation des
Jacobien de Gy et Fy peut s’avérer trés frustrant.
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Fi1G. 6.15 — Diagramme de bifurcation de la bifurcation de Bautin.



Chapitre 7
Conclusion

Soit

@ = f(u,a), (7.1)
otu€R*, aeR™ ,n,m < ooet f:R*x R* — R" est suffisamment continfiment
différentiable. Nous sommes partiellement en mesure d’identifier numériquement, a
l'aide de fonctions-test appropriées, les points de bifurcation de codimension 1 de
(7.1), c’est-a-dire les bifurcations en point limite; en fourche: transcritiques et de
Hopf. Nous pouvons aussi tracer un diagramme de bifurcation de (7.1), a ’aide, entre
autres, de la continuation par la pseudo longueur d’arc.

En théorie, il est possible d’appliquer les résultats que nous avons obtenu i des
bifurcations de codimension plus élevée, par exemple les bifurcations de Bautin et de
Bogdanov-Takens. Il suffit de trouver une fonction-test correspondant a chacune de ces
bifurcations, ce qui, & notre connaissance, n’a pas été fait. En pratique cependant, ces
fonctions-test doivent calculer les valeurs propres de D, f, ce qui peut s’avérer coliteux
lorsque la dimension de (7.1) est élevée. Il n’est pas toujours possible d’éliminer cette
étape comme nous ’avons fait pour la bifurcation de Hopf en introduisant le produit
extérieur. Le probleme de détection de ces bifurcations devient donc un probleme de
calcul numérique de valeurs propres.

Si le systéme (7.1) posséde la symétrie d’un groupe de Lie T, c’est-a-dire que

f(vu,a) = 7f(u,a) pour tout y €T,

82
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il est impossible d’appliquer les résultats que nous avons obtenu directement puisque
la multiplicité des valeurs propres du jacobien D, f est généralement plus grande que
1. Le théoreme de Hopf, par exemple, doit étre modifié pour tenir compte de cette
multiplicité élevée. L’analyse de bifurcation est donc plus compliquée! mais I’analyse
numérique est simplifée grace a la structure en bloc de D, f sous la symétrie de T.
Il serait bon d’adapter les algorithmes de notre thése afin qu'ils tirent avantage
de la symétrie du systéme; ce qui a déja été fait par DELLNITZ [6, 7]. Par contre,
il serait intéressant de créer un super-algorithme qui tracerait automatiquement un
diagramme local de bifurcation de (7.1), lorsque ce dernier posséde la symétrie du

groupe de Lie I'.

1 Quoiqu’il soit possible de prédire I’existence de branches de solutions stationnaires (Equivariant
Branching Lemma) et de solutions périodiques possédant la symétrie de certains sous-groupes de
I xSt
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