",

[III

uOttawa

L'Université canadienne
Canada’s university



P

FACULTE DES ETUDES SUPERIEURES A FACULTY OF GRADUATE AND
ET POSTOCTORALES uOttawa POSDOCTORAL STUDIES

L’'Unwersité canadienne
Canada’s university

Amay Sok Muy Cheam
AUTEUR DE LA THESE / AUTHOR OF THESIS

M.Sc. (mathématiques)
GRADE / DEGREE

Département de mathématiques et statistique
FACULTE, ECOLE, DEPARTEMENT / FACULTY, SCHOOL, DEPARTMENT

Modélisation de la courbe ROC a partir des distributions de Pearson

TITRE DE LA THESE/ TITLE OF THESIS

André Dabrowski
DIRECTEUR (DIRECTRICE) DE LA THESE / THESIS SUPERVISOR

CO-DIRECTEUR (CO-DIRECTRICE) DE LA THESE / THESIS CO-SUPERVISOR

Pierre-Jérome Bergeron Nicholas Birkett

Patrick Ferrell

Gary W. Slater

Le Doyen de la Faculté des études supérieures et postdoctorales / Dean of the Faculty of Graduate and Postdoctoral Studies




Modélisation de la courbe ROC a partir des distributions de

Pearson

Amay S.M. Cheam

These soumise a la Faculté des études supérieures et postdoctorales

en vue de ’obtention de la Maitrise &s science en biostatistiques !

Département de mathématiques et de statistiques
Faculté des sciences

Université d’Ottawa

© Amay S.M. Cheam, Ottawa, Canada, 2011

1. le programme de maitrise est un programme conjoint avec 1'Université Carleton, administré
par U'Institut d’études supérieures et de recherche en mathématiques et en statistiques d’Ottawa-
Carleton



i+i

Library and Archives
Canada

Published Heritage
Branch

395 Wellington Street
Ottawa ON K1A ON4
Canada

Bibliotheque et
Archives Canada

Direction du
Patrimoine de I'édition

395, rue Wellington
Ottawa ON K1A ON4

NOTICE:

The author has granted a non-
exclusive license allowing Library and
Archives Canada to reproduce,
publish, archive, preserve, conserve,
communicate to the public by
telecommunication or on the Internet,
loan, distribute and sell theses
worldwide, for commercial or non-
commercial purposes, in microform,
paper, electronic and/or any other
formats.

The author retains copyright
ownership and moral rights in this
thesis. Neither the thesis nor
substantial extracts from it may be
printed or otherwise reproduced
without the author's permission.

Canada
Your file Votre référence
1SBN: 978-0-494-79664-1
Our file Notre référence
ISBN: 978-0-494-79664-1
AVIS:

L’auteur a accordé une licence non exclusive
permettant a la Bibliothéque et Archives
Canada de reproduire, publier, archiver,
sauvegarder, conserver, transmettre au public
par télécommunication ou par I'lnternet, préter,
distribuer et vendre des théses partout dans le
monde, a des fins commerciales ou autres, sur
support microforme, papier, électronique et/ou
autres formats.

L’auteur conserve la propriété du droit d’auteur
et des droits moraux qui protége cette thése. Ni
la thése ni des extraits substantiels de celle-ci
ne doivent étre imprimés ou autrement
reproduits sans son autorisation.

In compliance with the Canadian
Privacy Act some supporting forms
may have been removed from this
thesis.

While these forms may be included
in the document page count, their
removal does not represent any loss
of content from the thesis.

Canada

Conformément a la loi canadienne sur la
protection de la vie privée, quelques
formulaires secondaires ont été enlevés de
cette thése.

Bien que ces formulaires aient inclus dans
la pagination, il n'y aura aucun contenu
manquant.



Abstract

The Receiver Operating Characteristic curve (ROC) is frequently used in me-
dical studies to assess the efficiency of a diagnostic test. There exists two different
ways to model the curve theoretically: direct and indirect. The direct method consists
of constructing the curve based on the observed data. This method is less appealing
in that the curve obtained is not easily interpretable. In the indirect method, a dis-
tribution is assumed for both the diseased and non-diseased patients. The normal
distribution has been used to model both types of patients owing to the ease of its
manipulation. In this thesis, we propose the use of the Pearsonian system of distribu-
tions in order to select the distribution for the diseased and non-diseased patients. An
approach using a Monte Carlo simulation provides a confidence band for the derived
ROC. The approach is evaluated using normal, gamma and beta distributed data. It
is also tested on a real data set. It is seen that the Pearson based estimation of the
ROC is at least as accurate as the normal theory based approach and often superior.

Key words : ROC curve, Pearson distribution, AUC, pAUC, trapezoidal
rule, Mann-Whitney U-Stat, Monte-Carlo simulation.
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Résumé

La courbe ROC, soit Receiver Operating Characteristic, est souvent utilisée comme
un outil pour évaluer 'efficacité d’un diagnostic médical. Il existe deux approches
de modélisations: directe et indirecte. La premiere consiste a modéliser directement
la courbe ROC par une forme fonctionnelle quelconque. Cette approche est moins
favorisée due a sa faiblesse intuitive. La seconde repose sur une hypothese de la dis-
tribution des populations malades et non-malades. Notre étude propose la famille de
distribution de Pearson étant donné sa flexibilité a caractériser des données jusqu’au
quatrieme moment. L’absence d’une écriture analytique nous amene a employer une
technique de simulation par Monte-Carlo permettant, en méme temps, de construire
un intervalle de confiance autour de la courbe ROC. Cette approche est évaluée sur
les données simulées a partir des lois normale, gamma et béta. Elle est aussi testée sur
les données réelles. Les résultats affichent une performance égale et souvent supérieure
a ’approche binormale.

Mots clés : Courbe ROC, distribution de Pearson, AUC, pAUC, méthodes
de trapeze et de Mann-Whitney, simulation de Monte-Carlo.
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Chapitre 1

Introduction

La courbe ROC, plus précisément Receiver Operating Characteristic, a fait ses
premieres apparitions dans les années 1950 dans le domaine de la théorie de détection
des signaux [14]. Pendant la deuxiéme Guerre Mondiale, des opérateurs de radar
tentent de discerner si le point clignotant sur leur image de radar représente un
missile envoyé par ’ennemi ou simplement un bruit. Ainsi le dilemme se résume a
trouver le meilleur réglage de radars : si le réglage était trop sensible méme un oiseau
pouvait déclencher 'alarme, par contre, si le réglage était moins sensible, mais plus
spécifique, le radar manquerait le passage du missile [22]. Par la suite, deux chercheurs
en psychologie, David M. Green et John A. Swets, critiquent la méthode employée par
leurs collegues pour distinguer les stimuli des perceptions subjectives des patients, en
d’autres mots pour différencier le monde physique des sensations. En 1966, Green et
Swets ont eu la brillante idée d’introduire la théorie de détection en psychophysique
afin d’identifier un seuil de séparation. En 1971, Lee B. Lusted a écrit un article dans le
journal Sctence qui influencera a tout jamais le domaine médical. Il a postulé qu’avant
de mesurer la valeur diagnostique d’un test, il faut avant tout évaluer la performance
du test diagnostique dans un modele de classification binaire [28]. En basant ses

recherches sur des tests radiographiques, Lusted argumenta que les courbes ROC sont



d’une grande utilité pour étudier la performance et la précision d’un test diagnostique.
Des cet instant, la courbe ROC gagne plus de popularité dans plusieurs disciplines
médicales comme un outil d’évaluation diagnostique. Par exemple, en radiologie, la
courbe ROC permet de cerner la méthode d’une imagerie diagnostique. En fait, la
plupart des travaux méthodologiques sur 'analyse du ROC a été effectué dans le
cadre de la radiologie, car le diagnostic d'une imagerie varie d'un radiologiste a un
autre [18].

Récemment, il y a eu un essor spectaculaire de 1'utilisation de la courbe ROC
comme outil : d’évaluation de l'efficacité d’'un test diagnostique traitant des va-
riables continues basées sur des observations indépendantes,; de sélection dun seuil
décisionnel optimal et de comparaison entre plusieurs tests. Malheureusement, la
courbe ROC empirique obtenue directement des données n’est pas toujours désirable
pour la simple raison qu’elle respecte rarement les propriétés théoriques d’une courbe
ROC. Plusieurs travaux de modélisation de la courbe ROC furent entamer afin de
résoudre ce probleme. Dans la littérature, la modélisation de la courbe ROC peut se
diviser en deux approches : directe et indirecte.

La premiere approche, I’approche directe, peu populaire, ne dépend aucunement
des hypotheses de distribution. Le concept est de construire explicitement une courbe
ROC & partir des scores de la population malade et non-malade [31, 46]. Cepen-
dant, ’apparence de la courbe ROC empirique est en forme d’escalier rocailleux, i.e.
non lisse. A cause de ceci, certaines propriétés théoriques de la courbe ROC furent
violer. Une solution possible, pour contourner cette infraction, est d’estimer non-
paramétriquement les fonctions de densité de chaque population par 'entremise de
la méthode d’estimation du noyau [17, 31, 32, 41, 50]. Ainsi le probléme se résume a
choisir une largeur de bande asymptotiquement optimale. Plusieurs études cherchent
& développer une solution a ce dilemme [31, 38, 46]. Lloyd [31] suggera d’utiliser le
bootstrap afin de minimiser des distorsions dans le lissage de la courbe ROC.

La seconde approche, dite indirecte, modélise les scores des deux populations en



supposant une distribution quelconque comme gaussienne, gamma ou béta. A partir
de cette distribution théorique des scores, une forme fonctionnelle de la courbe ROC
sera dérivée implicitement. Dans le but d’arriver a construire une courbe ROC, des
méthodes paramétriques et semi-paramétriques furent suggérer.

Une des méthodes paramétriques est d’assumer que la population malade et non-
malade suivent une certaine famille de distribution comme la normale qui est un choix
évident et simple, la logistique [36], la Lomax [5], la gamma [8] ou d’autres [51]. Dans
le cas de la normale, Goddard et Hinberg [13] pointérent qu’elle n’est pas toujours
un choix adéquat dans certaines situations telle que le cancer de la prostate. L 'auteur
souligna explicitement qu’une application inconsidérée et insouciante de la méthode
est déconseillée, car elle dépend séricusement des conjectures des distributions. De
plus, Zhou et al. [48] cita la nécessité de vérifier consciencieusement la cohérence des
données avec les hypotheses. L’alternative a la méthode précédente serait de spécifier
une forme fonctionnelle de la courbe ROC au lieu d’assumer une distribution. Egan
proposa implicitement une forme fonctionnelle hyperbolique de la courbe ROC [9] en
assumant que les deux populations suivent une distribution logistique de méme va-
riance. Quant & England, il proposa un modele exponentiel & deux parameétres [10]. Les
deux techniques paramétriques sont tres analogues, car la distribution des résultats
des tests détermine entierement la forme de la courbe ROC. L’avantage primordial
d’un tel systeme paramétrique est incontestablement la simplicité, le lissage de la
courbe ROC et la particularité de jongler avec un petit nombre de parametres.

La méthode semi-paramétrique est particulierement attrayante au niveau de sa
flexibilité due & la présence non-paramétrique de certaines composantes en plus des
caractéristiques paramétriques. Le modeéle binormal [14] est sans doute un choix fla-
grant. La procédure s’effectue en assumant la binormalité des résultats d'un test
diagnostique aprés une transformation monotone croissante quelconque [19]. Ainsi le
probléme se réduit & estimer les parametres, i.e. la pente et 'intercepte. Un éventail

de solutions propose différentes techniques telles que la méthode des moindres carrés



généralisés [21]. du maximum de vraisemblance ou pseudo-vraissemblance [4, 49, 47]
et d’autres. Par exemple, afin d’obtenir une courbe ROC binormale lisse, Metz et
al. [35] développa un algorithme, LABROCA4. L’algorithme va grouper les données
continues en nombre fini de catégories ordonnées et utilise apres I'algorithme du maxi-
mum de vraisemblance de Dorfman-Alf [7] pour les données ordinales. Une variation
& cette méthode a été suggérée par Li et al. [30] ou ils modélisent les résultats d'un
test diagnostique pour la population non-malade et malade non-paramétriquement et
paramétriquement, respectivement. Par contre, aucune relation fonctionnelle est sup-
posée entre ces deux distributions. Quant & Qin et Zhang [40], au lieu de modéliser
directement les distributions des résultats diagnostiques des deux populations sachant
le statut véritable de la maladie, ils modélisent la probabilité du statut de la mala-
die sachant les résultats diagnostiques a 'aide du modele de régression logistique.
Evidemment comme tout probléme d’estimation un effet de manque d’ajustement
(lack-of-fit) peut se produire avec la méthode semi-paramétrique.

Nous proposons une approche indirecte, plus précisément semi-paramétrique,
basée sur la distribution de Pearson qui va combiner tous les avantages, mais va
éviter certains désavantages des approches précédentes. L’idée centrale est de rempla-
cer la distribution gaussienne par celle de Pearson pour la construction des courbes
ROC puisque cette derniere offre théoriquement plusieurs avantages intéressants.
Néanmoins, les deux critéres de base pour juger un modele de la courbe ROC sont la
flexibilité et 'ajustement de la courbe ROC issue du modele par rapport a celle em-
pirique. L’objectif principal de notre étude est d’examiner la performance du modele
ROC basée sur la distribution de Pearson relative au choix classique du modele ROC
basée sur la distribution gaussienne. Pour ce faire, notre étude portera sur deux types
de données ou populations : simulées et réelles. Les populations simulées sont générées
aléatoirement par des lois normale, gamma et béta. Les données réelles sont celles sur
I’étude de Vinfertilité masculine provenant d’Aziz et al. [1].

Cette these est organisée comme suit. Dans le chapitre 2, les préliminaires sur



les notions de classification sont introduits avec un exemple concret sur le cancer du
sein. Par la suite, dans le chapitre 3, nous nous orientons vers la théorie derriere la
courbe ROC tels ses définitions et ses propriétés mathématiques fondamentales. Au
chapitre 4, nous nous concentrons davantage sur les approches de la modélisation de
la courbe ROC : binormale (BIN) et Monte-Carlo Pearson (MCP). Nous exposons
étape par étape la méthodologie de la courbe MCP tout en introduisant la méthode
de simulation par Monte-Carlo. Dans le chapitre 5, nous discutons des mesures de
performance afin de comparer la performance de notre modele MCP wversus la BIN.
Finalement dans le chapitre 6, nous abordons l'analyse des résultats provenant des

simulations et des données médicales sur 'infertilié masculine.



Chapitre 2
Préliminaires

Le principal atout de la courbe ROC est sans doute son pouvoir d’afficher et
de résumer la performance des régles de classifications par 'entremise d’une courbe.
Avant de se lancer profondément dans la théorie de la courbe ROC, il serait sage de
connalitre ses origines, i.e. la classification. Pour une meilleure illustration, nous allons
considérer des tests diagnostiques binaires et un exemple d’application médicale en

mammographie.

2.1 Classification pour les résultats diagnostiques

binaires

Un probleme de classification se résume a classer correctement un patient a son
groupe ou population. Ainsi plusieurs recherches ont été effectuées dans le but de
développer des regles de classification. Dans cette section, nous allons seulement

considérer des résultats dichotomes.

Définition 2.1.1 Soit D une variable indicatrice désignant le statut véritable de la
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maladie

1, st la maladie est présente;
D=

0, swnon.
Définition 2.1.2 Soit S le résultat d’un test diagnostique. Par convention, plus la

valeur de S est grande plus elle indique la présence de la maladie.

1, s positsf;
S =

0, sinon.

TABLE 2.1 La classification des résultats d’un test diagnostique par le statut de la
maladie

Statut véritable de la maladie

Diagnostic d’un test D=0 D=1
S=0 Vrai négatif Faux négatif
S=1 Faux positif Vrai positif

Les résultats d’'un test peuvent étre classifiés comme vrai positif, vrai négatif,
faux positif et faux négatif comme illustré dans la table 2.1. On définit :

i. un vrai positif, TPR, la probabilité qu'un sujet malade obtienne un résultat
d’un test positif : P(S=1| D =1),

ii. un faux positif, FPR, la probabilité qu'un sujet non-malade obtienne un
résultat d'un test positif : P(S=1|D = 0),

iii. un vrai négatif, TNR, la probabilité qu'un sujet non-malade obtienne un
résultat d’un test négatif : P(S=0| D =0),

iv. un faux négatif, FNR, la probabilité qu'un sujet malade obtienne un résultat

d’un test négatif : P(S=0| D =1).

Remarque 2.1.3 Ces termes peuvent varier d'un domaine a un autre. Dans un

contexte d’une hypothese statistique, supposons que

Hy: D=0 vs H:D=1
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alors F'PR est appelé niveau de significance, a, et TPR est la puissance (power),

1 — . La table 2.2 nous suggere quelques termes selon leur domaine.

TABLE 2.2 Les terminologies selon les domaines de recherches

Domaine FPR TPR
Biomédical 1-Spécificité Sensibilité
Ingénerie Taux de fausse alarme Taux de réussite

Statistique Niveau de signification («) Puissance (1 — 3)

2.2 Exemple

Afin d’illustrer les calculs, considérons un exemple de données ordinaux d'un
diagnostic de mammographie de 60 patients qui se présentent pour un dépistage du
cancer du sein. Les données de la table 2.3 proviennent de sept études rétrospectives
enquétant sur la précision du dépistage de la mammographie [39, 48]. L’échantillon
est composé de 30 patients avec une pathologie cancéreuse et 30 patients ayant une
mammographie normale durant les deux dernieres années. Un diagnostic d’une mam-
mographie est considérée positive si le radiologiste requiert des examens diagnostiques
supplémentaires.

Supposons que le radiologiste utilise une échelle catégorique afin de classer ses
résultats diagnostiques comme le présente la table 2.3. Afin de calculer la sensibi-
lité et la spécificité, il décide de prendre le seuil décisionnel a bénin. Ainsi tous les
patients dans les catégories probablement bénin, suspect et malin sont considérés
positifs comme le présente la table 2.6. Des 30 patients reconnus d’avoir le cancer
du sein, 29 obtiennent un résultat positif et furent contactés pour d’autres examens
additionnels. Ainsi il y a 29 vrais positifs et un faux négatif. La sensibilité est de

Se = % = 0.967. Des 30 patients ne présentant aucun indice cancéreux du sein, 11
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TABLE 2.3 Résultats mammographiques du cancer du sein avec une échelle
catégorique

Statut véritable de la maladie

Diagnostic d’un test D=0 D=1
Normal 9 1
Bénin 2 0
Probablement bénin 11 6
Suspect 8 11
Malin 0 12

obtiennent un résultat négatif. Ainsi la spécificité est de Sp = % = 0.367. En variant
le seuil, on obtient différentes valeurs pour notre o et 1 — 3, voir le tableau 2.8. Avec

ces couples, on construit une courbe ROC empirique, voir figure 2.1.

TABLE 2.4 Résultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a suspect

Statut véritable de la maladie

Diagnostic d’un test D=0 D=1
S=0 30 18
S=1 0 12

Total 30 30
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TABLE 2.5 Résultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a proba-
blement bénin

Statut véritable de la maladie

Diagnostic d’un test D=0 D=1
S=0 22 7
S=1 8 23
Total 30 30

TABLE 2.6 Résultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a bénin

Statut véritable de 1la maladie

Diagnostic d’un test D=0 D=1
S=0 11 1
S=1 19 29
Total 30 30

TABLE 2.7 Résultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a normal

Statut véritable de la maladie

Diagnostic d’'un test D=0 D=1
S=0 9 1
S=1 21 29

Total 30 30
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TABLE 2.8 Valeurs de spécificité(1 — a) et sensibilité(1 — §) aux différents seuils pour
les résultats mammographiques du cancer du sein

Seuil Sp (1—-a) Se (1-5)
Suspect 1 12/30
Probablement bénin 22/30 23/30
Bénin 11/30 29/30
Normal 9/30 29/30
1 -
0.5 1 v
-~
06 .7
0o ’
~ ,«f
044
0.2 1
d 0.2 0.4 0.5 0.8
r

FIGURE 2.1 La courbe ROC empirique pour les résultats mammographiques du cancer
du sein



Chapitre 3

Théorie de la courbe ROC

Dans le chapitre précédent, une introduction succincte du domaine de classifi-
cation fut abordée. Brievement, la courbe ROC est un sommaire sophistiqué pour le
rassemblement d’informations sur la performance d une classification autour d’un seuil
décisionnel variant. Qu’en est-il du fondement derriére cet outil éminent ? Désormais,
nous allons mettre ’accent sur les concepts théoriques qui surlignent la courbe ROC
afin de mieux comprendre son fonctionnement et son application. Les points saillants

sont : la formulation mathématique et les propriétés de la courbe ROC empirique.

3.1 Définition de la courbe ROC

L’origine de son nom, Receiver Operating Characteristic, dérive de la notion que
connaissant la courbe, le receveur de 'information peut opérer a n’importe quel point
sur la courbe en employant un seuil décisionnel approprié. Avant de définir la courbe

ROC, reprenons quelques termes de la section 2.1, mais dans un cadre général.

12
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3.1.1 Terminologie

Les résultats d’'un test diagnostique ne sont pas toujours de nature dichotomes.
Par exemple, les biomarqueurs pour le cancer comme la concentration sérique se

présente sous forme continue.

Notation 3.1.1 Soient Dy la population des sujets non-malades et D; des patients

présentant une maladie.

Notation 3.1.2 Soient X un vecteur de variables descriptives continues et S(X) une

fonction de score représentant les résultats d'un test diagnostique de chaque patient.

Remarque 3.1.3 Dans un contexte médical, le vecteur X peut représenter un item
d'un questionnaire portant sur le mode de vie, la nutrition ou encore I'historique

médical du patient.
Définition 3.1.4 Une classification est considérée 1déale ou parfaite, s
Dy ={8(X)<t:teR}

et
D= {S(X)>t:teR}.

Par convention, plus la maladie est présente, plus la valeur de S(X) est élevée.

En relation aux quatre probabilités de la section 2.1, on peut les redéfinir de la
maniere suivante :

i. TPR ou Se = P(S(X) >t | Dy),

ii. FPR = P(S(X) > t| Dy),

iii. TNR ou Sp= P(S(X) <t| Dy),

iv. FNR = P(S(X) <t|Dy).
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En variant ¢ et en calculant les quatre probabilités ci-dessus, nous obtiendrons des in-
formations pertinentes permettant d’évaluer la performance d’un classement. Puisque
TPR+ FNR =1et FPR+ TNR = 1, nous n’avons pas besoin d’autant d’infor-
mations. Soulignons qu'une performance adéquate, dans la majorité des applications

cliniques, requiert un taux élevé de vrais et un taux bas de fauz.

Population Population
3 nan-malade malade
S
2
K] g e
g ™ Spécificité Sensibilité
B o T E;reur de (TNR) (TPR) E{_reur Il:le
3 ype ll ype
@ (FNR, &) (FPR, &)
E
©
=] :
s ©
o
!
0 1 L ] 1
My S
Seuil de
chaix

FIGURE 3.1 Distribution d’'un test diagnostique S(X) pour Dy et D; avec un seuil
décisionnel t € R

3.1.2 Définition générale

Le role de la courbe ROC est de procurer les mémes informations que la table
de classification, mais d’une fagon plus élégante et élaborée. La courbe ROC est un
graphe du couple (FPR,TPR). La courbe se situe dans un carré unitaire définit
par ces points : (0,0), (0,1), (0,1) et (1,1). Chaque point du graphe est généré par
la variation du seuil décisionnel. Ici, I-spécificité ou FPR est la valeur sur l'axe

horizontal, I’abscisse, et la sensibilité ou T PR est sur 'axe vertical, 'ordonnée. La
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1 ¥danl
1Gease

g‘j Noan significative
bt ou
Diagonale de chance
¢ FPR 1

FIGURE 3.2 Les courbes ROC de deux tests A et B, avec la diagonale de chance, o
le test A est plus performant que B

figure 3.2 illustre trois différentes courbes.

Définition 3.1.5 Une courbe ROC est ’ensemble de toutes les pairs envisageables

de (FPR,TPR) a différent seuil t, i.e.

ROC = {(P(S>t|Dy),P(S>t|Dy)),teR} (3.1.1)
— {(FPR(t),TPR(t)),t € R} (3.1.2)

Pour une meilleure idée visuelle de la construction de la courbe ROC, voir 'exemple

2.2 du chapitre 2 et la figure 3.3.

Définition 3.1.6 Soient Sp, et Sp, les résultats diagnostiques ou les scores des pa-
tients dans la population non-malade et malade, respectivement. Supposons que les

densités de probabilités de Sp,, noté fs,(x), et de Sp,, noté fs (x), sont connus.
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Alors on les définit comme suit

SDO ~ fSo(x) et SDO ~ f51(x)'

Définition 3.1.7 Soient Sp, ~ fs,(z) et Sp, ~ fs,(x), alors pourt € R donné

FPR(t) = /fso () (s(z) —t)dz = P (S >t | Dy) (3.1.3)
TPR(t) = /fsl () (s(z) —t)dx =P (S >t| D) (3.1.4)
1, siu>0,
I(u) =
0, stu<0.

()

FiGurE 3.3 Construction de la courbe ROC a partir des population Dy et Dy a
différent seuil, t € R

Clairement une classification est jugée selon Iécart entre les deux distributions,
fso(z) et fs,(x). Généralement, plus la dispersion est flagrante, moins les courbes
se chevauchent entre elles. Alors la classification est moins susceptible de commettre

des erreurs de classement. Ainsi le taux de réussite est plus élevé. A 'opposé, un
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recouvrement de deux distributions indique une attribution faussement effectuée, voir
la figure 3.4 provennant de I’article de Brumback et al. [3].

Considérons les cas extrémes. Une classification est dite triomphante lorsque
les deux densités de probabilités sont entiérement séparées, i.e. fs,(z) # fs,(z). Le
scénario plausible est qu’il y ait au moins une valeur ¢ pour laquelle un sujet a été
bien classé. Ainsi pour un tel £, on a FPR =0 et TPR = 1. Puisque la courbe ROC
accentue seulement les probabilités que s > ¢t des deux populations, alors pour toutes
valeurs ¢

i. petites, nous obtiendrons TPR =1 quand 0 < FPR <1

ii. larges, nous obtiendrons FPR =1 quand 0 <TPR < 1.

Inversement, une classification est dite non informative lorsque les deux densités
de probabilités sont exactement réciproques, i.e. fg,(x) = fs,(x) = f(z). Dans ce cas,
la probabilité cumulative d’un individu de la population D; est la méme qu’un sujet
provenant de Dy ou D;. Ainsi la valeur de cette probabilité dépend uniquement du
seuil ¢. Au fur et & mesure que ¢ varie, T PR est toujours égale a FFPR et la courbe
ROC se résume par une ligne droite reliant les points (0,0) et (1,1), ROC(t) = t.
Cette ligne est souvent appelée la diagonale de chance qui représente essentiellement
une attribution aléatoire des sujets a une des deux populations.

En pratique, la courbe ROC est une courbe continue se situant entre les deux
extrémes, plus formellement dans le triangle supérieur du graphe, sans perte de
généralité. Une performance d’une classification estimée satisfaisante possede une
courbe se rapprochant le plus du coin supérieur gauche. Constatons que si une courbe
ROC se localise dans le triangle inférieur, alors la fonction de score est faussement
orientée et une inversion est nécessaire, 7.e. un individu se classe dans D; si s < t au
lieu de s > t. La figure 3.2 affiche trois courbes incluant la ligne de chance. Le test A
est sans équivoque plus performant, car pour un point F'PR donné, son TPR est le

plus élevé que le test B.
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FIGURE 3.4 Relation entre différentes distributions des populations Dy et D1, et leurs

courbes ROC correspondantes [3]
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3.2 Propriétés de la courbe ROC

Maintenant que la définition de la courbe ROC fut énoncer, nous allons explorer

les propriétés qui entourent la courbe ROC.

Propriété 3.2.1 La courbe ROC est une fonction croissante monotone dans le qua-

drant positif se situant entre (0,0) et (1,1).

Démonstration:  Observons que lorsque le seuil ¢ augmente, les valeurs de F PR(t)
et TPR(t) diminuent. Supposons que ¢t = oo, on a

lim FPR(t) =0,

{—4o00

lim TPR(t) = 0.

t—+oo
Inversement, posons t = —o0, alors

lim FPR(t) =1,

t——o0

lim TPR(t) =1.

{00

Propriété 3.2.2 La courbe ROC est invariante si les résultats diagnostiques su-

bissent une transformation strictement croissante.

Démonstration: Supposons que U = ¢(S) est une transformation strictement

croissante, i.e.

Se>85 < U= QD(SQ) >U; = tp(Sl)

De plus, l'inverse de U existe, soit
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Considérons un point de la courbe ROC pour S au seuil ¢, soit v = ¢(t). Alors, il

succede que
P(U >wv | D) = P(p(8) > ¢(t) | D1) = P(S> 1| D)

et
P(U >wv | Dy) = P(p(S) > o(t) | Do) = P(S>t| Dy)

afin qu'un méme point existe sur la courbe ROC pour U. En appliquant ’argument
inverse & chaque point de la courbe ROC pour U, ceci démontre que les deux courbes

sont identiques. |

Propriété 3.2.3 La pente de la courbe ROC & un point au seuil ¢ € R est bien

définie et donnée par

dTPR _ P(t| D)

= . 3.2.1
dFPR  P(t| Dy) ( )
Démonstration:  Rappelons par la définition 3.1.5 que
TPR(t) = P(S >t | D)
t
~1 _/ P(s | Dy)ds
alors,
dT'PR
=—P(t .
p (t] D)
Ainsi
dI'PR dTPR dt dt
= =-—-P(t|D . 2.2
dFPR~ dt dFPR ¢ D) 3EpR (3:2.2)

Encore par la définition 3.1.5, on a
FPR(t)=P(S>t| D)

=1_/1t P(s | Dy)ds

—00
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et donc
dFPR

dt

—P(t| Dy). (3.2.3)

En remplagant ceci dans (3.2.2)

dt . /dFPR
dFPR dt

I’énoncé est prouvé. |

Remarque 3.2.4 La propriété 3.2.3 montre que la pente de la courbe a un point au
seuil ¢ € R est égale au rapport de vraisemblance

_ P D)

MO = B Do)

Il y a une relation intéressante entre ceci et la théorie des tests d’hypothese, voir

annexe A.

3.3 Définition pour les résultats diagnostiques conti-
nus

Antérieurement, nous nous sommes concentrés uniquement sur le cas général
d’une courbe ROC sans se préoccuper du type d’échelle de mesure des résultats diag-
nostiques. A présent, nous allons cibler uniquement les scores continus et développer

une forme fonctionnelle de la courbe ROC.

Théoréme 3.3.1 Supposons que les densités de probabilités, fs, et fs,, sont conti-
nues et connues, alors la forme fonctionnelle de la courbe ROC peut se formuler

comme suit

TPR=1- Fg[Fg'(1- FPR)] 0<FPR<I. (3.3.1)
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ot Fg, et Fg, sont les fonctions cumulatives des scores de la population Dy et Dy,

respectivement.
Démonstration:  Par la définition 3.1.5, pour un ¢t € R donné, on a
FPR(t) =1— Fg,(t)
< Fg(t)=1—- FPR(t)
& t= FSTol(l — FPR)
Donc,

TPR=P(S >t|D)
=1-P(S<t|D)
=1— Fg,(¢) (par la définition d’une fonction cumulative)

=1—Fs,(Fg(1 - FPR)).

ol 0 < FPR < 1. |



Chapitre 4

Modélisation de la courbe ROC

Maintenant que les concepts théoriques furent abordés et appréhendés, nous al-
lons s’attaquer au coeur du probleme, ¢.e. la modélisation de la courbe ROC tout en
respectant ces propriétés théoriques. Dans ce chapitre, nous présentons deux modeéles
de la courbe ROC en posant une hypothese sur la nature distributionnelle des scores
des deux populations, soit Sp, et Sp,. Nous commencgons par présenter le modele
binormal. Par la suite, nous proposons une approche alternative, soit la courbe ROC

par les distributions de Pearson.

4.1 Courbe ROC par le modele binormal

Le modele binormal est sans équivoque la méthode la plus explorée. La forme
binormale procure une approximation satisfaisante de la courbe ROC dans diverses
situations. Tout comme la distribution normale est un modele classique pour les
fonctions de répartition, la courbe binormale est un modele standard pour les courbes
ROC. Tel que mentionné dans l'introduction, il existe une vaste littérature autour de
la binormale que ce soit paramétriquement ou semi-paramétriquement [4, 19, 21, 47].

Son atout est sans hésitation sa simplicité et son aisance de jongler avec un petit

23
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nombre de parametres.

Proposition 4.1.1 Supposons que Sp, ~ N(ug,02) et Sp, ~ N(u1,0?). La forme

fonctionnelle d’une courbe ROC binormale pour les variables continues est définie

comme
TPR = ®(a+ bd (FPR)) (4.1.1)
ou
_mTh o, _ % (4.1.2)
g1 01

et ® désigne la distribution cumulative normale standardisée.

Démonstration:  Selon la définition 3.1.4, on assume que pq1 > pg. De plus,

STH L N©0,1) et 2 N(0,1).

(o4} 01

Par la définition 3.1.5, on a

FPR(t) = P(S > t | Do)

-1
=P (Z < Ho ) (par symétrie de la normale)

ou Z et ®(.) représentent la variable normale standardisée et la distribution normale

cumulative, respectivement. Donc, si zppg est la valeur de Z, alors

-1
zppr = O [FPR(t)] = LLOUO

impliquant
t = 1o — 2FPROY- (4.1.3)

Par conséquent, la courbe ROC & ce point F PR est

TPR = P(S >t| D)
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et en substituant la valeur t obtenue par (4.1.3), on a

TPR — & (.Ul —N0+ZFPRUO) .

01

Donc, la courbe ROC est de la forme
TPR = ®(a + bzrpg) <= ® (TPR) = a + b ' (FPR)

ou
1— Ho 0o
a= B et b= —.
01 01

Par 'hypotheése précédente, on a que a > 0 tandis que b est non-négative par

définition. |

Remarque 4.1.2 L’intercepte et la pente de la courbe ROC binormale sont symbo-

lisées par la valeur de a et b, respectivement.

L’avantage payant de ce modele est son aisance et sa simplicité dans la dérivée

et la forme analytique d’AUC, présentée prochainement dans la section 5.1.3.

Remarque 4.1.3 La propriété 3.2.2 cite que la courbe ROC est invariante a une
transformation monotone croissante. Supposons que Sp, ~ N(ug,02) et Sp, ~

N(u1,0%). Soient les transformations,

UO = ¢(SDo)a Ul = ¢(SD1)a

ol ¢ est une fonction monotone strictement croissante. Alors la courbe ROC de U et

U; est de la forme (4.1.1), i.e. une courbe ROC binormale. Inversement, supposons que
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la courbe ROC est binormale, alors pour une transformation donnée, ¢, strictement
croissante, on a que ¢(Sp,) et ¢(Sp,) suivent une distribution gaussienne. Cette
hypotheése est considérée légerement, faible, car ce modele peut s’appliquer a certaines
données non-gaussiannes [45, 19]. La courbe ROC binormal est par conséquent simple

et tres utilisée dans 'analyse ROC.

4.2 Courbe ROC par les distributions de Pearson

L’objectif ultime de la modélisation de la courbe ROC est de répliquer la courbe
ROC empirique. Pourquoi cherchons-nous a reproduire cette courbe ROC empirique
au lieu de travailler directement avec elle? Pour la simple raison qu’elle ne respecte

pas nécessairement les propriétés asymptotiques et la complexité des calculs.

4.2.1 Approche proposée

Dans 'introduction, nous avons introduit deux approches possibles pour modéliser
la courbe ROC. Le schéma 4.1 synthétise ces deux approches. Due a la faiblesse in-
tuitive et incertitude autour de la méthode de lissage utilisée, I'approche directe
est moins attrayante. Par ce fait, notre approche proposée s’inscrit dans l’approche
indirecte. Dans la section précédente, nous avons detaillé et exploré le modele binor-
mal. Un de ses désavantages est la supposition que les scores suivent une distribution
gaussienne. Cependant, ’hypothese de normalité des données est difficilement ob-
servée pour des données réelles.

Comme méthode alternative, nous proposons de construire la courbe ROC par
une distribution Pearson, élaborée dans la sous-section 4.2.2. Contrairement a la gaus-
sienne, la distribution de Pearson offre une plus grande flexibilité, car elle permet
de capturer non seulement les déformations de la moyenne et de la variance, mais

également celles d’asymétrie (skewness) et d’aplatissement (kurtosis) des données. I
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Dannges
/ {DU’ Dl} \
ke
Approche indirecte Approche directe
Avec hypothése Sans hypothése
distributionnelle, distributionnelle
modéliser Ly et 0} des O et Iy,
(ex. la Gaussienne) construire une
courbe ROC
empirigue
Dériver une forme
fonctionnelle du
ROC
(ex. la binarmale)
Choisir une méthade
Estimer la courbe de lissage/smaathing
ROC pour la courbe ROC
(ex. les paramétres empirigue afin d'extraire
de la hinormale) une courbe ROC théorique
\Cunstrucﬂnn de la courbe /
ROC théorique

FIGURE 4.1 Approches de la modélisation de la courbe ROC
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est a noter que la distribution de Pearson n’est pas une distribution, mais un systeme
qui engendre un nombre considérable de distributions dont la gaussienne. Ainsi la
distribution de Pearson peut non seulement capturer les données normales mais aussi
d’autres. L’idée est au lieu de supposer que Sp, ~ N(uo,05) et Sp, ~ N(u1,0%),
on suppose que les scores suivent une distribution de Pearson comme parametres les

quatre premiers moments, soit
Sp, ~ Pearson(6y) et Sp, ~ Pearson(6;).

ou 6y = {mly, m2y, m3p, mdo} et 6; = {mly, m2,,m31, mé }.

Tel mentionné, la distribution de Pearson est un syteme de distributions. Ainsi
il n’existe pas de formule fermée dans la modélisation en deux dimensions, i.e. une
certaine bi-Pearson a la maniére de la binormale. Par exemple, dans les circonstances
ou Sp, et Sp, suivent la méme distribution, soit gaussienne, gamme ou béta, il est
possible de dériver une formule analytique de la courbe ROC. Mais, dans la situation
ou fs, # fs,, la solution n’est pas aussi évidente et accessible.

Afin de contourner ce probléeme, nous avons recours a un technique numérique
dont la méthode de simulation par Monte-Carlo, discutée dans la sous-section 4.2.3.
Par la simulation de Monte-Carlo, nous allons simuler un ensemble de distributions
de Pearson des scores Sp, et Sp, pour ensuite construire un ensemble de courbes
ROC. Puisque la forme fonctionnelle de chaque courbe ROC simulée est inconnue,
nous utiliserons les propriétés de Monte-Carlo pour extraire différentes statistiques et

intervalles de confiance.

Méthodologie

Supposons qu’on dispose entre les mains les scores de chaque population Dy
et Dy, soient Sp, et Sp,, respectivement. Ces scores peuvent provenir des données
réelles ou générées aléatoirement sans hypothese distributionnelle. Ci-dessous, nous

décrivons étape par étape notre méthodologie.
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1. Directement des données, Sp, et Sp,, on construit la courbe ROC empirique &
partir de la défintion 3.1.5 (voir I’annexe B pour la construction d’une courbe

ROC);

2. On calcule les quatres premiers moments 6y et 6; a partir de Sp, et Sp,, res-

pectivement ;

3. Avec les deux premiers moments, i.e. la moyenne et la variance, on construit la

courbe ROC binormale (BIN) & partir de I’équation (4.1.1) en supposant
SDO ~ N(N07J§) et SDI ~ N(,uho-%)

4. Avec 6y et 0, on génére deux ensembles de données a partir de la distribution

P4 / 4 .
de Pearson, notée Sp_ et Sp , respectivement, en supposant

!

Sp, ~ Pearson(fy) et S/D1 ~ Pearson(6;)

A . ! / - [
5. A partir de Sp, et Sp, , on construit une premicre courbe Monte-Carlo Pearson

(MCP) de la définition 3.1.5, i.e.
ROC = {(FPR(t),TPR(t)),t € R}

6. En utilisant la technique de Monte-Carlo (voir annexe C), on répéte les étapes

4 et 5, M fois, donc on obtient M courbes MCP ;

7. Par corollaire de la technique de simulation par Monte-Carlo, on construit un

intervalle de confiance sur les valeurs T PR pour chaque point F'PR.

Remarque 4.2.1 La construction de Uintervalle de confiance pour la courbe MCP
est réalisable grace a l'interpolation par spline cubique, présentée dans la sous-section
5.3.2. L’interpolation par spline cubique nous permet ’obtention d’une courbe lisse et
continue. Done, on obtient un ensemble de points (FPR,TPR) & intervalle constant

sur I’axe des F'PR. Cela nous permet de comparer les courbes ROC sur un ensemble

de points F'PR fixés.
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4.2.2 Distributions de Pearson

La famille de Pearson est un rival menacant a la distribution gaussienne puis-
qu’elle procure une flexibilité d’adjustement des données intéressante et elle engendre
un nombre considérable de distributions. A présent, explorons en détail le fonction-
nemet de la distribution de Pearson.

Dans les années 1894-1895, Karl Pearson développa un systéme de distribution
de probabilité, communément appelé les courbes de Pearson, dans le but de décrire
les distributions non normales rencontrées dans ses recherches en biométrie. Autre-
ment dit, Pearson chercha a identifier une famille de distributions qui conviendra aux
données observées. En plus d’ajuster des modeles pour des distributions de fréquences
observées, les distributions de Pearson sont utilisées notamment dans 'approximation
de d’autres distributions théoriques et dans l’étude des effets de la non normalité sur

les distributions d’échantillonnage.

Pour €uiter toutes confusions, les notations dans cette section ne correspondent

aucunement aux autres chapitres ou sections.

Dans cette section, nous allons nous référer particulierement au manuel de Stuart
et Ord [44]. Les distributions de Pearson sont grandement basées sur les quatre pre-
miers moments dont la moyenne, la variance, le moment de troisiéme ordre et le
moment de quatriéme ordre. Ces quatre moments permettront de trouver les quatre

parametres de I’équation suivante

df _ (w—a)f
dr by +bix + boz?’ (42.1)

Cette équation différentielle de premier ordre est appelée les distributions de
Pearson. La moindre variation dans les quatre parametres des distributions de Pear-
son peut produire une gamme de distributions unimodales. Avant de s’aventurer
davantage dans les différents types de distributions de Pearson, nous allons détailler

étape par étape l'obtention des solutions explicites possibles de cette équation.
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Remarque 4.2.2 Le mode de I’équation (4.2.1) se trouve au point = a.
En réarrangeant I’équation (4.2.1), on obtient
(bo + ble -+ b2$2)df = (.T — a)fd:z:
d,
z™(bo + b1z + b2x2)d—fdx =z"(z —a)fdx
x

En supposant l'existence des intégrales, on integre par parties le terme a gauche.

Donc, on obtient

[2"(bo + b1z + baz®) f] iooo - / nboz™ '+ (n — 1)b1a™ + (n + 2)byz™ ! fdz
= / 2" fdz — a/ 2" fdz. (4.2.2)

Maintenant supposons que

lim z""%f — 0.

n—+too
Notons que z"™2f vient de l’expression & l'extrémité de la distribution entre cro-
chets. Par la suite, en substituant les moments dans (4.2.2), on obtient une équation

récursive sur a
0 = nboptn_y — (n+ 1)brpy, — (04 2)bakin 1 = pnpy + apiy

nbopty,_1 + [(n+ )by — aluy, + [(n +2)ba + 1py . =0

ou i’ représente le moment de n*™€ ordre
Ky, ’

o, = / (x —a)"fdx.

Remarque 4.2.3 Le coefficient d’asymétrie (skewness) et le coefficient d’aplatisse-
ment (kurtosis) sont définis respectivement comme suit :
M

= e

et Yo =

1y
(15)?
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Dans notre cas, on définit n = 1,2, 3,4. De ce fait, les termes a, b, by, bs, puo(= 1)
et p) ne sont que le fruit des combinaisons des moments. Inversement, les constantes
a,bp, b1 et by peuvent étre réécrites, a son tour, en termes des moments pj a yy. Par
contre, si on définit p) comme l'origine, 2.e. ) = 0, alors ces quatre constantes sont
réécrites en termes des moments pg a py. Avec ces hypotheses, on peut trouver les

équations de ces quatre constantes définies comme suit

ps(pa +3u3) _ /H2v/Bi(B2 +3)

b1 =qa=— A = A (423)
— 92 _
by = _M2(4N2lj: 3us) _ _Mz(‘wiv 351) (4.2.4)
2 _ 2 _ 3 92 _ _
b2 — _( lu2u4 i”l'.?b 6/"“2) — _( 162 j/ﬁl 6) (4.2'5)

ou

A = 10p4p0 — 1203 — 18y3,
A =106, — 126, — 18,
P = M:Q),,

B2 = papis.

Notons que si §; = 0, alors la distribution est symétrique.
A présent, supposons que le mode a est Porigine au lieu de y] et posons X = z—a,
ol a = 0, alors le systéme de Pearson devient

Ologf X
X  By+ B X+ BX?

(4.2.6)

En résolvant by + b1z + baz? = By + Bi(z — a) + Ba(z — a)? et en posant b, = a de
(4.2.3), on a
By = bo + a*(1 + by),

Bl = a(l -+ ng),

BQ - bg.



4.2. Courbe ROC par les distributions de Pearson 33

[expression explicite de la fonction de densité f requiert I'intégration du membre
droit de (4.2.6). Voici quelques critéres afin de déterminer le type de Pearson
i. si By > 0, posons K = 4—3?)%—2. Si les racines quadratiques du dénominateur de
(4.2.6) sont réelles et de signe opposé, alors K < 0 (avec K =0 By =0) et
on obtient la famille de distribution béta, classée Type I.

ii. si By > 0, By = 0 et By < 0, alors on obtient la famille de distribution Type

IT ou la fonction de densité est donnée par
z2\™
f=cll-—=) ,-a<z<a
a

Notons que dans ce cas-ci, 51 =0 et 8y < 3.
iii. si By = By = 0 et By < 0, alors on obtient la distribution gaussienne. Notons
ici que By =0et By = 3.

iv. si By = 0, on obtient la distribution gamma.

En application, le systeme de Pearson permet d’identifier la meilleure famille de
distribution afin d’ajuster ou de calibrer les données d’'un échantillon. Ainsi les étapes
de sélection et d’ajustement de la distribution de Pearson sont :

i. calculer les valeurs des quatre premiers moments ainsi que 8, et 82 des données,

ii. déterminer le type de Pearson selon les criteres,

iii. égaliser les moments observés aux moments du type de distribution de Pear-

son,

iv. résoudre les équations résultantes pour ces parametres.

4.2.3 Technique de simulation par Monte-Carlo

Bien que la distribution de Pearson soit un choix judicieux, elle demeure complexe
au niveau de la dérivée d’une formule analytique en deux dimensions. Par conséquent,
la construction de la courbe ROC est faite de maniere numérique, soit la technique

de simulation par Monte-Carlo.
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La méthode de Monte-Carlo est un outil essentiel dans plusieurs domaines comme
en mathématique, statistique, physique et ingénierie. Cette méthode encadre toute
technique numérique de résolution de probleme utilisant des procédés aléatoires.
Les pionniers furent John Von Neumann et Stanislaw Ulam qui développérent cette
méthode dans le cadre de la fabrication de la bombe atomique durant la Seconde
Guerre mondiale. C'est Nicholas Metropolis qui donna le nom de cette méthode en
relation avec les jeux de hasard pratiqués au casino de Monaco [6, 26]. C’est simple-

ment a ’apparition des ordinateurs que la méthode commenca & faire fureur.

Remarque 4.2.4 Dans ce qui suit, nous introduisons succinctement les théories au-
tour de la technique de simulation par Monte-Carlo dans le cadre d’une variable
aléatoire univariée. Ces théories sont aussi valables pour le cadre multivariées. Le

lecteur pourra se référer [27] pour plus de détails.

Pour éwnter toutes confusions, les notations dans cette section sont indépendentes

des autres chapitres ou sections.

La méthode de Monte-Carlo cherche & résoudre un probleme stochastique comme
le calcul d’espérance d’une variable aléatoire X. Afin d’y parvenir, une simulation est
effectuée sur la variable aléatoire suivant toute la loi de X. Ceci ramene & un probleme

de calcul d’intégral de la forme

I= f(ul,...,ud)dul...dud.
[0,1]¢

A présent, posons X = (f(Uy,...,Uy)) ot les Us, ..., Uy sont des variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur Uintervalle [0, 1]. Alors on obtient
E(X)=E(f(U,...,Uy)) = ) flug, ... ug)duy ... dug
[0.1]
par définition de la loi du n-uplet, (Uy,...,Uy).
Pour la partie de simulation, soit U, ot © > 1 une suite de variables aléatoires

indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1]. Posons X; = f(Uy,...,Uy), Xy =
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f(Ugs1, ... ,Usq), etc. Or, lasuite X, ot ¢ > 1 est aussi une suite de variables aléatoires

indépendantes suivant toutes la loi de X. On peut donc approximer I par

1
I~ —(X .
N( 1+ +XN)

Le fondement théorique de la méthode de Monte-Carlo est basée sur la loi forte

des grands nombres et le théoreme central limite.

Théoréme 4.2.5 (La loi forte des grands nombres) Soit X, ot i > 1 une suite de
variables aléatoires indépendantes swvant toutes la méme loi que la variable aléatowre
X. On suppose que E(|X]|) < +oo. Alors, pour presque tout w, i.e. il existe N C €,
avec P(N) =0 et que siw ¢ N,

E(X) = lim —(Xy(w)+ ... + Xa(w)).

n—+oo 1

Ce théoreme inflige I'hypothése d’intégrabilité des variables aléatoires et justifie
la convergence de la méthode. L’autre théoréme essentiel est celui de la limite centrale
qui affirme que les propriétés statistiques de 1’échantillon se rapprochent de plus en
plus de celles d’une population gaussienne lorsque la taille de ’échantillon est grande.

De plus, elle permet ’obtention des intervalles de confiance.

Théoréme 4.2.6 (Théoréme central limate) Soit X, ot © > 1 est une suite de va-
riables aléatowres indépendantes suwant toutes la méme lor que X. On suppose que

E(X?) < +00. On note 0% la variance de X et pu, Uespérance de X. Alors la suite

NG

-— (Xn - u) converge en lor vers G
o

ou G est une variable de la lov gaussienne centrée réduite N'(0,1).

De ce théoreme, un corollaire peut étre déduit.

Corollaire 4.2.7 Soit X, oui > 1 est une suite de variables aléatoires indépendantes

suivant toutes la méme loi que X d’espérance p et de variance o®. Alors pour toute
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fonction h : R — R continue bornée, st N représente une variable aléatoire gaussienne

N(0,1)

lim B [h (ﬁ()‘(n - ,u,)):l — E(h(N)) = /:o h(x)\/%e_édx.

De plus pour tout couple de nombre réel a < b, on a

o) = o b 1 o2
nEI—{I—looP (W(z <X,—up< %b> = /a Ee_de.
Corollaire 4.2.8 Une table de fonction de répartition d’une lor gaussienne centrée
réduste montre que st N est N(0,1), P(|N| < 1.96) = 0.95. Pour un n assez grand,
on déduat

_ g
P (|Xn - E(X)| < 1.96%) ~ 0.95.

Awnsy Uintervalle de confiance de E(X) a 95% est défint comme suat

T

Remarque 4.2.9 Le dernier corollaire est important pour notre étude. Il nous per-

X, +1.96

met de construire des intervalles de confiance sur les courbes ROC simulées a partir
de la distribution de Pearson. Ainsi la distribution asymptotique des points TPR
de ces courbes ROC simulées converge vers une loi normale. En d’autres mots, pour
chaque point sur 'axe des FPR, on a M points TPR des M courbes ROC simulées.
La distribution de ces points T PR converge asymptotiquement vers une loi normale
par le corollaire ci-dessus.

Supposons que nous avons M courbes ROC similuées par la méthode MCP telle

que une courbe ROC de la m-iéme simulation est donnée par :
ROC(m) = {(FPRx(m),TPRx(m));k=0,1,..., K — 1},

k
FPRk:'KTl,K>O

L’algorithme permettant de calculer les intervalles de confiance des courbes simulées

par la méthode MCP est comme suit :


http://defi.ni
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Pour £k =0,1,2,...,k— 1,
i. W(TPR)(1,k+1) = u(TPR);, = moyenne(TPRx(1), TPRy(2), ..., TPRy(M)).
ii. o(TPR)(1,k+1) = o(TPR)y, = écart-type(TPRi(1), TPRy(2), ..., TPR(M)).

La courbe ROC-MCP moyenne est donnée par :
ROC = {(FPRy, (TPR););k=0,1,... K — 1}.

Les deux intervallecourbes ROC-MCP & un niveau de confiance & 95% est donnée

par :

O'(TPR)k

ROCys5; = { (FPRy, u(TPR);) + 1.96 k=01, K15,
95% {( k :u'( )k) \/_M }



Chapitre 5

Les mesures de performance

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes concentré uniquement dans la
modélisation de la courbe ROC. A présent que la courbe est construite, la prochaine
étape serait la comparaison entre les deux modeles de la courbe ROC soit la binormale
(BIN) et la Monte-Carlo Pearson (MCP). A savoir, laquelle des courbes reproduit
mieux l’empirique. Mais comment les comparer ? En utilisant des mesures de per-
formance comme l’aire sous la courbe ROC, 'aire sous la courbe partielle ROC et

lerreur quadratique moyenne.

5.1 Aire sous la courbe ROC

Il est souvent pratique de résumer la performance d’un test par un simple chiffre
dans certaines circonstances, par exemple, lorsqu’il est impraticable de tracer la
courbe ROC ou de comparer plusieurs classifications. C’est ainsi que plusieurs at-
tentions se sont détournées vers les indices quantitatifs. L’utilité d’un tel indice est
similaire a d’autres mesures telles que la moyenne et la variance qui décrivent la

distribution d’une probabilité.

38
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5.1.1 Définition A’AUC

Jusqu’a présent, nous avons simplement proné les mérites de la courbe ROC
en omettant son indice sommaire, 'aire sous la courbe ROC, couramment abrégée
AUC. La courbe ROC clle seule est bénéfique. mais avee Pajout d’AUC elle devient
substantielle dans I’analyse d’un test diagnostique.

Afin d’alléger 1'écriture, nous définissons la courbe ROC sous une autre notation

tel que y = h(z) ou x et y désignent FPR et TPR, respectivement.
Définition 5.1.1 L’AUC est défime comme

1
AUC =/ y(x)dx (5.1.1)
0
ou 0 < AUC < 1.

Un test diagnostique accompli, celui ou la courbe ROC est dite idéale, possede
une valeur AUC = 1. Inversement, un test non informatif, ot y(x) = z, détient un
AUC = 0.5. La majorité des tests diagnostiques ont une valeur qui tombe dans cet

intervalle.

Remarque 5.1.2 Sideux tests sont ordonnés de fagon que le test A soit uniformément

meilleur que le test B, voir la figure 3.2, i.e.
ya(z) > yp(r) = AUC, > AUCy Yz € (0,1).

Cependant, l'inverse n’est pas nécessairement tangible, par exemple, dans le cas ou

les deux courbes se croisent, voir la figure 5.1.

5.1.2 Interprétations

Plusieurs auteurs se sont intéressés a l'indice de la courbe ROC, AUC. Certains
parmi eux ont commencé a proposer diverses interprétations d’AUC. La premicre

interprétation est basée sur les propriétés du calcul et de la théorie des probabilités,
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la définition 5.1.1, et par le fait que l'aire totale du domaine du ROC est 1. Ceci dit,
AUC est une moyenne du TPR pour toutes les valeurs du FPR possibles entre (0, 1).

Une autre interprétation souvent utilisée est qu’AUC égale a la probabilité que le
score d'un individu sélectionné aléatoirement et indépendamment d’une population

D; soit plus élevé qu’un sujet désigné aléatoirement d’une population Dy [2, 20].

Corollaire 5.1.3 Soient Sp, et Sp, des scores attribués a un indwidu sélectionné

aléatorrement et indépendamment de Dy et Dy, respectiwvement, alors

AUC = P(Sp, > Sp,)- (5.1.2)
Démonstration:  Donc, par la définition 5.1.1, on a
1
AUC = / y(x)dx
0
- dz
= y(t)adt (par changement de var. et prop. 3.2.1)

= —/ P(S >t |Dy)P(t| Do)dt (par déf. 3.1.5 et éq. (3.2.3))

||
—
3

= / P(Sp, >tNSp, =t)dt (par hypothése d’indépendance)
= P(SDl > SDO ‘ t)dt
= P(Sp, > Sp,) (par théoréme de la probabilité totale)

Selon Hanley et McNeil, la caractéristique importante de la preuve est qu’il n’y a
pas de supposition sur la forme des distributions de Sp, et Sp, [20]. Bamber nota
que l'aire sous la courbe ROC empirique est équivalente au test de Wilcoxon-Mann-
Whitney qui compte le nombre total de paires (X,Y) dans lesquelles Y > X [2].
Cette relation permit a Hanley et McNeil d’utiliser les propriétés de la statistique de

Wilcoxon pour prédire les propriétés statistiques d’AUC [20].
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TPR
w

FPR 1

F1GURE 5.1 Deux courbes distinctes ayant la méme valeur d’AUC

Remarque 5.1.4 Bien que la mesure AUC soit simple a comprendre, elle n’est
pas toujours robuste. En effet, il est possible mathématiquement de construire deux
courbes ROC distinctes ayant exactement la méme valeur AUC, voir la figure 5.1.
Par conséquent, il est préférable d’avoir recours a d’autres mesures dont la mesure de

I’aire sous la courbe ROC partielle ou pAUC.

5.1.3 AUC pour le modéele binormal

Dans la section 4.1, nous avons défini le modele binormal de la courbe ROC. Le
bénéfice d’utiliser le modele binormal est di a sa forme fermée, voir proposition 4.1.1.

Gréace a ceci, une formule analytique de ’AUC est définie comme ci-dessous.
Corollaire 5.1.5 L’aire sous la courbe ROC binormale est définie par

AUC = @ (\71‘;:_[)—2> (5.1.3)
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ou les valeurs a et b sont déterminées par l'équation (4.1.2).
Démonstration:  Par le corollaire 5.1.3, on a que

AUC = P(SDl > SDO)

= P(Sp, — Sp, > 0) (par indépendance de Sp, et Sp,)
Par la théorie de probabilité, si
Spy ~ N(N070§) 1 SDl ~ N(:ula U%)

alors,

SDI - SD1 ~ N(/"Jl — Ko, J% + Ug)

Si Z est une variable aléatoire normale standardisée, donc

AUO:p(Z>O_’_(ﬂ1;“_O)>

Voi+ o2
RN
- M1 — Mo
Vol +a2

a
= ( (en divisant par o)
V1+ b2>

5.1.4 Méthodes d’estimation d’AUC

Contrairement au modeéle de la binormale, ’approche proposée pour la construc-
tion de la courbe ROC par les distributions de Pearson ne possede pas de forme

fermée. Puisque nous n’avons pas de formule analytique pour le calcul de ’AUC pour
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la courbe MCP, nous utiliserons deux méthodes d’estimation soit numériquement par
la méthode du trapeze et statistiquement par la statistique U de Mann-Whitney.
Rappelons que l'objectif ultime est de reproduire la courbe ROC empirique a
partir des deux modeles présentés. Ainsi, nous ne cherchons pas a comparer quelle
mesure est la plus performante, mais plutot laquelle des valeurs AUC se rapproche le

plus & celle de ’empirique.

Méthode du trapeze

La méthode du trapeze est une technique numérique simple qui approxime la

valeur d’une intégrale définie. Soit 'intégrale définie

/b h{z)dzx. (5.1.4)

On assume que h(z) est continue sur [a,b]. Par la suite, on partitionne l'intervalle

[a,b] en n sous-intervalles de méme longueur ou

b—a
—

Az = (5.1.5)
En utilisant n + 1 points, on a

Top=0a
1 =a+ Az
Ty = a+ 2Ax

T, = a+nAx =b.

Ainsi on peut calculer la valeur de h(x), soit

Yo = h(zo)

Yn = h(z,).
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FIGURE 5.2 Division par segment d’une courbe sur l'intervalle [a, b]

Par la suite, on approxime l'intégrale en utilisant les n trapezes formés par les seg-
ments du point (z,_1,¥yi—1) jusqu’a (z;,y;) pour 1 < ¢ < n tel qu’illustré par la
figure 5.2.

FEn additionnant 'aire des rectangles et des triangles, voir la figure 5.3, on obtient

I’aire d’un trapeze, soit

1
Ay = YAz + 5(91 — Yo)Az

(Yo +y1)Az
—

Donc, I'approximation est obtenue en additionnant 1’aire des n trapezes, i.e.

b
[ Myt G AT s 4

2 2

Az

5 (Yo+2y1 + -+ 2yp1+Yn) -

~
~

Remarque 5.1.6 La définition ci-haut décrit un cas général. Pour le calcul de 'AUC,

I'intervalle serait [0, 1] puisque la courbe ROC est bornée sur [0, 1].

Statistique U de Mann-Whitney

La statistique U de Mann-Whitney, aussi connue sous le nom de Wilcoxon-Mann-

Whitney, est une méthode d’estimation d’AUC non-paramétrique. Cette statistique



5.1. Aire sous la courbe ROC 45

F1GURE 5.3 Illustration du calcul de I'aire d’un trapéze

cherche a vérifier si les éléments de Dy précedent D; dans une classification par
ordre croissant sur une méme échelle ordinale. Le choix d’estimation de YAUC par
la statistique U de Mann-Whitney est due aux conclusions apportés par Bamber [2].
L’auteur nota que 'aire sous la courbe ROC est étroitement liée a la statistique U de

Mann-Whitney.

Définition 5.1.7 La statistique U de Mann- Whatney est définie comme suit

no ni 1
’nO’n,1 ZZ |: > 80 + 5[ (SlJ = 801) (516)

1=1 3=1

ot ng, ny et o, s1 sont la taslle de I’échantillon et les scores de Dy et Dy, respective-

ment.

Puisque nous nous concentrons uniquement sur les variables aléatoires continues,
alors la probabilité d’obtenir des noeuds est théoriquement nulle. Ainsi comme Bam-
ber [2] le pointa

AUC = P(S; > Sp) (par 5.1.3)
= E(U).

Donc U est un estimateur non-biaisé d’AUC.
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5.2 Aire sous la courbe partielle ROC

L’élégance de 'AUC est due a sa simplicité et sa commodité. McClish pointa que
I’AUC attribue le méme poids pour toutes les valeurs possibles du seuil décisionnel [34].
Ainsi, ’AUC n’est pas toujours un choix judicieux tel indiqué dans la remarque 5.1.4.
Dans le cas ou les courbes ROC se croisent, I’AUC ignore la possibilité qu’un test
diagnostique performe mieux a un certain intervalle donné tandis que l'autre test est
supérieur a l'intervalle restant. Dans un essai clinique, ceci peut s’interpréter par le
fait qu’un diagnostic fonctionne uniquement pour certains types de patients. Un autre
scénario plausible est lorsque le spécialiste s’intéresse particulierement a une portion
de FPR. Pour ces deux situations, 1’aire sous la courbe partielle, pAUC, serait une
mesure désirable puisqu’elle se concentre sur un intervalle de F'PR restreint.

Pour alléger I’écriture, revenons a cette notation de la courbe ROC, i.e. y = h(x)

ou z et y désignent FPR et TPR, respectivement.

Définition 5.2.1 De maniére analogue au calcul AUC, on a pour b > a et a,b €
0, 1],
0.1 b

pAUCz/ y(z)dz.

La méthode du trapeze s’avere un candidat pratique pour 'estimation du pAUC.
Il est a souligner que 'intervalle est entre 0 < a < b < 1. Par contre, le calcul du
pPAUC ne peut s’effectuer par la statistique U de Mann-Whitney. Le pAUC mesure
’aire en sous de la courbe par segment, alors que Mann-Whitney est une statistique
de Sp, et Sp,. En autres mots, pAUC travaille numériquement avec la courbe, alors

que Mann-Whitney travaille directement avec les données.
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5.3 Erreur quadratique moyenne

Rappelons que 'objectif n’est pas simplement d’obtenir une valeur quantitative
qui se rapproche a celle de 'empirique, mais d’obtenir aussi une courbe avoisinante
a celle-ci. Puisque la comparaison quantitative peut s’effectuer a 'aide d’AUC et
du pAUC, mais qu’en est-il du coté graphique ? Une solution possible serait ’erreur

quadratique moyenne (MSE).

5.3.1 Définition du MSE

L’idée est de comparer point par point la distance entre les deux courbes théoriques.

soit la courbe binormale (BIN) et la courbe MCP, versus la courbe empirique.

Définition 5.3.1 Sotent la courbe ROC empirique,

ROCg = {(FPR,TPR); FPR,TPR € [0,1]},
et la courbe ROC théorique (BIN ou MCP),

ROCr = {(FPR,TPR); FPR,TPR € [0,1]}.

On définit MSE des points sur l’axe des TPR de la courbe ROC pour un ensemble de

pownts de l’axe des FPR fizés comme suit

K
1 DD \2
MSE = 2 ;(TPRk — TPRy) (5.3.1)

ot k représente le nombre de découpes sur l’aze des FPR.

Remarque 5.3.2 L’idée est de calculer une distance euclidienne entre deux courbes
sur un ensemble fini K points & intervalle régulier sur 'axe des z (ou FPR). Par
exemple, nous voulons comparer la similitude ou ’ajustement de la courbe binormale
par rapport a la courbe empirique. Les étapes du calcul sont ci-dessous. Supposons
qu’on a un ensemble K points sur 'axe des FFPR tels que FFPR;, = % pour k =

0,1,..,K — 1.
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ERR =0
Pour k=0: K -1
i. Calcule le couple (FPRy, TPRy) de la courbe empirique.
ii. Calcule le couple (F/];}?k, Yﬁ) de la courbe binormale.
iii. ERR = ERR + (TPR; — TPRy)?
Fin
MSE = ERR/K

En ce qui a trait du calcul de MSE pour la méthode MCP, on calcule un MSE
pour chaque courbe ROC simulée. Supposons qu’on a M courbes simulées, on aura

M calculs de MSE. Ainsi on peut calculer une moyenne et une variance comme suit :

M
1
wW(MSE) = i > MSEn,

m=1
1 M
9 _ . 2
o2(MSE) = —m§=1:(MSEm W(MSE))>.

Toujours dans le méme concept, nous allons utiliser MSE pour comparer chaque

aire partielle de la courbe ROC théorique versus I’empirique.

Définition 5.3.3 Soit un ensemble {a; < az < ... <@ < ... <ar} ot a € [0,1]V]
oul =1,...,L représente l'indice des seaux ou sous-intervalles sur l'axe des FPR
de la courbe ROC tel que FPR; .1 — FPR;, = 1/L. On définit MSE de laire sous la
courbe ROC partielle pour des intervalles sur l’axe des FPR prédéfinies comme suit

L
1
MSEpAUC = £ > (pAUCy, — pAUCH,)’ (5.3.2)
1=1
ot pAUCY est le pAUC de la courbe empirique et pAUC, est celle théorique.

Remarque 5.3.4 Pour le calculer du pAUC, nous allons diviser l'intervalle [0, 1]

(Paxe des FFPR) en L sous-intervalles. Ainsi, on obtient L valeurs pAUC. Encore une
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fois, on cherche a comparer le rapprochement de la valeur du pAUC de la binormale

a celle de 'empirique. Les étapes du calcul de MSEpAUC sont décrites ci-dessous.
ERR=0
Pour[=0:L -1
i. Calcule le pAUC sur ]4, 21] I'axe des F PR de la courbe empirique.

ii. Calcule le pAUC sur )4, &1] Paxe des FPR de la courbe binormale.

ili. FRR = ERR+ (pAUCE, — pAUCT)?
Fin
MSE = ERR/L

Quant a la méthode MCP, on calcule le MSEpAUC pour chaque courbe ROC simulée.
Avec M simulations, on obtient M MSEpAUC. De ceci, on peut calculer une moyenne

et une variance comme suit :

H(MSEpAUC) = — Z MSEpAUCh,

=1

A (MSEpAUC) = -Al? Z(MSEpAUCm — W(MSEpAUC))?.

m=1
5.3.2 Interpolation par spline cubique

En application, il est impératif d’obtenir des courbes réguliéres passant par un
grand nombre de points. Malheureusement, cet énoncé ne s’applique pas pour notre
approche de la courbe MCP. Au contraire, pour chaque courbe ROC simulée, un
ensemble de points discontinus a intervalle irrégulier est obtenu. Afin d’obtenir un
point précis, non défini par la simulation, nous avons recours a l'interpolation par
spline cubique. En ayant les coordonnées (FPR, T PR) relative aux points simulés, le

calcul du pAUC et du MSE deviennent moins lourds.
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La régularité d’une fonction peut se mesurer par ses dérivées. Assurément, plus
une fonction est différentiable, plus sa courbe est lisse et donc la fonction est réguliere.
L’objectif du spline cubique est d’obtenir une fonction d’interpolation qui est lisse au
dérivée premiere et continue au dérivée seconde. La théorie de cette section provient

majoritairement du manuel de Shikin et Plis [43].

Définition

Pour éuiter toutes confusions, les notations dans celte section ne correspondent

aucunement auz autres chapitres ou sections.

Soit (z,,,) des points d’interpolation ou ¢ = 0, ..., m. Posons, a = z¢ et b = z,.
Une fonction, S(x), définie sur I'intervalle [a, b] est appelée une fonction d’interpola-

tion du spline cubique si la fonction

i. est un polynome cubique
_ _ W W, D N2 (D N3
S(x) =S, (x) =ay’ + a7’ (x—x,) + a3’ (x —x,)* + a3’ (z — x,)

ii. est deux fois continfiment dérivable, i.e. S(z) € C?[a, b]

ili. satisfait aux conditions
S(x,)=1y, ou i=0,1,...,m.

La fonction de spline, S(x), est un polynéme cubique sur chaque intervalle partiel
[y, 1) o d = 0,1,...,m — 1 et donc, elle est définie sur l'intervalle par quatre
coefficients. Le nombre total d’intervalle partiel est égal & m. Ainsi lorsque les 4m

valeurs des coeflicients seront trouvées
@ @) @) N
ay’,ay ,a05 ,a3° ou 1=0,1,..., m—1

la fonction de spline désirée sera définie.
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La condition ot S(z) € C?a,b] suggere la continuité de la fonction S(zx) et
ses dérivées, S'(z) et S”(x) a tous les points intérieurs 1, ..., Z,_1. Ainsi, il existe
3(m — 1) conditions ou équations pour les coefficients désirés. A partir du troisieme
critére ci-haut, le nombre total de conditions ou équations équivaut a 3(m—1)+ (m+

1) =4m — 2.

Les conditions sur les bornes

Le probleme dans une fonction d’interpolation est le choix des conditions sur les
bornes. Ci-dessous sont décrits deux autres conditions qui sont données sous forme de
contrainte sur les valeurs du spline et/ou les valeurs de leurs dérivées sur les bornes

a et b.

i. Les valeurs de la dérivée premiére sont données aux bornes de U'intervalle [a, b]
§'(a) = f'(a), S'(b) = f(b).

ii. Les valeurs de la dérivée seconde sont données aux bornes de U'intervalle [a, b]
§"(a) = f"(a), S"(b) = f"(b).

iii. Les valeurs respectives de la dérivée premiere et seconde sont égaux aux bornes
l'intervalle [a, b]

S'(a) = S'(b), S"(a)=S"(b).

Remarque 5.3.5 La troisieme condition est appelée périodique. On choisit cette

condition lorsque f(x) est une fonction interpolante périodique avec une période égale

aT=>b-—a.

Le choix des conditions des bornes est souvent déterminé par la disponibilité d’in-
formation additionnelle sur le comportement de la fonction f(x) estimée. La premiére
condition est applicable si les valeurs de la dérivée premic¢re f'(x) au borne de 'in-

tervalle [a, b] sont connues. Similairement, la deuxiéme condition est convenable si les
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valeurs de la dérivée seconde f”(z) au borne de U'intervalle [a, b] sont connues. Si f(z)

est une fonction périodique le choix revient a la troisieme condition.

Remarque 5.3.6 Dans une situation ou l'information additionnelle est manquante,
les conditions naturelles des bornes, S"(a) = 0 et S”(b) = 0, sont fréquemment

utilisées.

La construction de la fonction d’interpolation du spline cubique

Une méthode de calculs est décrite ci-dessous avec m + 1 valeurs de coeflicients
au lieu de 4m. La fonction d’interpolation du spline dans chaque intervalle [z,, T, 1]

oni=0,1,...,m — 1 est calculé comme suit
S(z) = S(x,) = y(1 —1)2(1+2t) +y, 1t (3—2) +n,ht (1 =) —n, 1t (1 1), (5.3.3)

ou

T -z,
hz = o1 — Ty, t=
h,

et les nombres n, o1 2 =0,1,...,m sont une solution du systéme linéaire algébrique.

La forme du sytéme dépend grandement du choix des conditions sur les bornes.

Pour la premiére et la deuxieme condition, le systeme prend la forme comme suit

219 + pona = ¢,
)‘znz—1+2mz+uznz+l =c¢, 1= 1,2,...,771,—1,

Ar -1+ 20 = CJ,

ol

¢, =3 (uzyzﬂh“ Y. n )\Zyz;ylt—l) '

Les coefficients pg, ¢, Ak, et ¢ dépendent du choix des conditions sur les bornes.

Ainsi avec la premieére condition, on a

.US = 0, CS = 2y(/)7
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m = - ym'
[ — 2
Pour la troisieme condition, le systeme linéaire pour les nombres n, ou i =

1,2,...,m peut s’écrire comme suit

2ny + ping + Any, = ¢,
Ay +2n, + 1 =¢, i=12,..., m-—1,

UmT1 + Amnm—l + 20y, = Cm,

Puisque la fonction est périodique, alors ng = n,,. Ainsi le systéme se retrouve avec

m inconnus.



Chapitre 6

Résultats et discussions

Dans ce chapitre, nous procédons a I’analyse graphique et quantitative des résultats
de notre étude. Rappelons que notre objectif est de comparer la flexibilité et ’ajuste-
ment de la courbe ROC des modeles binormale (BIN) c¢t Monte-Carlo Pearson (MCP)
sur les données réelles et simulées. En autres mots, nous cherchons a vérifier laquelle
des courbes théoriques reproduit mieux la courbe empirique. L’analyse se fera en deux
parties : la premiere sur I’étude de simulation et la seconde sur ’étude sur les données

réelles. Pour une meilleure idée globale sur ’analyse des résultats, voir la figure 6.1.

6.1 Etude sur les données simulées
Les données simulées sont générées aléatoirement en supposant que
Spo ~ fso(@) et Sp, ~ fs,(z)

ou fs,(z) et fs,(x) sont des densités de probabilités des distributions gaussienne,
gamma ou béta. Une simulation de 2500 valeurs pour les populations non-malades et
malades fut exécutée. Le choix d’une taille d’échantillon large nous permet de capturer

les propriétés asymptotiques des distributions simulées. Afin de comparer les deux

54
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Type de Types de Mesures de
données courbes ROC performance
Eude  _ Reelles

réelle

Empirigue MSE
Populations
non-malades Les distnbutions BIN AUC
et malades
———— Normale Normale
MCP pAUC
Etude de Camma G a

swumulanon

Béta Béta

FIGURE 6.1 Schéma de 'analyse des résultats

méthodes, soient BIN et MCP, nous avons choisi trois ensembles de parametres ou la

discrimination entre les deux populations est forte, modérée et faible.

6.1.1 Analyse graphique

Le but de notre étude est d’identifier quel modele, entre BIN et MCP, réplique
mieux la courbe ROC empirique. Une analyse graphique nous est utile afin d’avoir
une idée générale de la forme des courbes théoriques par rapport a celle empirique.
Notons que dans cette section, la courbe MCP se référe a la courbe MCP moyenne des
M = 1000 courbes MCP simulées par la technique de Monte-Carlo avec un intervalle

de confiance a 95%, voir la remarque 4.2.9.

Simulation des distributions gaussiennes

Supposons que Sp, ~ N(0,1). Dans le but d’étudier le comportement des deux
méthodes selon le degré de discrimination, nous avons varié les parametres de fs, ().

Une forte dispersion est observée dans I’histogramme 6.2 lorsque Sp, ~ N(5,1). Dans



6.1. Etude sur les données simulées 56

Donnges Gaussienne simulées Discnmination forte

Fréquence

Scores

FIGURE 6.2 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose)
ou Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(5,1), respectivement avec np, = np, = 2500

Données Gaussienne simulées Discnmination forte

1r
069~
08~
071
06
o
a
Y osp
-8
D4
03
02+
01— —— Empinque
=~ Binormale
— MCP
o L I 1 | 1 1 | 1 T |
0 0t 02 03 04 05 06 o7 o8 09 1

a/FPR

F1GURE 6.3 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(5,1)
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Données Gaussienne simulees Discnmination maoderee

140

8

8

Fréquence

FIGURE 6.4 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose)
ol Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(2,1), respectivement avec np, = np, = 2500

Données Gaussienne simulées Discnmination modérée

02¢

014 ——— Empinque

o /FPR

FIGURE 6.5 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(2,1)
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Données Gaussienne simulées Discnmination faible

Fréquance

FIGURE 6.6 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose)
ou Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(0.5,1), respectivement avec np, = np, = 2500

Données Gaussienne simulées Discrimenation faihle
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FiGURE 6.7 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(0,1) et Sp, ~ N(0.5,1)
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les histogrammes 6.4 et 6.6, une discrimination modérée et faible est obtenue en sup-
posant Sp, ~ N(2,1) et Sp, ~ N(0.5,1), respectivement. Ces histogrammes nous
montre que la distribution des scores de Dy et Dy s’apparente bien a une distribu-
tion gaussienne comme espérée. Les figures 6.3, 6.5 et 6.7 illustrent un exemple d’un
intervalle de confiance a 95% de la courbe MCP dont la courbe empirique se trouve
entre les bornes supérieure et inférieure. A premiere vue, les deux courbes théoriques
respectent bien la propriété 3.2.1, i.e. la montonie d’une fonction croissante, a 1'op-
posé, de la courbe empirique. Tel soupgonné, la courbe BIN réplique agréablement la,
courbe empirique puisque les scores des deux populations proviennent d’une distribu-
tion gaussienne. Cependant, la courbe MCP est un adversaire redoutable, puisqu’elle
la suit de trés prés. Dans le cas d'une forte discrimination, on peut méme devancer
que les trois courbes ROC sont fidelement superposées. Une légere variation entre
les courbes BIN et MCP est observée lorsque la discrimination est modérée et faible.
Puisque cette différence est négligeable, on peut affirmer que les deux modeles per-
foment aussi bien I'un que I'autre. Afin de trancher une conclusion, une étude des
mesures de performance serait d’'une grande utilité. Mais avant de se lancer dans
I’analyse quantitative, il est intéressant de voir le comportement du modele BIN pour

des données autre que la gaussienne. Demeure-t-il aussi performant que le modele

MCP?

Simulation des distributions gamma

Supposons Sp, ~ Gamma(1.25,2). Dans ’histogramme 6.8, une grande disper-
sion entre les deux populations est obtenue lorsque Sp, ~ Gamma(10,4). Selon les
histogrammes 6.10 et 6.12, une discrimination modérée et faible est obtenue quand
Sp, ~ Gamma(5,3) et Sp, ~ Gamma(2.75,2), respectivement. La distribution des
scores de Dy et D, s’apparente bien a une distribution gamma comme souhaitée.

D’apres les figures 6.9, 6.11 et 6.13, les courbes ROC théoriques respectent la pro-
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Données Gamma simulees Drscnnunation forte

Fréquence

FIGURE 6.8 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose)
ou Sp, ~ Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(10,4), respectivement avec np, = np, =
2500
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FiGURE 6.9 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance a 95% lorsque Sp,Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(10,4)
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FIGURE 6.10 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(5, 3), respectivement avec np, =
np, = 2500
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F1Gure 6.11 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance a 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(5,3)
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FIGURE 6.12 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) o Sp, ~ Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(2.75,2), respectivement avec

Npy, = Np, = 2500
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FiGURE 6.13 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.25,2) et Sp, ~ Gamma(2.75, 2)
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priété 3.2.1 contrairement a la courbe empirique. Encore une fois, pour le scénario
ol les deux populations sont completement distinctes, voir la figure 6.9, les courbes
BIN et MCP sont superposées. Selon les figures 6.11 et 6.13, il est intéressant de
souligner qu’au fur & mesure que la discrimination diminue, la courbe BIN reproduit
vulnérablement 'empirique. Par contre, a notre grand étonnement, la courbe MCP
est quast superposée par dessus la courbe empirique. En terme d’ajustement de la

courbe empirique, la courbe MCP est sans équivoque un clone indéniable.

Simulation des distributions béta

Une séparation complete des populations non-malades et malades est présente
quand Sp, ~ Beta(1.25,14) et Sp, ~ Beta(12,2), voir I'histogramme 6.14. Selon les
histogrammes 6.16 et 6.18, une discrimination modérée et faible est obtenue lorsque
Sp, ~ Beta(2,10) et Sp, ~ Beta(4,2), et Sp, ~ Beta(5,8) et Sp, ~ Beta(3.5,1.25),
respectivement. Selon la figure 6.15, les courbes BIN et MCP sont incontestablement
superposées. Par contre, tel deviné, a la présence d’interaction entre les deux popula-
tions, la courbe BIN calque maladroitement ’empirique a l'inverse de la courbe MCP,
voir les figures 6.17 et 6.19. De plus, la courbe empirique tombe entre U'intervalle de
confiance a 95% de la courbe MCP. On constate que la méthode MCP ajuste mieux
la courbe empirique que la BIN lorsque la distribution des scores est non-gaussienne

dans un environnement d’interférence.

Simulation des distributions gaussienne-gamma

Antérieurement nous avons étudié le cas ou1 Sp, et Sp, suivent la méme famille de
distribution. A présent, examinons le comportement des deux modeles, BIN et MCP,
dans ces cas extrémes, i.e. lorsque la distribution des scores ne découle pas de la méme
famille. Supposons que Sp, ~ N(2,6). Selon 'histogramme 6.20, les deux populations

sont complétement séparées quand Sp, ~ Gamma(7,10). Une diminution de la dis-
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FIGURE 6.14 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en

rose) ou Sp, ~ Beta(1.25,14) et Sp, ~ Beta(12,2), respectivement avec np,

np, = 2500
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FIGURE 6.15 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de

confiance a 95% lorsque Sp, ~ Beta(1.25,14) et Sp, ~ Beta(12,2)
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FiGURE 6.16 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ol Sp, ~ Beta(2,10) et Sp, ~ Beta(4,2), respectivement avec np, = np, =

2500

Données Bata simuiées Discnminshon modérée

08

07

086

18/TPR
Q
@

04
23

02

|
b

(1] ~——— Empmaque
— Bmomale

— MCP
i) 1 4 [ 1 1 1 1 |
0 0t 02 03 04 05 06 a7 as D9 1

a/FPR

F1GURE 6.17 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec
confiance a 95% lorsque Sp, ~ Beta(2,10) et Sp, ~ Beta(4,2)
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Dornées Béta simulées Discnmunation faible

Fréquence

Scores

FIGURE 6 18 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Beta(5,8) et Sp, ~ Beta(35,1.25), respectivement avec np,
np, = 2500
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FIGURE 6.19 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(5,8) et Sp, ~ Beta(3 5,1.25)
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Donnees N simulees D forte
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FIGURE 6.20 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ol Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(7,10), respectivement avec np, = np, =
2500
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F1GURE 6.21 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(7,10)
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Donnees simulees Di maodérée

Fréquence

FIGURE 6.22 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(4,10), respectiverment avec np, = np, =

2500
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FIGURE 6.23 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(4, 10)
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Donnses simulees DI faible
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FIGURE 6.24 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(2,10), respectivement avec np, = np, =
2500
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FIGURE 6.25 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(2,10)
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crimination est observée lorsque Sp, ~ Gamma(4,10) et Sp, ~ Gamma(2, 10), voir
les histogrammes 6.22 et 6.24. Ces histogrammes nous montre que la distribution des
scores de Dy et Dy s’apparente bien a une distribution gaussienne et gamma, respec-
tivement. Les propriétés énoncées a la section 3.2 d’une courbe ROC sont respectées
par les deux courbes théoriques. Contrairement a la méthode MCP, la BIN semble
éprouver de la difficulté a répliquer ’empirique méme lorsque les populations sont dis-
persées. Cette remarque s’applique aussi lorsque les deux distributions se chevauchent
entre elles, voir les figures 6.23 et 6.25. Ainsi 'hypotheése que la méthode MCP est
plus flexible que la BIN est toujours valide.

Simulation des distributions gaussienne-béta

D’apres ’histogramme 6.26, les populations Dy et Dy sont entierement distinctes
lorsque Sp, ~ N(—0.7,0.25) et Sp, ~ Beta(5,1). Une interaction modérée est ob-
servée quand Sp, ~ N(—0.3,0.35) et Sp, ~ Beta(5,1.25), voir I’histogramme 6.28.
Lorsque Sp, ~ N(0.1,0.25) et Sp, ~ Beta(3,1.5), on obtient une faible discrimi-
nation comme illustrée par ’histogramme 6.30. La figure 6.27 montre que les deux
courbes sont superposées. Lorsque la dispersion est flagrante, aucune conclusion ne
peut étre soutirer. car les deux méthodes performent aussi bien 1'une que 'autre. Par
contre, dans un environnement ou la discrimination décroit, la méthode MCP réplique
scrupuleusement I'empirique contrairement au modele binormal, voir les figures 6.29

et 6.29. Ainsi notre hypothése demeure vérédique.

Simulation des distributions gamma-gaussienne

Supposons que Sp, ~ Gamma(1.25, 3). Les histogrammes 6.32 et 6.34 représentent
une discrimination forte et modérée lorsque Sp, ~ N(30,3) et Sp, ~ N(25,6), res-
pectivement. Par contre, en supposant que Sp, ~ Gamma(1.5,1) et Sp, ~ N(3.5,1),

on obtient une faible discrimination. Par la figure 6.33, on constate que les méthodes
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FIGURE 6.26 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ N(—0.7,0.25) et Sp, ~ Beta(5, 1), respectivement avec np, = np, =
2500
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FI1GURE 6.27 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(—0.7,0.25) et Sp, ~ Beta(5,1)
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FIGURE 6.28 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ N(—0.3,0.35) et Sp, ~ Beta(5,1.25), respectivement avec np, =
np, = 2500
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FIGURE 6.29 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(—0.3,0.35) et Sp, ~ Beta(5,1 25)
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FIGURE 6.30 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) o Sp, ~ N(0.1,0.25) et Sp, ~ Beta(3, 1.5), respectivement avec np, = np, =
2500
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F1GURE 6.31 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ N(0.1,0.25) et Sp, ~ Beta(3,1.5)
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FIGURE 6.32 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Gamma(1.25,3) et Sp, ~ N(30, 3), respectivement avec np, = np, =
2500
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FIGURE 6.33 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance a 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.25,3) et Sp, ~ N(30,3)
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FIGURE 6.34 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) olt Sp, ~ Gamma(1.25,3) et Sp, ~ N(25,6), respectivement avec np, = np, =
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FiGURE 6.35 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance a 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.25,3) et Sp, ~ N(25,6)
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FIGURE 6.36 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Gamma(1.5,1) et Sp, ~ N(3.5,1), respectivement avec np, = np, =

2500
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F1GURE 6.37 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de

confiance a 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.5,1) et Sp, ~ N(3.5,1)
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BIN et MCP sont équivalentes, car les deux courbes sont superposées. Puisque ce
cas nous est peu informatif, regardons le scénario ou les populations se chevauchent
entre elles. La figure 6.35 montre la courbe de la binormale se rapproche plus du coin
supérieur gauche, soit le point (0, 1), donc elle serait plus performante que la courbe
de la MCP en terme d’un test de classification, voir la sous-section 3.1.2. Cependant,
rappelons que notre objectif est d’ajuster les courbes théoriques a celles de 1'empi-
rique. Alors, on se soucie moins de la performance, mais plutot de la réplication. Ainsi
notre intuition demeure vérifiée puisque la courbe MCP excelle mieux que la courbe

BIN en terme d’ajustement a ’empirique, voir la figure 6.37.

Simulation des distributions gamma-béta

L’histogramme 6.38 montre une dispersion flagrante entre les distributions quand
Sp, ~ Gamma(1,0.1) et Sp, ~ Beta(12,1). Par contre, les histogrammes 6.40 et 6.42
illustrent une discrimination modérée et faible quand Sp, ~ Gamma(1.1,0.125) et
Sp, ~ Beta(4,1.05), et Sp, ~ Gamma(2,0.2) et Sp, ~ Beta(7,5), respectivement.
Encore une fois, les courbes de la figure 6.39 nous sont peu informatives. Cependant,
les figures 6.41 et 6.43 affichent clairement la supériorité de la méthode MCP & celle
de la BIN. La courbe BIN bifurque significativement de ’empirique surtout dans un
milieu ou la discrimination est défaillante. D’une vue globale, on voit que la courbe

MCP dépasse grandement la courbe BIN en terme d’ajustement a la courbe empirique.

Simulation des distributions béta-gaussienne

Supposons que Sp, ~ Beta(3,1). En variant les parametres de la distribution
de Sp,, nous avons étudié le comportement des courbes sous différents niveaux de
dispersion. Les histogrammes 6.44, 6.46 et 6.48 illustrent le degré de discrimination
entre les populations soit : forte quand Sp, ~ N(1.75,0.25), modérée quand Sp, ~
N(1.35,0.25) et faible quand Sp, ~ N(1.075,0.25), respectivement. Selon les figures
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FIGURE 6.38 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Gamma(1,0.1) et Sp, ~ Beta(12,1), respectivement avec np, =

np, = 2500
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FIGURE 6.39 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de

confiance & 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1,0.1) et Sp, ~ Beta(12,1)
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FIGURE 6.40 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ Gamma(1.1,0.125) et Sp, ~ Beta(4,1.05), respectivement avec np, =
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FIGURE 6.41 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance a 95% lorsque Sp, ~ Gamma(1.1,0.125) et Sp, ~ Beta(4,1.05)
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FIGURE 6.42 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ Gamma(2,0.2) et Sp, ~ Beta(7,5), respectivement avec np, =
np, = 2500
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FIGURE 6.43 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Gamma(2,0.2) et Sp, ~ Beta(7,5)
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FIGURE 6.44 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.75,0.25), respectivement avec np, = np, =
2500
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FI1GURE 6.45 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.75,0.25)
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FIGURE 6.46 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) out Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.35,0.25), respectivement avec np, = np, =

2500
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FIGURE 6.47 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.35,0.25)
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FIGURE 6.48 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.075,0.25), respectivement avec np, = np
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F1GURE 6.49 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.075,0.25)



6.1. Etude sur les données simulées 84

6.45, 6.47 et 6.49, on remarque que plus les distributions se chevauchent entre elles,
plus la courbe BIN arrive difficilement a capturer I'ernpirique. Contrairement a la

BIN, la méthode MCP est indéniablement une copie transcendante de 'empirique.

Simulation des distributions béta-gamma

Supposons que Sp, ~ Beta(3.5,1). Les populations Dy et D sont completement
séparées quand Sp, ~ Gamma(10,0.35), voir I'histogramme 6.50. Quand Sp, ~
Gamma(7,0.35) et Sp, ~ Gamma(5.75,0.35), on obtient une discrimination modérée
et faible tel illustré par les histogrammes 6.52 et 6.54, respectivement. Selon les figures
6.51, 6.53 et 6.55, pour les trois catégories de discrimination, la courbe MCP ajuste
mieux 'empirique que la courbe BIN. Sans oublier que la courbe empirique tombe

dans l'intervalle de la courbe MCP. Globalement, notre hypothese est valide.

6.1.2 Analyse quantitative

Selon I’analyse visuelle, dans un environnement ou la dispersion est flagrante,
six cas sur neuf sont non conclusifs, car les courbes BIN et MCP sont superposées.
Par contre, les trois cas restants (gaussienne-gamma, béta-gaussienne, béta-gamma)
favorisent la méthode MCP & celle de la BIN. Quant & la discrimination modérée
et faible, huit cas sur neuf démontrent la supériorité de la méthode MCP a celle
de la BIN, a Pexception des données gaussiennes ou les deux méthodes sont quasi
équivalentes. Afin de justifier davantage notre hypothese, une analyse numérique reste
tout de méme nécessaire. Pour ce faire, les six tables a venir présentent les résultats des
trois mesures de performance décrites au chapitre 5 selon le degré de discrimination.

Avant de débuter 'analyse, revisons quelques notions des mesurcs de perfor-
mance. Pour la mesure MSE, selon la définition 5.3.1, nous avons pris K = 1000
découpes sur 'axe des FPR. Notons qu’avec la méthode MCP, nous aurons M = 1000

courbes MCP. Ainsi la mesure MSE représente une moyenne de MSE des courbes
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FIGURE 6.50 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ Beta(3.5,1) et Sp, ~ Gamma(10,0.35), respectivement avec np, =
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FIGURE 6.51 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3.5,1) et Sp, ~ Gamma(10, 0.35)
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FIGURE 6 52 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ot Sp, ~ Beta(35,1) et Sp, ~ Gamma(7,0 35), respectivement avec np, =
np, = 2500
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FIGURE 6 53 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3 5,1) et Sp, ~ Gamma(7,0 35)
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FIGURE 6.54 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ol Sp, ~ Beta(3.5,1) et Sp, ~ Gamma(5.75,0.35), respectivement avec np, =
np, = 2500
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FIGURE 6.55 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% lorsque Sp, ~ Beta(3.5,1) et Sp, ~ Gamma(5.75,0.35)
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MCP comme expliqué dans la remarque 5.3.2. Pour le modele binormal, ’AUC se cal-
cule directement avec I’équation (5.1.3). Par contre, le modéle MCP utilise la méthode
du trapeze et la statistique U de Mann-Whitney, voir la sous-section 5.1.4, puisque la
distribution de Pearson n’a pas de forme fermée. Les méthodes d’estimation d’AUC
est aussi utilisées pour l'empirique, car on ne connait pas la nature distributionnelle
des données. Pour le calcul du pAUC, nous avons divisé 'axe des FPR en L = 10 sous-
intervalles ou buckets. Par la suite, nous avons calculé le MSEpAUC, voir ’équation
(5.3.2). 11 est & noter que le pAUC se calcule avec la méthode du trapéze, voir la
section 5.2. De plus. soulignons que 'écart-type est obtenue grace aux résultats de
simulation de Monte-Carlo, voir remarque 4.2.9.

A présent, commencons notre analyse pour le cas ot Sp, ~ N(u,03) et Sp, ~
N(u1,0?). Rappelons que graphiquement, les deux courbes sont réciproques, voir les
figures 6.3, 6.5 et 6.7. Lorsque le degré de discrimination est élevé, la valeur de MSE
pour la méthode BIN est approximativement six fois inférieure (1.02-1076/1.02-1077)
a celle de 1a MCP, voir la table 6.1. Selon les tables 6.3 et 6.5, lorsqu’il y a une présence
de chevauchement cet écart diminue, soit trois fois plus petit a celle de la MCP. Pour
une discrimination faible, on remarque que "AUC de la MCP est équivalente ou plus
proche de 'empirique que la BIN. Quant a la mesure du MSEpAUC, la BIN est entre
une a cing fois plus petite que la MCP. Tel constaté, cette différence des mesures MSE
et MSEpAUC, entre les deux modeles, peut étre qualifiée négligeable. Ces résultats ne
sont guere étonnants puisqu’on estime des données gaussiennes avec une distribution
binormale. Malgé cette victoire mineure de la méthode BIN, la MCP demeure un
candidat exceptionnel.

Dans une situation de dispersion compléte entre Sp, ~ Beta(ayg, fy) et Sp, ~
Beta(ay, 1), le modele BIN est approximativement 1.5 fois inférieur (1.86/1.12) que
celui du MCP, au niveau du MSE. Cependant, on obtient une égalité pour la valeur
d’AUC, d’apres la table 6.1. Notons qu’ici TAUC = 1, ce qui signifie que la courbe

ROC est idéale, donc on a une séparation totale des deux populations, voir ’histo-
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gramme 6.14. 11 est flagrant que le MSEpAUC favorise la méthode BIN a celle de
la MCP, soit 90 fois inférieur (1.24 - 10716/1.12 - 10~'). Lorsque la méthode BIN
est exposée a un recouvrement entre les deux populations, elle succombe a la MCP
dans les trois mesures de performance. Contrairement a la BIN, la méthode MCP
arrive & mieux capturer I’empirique grace a la flexibilité du systéme de distributions
de Pearson.

Pour une séparation entiére entre Sp, ~ N(ug,02) et Sp, ~ Beta(ay, (1), la
mesure MSE avantage la méthode MCP a celle de la BIN. Une égalité de 'AUC est
observée entre les deux parties. Par contre, le modele BIN est privilégié par le MSE-
pAUC. Inversement, dans un milieu de discrimination modérée, le MSE défavorise la
méthode MCP, mais les mesures AUC et MSEpAUC sont en sa faveur. Rappelons
que notre objectif principal est de répliquer minutieusement la courbe empirique a
partir des méthodes BIN et MCP. Non seulement les résultats numériques nous soient
substantiels, mais aussi le comportement des courbes. Méme si la méthode BIN de-
vance négligemment la MCP en terme numérique, mais graphiquement, selon le figure
6.29, elle la triomphe. De plus, lorsque la discrimination est faible, les trois mesures
de performance favorisent la MCP que la BIN.

Supposons Sp, ~ Gamma(kg, ). Pour le cas ou Sp, ~ N(ui,03) et Sp, ~
Beta(ay, 1), dans un environnement ou la discrimination est observée, les mesures
MSE et MSEpAUC favorisent la méthode BIN a celle de la MCP, d’apres la table 6.2.
Quant a PAUC, la différence entre les deux méthodes est insignifiante. Par contre,
lorsque les populations commencent a se chevaucher, la MCP excelle grandement
la binormale, selon les tables 6.4 et 6.6. En pratique, il est peu fréquent d’observer
une dispersion compléte entre les groupes de patients. Le but d'une courbe ROC est
de vérifier 'exactitude et la précision d’un test a classer les sujets non-malades des
malades. Alors on s’intéresse davantage au comportement des courbes BIN et MCP
dans un milieu ou la discrimination est restreinte. Donc, encore une fois, la méthode

MCP est certes supérieure a celle de la BIN.
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Pour les autres combinaisons, la méthode MCP dépasse inconstestablement la, bi-
normale pour les trois mesures de performance dans tous les types de discrimination :
forte, modérée et faible. On remarque que la binormale devance légérement la MCP
seulement dans un milieu ot la discrimination est forte. Tel mentionné précédemment,
cet, environnement nous charme peu. Graphiquement, la méthode MCP domine clai-
rement la BIN dans toutes les circonstances. Numériquement, plus le degré de dis-
crimination diminue, plus la MCP gagne de 'avancement par rapport a la BIN. En
somme, la méthode MCP se révele plus flexible et ajuste mieux la courbe empirique

que la BIN.
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TABLE 6.1 Discrimination forte :

(Pécart-type)

mesures de performances des données simulées

Modele du AUC
Spo/Sp, | courbe ROC| MSE Trapéze MW MSEpAUC
Empirique - 0.9998 0.9998 -
Normale BIN 1.67E-07 0.9998 3.91E-10
MCP 1.02E-06 | 0.9998 0.9998 5.67E-10
(2.34E-06) | (9.53E-05) (1.12E-04) | (1.01E-09)
Empirique - 1 1 -
Gamma BIN 3.32E-06 0.9984 3.25E-08
MCP 5.41E-08 1 0.9999 1.76E-10
(9.71E-08) | (7.01E-05) (7.09E-05) |  (5.04E-10)
Empirique - 1 1 -
Béta BIN 1.12E-10 1 1.24E-16
MCP 1.86E-10 1 1 1.12E-14
(2.05E-09) | (2.24E-06) (3.25E-06) (1E-13)
Empirique - 1 1 -
Normale / BIN 4.17E-05 0.9946 4.05E-07
Gamma MCP 1.57E-07 | 0.9999  0.9999 9.96E-10
(1.88E-07) | (1.03E-04) (1.03E-04) (1.6E-09)
Empirique - 1 1 -
Normale / BIN 1.09E-10 1 1.07E-16
Béta MCP 2.83E-11 1 1 1.37E-15
(1.81E-10) | (9E-07)  (1.3E-06) (1.28E-14)




6.1. Etude sur les données simulées

92

TABLE 6.2 Discrimination forte :

(Pécart-type) (cont.)

mesures de performances des données simulées

Modéle du AUC
Spe/Sp, | courbe ROC| MSE Trapeze MW | MSEpAUC
Empirique - 1 1 -
Gamma / BIN 3.04E-09 1 9.53E-14
Normale MCP 1.63E-07 1 0.9999 7.86E-12
(1.3E-06) | (6.94E-05) (9.91E-05) | (7.09E-11)
Empirique - 1 1 -
Gamma / BIN 6.29E-08 1 1.69E-11
Béta MCP 3.86E-07 | 0.9999 0.9999 2.32E-11
(3.01E-06) | (9.3E-05) (1.32E-04) | (1.32E-10)
Empirique - 0.9996 0.9996 -
Béta / BIN 6.59E-06 0.9993 1.06E-08
Normale MCP 2.85E-07 | 0.9997  0.9997 2.61E-09
(L.79E-07) | (2.42E-04) (2.42E-04) |  (1.79E-09)
Empirique - 0.9997 0.9997 -
Béta / BIN 6.29E-05 0.9924 6.17E-07
Gamma MCP 4.68E-07 | 0.9994  0.9994 4.46E-09
(6.34E-07) | (4.32E-04) (4.33E-04) |  (6.24E-09)
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TABLE 6.3 Discrimination modérée :

(Iécart-type)

mesures de performances des données simulées

Modeéle du AUC
Spo/Sp, | courbe ROC| MSE Trapéze MW | MSEpAUC
Empirique - 0.9238 0.9236 -
Normale BIN 4.27-05 0.0.9231 1.47E-07
MCP 1.48E-04 | 0.9244 0.9241 8.17E-07
(9.14E-05) | (0.0047)  (0.0047) (7.88E-07)
Empirique - 0.9842 0.9840 -
Gamma BIN 0.0015 0.9610 9.25E-06
MCP 6.01E-05 | 0.9840 0.9838 1.93E-07
(3.92E-05) | (0.0017)  (0.0017) (2.32E-07)
Empirique - 0.9884 0.9883 -
Béta BIN 1.95E-04 0.9931 1.29E-06
MCP 2.11E-05 | 0.9885  0.9883 8.51E-08
(1.48E-05) | (0.0014)  (0.0014) (1.05E-07)
Empirique - 0.9944 0.9943 -
Normale / BIN 0.0011 0.9648 1.05E-05
Gamma MCP 1.10E-05 | 0.9949  0.9948 4.77E-08
(6.5E-06) | (7.32E-04) (7.35E-04) | (4.39E-08)
Empirique - 0.9977 0.9975 -
Normale / BIN 2.02E-05 0.9983 4.67E-08
Béta MCP 5.35E-05 | 0.9978  0.9976 2.65E-08
(8.60E-05) | (6.43E-04) (7.01E-04) | (4.34E-08)
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TABLE 6.4 Discrimination modérée : mesures de performances des données simulées
(Pécart-type) (cont.)

Modéle du AUC
Sp,/Sp, | courbe ROC| MSE Trapeze MW MSEpAUC
Empirique - 0.9978 0.9977 -
Gamma / BIN 8.81E-05 0.9991 1.42E-07
Normale MCP 2.04E-05 | 0.9978 0.9976 1.69E-08
(2.36E-05) | (5.17E-04) (5.46B-04) | (2.28E-08)
Empirique - 0.9893 0.9891 -
Gamma / BIN 0.002 0.9982 5.25E-06
Béta MCP 1.91E-04 | 0.9893 0.989 2.25E-07
(1.70E-04) | (0.0017)  (0.0017) (3.31E-07)
Empirique - 0.9774 0.9774 -
Béta / BIN 0.0013 0.9725 6.23E-06
Normale MCP 2.20E-05 | 0.9773 0.9773 1.98E-07
(1.63E-05) | (0.0026)  (0.0026) (1.60E-07)
Empirique - 0.9891 0.9891 -
Béta / BIN 9.25E-04 0.9601 9.05E-06
Gamma MCP 7.92E-06 | 0.9897  0.9897 7.51E-08
(7.48E-06) | (0.002) (0.002) (7.44E-08)
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TABLE 6.5 Discrimination faible :

(lécart-type)

mesures de performances des données simulées

Modéle du AUC
Spe/Sp, | courbe ROC| MSE | Trapeze MW | MSEpAUC
Empirique - 0.6357  0.6355 -
Normale BIN 7.05E-05 0.6325 5.96E-07
MCP 2.63E-04 | 0.6361 0.6358 2.29E-06
(2.14E-04) | (0.0105) (0.0105) | (2.11E-06)
Empirique - 0.8074  0.8073 -
Gamma BIN 0.0062 0.7781 6.03E-05
MCP 2.19E-04 | 0.8077 0.8073 | 1.78E-06
(1.59E-04) | (0.0076) (0.0076) | (1.53E-06)
Empirique - 0.9267  0.9266 -
Béta BIN 3.59E-04 0.9412 2.84E-06
MCP 7.44E-05 | 0.9263 0.9261 | 5.44E-07
(5.05E-05) | (0.0049) (0.0049) | (4.86E-07)
Empirique - 0.9207  0.9206 -
Normale / BIN 0.0038 0.877 3.70E-05
Gamma MCP 9.39E-05 | 0.9226 0.9224 | 7.13E-07
(7.06E-05) | (0.0044) (0.0044) | (6.95E-07)
Empirique - 0.9567  0.9565 -
Normale / BIN 2.19E-04 0.9591 1.07E-06
Béta MCP 1.08E-04 | 0.9566 0.9563 | 4.95E-07
(6.58E-05) | (0.0033) (0.0031) | (5.43E-07)
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TABLE 6.6 Discrimination faible :

(Pécart-type) (cont.)

mesures de performances des données simulées

Modéle du AUC
Spe/Sp, | courbe ROC| MSE Trapeze MW | MSEpAUC
Empirique - 0.8940  0.8938 -
Gamma / BIN 0.0021 0.8931 1.66E-05
Normale MCP 2.76E-04 | 0.8938 0.8935 | 1.94E-06
(2.36E-04) | (0.0062) (0.0063) | (1.95E-06)
Empirique - 0.7619  0.7617 -
Gamma / BIN 0.0065 0.7115 6.21E-05
Béta MCP 3.39E-04 | 0.7641 0.7638 | 2.82E-06
(3.38E-04) | (0.009)  (0.0092) | (3.21E-06)
Empirique - 0.8459  0.8458 -
Béta / BIN 0.0045 0.8425 3.43E-05
Normale MCP 1.27E-04 | 0.8458 0.8457 | 1.16E-06
(1.01E-04) | (0.0071)  (0.007) (9.99E-07)
Empirique - 0.9591  0.9591 -
Béta / BIN 0.0012 0.9249 1.20E-05
Gamma MCP 2.65E-05 | 0.9582 0.9582 | 2.51E-07
(2.79E-05) | (0.0039) (0.0039) | (2.77E-07)

6.2 Etude sur les données réelles

Les données proviennent de 1'étude d’Aziz et al. [1] sur indice de la déformation
des spermes, SDI. Cet indice est défini comme le nombre moyen des déformations
par sperme. On compte 158 patients qui subissent un traitement de fécondation in

vitro ou 73% des sujets sont reconnus fertiles, i.e. non-malades. On a np, = 116
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et np, = 42. La fertilité masculine est mesurée par la réussite de grossesse de leur

partenaire.

6.2.1 Analyse graphique

Contrairement aux données simulées, dans une ¢tude clinique, la nature distri-
butionnelle des scores nous est inconnue. L’histogramme 6.56 montre que les scores
sont légerement dispersés. A premiere vue, selon la figure 6.57, on constate que les
courbes théoriques respectent la propriété de la monotonie d’une fonction croissante
contrairement & la courbe empirique. De plus, la courbe empirique se situe majori-
tairement dans 'intervalle de confiance & 95% de la courbe MCP, voir la remarque
4.2.9. a I'exception de certain endroit. Visuellement parlant, il est difficile de soutirer
une conclusion. On constate qu’au départ la courbe MCP est adjacent a 'empirique,
mais qu’apres la BIN devance et ainsi de suite. Dans cette circonstance, une analyse

quantitative serait cruciale.

6.2.2 Analyse quantitative

Soulignons que pour la mesure de MSE, nous avons aussi pris 1000 découpes sur
I'axe des FFPR comme pour les données simulées. Quant au calcul du pAUC, nous
avons coupé en 10 sous-intervalles.

Visuellement, il est infaisable de déterminer laquelle réplique mieux ’empirique.
Espérons que les résultats quantitatifs nous soient plus informatifs. Les résultats
démontrent que la valeur de MSE pour la méthode BIN est approximativement une
fois plus petite (0.0021/0.002) a celle de la MCP. Par contre, cette différence est telle-
ment petite qu’elle est négligeable. Ainsi en moyenne les points de la courbe MCP est
aussi proche de ’empirique que ceux de la BIN. Les chiffres de ’AUC pour la MCP,
par la méthode du trapeze ou MW, sont nettement proches de 'empirique que la

BIN. La valeur du MSEpAUC de la BIN est 1.5 fois inférieure (1.21-107°/7.50-1079)
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Donnees sur indice de la deformation des spermes (SDf)
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FIGURE 6.56 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en
rose) ou la distribution des scores est inconnue et np, = 116 et np, = 42
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FiGURE 6.57 Courbes ROC empirique, binormale et MCP avec un intervalle de
confiance & 95% sur l'indice de la déformation (SDI)
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que la MCP.

Une des explications possible est que les données peuvent étre de nature gaus-
sienne. Afin de soutenir notre hypothese, nous avons effectuer un test de norma-
lité. D’apres le test de normalité de Lilliefors sur Dy (p — value = 0.4128) et D,
(p — value = 0.1418), les données sont effectivement gaussiennes. I est impératif
qu’on obtient ces résultats puisqu’on estime des données gaussiennes avec une dis-
tribution binormale. Par contre, la différence du MSE et du MSEpAUC peut étre

qualifiée négligeable. Ainsi les deux méthodes performent aussi bien 1'une que 'autre.

TABLE 6.7 Mesures de performances des données simulées ou ’écart-type est donné
entre parentheses

Modéle du AUC
Spe/Sp, courbe ROC| MSE | Trapeze MW | MSEpAUC

Indice de Empirique - 0.878  0.8734 -
déformations BIN 0.002 0.8539 7.50E-06
des spermes MCP 0.0021 | 0.8632 0.8629 1.21E-05

(SDI) (5.14E-04) | (0.0063)  (0.0063) (4.75E-06)




Chapitre 7

Conclusion

La courbe ROC ou Receiver Operating Characteristic, a été développée dans
les années 1950 dans le domaine de la théorie de détection des signaux a des fins
militaires [14]. De nos jours, la courbe ROC s’est répandue dans plusieures domaines
comme médical, psychologie, finance et méme machine learning. La courbe ROC est
un outil transcendant pour : évaluer 'efficacité et la précision d’un test diagnostique,
sélectionner un seuil décisionnel optimal et comparer deux ou plusieurs courbes, par
exemple, comparer un nouveau test par rapport au test existant.

La courbe ROC se construit a partir des scores de deux types de populations,
soit non-malades (Dp) et malades (D;). Généralement, la courbe ROC est décrite

comme suit
ROC ={(P(S>t|Dy),P(S>t|Dy)),teR}
= {(FPR(t),TPR(t)),t € R}
ou t désigne le seuil décisionnel. Une des propriétés de la courbe ROC est la monotonie
d’une fonction croissante. Grace & cette propriété, la sélection d’'un seuil décisionnel
optimal est accessible. Malheureusement, la courbe ROC empirique respecte rare-

ment cette propriété. Ainsi nous cherchons & déterminer une courbe ROC théorique

respectant les propriétés théoriques d’une courbe ROC.

100
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Il existe essentiellement deux stratégies pour la modélisation de la courbe ROC.
La premiere, dite directe, consiste a construire explicitement une courbe ROC empi-
rique directement & partir des scores de la population non-malade et malade. soit
Sp, €t Sp,, respectivement, et ce, sans hypothese distributionnelle. Toutefois, la
courbe empirique obtenue est indésirable, car elle ne respecte pas certaines propriétés
théoriques d’une courbe ROC. Afin de contourner ce probléme, plusieurs auteurs
proposent d’utiliser diverses techniques de lissage de la courbe empirique ou tout
simplement en supposant une forme fonctionnelle quelconque [17, 31, 32, 41, 50]. En
pratique, cette approche est peu attrayante due a sa faiblesse intuitive.

La seconde approche, dite indirecte, consiste a modéliser les scores des deux popu-
lations en supposant une distribution quelconque, par exemple, gaussienne, gamma ou
béta. Ensuite, il s’agit de dériver implicitement une forme fonctionnelle de la courbe
ROC a partir des distributions théoriques des scores. Pour certaines distributions,
il existe une formule analytique directe pour la loi jointe comme la binormale, bi-
gamma ou bi-béta. Dans la littérature, la majorité des recherches se concentrent sur
Vestimation des parametres du modele binormal [4, 14, 19, 21, 49, 47].

La faiblesse du modéle binormal est causée par la non-gaussienne des donnéees
expérimentales. Dans notre étude, nous proposons de construire la courbe ROC en
supposant que la distribution des scores appartienne a la famille de Pearson. Par
conséquent, notre approche s’inscrit dans la deuxiéme catégorie, i.e. indirecte. Le
choix de la distribution de Pearson est théoriquement plus attirante, puisqu’elle per-
met de capturer les quatre premiers moments des données. Par ailleurs, les lois nor-
male, gamma et béta sont des cas particuliers de la loi de Pearson. Toutefois, il
n’existe pas de forme fermée & la maniere de la binormale, par exemple. Néanmoins
la puissance computationnelle des ordinateurs d’aujourd’hui permet aisément d’uti-
liser la technique de simulation par Monte-Carlo pour construire numériquement la
courbe ROC théorique. De plus, cette approche, dite MCP ou Monte-Carlo Pearson,

nous permet de calculer diverses statistiques autour de la courbe ROC telle que les
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intervalles de confiance. Intuitivement, nous espérons que notre stratégie offre rela-
tivement de meilleur résultat que la binormale en terme de réplication de la courbe
empirique.

Afin de valider notre hypotheése, nous avons comparé la performance de la méthode
MCP avec celle de la binormale (BIN), souvent utilisée comme point de repere ou
benchmark dans la littérature. Plus précisement, I'objectif central est d’étudier la
flexibilité et la performance d’ajustement des deux méthodes a capturer une courbe
ROC empirique quelconque. Sur ce, notre étude se fait sur deux types de données :
simulées et réelles, avec une taille échantillonnage np, = 1000 et np, = 500 pour la
population non-malade et malade, respectivement.

Dans I'étude de simulation, on a appliqué les deux méthodes sur des composi-
tions de trois types de distributions soit gaussienne, gamma et béta. Par la suite,
en variant les parametres des distributions, on obtient différent degré de discri-
mination soit forte, modérée et faible. En utilisant des mesures de performance,
voir chapitre 5, comme MSE, AUC et MSEpAUC, nous avons comparé la perfor-
mance des méthodes MCP et BIN sur les neuf compositions possibles des données et
chacun sous trois types de discrimination, donc au total 27 cas. Graphiquement,
lorsque la dispersion est flagrante, la méthode MCP performe aussi bien que la
BIN. Tel soupconné, la méthode MCP capture mieux des cas extrémes comme :
Spe ~ N(2,6) et Sp, ~ Gamma(7,10), Sp, ~ Beta(3,1) et Sp, ~ N(1.75,0.25), et
Sp, ~ Beta(3.5,1) et Sp, ~ Gamma(10,0.35). Au fur et & mesure que le degré de dis-
crimination diminue, la méthode MCP affiche une supériorité en terme de réplication
de la courbe empirique, a I’exception du cas ou les deux distributions de scores suivent
une gaussienne. Par contre, on observe que la courbe MCP est quasi superposée & la
courbe BIN. Visuellement, il est tres difficile de distinguer laquelle des deux courbes
reproduisent mieux ’empirique. Par contre, numériquement, la méthode BIN devance
légerement la MCP. Cette conclusion n’est certes surprenante puisqu’on estime des

données gaussiennes avec une distribution binormale. La méthode MCP demeure un
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adversaire redoutable puisque ses résultats performent mieux que la BIN. La grande
question, maintenant, est de savoir si la méthode BIN performe aussi bien que la
MCP pour les autres cas? Numériquement, la BIN semble gagner du terrain dans
un milieu ou la discrimination est forte. Cing cas sur neuf favorisent la BIN pour
les mesures MSE et MSEpAUC. Quant a AUC, on observe soit une égalité soit
supériorité de la MCP a la BIN. Au fur et & mesure que le degré de discrimination di-
minue, la méthode MCP conquiert la BIN. En pratique, il est peu fréquent d’observer
une séparation complete entre les groupes de patients. Ainsi on s’intéresse davantage
au comportement des courbes BIN et MCP dans un milieu ou la discrimination est
restreinte. En somme, pour les données simulées, la méthode MCP surpasse significa-
tivement la méthode BIN dans la flexibilité et ’adjustement de la courbe empirique.

Dans I’étude réelle, nous avons pris les données d’Aziz et al. [1] sur I'indice de
la déformation des spermes, SDI. Contrairement aux données simulées, la nature
distributionnelle de ces données nous est inconnue et la taille d’échantillon est petite,
soit np, = 116 et np, = 42. Selon 'aspect visuelle, voir la figure 6.57, il semble que
la courbe MCP reproduit mieux ’empirique que la courbe BIN. Numériquement, la
méthode BIN performe légérement mieux que la méthode MCP. Cette performance
de la BIN peut s’expliquer par la nature gaussienne, a priori des données selon le
test de normalité de Lilliefors. Ainsi nous pouvons conclure que les deux méthodes
performent aussi bien 'une que 'autre.

En somme, la performance de la modélisation de la courbe ROC par simula-
tion de Monte-Carlo de la distribution de Pearson offre une alternative attrayante
a la méthode classique, la binormale. En se basant sur les résultats graphiques et
quantitatifs, des données simulées et réelles, on remarque la flexibilité que procure la
méthode MCP & capturer les déformations des données. A 'opposé, la méthode BIN
arrive difficilement a répliquer la courbe empirique lorsque les données ne sont pas
gaussiennes. En terme général, la méthode MCP démontre une supériorité dans la

flexibilité et I’adjustement de la courbe empirique que la BIN.
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Une des faiblesses a notre approches est sans équivoque le recours a la méthode de
simulation par Monte-Carlo puisqu’il n’existe pas de forme fermée en deux dimensions
pour la distribution de Pearson. Contrairement a la méthode binormale qui possede
une formule analytique de la courbe ROC, la méthode MCP construit la courbe ROC
numériquement, voir section 4.2. Mais grace a la puissance computationnelle de nos
jours, la technique de Monte-Carlo se fait promptement.

Notre étude, bien qu’elle présente des résultats intéressants, peut étre améliorée
de plusieurs facons. Comme dans le cas de la binormale ou plusieurs auteurs se
sont attardés a développer de meilleures méthodes pour estimer les parametres de
maniere plus robustes, il est possible d’en faire autant pour les quatre parametres de
la distribution de Pearson. Par exemple, une approche baysienne peut étre effectuée.
Pour augmenter l'efficacité de la simulation d’un systéeme de Pearson, la technique
de Monte-Carlo peut étre améliorée en introduisant, dans I'algorithme de simulation,
une technique de réduction de variance quelconque. Un autre aspect que notre étude
ne s’est pas attardée est la construction d’un intervalle de confiance bi-dimensionnel
autour de la courbe ROC comme certains auteurs ont fait pour la méthode binor-
male. Cet intervalle de confiance bi-dimensionnelle permet de caractériser les deux
axes PR et TPR de la courbe ROC. Enfin, il serait aussi intéressant de comparer

la méthode MCP a d’autres méthodes sur plusieurs ensembles de données réelles.



Annexe A

Relation entre la courbe ROC et le

lemme de Neyman-Pearson

Le rapport de vraisemblance nous donne la probabilité qu'une valeur ¢ survienne
dans la population D, est plus probable que dans Dq. Par contre, la corrélation entre la
pente de la courbe ROC et la théorie des tests d’hypothese est encore plus attrayante

que le ratio de vraisemblance. Considérons le test d’hypothése suivant :
H, : patient appartient a D vs H, : patient appartient a Dy

La fonction de score, S, permet de classer un sujet dans une population quelconque.
Ainsi, la construction des données se fait grace a cette fonction de score. Soit 2,
Iensemble de toutes les valeurs possibles de S pour lesquelles nous rejetons 'hypothese
nulle, autrement dit nous attribuons un individu a la population D;. Le lemme de
Neyman-Pearson énonce que le test le plus puissant de taille a posséde une région €2

comprennant toutes les valeurs s de S tel que
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ou k € [0,00). La valeur de k peut étre déterminée par la condition o = P(S € Q |

Dy). Cependant pour 'intérét du sujet, a se définit comme suit :

a = P(Erreur de type I)
= P(Rejeter Hy | Hy vrai)
= P(S >t | Dy)
=FPR

et la puissance d’un test,

1 — 8 =1— P(Erreur de type II)
=1~ P(Accepter Hy | H; vrai)
= P(S>t| H)
=TPR

Donc, le lemme de Neyman-Pearson montre que pour un FPR fixe, TPR peut

étre maximisé par un classement dont I’ensemble des scores S est donné par A(S) > k.



Annexe B

Algorithme de construction de la

courbe ROC

Algorithm Method for calculating ROC points

Inputs : Sp,, Sp,, meang, mean1,ng,n1 the scores,

mean and size of healthy and diseased patients, respectively ,
Outputs : A vectors of FPR and TPR

Require : ng > 0 and n; >0

X + combine Sp, and Sp, 1n one vector

Xsorted  sort X 1n ascending order

t < find umque value of X grteq

ni < swze of £

create an empty array A

[=2 34 S R VN

for 2 =1 to n;

if meang < mean; then
FPR(Z) — count(STgQ>t(1,))
count(Sp, >t(2))
ni

TPR(2) =
else

FPR(z) = count(SnE;E <t(2))

TPR() = count(Sn[il <t(2))
endif
add (FPR,TPR) onto A

endfor
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Annexe C

Algorithme de la technique de

simulation par Monte-Carlo

Algorithm Monte-Carlo simulation

Inputs : Sp,, Sp,, mle, m2y, M3y, mdy, mly, m2;, m3y,
mdy, ng,n1, M : the scores, first four moments, size and
nb of simulation ;
Outputs : A vectors of FPR,TPR and SIM.
1 : create an empty array SIM
2 : create an empty array A
3:fori=1to M
S}DO + generate a vector of Sp, ~ Pearson(6p)
with size nyg
Sp, + generate a vector of Sp, ~ Pearson(6:)
with size ny
add (Sp,, Sp,) onto SIM
call Algorithm Method for calculating ROC points
(FPR,TPR) from Sp, and Sp,
add (FPR,TPR) onto A
endfor
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