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Abstract 

The Receiver Operating Characteristic curve (ROC) is frequently used in me­

dical studies to assess the efficiency of a diagnostic test. There exists two different 

ways to model the curve theoretically: direct and indirect. The direct method consists 

of constructing the curve based on the observed data. This method is less appealing 

in that the curve obtained is not easily interpretable. In the indirect method, a dis­

tribution is assumed for both the diseased and non-diseased patients. The normal 

distribution has been used to model both types of patients owing to the ease of its 

manipulation. In this thesis, we propose the use of the Pearsonian system of distribu­

tions in order to select the distribution for the diseased and non-diseased patients. An 

approach using a Monte Carlo simulation provides a confidence band for the derived 

ROC. The approach is evaluated using normal, gamma and beta distributed data. It 

is also tested on a real data set. It is seen that the Pearson based estimation of the 

ROC is at least as accurate as the normal theory based approach and often superior. 

K e y w o r d s : ROC curve, Pearson distribution, AUC, pAUC, trapezoidal 

rule, Mann-Whitney U-Stat, Monte-Carlo simulation. 
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Resume 

La courbe ROC, soit Receiver Operating Characteristic, est souvent utilisee comme 

un outil pour evaluer l'efficacite d'un diagnostic medical. II existe deux approches 

de modelisations: directe et indirecte. La premiere consiste a modeliser directement 

la courbe ROC par une forme fonctionnelle quelconque. Cette approche est moins 

favorisee due a sa faiblesse intuitive. La seconde repose sur une hypothese de la dis­

tribution des populations malades et non-malades. Notre etude propose la famille de 

distribution de Pearson etant donne sa flexibilite a caracteriser des donnees jusqu'au 

quatrieme moment. L'absence d'une ecriture analytique nous amene a employer une 

technique de simulation par Monte-Carlo permettant, en meme temps, de construire 

un intervalle de confiance autour de la courbe ROC. Cette approche est evaluee sur 

les donnees simulees a partir des lois normale, gamma et beta. Elle est aussi testee sur 

les donnees reelles. Les resultats affichent une performance egale et souvent superieure 

a l'approche binormale. 

M o t s c l e s : Courbe ROC, distribution de Pearson, AUC, pAUC, methodes 

de trapeze et de Mann-Whitney, simulation de Monte-Carlo. 
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Chapitre 1 

Introduction 

La courbe ROC, plus precisement Receiver Operating Characteristic, a fait ses 

premieres apparitions dans les annees 1950 dans le domaine de la theorie de detection 

des signaux [14]. Pendant la deuxieme Guerre Mondiale, des operateurs de radar 

tentent de discerner si le point clignotant sur leur image de radar represente un 

missile envoye par l'ennemi ou simplement un bruit. Ainsi le dilemme se resume a 

trouver le meilleur reglage de radars : si le reglage etait trop sensible meme un oiseau 

pouvait declencher l'alarme, par contre, si le reglage etait moins sensible, mais plus 

specifique, le radar manquerait le passage du missile [22]. Par la suite, deux chercheurs 

en psychologie, David M. Green et John A. Swets, critiquent la methode employee par 

leurs collegues pour distinguer les stimuli des perceptions subjectives des patients, en 

d'autres mots pour differencier le monde physique des sensations. En 1966, Green et 

Swets ont eu la brillante idee d'introduire la theorie de detection en psychophysique 

afin d'identifier un seuil de separation. En 1971, Lee B. Lusted a ecrit un article dans le 

journal Science qui influencera a tout jamais le domaine medical. II a postule qu'avant 

de mesurer la valeur diagnostique d'un test, il faut avant tout evaluer la performance 

du test diagnostique dans un modele de classification binaire [28]. En basant ses 

recherches sur des tests radiographiques, Lusted argumenta que les courbes ROC sont 

1 
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d'une grande utilite pour etudier la performance et la precision d'un test diagnostique. 

Des cet instant, la courbe ROC gagne plus de popularity dans plusieurs disciplines 

medicales comme un outil d'evaluation diagnostique. Par exemple, en radiologic, la 

courbe ROC permet de cerner la methode d'une imagerie diagnostique. En fait, la 

plupart des travaux methodologiques sur 1'analyse du ROC a ete effectue dans le 

cadre de la radiologic, car le diagnostic d'une imagerie varie d'un radiologiste a un 

autre [18]. 

Recemment, il y a eu un essor spectaculaire de l'utilisation de la courbe ROC 

comme outil : d'evaluation de l'efficacite d'un test diagnostique traitant des va­

riables continues basees sur des observations independantes, de selection d'un seuil 

decisionnel optimal et de comparaison entre plusieurs tests. Malheureusement, la 

courbe ROC empirique obtenue directement des donnees n'est pas toujours desirable 

pour la simple raison qu'elle respecte rarement les proprietes theoriques d'une courbe 

ROC. Plusieurs travaux de modelisation de la courbe ROC furent entamer afin de 

resoudre ce probleme. Dans la litterature, la modelisation de la courbe ROC peut se 

diviser en deux approches : directe et indirecte. 

La premiere approche, l'approche directe, peu populaire, ne depend aucunement 

des hypotheses de distribution. Le concept est de construire explicitement une courbe 

ROC a partir des scores de la population malade et non-malade [31, 46]. Cepen-

dant, l'apparence de la courbe ROC empirique est en forme d'escalier rocailleux, i.e. 

non lisse. A cause de ceci, certaines proprietes theoriques de la courbe ROC furent 

violer. Une solution possible, pour contourner cette infraction, est d'estimer non-

parametriquement les fonctions de densite de chaque population par l'entremise de 

la methode d'estimation du noyau [17, 31, 32, 41, 50]. Ainsi le probleme se resume a 

choisir une largeur de bande asymptotiquement optimale. Plusieurs etudes cherchent 

a developper une solution a ce dilemme [31, 38, 46]. Lloyd [31] suggera d'utiliser le 

bootstrap afin de minimiser des distorsions dans le lissage de la courbe ROC. 

La seconde approche, dite indirecte, modelise les scores des deux populations en 
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supposant une distribution quelconque comme gaussienne, gamma ou beta. A partir 

de cette distribution theorique des scores, une forme fonctionnelle de la courbe ROC 

sera derivee implicitement. Dans le but d'arriver a construire une courbe ROC, des 

methodes parametriques et semi-parametriques furent suggerer. 

Une des methodes parametriques est d'assumer que la population malade et non-

malade suivent une certaine famille de distribution comme la normale qui est un choix 

evident et simple, la logistique [36], la Lomax [5], la gamma [8] ou d'autres [51]. Dans 

le cas de la normale, Goddard et Hinberg [13] pointerent qu'elle n'est pas toujours 

un choix adequat dans certaines situations telle que le cancer de la prostate. L'auteur 

souligna explicitement qu'une application inconsideree et insouciante de la methode 

est deconseillee, car elle depend serieusement des conjectures des distributions. De 

plus, Zhou et ai [48] cita la necessite de verifier consciencieusement la coherence des 

donnees avec les hypotheses. L'alternative a la methode precedente serait de specifier 

une forme fonctionnelle de la courbe ROC au lieu d'assumer une distribution. Egan 

proposa implicitement une forme fonctionnelle hyperbolique de la courbe ROC [9] en 

assumant que les deux populations suivent une distribution logistique de meme va­

riance. Quant a England, il proposa un modele exponentiel a deux parametres [10]. Les 

deux techniques parametriques sont tres analogues, car la distribution des resultats 

des tests determine entierement la forme de la courbe ROC. L'avantage primordial 

d'un tel systeme parametrique est incontestablement la simplicite, le lissage de la 

courbe ROC et la particularite de jongler avec un petit nombre de parametres. 

La methode semi-parametrique est particulierement attrayante au niveau de sa 

flexibilite due a la presence non-parametrique de certaines composantes en plus des 

caracteristiques parametriques. Le modele binormal [14] est sans doute un choix fla­

grant. La procedure s'effectue en assumant la binormalite des resultats d'un test 

diagnostique apres une transformation monotone croissante quelconque [19]. Ainsi le 

probleme se reduit a estimer les parametres, i.e. la pente et l'intercepte. Un eventail 

de solutions propose differentes techniques telles que la methode des moindres carres 
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generalises [21]. du maximum de vraisemblance ou pseudo-vraissemblance [4, 49, 47] 

et d'autres. Par exemple, afin d'obtenir une courbe ROC binormale lisse, Metz et 

ai [35] developpa un algorithme, LABROC4. L'algorithme va grouper les donnees 

continues en nombre fini de categories ordonnees et utilise apres l'algorithme du maxi­

mum de vraisemblance de Dorfman-Alf [7] pour les donnees ordinales. Une variation 

a cette methode a ete suggeree par Li et al. [30] ou ils modelisent les resultats d'un 

test diagnostique pour la population non-malade et malade non-parametriquement et 

parametriquement, respectivement. Par contre, aucune relation fonctionnelle est sup­

posed entre ces deux distributions. Quant a Qin et Zhang [40], au lieu de modeliser 

directement les distributions des resultats diagnostiques des deux populations sachant 

le statut veritable de la maladie, ils modelisent la probabilite du statut de la mala-

die sachant les resultats diagnostiques a l'aide du modele de regression logistique. 

Evidemment comme tout probleme d'estimation un effet de manque d'ajustement 

(lack-of-fit) peut se produire avec la methode semi-parametrique. 

Nous proposons une approche indirecte, plus precisement semi-parametrique, 

basee sur la distribution de Pearson qui va combiner tous les avantages, mais va 

eviter certains desavantages des approches precedentes. L'idee centrale est de rempla-

cer la distribution gaussienne par celle de Pearson pour la construction des courbes 

ROC puisque cette derniere offre theoriquement plusieurs avantages interessants. 

Neanmoins, les deux criteres de base pour juger un modele de la courbe ROC sont la 

flexibilite et l'ajustement de la courbe ROC issue du modele par rapport a celle em­

pirique. L'objectif principal de notre etude est d'examiner la performance du modele 

ROC basee sur la distribution de Pearson relative au choix classique du modele ROC 

basee sur la distribution gaussienne. Pour ce faire, notre etude portera sur deux types 

de donnees ou populations : simulees et reelles. Les populations simulees sont generees 

aleatoirement par des lois normale, gamma et beta. Les donnees reelles sont celles sur 

l'etude de l'infertilite masculine provenant d'Aziz et ai [1]. 

Cette these est organisee comme suit. Dans le chapitre 2, les preliminaries sur 
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les notions de classification sont introduits avec un exemple concret sur le cancer du 

sein. Par la suite, dans le chapitre 3, nous nous orientons vers la theorie derriere la 

courbe ROC tels ses definitions et ses proprietes mathematiques fondamentales. Au 

chapitre 4, nous nous concentrons davantage sur les approches de la modelisation de 

la courbe ROC : binormale (BIN) et Monte-Carlo Pearson (MCP). Nous exposons 

etape par etape la methodologie de la courbe MCP tout en introduisant la methode 

de simulation par Monte-Carlo. Dans le chapitre 5, nous discutons des mesures de 

performance afin de comparer la performance de notre modele MCP versus la BIN. 

Finalement dans le chapitre 6, nous abordons l'analyse des resultats provenant des 

simulations et des donnees medicales sur l'infertilie masculine. 



Chapitre 2 

Preliminaires 

Le principal atout de la courbe ROC est sans doute son pouvoir d'afficher et 

de resumer la performance des regies de classifications par l'entremise d'une courbe. 

Avant de se lancer profondement dans la theorie de la courbe ROC, il serait sage de 

connaitre ses origines, i.e. la classification. Pour une meilleure illustration, nous allons 

considerer des tests diagnostiques binaires et un exemple d'application medicale en 

mammogr aphie. 

2.1 Classification pour les resultats diagnostiques 

binaires 

Un probleme de classification se resume a classer correctement un patient a son 

groupe ou population. Ainsi plusieurs recherches ont ete effectuees dans le but de 

developper des regies de classification. Dans cette section, nous allons seulement 

considerer des resultats dichotomes. 

Definit ion 2.1.1 Soit D une variable mdicatrice designant le statut veritable de la 

6 
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maladie 

( 1, si la maladie est presente; 

0, smon. 

Definit ion 2.1.2 Soit S le resultat d'un test diagnostique. Par convention, plus la 

valeur de S est grande plus elle mdique la presence de la maladie. 

fl, «vo»X; 

I 0, sinon. 

TABLE 2.1 La classification des resultats d'un test diagnostique par le statut de la 
maladie 

Statut veritable de la maladie 

Diagnost ic d'un test D=0 D = l 

S=0 Vrai negatif Faux negatif 

S = l Faux positif Vrai positif 

Les resultats d'un test peuvent etre classifies comme vrai positif, vrai negatif, 

faux positif et faux negatif comme illustre dans la table 2.1. On definit : 

i. un vrai positif, TPR, la probabilite qu'un sujet malade obtienne un resultat 

d'un test positif : P(S = 1 \ D = 1), 

ii. un faux positif, FPR, la probabilite qu'un sujet non-malade obtienne un 

resultat d'un test positif : P(S = 1 | D = 0), 

iii. un vrai negatif, TNR, la probabilite qu'un sujet non-malade obtienne un 

resultat d'un test negatif : P(S = 0 \ D = 0), 

iv. un faux negatif, FNR, la probabilite qu'un sujet malade obtienne un resultat 

d'un test negatif : P(S = 0 | D = 1). 

Remarque 2.1.3 Ces termes peuvent varier d'un domaine a un autre. Dans un 

contexte d'une hypothese statistique, supposons que 

H0 : D = 0 vs Hi:D = l 
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alors FPR est appele niveau de significance, a, et TPR est la puissance (power), 

1 — 13. La table 2.2 nous suggere quelques termes selon leur domaine. 

TABLE 2.2 Les terminologies selon les domaines de recherches 

Domaine 

Biomedical 

Ingenerie 

Statistique 

FPR 

1-Specificite 

Taux de fausse alarme 

Niveau de signification (a) 

TPR 

Sensibilite 

Taux de reussite 

Puissance (1 — /3) 

2.2 Exemple 

Afin d'illustrer les calculs, considerons un exemple de donnees ordinaux d'un 

diagnostic de mammographie de 60 patients qui se presentent pour un depistage du 

cancer du sein. Les donnees de la table 2.3 proviennent de sept etudes retrospectives 

enquetant sur la precision du depistage de la mammographie [39, 48]. L'echantillon 

est compose de 30 patients avec une pathologie cancereuse et 30 patients ayant une 

mammographie normale durant les deux dernieres annees. Un diagnostic d'une mam­

mographie est considered positive si le radiologiste requiert des examens diagnostiques 

supplement aires. 

Supposons que le radiologiste utilise une echelle categorique afin de classer ses 

resultats diagnostiques comme le presente la table 2.3. Afin de calculer la sensibi­

lite et la specificite, il decide de prendre le seuil decisionnel a benin. Ainsi tous les 

patients dans les categories probablement benin, suspect et malin sont consideres 

positifs comme le presente la table 2.6. Des 30 patients reconnus d'avoir le cancer 

du sein, 29 obtiennent un resultat positif et furent contactes pour d'autres examens 

additionnels. Ainsi il y a 29 vrais positifs et un faux negatif. La sensibilite est de 

Se = M = 0.967. Des 30 patients ne presentant aucun indice cancereux du sein, 11 
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TABLE 2.3 Resultats mammographiques du cancer du sein avec une echelle 
categorique 

Statut veritable de la maladie 

Diagnostic d'un test D=0 D=l 

Normal 9 1 

Benin 2 0 

Probablement benin 11 6 

Suspect 8 11 

Malin 0 12 

obtiennent un resultat negatif. Ainsi la specificite est de Sp = ^ = 0.367. En variant 

le seuil, on obtient differentes valeurs pour notre a et 1 — /3, voir le tableau 2.8. Avec 

ces couples, on construit une courbe ROC empirique, voir figure 2.1. 

TABLE 2.4 Resultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a suspect 

Statut veritable de la maladie 

Diagnostic d'un test D=0 D=l 

S=0 30 18 

S=l 0 12 

Total 30 30 
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TABLE 2.5 Resultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a proba­
blement benin 

Statut veritable de la maladie 

Diagnostic d'un test D=0 D=l 

7 

23 

30 

s=o 
S=l 

Total 

22 

8 

30 

TABLE 2.6 Resultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a benin 

Statut veritable de la maladie 

Diagnostic d'un test D=0 D=l 

1 

29 

30 

s=o 
S=l 

Total 

11 

19 

30 

TABLE 2.7 Resultats mammographiques du cancer du sein dont le seuil est a normal 

Statut veritable de la maladie 

Diagnostic d'un test D=0 D=l 

1 

29 

30 

s=o 
S=l 

Total 

9 

21 

30 
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TABLE 2.8 Valeurs de specificite(l — a) et sensibilite(1 — j3) aux differents seuils pour 
les resultats mammographiques du cancer du sein 

Seuil 

Suspect 

Probablement benin 

Benin 

Normal 

Sp (1 - a) 

1 

22/30 

11/30 

9/30 

Se (1 - 0) 

12/30 

23/30 

29/30 

29/30 

I 

1 -

0 .8 -

0 .6 -

0.4* 

0 . 2 -

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
i 

— ~ i — i 1 — ••• 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

FIGURE 2.1 La courbe ROC empirique pour les resultats mammographiques du cancer 
du sein 



Chapitre 3 

Theorie de la courbe ROC 

Dans le chapitre precedent, une introduction succincte du domaine de classifi­

cation fut abordee. Brievement, la courbe ROC est un sommaire sophistique pour le 

rassemblement d'informations sur la performance d'une classification autour d'un seuil 

decisionnel variant. Qu'en est-il du fondement derriere cet outil eminent ? Desormais, 

nous allons mettre l'accent sur les concepts theoriques qui surlignent la courbe ROC 

afin de mieux comprendre son fonctionnement et son application. Les points saillants 

sont : la formulation mathematique et les proprietes de la courbe ROC empirique. 

3.1 Definition de la courbe ROC 

L'origine de son nom, Receiver Operating Characteristic, derive de la notion que 

connaissant la courbe, le receveur de l'information peut operer a n'importe quel point 

sur la courbe en employant un seuil decisionnel approprie. Avant de definir la courbe 

ROC, reprenons quelques termes de la section 2.1, mais dans un cadre general. 

12 
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3.1.1 Ter minologie 

Les resultats d'un test diagnostique ne sont pas toujours de nature dichotomes. 

Par exemple, les biomarqueurs pour le cancer comme la concentration serique se 

presente sous forme continue. 

Notation 3.1.1 Soient D0 la population des sujets non-malades et Di des patients 

presentant une maladie. 

Notation 3.1.2 Soient X un vecteur de variables descriptives continues et S(X) une 

fonction de score representant les resultats d'un test diagnostique de chaque patient. 

Remarque 3.1.3 Dans un contexte medical, le vecteur X peut representer un item 

d'un questionnaire portant sur le mode de vie, la nutrition ou encore Fhistorique 

medical du patient. 

Definition 3.1.4 Une classification est consideree ideale ou parfaite, si 

D0 = {S(X) <t-.teR} 

et 

Dx = {S(X) >t:teR}. 

Par convention, plus la maladie est presente, plus la valeur de S(X) est elevee. 

En relation aux quatre probabilites de la section 2.1, on peut les redefinir de la 

maniere suivante : 

i. TPR ou Se = P(S(X) > t | Dx), 

ii. FPR = P(S(X) >t\D0), 

iii. TNR ou Sp = P(S(X) <t\D0), 

iv. FNR = P(S(X) <t\Dx). 
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En variant t et en calculant les quatre probabilites ci-dessus, nous obtiendrons des in­

formations pertinentes permettant d'evaluer la performance d'un classement. Puisque 

TPR + FNR = 1 et FPR + TNR = 1, nous n'avons pas besoin d'autant d'infor­

mations. Soulignons qu'une performance adequate, dans la majorite des applications 

cliniques, requiert un taux eleve de vrais et un taux bas de faux. 

choix 

F I G U R E 3.1 Distribution d'un test diagnostique S(X) pour D0 et D\ avec un seuil 
decisionnel i E l 

3.1.2 Definition generate 

Le role de la courbe ROC est de procurer les memes informations que la table 

de classification, mais d'une fagon plus elegante et elaboree. La courbe ROC est un 

graphe du couple (FPR,TPR). La courbe se situe dans un carre unitaire definit 

par ces points : (0,0), (0,1), (0,1) et (1,1). Chaque point du graphe est genere par 

la variation du seuil decisionnel. Ici, 1-specificite ou FPR est la valeur sur I'axe 

horizontal, I'abscisse, et la sensibilite ou TPR est sur I'axe vertical, l'ordonnee. La 
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w FPR i 

FIGURE 3.2 Les courbes ROC de deux tests A et B, avec la diagonale de chance, ou 
le test A est plus performant que B 

figure 3.2 illustre trois differentes courbes. 

Definition 3.1.5 Une courbe ROC est I'ensemble de toutes les pairs envisageables 

de (FPR, TPR) a different seuil t, i.e. 

ROC = {(P(S>t\D0),P(S>t\ Dx)),t e R} (3.1.1) 

= {(FPR(t), TPR(t)),t e R} (3.1.2) 

Pour une meilleure idee visuelle de la construction de la courbe ROC, voir I'exeinple 

2.2 du chapitre 2 et la figure 3.3. 

Definition 3.1.6 Soient Srj0 et SDX les resultats diagnostiques ou les scores des pa­

tients dans la population non-malade et malade, respectivement. Supposons que les 

densites de probabilites de SD0, note fs0(x), et de SD^ note fs1(x), sont connus. 
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Alors on les definit comme suit 

SDo ~ fs0 (x) et SDo ~ / S l (x). 

Definition 3.1.7 Soient SD0 ~ fs0(x) et SDQ ~ fsi(%), alors pour t e 

FPR(t) = J fSo (x)I (s(x) -t)dx = P(S>t\D0) 

TPR(t) = f fSl (x)I (s(x) -t)dx = P(S>t\Dl) 

ou 

I(u) = 
1, si u > 0, 

0, si u < 0. 

donne 

(3.1.3) 

(3.1.4) 

-W 

«(*,) 

FIGURE 3.3 Construction de la courbe ROC a partir des population D0 et D\ a 
different seuil, t G R 

Clairement une classification est jugee selon l'ecart entre les deux distributions, 

fs0(
x) e t fsi(x). Generalement, plus la dispersion est flagrante, moins les courbes 

se chevauchent entre elles. Alors la classification est moins susceptible de commettre 

des erreurs de classement. Ainsi le taux de reussite est plus eleve. A I'oppose, un 
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recouvrement de deux distributions indique une attribution faussement effectuee, voir 

la figure 3.4 provennant de Particle de Brumback et al. [3]. 

Considerons les cas extremes. Une classification est dite triomphante lorsque 

les deux densites de probabilites sont entierement separees, i.e. fs0(x) ^ fsx(x). Le 

scenario plausible est qu'il y ait au moins une valeur t pour laquelle un sujet a ete 

bien classe. Ainsi pour un tel t, on a FPR = 0 et TPR = 1. Puisque la courbe ROC 

accentue seulement les probabilites que s > t des deux populations, alors pour toutes 

valeurs t 

i. petites, nous obtiendrons TPR = 1 quand 0 < FPR < 1 

ii. larges, nous obtiendrons FPR = 1 quand 0 < TPR < 1. 

Inversement, une classification est dite non informative lorsque les deux densites 

de probabilites sont exactement reciproques, i.e. fs0(x) = fsx(x) = f(x). Dans ce cas, 

la probabilite cumulative d'un individu de la population D\ est la meme qu'un sujet 

provenant de Do ou D\. Ainsi la valeur de cette probabilite depend uniquement du 

seuil t. Au fur et a mesure que t varie, TPR est toujours egale a FPR et la courbe 

ROC se resume par une ligne droite reliant les points (0,0) et (1,1), ROC(t) = t. 

Cette ligne est souvent appelee la diagonale de chance qui represente essentiellement 

une attribution aleatoire des sujets a une des deux populations. 

En pratique, la courbe ROC est une courbe continue se situant entre les deux 

extremes, plus formellement dans le triangle superieur du graphe, sans perte de 

generalite. Une performance d'une classification estimee satisfaisante possede une 

courbe se rapprochant le plus du coin superieur gauche. Constatons que si une courbe 

ROC se localise dans le triangle inferieur, alors la fonction de score est faussement 

orientee et une inversion est necessaire, i.e. un individu se classe dans D\ si s < t au 

lieu de s > t. La figure 3.2 affiche trois courbes incluant la ligne de chance. Le test A 

est sans equivoque plus performant, car pour un point FPR donne, son TPR est le 

plus eleve que le test B. 
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— Population non-malade 
— Population malade 
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FIGURE 3.4 Relation entre differentes distributions des populations D0 et D\, et leurs 
courbes ROC correspondantes [3] 
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3.2 Proprietes de la courbe ROC 

Maintenant que la definition de la courbe ROC fut enoncer. nous allons explorer 

les proprietes qui entourent la courbe ROC. 

Propriete 3.2.1 La courbe ROC est une fonction croissante monotone dans le qua­

drant positif se situant entre (0,0) et (1,1). 

Demonstration: Observons que lorsque le seuil t augmente, les valeurs de FPR(t) 

et TPR(t) diminuent. Supposons que t = oo, on a 

lim FPR(t) = 0, 

lim TPR(t) = 0. 
t-v+oo 

Inversement, posons t = —oo, alors 

lim FPR(t) = 1, 
t—^—oo 

lim TPR(t) = 1. 
t->—oo 

Propriete 3.2.2 La courbe ROC est invariante si les resultats diagnostiques su-

bissent une transformation strictement croissante. 

Demonstration: Supposons que U = <p(S) est une transformation strictement 

croissante, i.e. 

S2>S1 <* U2 = (p(S2) > £/i = V(S1). 

De plus, l'inverse de U existe, soit 

S = <p-1(U) = <p-1(<p(S)). 
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Considerons un point de la courbe ROC pour S au seuil t, soit v = <p(t). Alors, il 

succede que 

P(U>v\ D^ = P((f(S) > ip{t) | Di) =P(S>t\ A ) 

et 

P(U>v\ D0) = P(if(S) > ip{t) | Do) =P(S>t\ Do) 

afin qu'un meme point existe sur la courbe ROC pour U. En appliquant l'argument 

inverse a chaque point de la courbe ROC pour U, ceci demontre que les deux courbes 

sont identiques. I 

Propriete 3.2.3 La pente de la courbe ROC a un point au seuil t G R est bien 

definie et donnee par 
dTPR _ P(t 1 £>i) 
dFPR~ P(t | D0) ' 

Demonstration: Rappelons par la definition 3.1.5 que 

TPR(t) =P(S>t\D1) 

(3.2.1) 

7 
J — oo 

alors, 

Ainsi 

1 - / P(s\ Dr)ds 

dTPR „ . . „ , 

dTPR dTPR * * ( 3 . 2 . 2 ) 

dFPR dt dFPR v ' x'dFPR 

Encore par la definition 3.1.5, on a 

FPR(t) =P(S>t\ Dx) 

= 1 - J P(s\ D0)ds 
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et done 
dFPR 

dt 

En remplacant ceci dans (3.2.2) 

= -P(t | D0). (3.2.3) 

dt _ dFPR 

dFPR ' dt 

l'enonce est prouve. 

Remarque 3.2.4 La propriete 3.2.3 montre que la pente de la courbe a un point au 

seuil t G R est egale au rapport de vraisemblance 

_ P(t | DQ 
X{t)-p(t\D0y 

II y a une relation interessante entre ceci et la theorie des tests d'hypothese, voir 

annexe A. 

3.3 Definition pour les resultats diagnostiques conti­

nus 

Anterieurement, nous nous sommes concentres uniquement sur le cas general 

d'une courbe ROC sans se preoccuper du type d'echelle de mesure des resultats diag­

nostiques. A present, nous allons cibler uniquement les scores continus et developper 

une forme fonctionnelle de la courbe ROC. 

Theoreme 3.3.1 Supposons que les densites de probabilites, fs0 et fs1, sont conti­

nues et connues, alors la forme fonctionnelle de la courbe ROC peut se formuler 

comme suit 

TPR =l-FSl [Fg*{l - FPR)] 0 < FPR < 1. (3.3.1) 
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oil Fs0 et Fs1 sont les fonctions cumulatives des scores de la population D0 et D\, 

respectivement. 

Demonstration: Par la definition 3.1.5, pour un t G R donne, on a 

FPR(t) = 1 - FSo(t) 

<* FSo(t) = l-FPR(t) 

*> t = Fso\l-FPR) 

Done, 

TPR = P(S>t\ Dt) 

= 1 - P(S <t\Di) 

= 1 — Fsx (t) (par la definition d'une fonction cumulative) 

= l-FSl(Fs~o
l(l-FPR)). 

ou 0 < FPR < 1. I 



Chapitre 4 

Modelisation de la courbe ROC 

Maintenant que les concepts theoriques furent abordes et apprehendes, nous al­

lons s'attaquer au coeur du probleme, i.e. la modelisation de la courbe ROC tout en 

respectant ces proprietes theoriques. Dans ce chapitre, nous presentons deux modeles 

de la courbe ROC en posant une hypothese sur la nature distributionnelle des scores 

des deux populations, soit SD0 et S ^ . Nous commengons par presenter le modele 

binormal. Par la suite, nous proposons une approche alternative, soit la courbe ROC 

par les distributions de Pearson. 

4.1 Courbe ROC par le modele binormal 

Le modele binormal est sans equivoque la methode la plus exploree. La forme 

binormale procure une approximation satisfaisante de la courbe ROC dans diverses 

situations. Tout comme la distribution normale est un modele classique pour les 

fonctions de repartition, la courbe binormale est un modele standard pour les courbes 

ROC. Tel que mentionne dans 1'introduction, il existe une vaste litterature autour de 

la binormale que ce soit parametriquement ou semi-parametriquement [4, 19, 21, 47]. 

Son atout est sans hesitation sa simplicite et son aisance de jongler avec un petit 

23 
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nombre de parametres. 

Proposition 4.1.1 Supposons que SD0 ~ N(HQ,CTQ)
 e^ ^ i ~ ^O^i;0"?)- La forme 

fonctionnelle d'une courbe ROC binormale pour les variables continues est definie 

comme 

TPR = <S>(a + b<l>-1(FPR)) (4.1.1) 

ou 

a = ^ A 6 = ^ . (4.1.2) 

et $ designe la distribution cumulative normale standardisee. 

Demonstration: Selon la definition 3.1.4, on assume que Hi > Ho- De plus, 

^ZJ^.^ iv(o,l) et ^ I ~ A T ( 0 , 1 ) . 
a0 o\ 

Par la definition 3.1.5, on a 

FPR(t) = P(S>t\ D0) 

t - no 
= P\Z> 

o~o 
0 ~ 

O-Q 
P I Z < 1 (par symetrie de la normale) 

= *>">-* 
00 

ou Z et $(•) representent la variable normale standardisee et la distribution normale 

cumulative, respectivement. Done, si ZFPR est la valeur de Z, alors 

zFPR = <S>-1[FPR(t)} = t*Ll± 

o~o 

impliquant 

t = no - zFPRa0. (4.1.3) 

Par consequent, la courbe ROC a ce point FPR est 

TPR = P(S>t\ Di) 
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p\z>t-^ 
o-i 

Hi -t^ 
o-i 

et en substituant la valeur t obtenue par (4.1.3), on a 

T p R = $ fHi-^ + zFPRao\ 

Done, la courbe ROC est de la forme 

TPR = $(a + bzFPR) ^^ ^-\TPR) = a + b^~l(FPR) 

ou 
Hi~ ^Q , 7 ^ o a = et b = —. 

o-i Ol 

Par I'hypothese precedente, on a que a > 0 tandis que b est non-negative par 

definition. I 

Remarque 4.1.2 L'intercepte et la pente de la courbe ROC binormale sont symbo-

lisees par la valeur de a et b, respectivement. 

L'avantage payant de ce modele est son aisance et sa simplicite dans la derivee 

et la forme analytique d'AUC, presentee prochainement dans la section 5.1.3. 

Remarque 4.1.3 La propriete 3.2.2 cite que la courbe ROC est invariante a une 

transformation monotone croissante. Supposons que SD0 ~ N(HO, CTQ) e^ £>Di ~ 

N(HI,O-\). Soient les transformations, 

U0 = 4>(SDO), Ui = (j)(SDl), 

ou (f) est une fonction monotone strictement croissante. Alors la courbe ROC de Ua et 

Ui est de la forme (4.1.1), i.e. une courbe ROC binormale. Inversement, supposons que 
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la courbe ROC est binormale, alors pour une transformation donnee, (b, strictement 

croissante, on a que <b(Sr>0) et 0 (S 'D 1 ) suivent une distribution gaussienne. Cette 

hypothese est consideree legerement faible, car ce modele peut s'appliquer a certaines 

donnees non-gaussiannes [45, 19]. La courbe ROC binormal est par consequent simple 

et tres utilisee dans l'analyse ROC. 

4.2 Courbe ROC par les distributions de Pearson 

L'objectif ultime de la modelisation de la courbe ROC est de repliquer la courbe 

ROC empirique. Pourquoi cherchons-nous a reproduire cette courbe ROC empirique 

au lieu de travailler directement avec elle? Pour la simple raison qu'elle ne respecte 

pas necessairement les proprietes asymptotiques et la complexite des calculs. 

4.2.1 Approche proposee 

Dans l'introduction, nous avons introduit deux approches possibles pour modeliser 

la courbe ROC. Le schema 4.1 synthetise ces deux approches. Due a la faiblesse in­

tuitive et I'incertitude autour de la methode de lissage utilisee, 1'approche directe 

est moins attrayante. Par ce fait, notre approche proposee s'inscrit dans l'approche 

indirecte. Dans la section precedente, nous avons detaille et explore le modele binor­

mal. Un de ses desavantages est la supposition que les scores suivent une distribution 

gaussienne. Cependant, I'hypothese de normalite des donnees est difficilement ob­

served pour des donnees reelles. 

Comme methode alternative, nous proposons de construire la courbe ROC par 

une distribution Pearson, elaboree dans la sous-section 4.2.2. Contrairement a la gaus­

sienne, la distribution de Pearson offre une plus grande flexibilite, car elle permet 

de capturer non seulement les deformations de la moyenne et de la variance, mais 

egalement celles d'asymetrie (skewness) et d'aplatissement (kurtosis) des donnees. II 
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Donnees 

Approche indirecte 

Avec hypothese 
distributionnelle, 

modeliser £b et 1} 
(ex. la Gaussienne) 

Denver une forme 
fonctionnelle du 

ROC 
(ex. la binormale) 

Estirner la courbe 
ROC 

(ex. les parametres 
de la binormale) 

Approche directe 

Sans hypothese 
distributionnelle 
des £b et £ \ , 
construire une 

courbe ROC 
empirique 

Choisir une methode 
de lissage/smoothing 
pour la courbe ROC 

empirique afin d'extraire 
une courbe ROC theorique 

iConstruction de la courbe 
ROC theorique 

FIGURE 4.1 Approches de la modelisation de la courbe ROC 
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est a noter que la distribution de Pearson n'est pas une distribution, mais un systeme 

qui engendre un nombre considerable de distributions dont la gaussienne. Ainsi la 

distribution de Pearson peut non seulement capturer les donnees normales mais aussi 

d'autres. L'idee est au lieu de supposer que SD0 ~ N(HO,O~O)
 e^ "Sx>i ~ iV(//i,cr^), 

on suppose que les scores suivent une distribution de Pearson comme parametres les 

quatre premiers moments, soit 

SD0 ~ Pearson(0o) et SD1 ~ Pearson(8i). 

ou 90 = {ml 0 ,m2o,m3o,m4o} et 6\ = {TO1I,TO21 ,TO3I,?TA4I}. 

Tel mentionne, la distribution de Pearson est un syteme de distributions. Ainsi 

il n'existe pas de formule fermee dans la modelisation en deux dimensions, i.e. une 

certaine bi-Pearson a la maniere de la binormale. Par exemple, dans les circonstances 

ou SD0 et SDJ suivent la meme distribution, soit gaussienne, gamme ou beta, il est 

possible de deriver une formule analytique de la courbe ROC. Mais, dans la situation 

o u fs0 ¥" / s n l a solution n'est pas aussi evidente et accessible. 

Afin de contourner ce probleme, nous avons recours a un technique numerique 

dont la methode de simulation par Monte-Carlo, discutee dans la sous-section 4.2.3. 

Par la simulation de Monte-Carlo, nous allons simuler un ensemble de distributions 

de Pearson des scores SD0 et 5 ^ pour ensuite construire un ensemble de courbes 

ROC. Puisque la forme fonctionnelle de chaque courbe ROC simulee est inconnue, 

nous utiliserons les proprietes de Monte-Carlo pour extraire differentes statistiques et 

intervalles de confiance. 

Methodo log ie 

Supposons qu'on dispose entre les mains les scores de chaque population D0 

et Di, soient SD0 et SD1, respectivement. Ces scores peuvent provenir des donnees 

reelles ou generees aleatoirement sans hypothese distributionnelle. Ci-dessous, nous 

decrivons etape par etape notre methodologie. 



4.2. Courbe ROC par les distributions de Pearson 29 

1. Directement des donnees, SD0 et S^, on construit la courbe ROC empirique a 

partir de la defintion 3.1.5 (voir l'annexe B pour la construction d'une courbe 

ROC) ; 

2. On calcule les quatres premiers moments 90 et #i a partir de SD0 et SDl, res­

pectivement ; 

3. Avec les deux premiers moments, i.e. la moyenne et la variance, on construit la 

courbe ROC binormale (BIN) a partir de l'equation (4.1.1) en supposant 

SDo ~ N(//0,Oo) e t SDl ~ N(HI,(T\) 

4. Avec #o et 9\, on genere deux ensembles de donnees a partir de la distribution 

de Pearson, notee SD et SD , respectivement, en supposant 

SD ~ Pearson(9o) et SDl ~ Pearson(9\) 

\ i f 

5. A partir de SD et SD , on construit une premiere courbe Monte-Carlo Pearson 

(MCP) de la definition 3.1.5, i.e. 

ROC = {(FPR(t),TPR(t)),t e R} 

6. En utilisant la technique de Monte-Carlo (voir l'annexe C), on repete les etapes 

4 et 5, M fois, done on obtient M courbes M C P ; 

7. Par corollaire de la technique de simulation par Monte-Carlo, on construit un 

intervalle de confiance sur les valeurs TPR pour chaque point FPR. 

Remarque 4.2.1 La construction de l'intervalle de confiance pour la courbe MCP 

est realisable grace a l'interpolation par spline cubique, presentee dans la sous-section 

5.3.2. L'interpolation par spline cubique nous permet l'obtention d'une courbe lisse et 

continue. Done, on obtient un ensemble de points (FPR, TPR) a intervalle constant 

sur I'axe des FPR. Cela nous permet de comparer les courbes ROC sur un ensemble 

de points FPR fixes. 
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4.2.2 Distributions de Pearson 

La famille de Pearson est un rival menagant a la distribution gaussienne puis-

qu'elle procure une flexibilite d'adjustement des donnees interessante et elle engendre 

un nombre considerable de distributions. A present, explorons en detail le fonction-

nemet de la distribution de Pearson. 

Dans les annees 1894-1895, Karl Pearson developpa un systeme de distribution 

de probabilite, communement appele les courbes de Pearson, dans le but de decrire 

les distributions non normales rencontrees dans ses recherches en biometrie. Autre-

ment dit, Pearson chercha a identifier une famille de distributions qui conviendra aux 

donnees observees. En plus d'ajuster des modeles pour des distributions de frequences 

observees, les distributions de Pearson sont utilisees notamment dans l'approximation 

de d'autres distributions theoriques et dans l'etude des effets de la non normalite sur 

les distributions d'echantillonnage. 

Pour eviter toutes confusions, les notations dans cette section ne correspondent 

aucunement aux autres chapitres ou sections. 

Dans cette section, nous allons nous referer particulierement au manuel de Stuart 

et Ord [44]. Les distributions de Pearson sont grandement basees sur les quatre pre­

miers moments dont la moyenne, la variance, le moment de troisieme ordre et le 

moment de quatrieme ordre. Ces quatre moments permettront de trouver les quatre 

parametres de l'equation suivante 

f _ ( * - t t > / (4.2.1) 

dx bo + hx + o2ar 

Cette equation differentielle de premier ordre est appelee les distributions de 

Pearson. La moindre variation dans les quatre parametres des distributions de Pear­

son peut produire une gamme de distributions unimodales. Avant de s'aventurer 

davantage dans les differents types de distributions de Pearson, nous allons detailler 

etape par etape l'obtention des solutions explicites possibles de cette equation. 
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Remarque 4.2.2 Le mode de l'equation (4.2.1) se trouve au point x = a. 

En rearrangeant l'equation (4.2.1), on obtient 

(bo + b\X + b2x
2)df = (x — a)fdx 

xn(b0 + btx + b2x
2)^-dx = xn(x - a)fdx 

dx 

En supposant l'existence des integrales, on integre par parties le terme a gauche. 

Done, on obtient 

/

oo 
nboxn~l + (n- l)bixn + (n + 2)b2x

n+lfdx 
-OO 

/

oo poo 

xn+lfdx -a xnfdx. (4.2.2) 

oo J — oo 

Maintenant supposons que 

lim xn+2f->0. 
n—»±oo 

Notons que xn+2f vient de I'expression a I'extremite de la distribution entre cro­

chets. Par la suite, en substituant les moments dans (4.2.2), on obtient une equation 

recursive sur a 
0 - nboHn-i ~(n + 1)&IA£ - (n + 2)b2Hn+i = /4»+i + aVn 

nbon'n-i + [(n + l)6i - a]n'n + [{n + 2)b2 + l]n'n+1 = 0 

ou n'n represente le moment de nieme ordre, 

H'n = j ' (x- affdx. 

Remarque 4.2.3 Le coefficient d'asymetrie (skewness) et le coefficient d'aplatisse­

ment (kurtosis) sont definis respectivement comme suit : 

W ) 3 / 2 ' " U4)2' 
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Dans notre cas, on definit n = 1,2, 3,4. De ce fait, les termes a, bo, bi, b2, Ho(= 1) 

et Hi n e s o n t q u e le fruif des combinaisons des moments. Inversement, les constantes 

a,bo,bi et b2 peuvent etre reecrites, a son tour, en termes des moments H'I a il\- P a r 

contre, si on definit H'I comme l'origine, i.e. H'I = 0, alors ces quatre constantes sont 

reecrites en termes des moments H'2 & A*4- Avec ces hypotheses, on peut trouver les 

equations de ces quatre constantes definies comme suit 

^(HA + M) V/W&(& + 3) , ._„. 
b1=a = — (4.2.3) 

/i2(4/x2/x4 - 3HD /J2(4/32 - 3A) 
bo = = — (4.2.4) 

^ = (2H2HA ~ 3/ij - 6>|) = (2ft - 3A - 6) 

ou 

A = IO//4M2 - 12/x| - 18/̂ 2, 

A' = 10ft - 12ft - 18, 

Pi = ̂ 4 

PI = A /̂M-

Notons que si f3x = 0, alors la distribution est symetrique. 

A present, supposons que le mode a est l'origine au lieu de H'I e t posons X = x—a, 

ou a = 0, alors le systeme de Pearson devient 

d^L = * (426) 
dX B0 + BtX + B2X

2' K ' ' J 

En resolvant bo + b\X + b2x
2 = B0 + B\(x — a) + B2(x — a)2 et en posant b\ = a de 

(4.2.3), on a 

£ 0 = &o + a2(l + &2), 

Bi = 0(1 + 263), 

B2 = b2. 



4.2. Courbe ROC par les distributions de Pearson 33 

L'expression explicite de la fonction de densite / requiert l'integration du membre 

droit de (4.2.6). Voici quelques criteres afin de determiner le type de Pearson 

i. si B2 > 0, posons K = 4B ^ . Si les ratines quadratiques du denominateur de 

(4.2.6) sont reelles et de signe oppose, alors K < 0 (avec K = 0 O- Bi = 0) et 

on obtient la famille de distribution beta, classee Type I. 

ii. si B2 > 0, B\ = 0 et B0 < 0, alors on obtient la famille de distribution Type 

II ou la fonction de densite est donnee par 

/ x2\m 

/ = c ( 1 - J ,-a <x <a. 

Notons que dans ce cas-ci, ft = 0 et ft < 3. 

iii. si Bi = B2 = 0 et Bo < 0, alors on obtient la distribution gaussienne. Notons 

ici que ft = 0 et ft = 3. 

iv. si B2 = 0, on obtient la distribution gamma. 

En application, le systeme de Pearson permet d'identifier la meilleure famille de 

distribution afin d'ajuster ou de calibrer les donnees d'un echantillon. Ainsi les etapes 

de selection et d'ajustement de la distribution de Pearson sont : 

i. calculer les valeurs des quatre premiers moments ainsi que ft et ft des donnees, 

ii. determiner le type de Pearson selon les criteres, 

iii. egaliser les moments observes aux moments du type de distribution de Pear­

son, 

iv. resoudre les equations resultantes pour ces parametres. 

4.2.3 Technique de simulation par Monte-Carlo 

Bien que la distribution de Pearson soit un choix judicieux, elle demeure complexe 

au niveau de la derivee d'une formule analytique en deux dimensions. Par consequent, 

la construction de la courbe ROC est faite de maniere numerique, soit la technique 

de simulation par Monte-Carlo. 
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La methode de Monte-Carlo est un outil essentiel dans plusieurs domaines comme 

en mathematique, statistique, physique et ingenierie. Cette methode encadre toute 

technique numerique de resolution de probleme utilisant des precedes aleatoires. 

Les pionniers furent John Von Neumann et Stanislaw Ulam qui developperent cette 

methode dans le cadre de la fabrication de la bombe atomique durant la Seconde 

Guerre mondiale. C'est Nicholas Metropolis qui donna le nom de cette methode en 

relation avec les jeux de hasard pratiques au casino de Monaco [6, 26]. C'est simple-

ment a l'apparition des ordinateurs que la methode commenga a faire fureur. 

Remarque 4.2.4 Dans ce qui suit, nous introduisons succinctement les theories au­

tour de la technique de simulation par Monte-Carlo dans le cadre d'une variable 

aleatoire univariee. Ces theories sont aussi valables pour le cadre multivariees. Le 

lecteur pourra se referer [27] pour plus de details. 

Pour eviter toutes confusions, les notations dans cette section sont independentes 

des autres chapitres ou sections. 

La methode de Monte-Carlo cherche a resoudre un probleme stochastique comme 

le calcul d'esperance d'une variable aleatoire X. Afin d"y parvenir, une simulation est 

effectuee sur la variable aleatoire suivant toute la loi de X. Ceci ramene a un probleme 

de calcul d'integral de la forme 

1= I f(ui,...,ud)dui...dud. 
J[0,l\d 

A present, posons X = (f(U\,..., Ua)) ou les Ui,..., Ua sont des variables aleatoires 

independantes suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0,1]. Alors on obtient 

E(X) = E(f(Uu...,Ud))= f f(ui,...,ud)dui...dud 

^[o,i]d 

par definition de la loi du n-uplet, (Ui,..., Ud). 

Pour la partie de simulation, soit Ux ou % > 1 une suite de variables aleatoires 

independantes suivant une loi uniforme sur [0,1]. Posons X\ = f(U\,..., Ud),X2 = 
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f(Ud+i,..., U2d), etc. Or, la suite X% ou i > 1 est aussi une suite de variables aleatoires 

independantes suivant toutes la loi de X. On peut done approximer / par 

j « i ( x 1 + ... + xJV). 

Le fondement theorique de la methode de Monte-Carlo est basee sur la loi forte 

des grands nombres et le theoreme central limite. 

Theoreme 4 .2.5 (La loi forte des grands nombres) Soit X% oil i > 1 une suite de 

variables aleatoires independantes suivant toutes la meme loi que la variable aleatoire 

X. On suppose que E(\X\) < +oo. Alors, pour presque tout UJ, i.e. il existe N C Vt, 

avec P(N) = 0 et que si u ^ N, 

E(X)= lim - (X^UJ) + ... + Xn(co)). 
n->+oo n 

Ce theoreme inflige I'hypothese d'integrabilite des variables aleatoires et justifie 

la convergence de la methode. L'autre theoreme essentiel est celui de la limite centrale 

qui affirme que les proprietes statistiques de l'echantillon se rapprochent de plus en 

plus de celles d'une population gaussienne lorsque la taille de l'echantillon est grande. 

De plus, elle permet l'obtention des intervalles de confiance. 

Theoreme 4.2.6 (Theoreme central limite) Soit Xz ou i > 1 est une suite de va­

riables aleatoires independantes suivant toutes la meme lot que X. On suppose que 

E(X2) < +oo. On note o2 la variance de X et H, I'esperance de X. Alors la suite 

(Xn — H) converge en loi vers G 
a v 

oil G est une variable de la loi gaussienne centree reduite Af(0,1). 

De ce theoreme, un corollaire peut etre deduit. 

Corollaire 4.2.7 Soit Xz oui > 1 est une suite de variables aleatoires independantes 

suivant toutes la meme loi que X d'esperance H et de variance a2. Alors pour toute 
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fonction h : R —> R continue bornee, si N represente une variable aleatoire gaussienne 

A/TO, 1) 

lim E 
n—H-oo 

h(^(Xn-H)\ =E(h(N))= [ "\(x)^=e~^dx 
\ °~ J \ J-oo V27T 

De plus pour tout couple de nombre reel a < b, on a 

T T - . 1 0 " <y ° i \ I 1 _ * £ , 

lim P —^a < Xn — H < —7=0 = / e 2 dx. 
n^+00 V Jn Jn J Ja J2TT 

Corollaire 4.2.8 Une table de fonction de repartition d'une loi gaussienne centree 

reduite montre que si N est J\f(0,1), P(\N\ < 1.96) = 0.95. Pour un n assez grand, 

on deduit 

P (\Xn - E(X)\ < 1.96-^= J « 0.95. 

Ainsi Vintervalle de confiance de E(X) a 95% est defi.ni comme suit 

X„±1.96-^=. 

Remarque 4.2.9 Le dernier corollaire est important pour notre etude. II nous per­

met de construire des intervalles de confiance sur les courbes ROC simulees a partir 

de la distribution de Pearson. Ainsi la distribution asymptotique des points TPR 

de ces courbes ROC simulees converge vers une loi normale. En d'autres mots, pour 

chaque point sur I'axe des FPR, on a M points TPR des M courbes ROC simulees. 

La distribution de ces points TPR converge asymptotiquement vers une loi normale 

par le corollaire ci-dessus. 

Supposons que nous avons M courbes ROC similuees par la methode MCP telle 

que une courbe ROC de la m-ieme simulation est donnee par : 

ROC(m) = {(FPRk(m),TPRk(m)); k = 0,1,..., K - 1} , 

FPRk = -^-,K>0. 
A — 1 

L'algorithme permettant de calculer les intervalles de confiance des courbes simulees 

par la methode MCP est comme suit : 

http://defi.ni
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Pour fc = 0,1,2, . . . , A; — 1, 

i. H(TPR)(1, k + 1) = H(TPR)k = moyeime(TPRk(l),TPRk(2),...,TPRk(M)). 

ii. a(TPR)(l,k + l) = a(TPR)k = ec&vt-type(TPRk(l),TPRk(2), ...,TPRk(M)). 

La courbe ROC-MCP moyenne est donnee par : 

ROC = {(FPRk, n(TPR)k); k = 0,l,...,K-l}. 

Les deux intervallecourbes ROC-MCP a un niveau de confiance a 95% est donnee 

par : 

ROC95% = | ( F P R k , n(TPR)k) ± 1 . 9 6 a ( ^ ) f c ; k = 0,1,.. . , K - l | . 



Chapitre 5 

Les mesures de performance 

Dans le chapitre precedent, nous nous sommes concentre uniquement dans la 

modelisation de la courbe ROC. A present que la courbe est construite, la prochaine 

etape serait la comparaison entre les deux modeles de la courbe ROC soit la binormale 

(BIN) et la Monte-Carlo Pearson (MCP). A savoir, laquelle des courbes reproduit 

mieux l'empirique. Mais comment les comparer? En utilisant des mesures de per­

formance comme l'aire sous la courbe ROC, l'aire sous la courbe partielle ROC et 

l'erreur quadratique moyenne. 

5.1 Aire sous la courbe ROC 

II est souvent pratique de resumer la performance d'un test par un simple chiffre 

dans certaines circonstances, par exemple, lorsqu'il est impraticable de tracer la 

courbe ROC ou de comparer plusieurs classifications. C'est ainsi que plusieurs at­

tentions se sont detournees vers les indices quantitatifs. L'utilite d'un tel indice est 

similaire a d'autres mesures telles que la moyenne et la variance qui decrivent la 

distribution d'une probabilite. 

38 
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5.1.1 Definition d'AUC 

Jusqu'a present, nous avons simplement prone les merites de la courbe ROC 

en omettant son indice sommaire, l'aire sous la courbe ROC, couramment abregee 

AUC. La courbe ROC elle seule est benefique. mais avec l'ajout d'AUC elle devient 

substantielle dans l'analyse d'un test diagnostique. 

Afin d'alleger l'ecriture, nous definissons la courbe ROC sous une autre notation 

tel que y = h(x) ou x et y designent FPR et TPR, respectivement. 

Definit ion 5.1.1 LAUC est definie comme 

AUC= f y(x)dx (5.1.1) 
Jo 

oil 0 < AUC < 1. 

Un test diagnostique accompli, celui ou la courbe ROC est dite ideale, possede 

une valeur AUC = 1. Inversement, un test non informatif, ou y(x) = x, detient un 

AUC = 0.5. La majorite des tests diagnostiques ont une valeur qui toinbe dans cet 

intervalle. 

Remarque 5.1.2 Si deux tests sont ordonnes de fagon que le test A soit uniformement 

meilleur que le test B, voir la figure 3.2, i.e. 

VA(X) > yB(x) =» AUCA>AUCB V X G ( 0 , 1 ) . 

Cependant, l'inverse n'est pas necessairement tangible, par exemple, dans le cas ou 

les deux courbes se croisent, voir la figure 5.1. 

5.1.2 Interpretations 

Plusieurs auteurs se sont interesses a I'indice de la courbe ROC, AUC. Certains 

parmi eux ont commence a proposer diverses interpretations d'AUC. La premiere 

interpretation est basee sur les proprietes du calcul et de la theorie des probabilites, 
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la definition 5.1.1, et par le fait que l'aire totale du domaine du ROC est 1. Ceci dit, 

AUC est une moyenne du TPR pour toutes les valeurs du FPR possibles entre (0,1). 

Une autre interpretation souvent utilisee est qu'AUC egale a la probabilite que le 

score d'un individu selectionne aleatoirement et independamment d'une population 

Di soit plus eleve qu'un sujet designe aleatoirement d'une population DQ [2, 20]. 

Corollaire 5.1.3 Soient SD0 et SD1 des scores attribues a un individu selectionne 

aleatoirement et independamment de D\ et DQ, respectivement, alors 

AUC = P(SDl >SDo). (5.1.2) 

Demonstration: Done, par la definition 5.1.1, on a 

AUC= [ y(x)dx 
Jo 
[~°° dx 

= / y(t)—dt (par changement de var. et prop. 3.2.1) 

= - / P(S > t I Dx)P(t | DQ)dt (par def. 3.1.5 et eq. (3.2.3)) 
</oo 

/

oo 

P(S>t\ D±)P(t I D0)dt 
-oo 

/ o o 
P(SFi1 > tf] Srj0 = t)dt (par hypothese d'independance) 

-oo 
/ o o 

P(SDl > SDo I t)dt 
-oo 

= P(SD1 > SDQ) (par theoreme de la probabilite totale) 

I 

Selon Hanley et McNeil, la caracteristique importante de la preuve est qu'il n'y a 

pas de supposition sur la forme des distributions de SD0 et S ^ [20]. Bamber nota 

que l'aire sous la courbe ROC empirique est equivalente au test de Wilcoxon-Mann-

Whitney qui compte le nombre total de paires (X, Y) dans lesquelles Y > X [2]. 

Cette relation permit a Hanley et McNeil d'utiliser les proprietes de la statistique de 

Wilcoxon pour predire les proprietes statistiques d'AUC [20]. 
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FIGURE 5.1 Deux courbes distinctes ayant la meme valeur d'AUC 

Remarque 5.1.4 Bien que la mesure AUC soit simple a comprendre, elle n'est 

pas toujours robuste. En effet, il est possible mathematiquement de construire deux 

courbes ROC distinctes ayant exactement la meme valeur AUC, voir la figure 5.1. 

Par consequent, il est preferable d'avoir recours a d'autres mesures dont la mesure de 

l'aire sous la courbe ROC partielle ou pA UC. 

5.1.3 AUC pour le modele binormal 

Dans la section 4.1, nous avons defini le modele binormal de la courbe ROC. Le 

benefice d'utiliser le modele binormal est du a sa forme fermee, voir proposition 4.1.1. 

Grace a ceci, une formule analytique de l'AUC est definie comme ci-dessous. 

Corollaire 5.1.5 L'aire sous la courbe ROC binormale est definie par 
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oil les valeurs a et b sont determinees par l'equation (4.1.2). 

Demonstration: Par le corollaire 5.1.3, on a que 

AUC = P(SDl > SDo) 

= P(SFJ1 — SD0 > 0) (par independance de SD1 et SD0) 

Par la theorie de probabilite, si 

SDo ~ N(HO,O-2
Q) _L SDI ~ N(HI,O-\) 

alors, 

SDl ~ SDl ~ N(HI - Ho, o-2 + al). 

Si Z est une variable aleatoire normale standardisee, done 

0 - (HI - Ho) 
AUC = P\ Z> 

VoJT cr. 

= i-$i -pun 
Ail - A'o 

vS2 + < 
$ 

= $ f —f^== 1 (en divisant par oi) 
.Vl + b2J 

I 

5.1.4 Methodes d'estimation d'AUC 

Contrairement au modele de la binormale, I'approche proposee pour la construc­

tion de la courbe ROC par les distributions de Pearson ne possede pas de forme 

fermee. Puisque nous n'avons pas de formule analytique pour le calcul de l'AUC pour 
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la courbe MCP, nous utiliserons deux methodes d'estimation soit numeriquement par 

la methode du trapeze et statistiquement par la statistique U de Mann-Whitney. 

Rappelons que l'objectif ultime est de reproduire la courbe ROC empirique a 

partir des deux modeles presentes. Ainsi, nous ne cherchons pas a comparer quelle 

mesure est la plus performante, mais plutot laquelle des valeurs AUC se rapproche le 

plus a celle de l'empirique. 

Methode du trapeze 

La methode du trapeze est une technique numerique simple qui approxime la 

valeur d'une integrale definie. Soit l'integrale definie 

b 

h(x)dx. (5.1.4) 

On assume que h(x) est continue sur [a,b]. Par la suite, on partitionne l'intervalle 

[a, b] en n sous-intervalles de meme longueur ou 

Ax = — . (5.1.5) 
n 

En utilisant n + 1 points, on a 

XQ = a 

xi = a + Ax 

x2 = a + 2Ax 

xn = a + nAx = b. 

Ainsi on peut calculer la valeur de h(x), soit 

y0 = h(x0) 

J n. 

yn = h(xn). 
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FIGURE 5.2 Division par segment d'une courbe sur l'intervalle [a, b] 

Par la suite, on approxime l'integrale en utilisant les n trapezes formes par les seg­

ments du point (xz-i,yi^i) jusqu'a (xi,yi) pour 1 < i < n tel qu'illustre par la 

figure 5.2. 

En additionnant l'aire des rectangles et des triangles, voir la figure 5.3, on obtient 

l'aire d'un trapeze, soit 

At = y0Ax +-(yi- y0)Ax 

= (Vo + yi) Ax 
2 

Done, l'approximation est obtenue en additionnant l'aire des n trapezes, i.e. 

[bh(X)dx^{yo + yi)Ax
 + ...+ {yn-1 + yn)Ax 

Ja ^ ^ 
Ax 

~ -^- (l/o + 2yi H h 2yn^t + yn). 

Remarque 5.1.6 La definition ci-haut decrit un cas general. Pour le calcul de l'AUC, 

l'intervalle serait [0,1] puisque la courbe ROC est bornee sur [0,1]. 

Statistique U de Mann-Whit ney 

La statistique U de Mann-Whitney, aussi connue sous le nom de Wilcoxon-Mann-

Whitney, est une methode d'estimation d'AUC non-parametrique. Cette statistique 
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J'I y* 

y, y* 

-ia-

FlGURE 5.3 Illustration du calcul de l'aire d'un trapeze 

cherche a verifier si les elements de DQ precedent Di dans une classification par 

ordre croissant sur une meme echelle ordinale. Le choix d'estimation de l'AUC par 

la statistique U de Mann-Whitney est due aux conclusions apportes par Bamber [2]. 

L'auteur nota que l'aire sous la courbe ROC est etroitement liee a la statistique U de 

Mann-Whitney. 

Definition 5.1.7 La statistique U de Mann-Whitney est definie comme suit 
n0 m 

u = 
-i "-U "'1 

- E E 
n0ni --1 ]=1 

I K > soJ + 21 ish = soJ (5.1.6) 

oil no, ni et s0, S\ sont la taille de l'echantillon et les scores de D0 et Di, respective­

ment. 

Puisque nous nous concentrons uniquement sur les variables aleatoires continues, 

alors la probabilite d'obtenir des noeuds est theoriquement nulle. Ainsi comme Bam­

ber [2] le pointa 

AUC = P(Si > So) 

= E(U). 

(par 5.1.3) 

Done U est un estimateur non-biaise d'AUC. 
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5.2 Aire sous la courbe partielle ROC 

L'elegance de l'AUC est due a sa simplicite et sa commodite. McClish pointa que 

l'AUC attribue le meme poids pour toutes les valeurs possibles du seuil decisionnel [34]. 

Ainsi, l'AUC n'est pas toujours un choix judicieux tel indique dans la remarque 5.1.4. 

Dans le cas ou les courbes ROC se croisent, l'AUC ignore la possibilite qu'un test 

diagnostique performe mieux a un certain intervalle donne tandis que l 'autre test est 

superieur a l'intervalle restant. Dans un essai clinique, ceci peut s'interpreter par le 

fait qu'un diagnostic fonctionne uniquement pour certains types de patients. Un autre 

scenario plausible est lorsque le specialiste s'interesse particulierement a une portion 

de FPR. Pour ces deux situations, l'aire sous la courbe partielle, pAUC, serait une 

mesure desirable puisqu'elle se concentre sur un intervalle de FPR restreint. 

Pour alleger l'ecriture, revenons a cette notation de la courbe ROC, i.e. y = h(x) 

ou x et y designent FPR et TPR, respectivement. 

Definit ion 5.2.1 De maniere analogue au calcul AUC, on a pour b > a et a,b € 

[o,i], b 

pAUC = / y(x)dx. 
J a 

La methode du trapeze s'avere un candidat pratique pour l'estimation du pAUC. 

II est a souligner que l'intervalle est entre 0 < a < b < 1. Par contre, le calcul du 

pAUC ne peut s'effectuer par la statistique U de Mann-Whitney. Le pAUC mesure 

l'aire en sous de la courbe par segment, alors que Mann-Whitney est une statistique 

de SD0 et SDI- En autres mots, pAUC travaille numeriquement avec la courbe, alors 

que Mann-Whitney travaille directement avec les donnees. 
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5.3 Erreur quadratique moyenne 

Rappelons que l'objectif n'est pas simplement d'obtenir une valeur quantitative 

qui se rapproche a celle de I'empirique, mais d'obtenir aussi une courbe avoisinante 

a celle-ci. Puisque la comparaison quantitative peut s'effectuer a l'aide d'AUC et 

du pAUC, mais qu'en est-il du cote graphique ? Une solution possible serait I'erreur 

quadratique moyenne (MSE). 

5.3.1 Definition du MSE 

L'idee est de comparer point par point la distance entre les deux courbes theoriques. 

soit la courbe binormale (BIN) et la courbe MCP, versus la courbe empirique. 

Definition 5.3.1 Soient la courbe ROC empirique, 

ROCE = {(FPR, TPR); FPR, TPR e [0,1]}, 

et la courbe ROC theorique (BIN ou MCP), 

ROCT = {(FPR, TPR); FPR, TPR e [0,1]}. 

On definit MSE des points sur I'axe des TPR de la courbe ROC pour un ensemble de 

points de I'axe des FPR fixes comme suit 

i K . 

MSE = - J2(TPRk ~ TPRk)
2 (5.3.1) 

fe=i 

oil k represente le nombre de decoupes sur I'axe des FPR. 

Remarque 5.3.2 L'idee est de calculer une distance euclidienne entre deux courbes 

sur un ensemble fini K points a intervalle regulier sur I'axe des x (ou FPR). Par 

exemple, nous voulons comparer la similitude ou l'ajustement de la courbe binormale 

par rapport a la courbe empirique. Les etapes du calcul sont ci-dessous. Supposons 

qu'on a un ensemble K points sur I'axe des FPR tels que FPRk = j ^ pour k = 

0,1,..., K-l. 
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ERR = 0 

Pour k = 0 : K -1 

i. Calcule le couple (FPRk,TPRk) de la courbe empirique. 

ii. Calcule le couple (FPRk,TPRk) de la courbe binormale. 

iii. ERR = ERR + (TPRk - TPRk)
2 

Fin 

MSE = ERR/K 

En ce qui a trait du calcul de MSE pour la methode MCP, on calcule un MSE 

pour chaque courbe ROC simulee. Supposons qu'on a M courbes simulees, on aura 

M calculs de MSE. Ainsi on peut calculer une moyenne et une variance comme suit : 

1 M 

H(MSE) = — Y,MSEm, 
M 

m=l 

a2(MSE) = JL Y^(MSEm - H(MSE))2. 
m = l 

Toujours dans le meme concept, nous allons utiliser MSE pour comparer chaque 

aire partielle de la courbe ROC theorique versus I'empirique. 

Definition 5.3.3 Soit un ensemble {ai < a2 < ... < at < ... < aL} oil at € [0,1]V7 

oil I = 1,...,L represente I'indice des seaux ou sous-intervalles sur I'axe des FPR 

de la courbe ROC tel que FPRi+i — FPR\ = 1/L. On definit MSE de l'aire sous la 

courbe ROC partielle pour des intervalles sur I'axe des FPR predefinies comme suit 

L 

L 

1 L 

MSEpAUC = - Y^(pAUCEl -pAUCTl)
2 (5.3.2) 

i=i 

oil pA UCE est le pA UC de la courbe empirique et pA UCT est celle theorique. 

Remarque 5.3.4 Pour le calculer du pAUC, nous allons diviser l'intervalle [0,1] 

(I'axe des FPR) en L sous-intervalles. Ainsi, on obtient L valeurs pAUC. Encore une 
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fois, on cherche a comparer le rapprochement de la valeur du pAUC de la binormale 

a celle de I'empirique. Les etapes du calcul de MSEpAUC sont decrites ci-dessous. 

ERR = 0 

Pour I = 0 : L - 1 

i. Calcule le pAUC sur ]•£, l-^\ I'axe des FPR de la courbe empirique. 

ii. Calcule le pAUC sur ] ^ , ^ ] I'axe des FPR de la courbe binormale. 

iii. ERR = ERR + (pAUCEl - pAUCTl)
2 

Fin 

MSE = ERR/L 

Quant a la methode MCP, on calcule le MSEpAUC pour chaque courbe ROC simulee. 

Avec M simulations, on obtient M MSEpAUC. De ceci, on peut calculer une moyenne 

et une variance comme suit : 

1 M 

H(MSEpAUC) = T7 E MSEpAUCm, 

m = l 

1 M 

'•(MSEpAUC) = — ^(MSEpAUCm - n(MSEpAUC))2. 
m = l 

5.3.2 Interpolation par spline cubique 

En application, il est imperatif d'obtenir des courbes regulieres passant par un 

grand nombre de points. Malheureusement, cet enonce ne s'applique pas pour notre 

approche de la courbe MCP. Au contraire, pour chaque courbe ROC simulee, un 

ensemble de points discontinus a intervalle irregulier est obtenu. Afin d'obtenir un 

point precis, non defini par la simulation, nous avons recours a l'interpolation par 

spline cubique. En ayant les coordonnees (FPR, TPR) relative aux points simules, le 

calcul du pAUC et du MSE deviennent moins lourds. 

o2 
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La regularity d'une fonction peut se mesurer par ses derivees. Assurement, plus 

une fonction est differentiable, plus sa courbe est lisse et done la fonction est reguliere. 

L'objectif du spline cubique est d'obtenir une fonction d'interpolation qui est lisse au 

derivee premiere et continue au derivee seconde. La theorie de cette section provient 

majoritairement du manuel de Shikin et Plis [43]. 

Definition 

Pour eviter toutes confusions, les notations dans cette section ne correspondent 

aucunement aux autres chapitres ou sections. 

Soit (xt, yt) des points d'interpolation ou i = 0 , . . . , m. Posons, a = Xo et b = xm. 

Une fonction, S(x), definie sur l'intervalle [a, b] est appelee une fonction d'interpola­

tion du spline cubique si la fonction 

i. est un polynome cubique 

S(x) = St(x) = a{o] + a(i\x - x%) + af(x - x%)2 + a%\x - x,f 

ii. est deux fois continument derivable, i.e. S(x) G C2[a,b] 

iii. satisfait aux conditions 

S(xl) = yl, ou i = 0,1,... ,m. 

La fonction de spline, S(x), est un polynome cubique sur chaque intervalle partiel 

[xj,a;l+i] ou i = 0 , 1 , . . . ,m — 1 et done, elle est definie sur l'intervalle par quatre 

coefficients. Le nombre total d'intervalle partiel est egal a m. Ainsi lorsque les Am 

valeurs des coefficients seront trouvees 

(i) (i) (i) h) v • n -, i 

a0 ,a\ ,a2 ,a3 ou i = 0 , 1 , . . . ,m — 1 

la fonction de spline desiree sera definie. 
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La condition ou S(x) £ C2[a,b] suggere la continuite de la fonction S(x) et 

ses derivees, S'(x) et S"(x) a tous les points interieurs x\,... ,xm_\. Ainsi, il existe 

3(ra — 1) conditions ou equations pour les coefficients desires. A partir du troisieme 

critere ci-haut, le nombre total de conditions ou equations equivaut a 3(m — 1) + (m + 

1) = 4m - 2. 

Les conditions sur les bornes 

Le probleme dans une fonction d'interpolation est le choix des conditions sur les 

bornes. Ci-dessous sont decrits deux autres conditions qui sont donnees sous forme de 

contrainte sur les valeurs du spline et/ou les valeurs de leurs derivees sur les bornes 

a et b. 

i. Les valeurs de la derivee premiere sont donnees aux bornes de l'intervalle [a, b] 

S'(a) = f(a), S'(b) = f(b). 

ii. Les valeurs de la derivee seconde sont donnees aux bornes de l'intervalle [a, b] 

S"(a) = f"(a), S"(b) = f(b). 

iii. Les valeurs respectives de la derivee premiere et seconde sont egaux aux bornes 

l'intervalle [a, b] 

S'(a) = S;(b), S"(a) = S"(b). 

Remarque 5.3.5 La troisieme condition est appelee periodique. On choisit cette 

condition lorsque f(x) est une fonction interpolante periodique avec une periode egale 

a T = b — a. 

Le choix des conditions des bornes est souvent determine par la disponibilite d'in-

formation additionnelle sur le comportement de la fonction f(x) estimee. La premiere 

condition est applicable si les valeurs de la derivee premiere f'(x) au borne de l'in­

tervalle [a, b] sont connues. Similairement, la deuxieme condition est convenable si les 
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valeurs de la derivee seconde f"(x) au borne de l'intervalle [a, b] sont connues. Si f(x) 

est une fonction periodique le choix revient a la troisieme condition. 

Remarque 5.3.6 Dans une situation ou I'information additionnelle est manquante, 

les conditions naturelles des bornes, S"(a) — 0 et S"(b) = 0, sont frequemment 

utilisees. 

La construct ion de la fonction d' interpolat ion d u spline cubique 

Une methode de calculs est decrite ci-dessous avec m + 1 valeurs de coefficients 

au lieu de 4m. La fonction d'interpolation du spline dans chaque intervalle [xj,x4+i] 

ou i = 0,1,..., m — 1 est calcule comme suit 

S(x) = S{xt) = yt(l-t)
2(l + 2t) + yl+1t

2(3-2t) + nAt(l-t)2-nt+it2(l-t), (5.3.3) 

ou 
1" — T_ 

Ibi ^7,4-1 X« , V 

K 

et les nombres nz ou i = 0 , 1 , . . . , m sont une solution du systeme lineaire algebrique. 

La forme du syteme depend grandement du choix des conditions sur les bornes. 

Pour la premiere et la deuxieme condition, le systeme prend la forme comme suit 

( 
2n0 + Honi = co» 

Xtnz-i + 2mz + Hi^i+i = Q> i = 1, 2 , . . . , m - 1, 

0 , y%+\ - y % . > y% - v%-\ 
Ci = 3 Hi—z •" * 

ou 
o ( Vi+ 

h% ht^i 

Les coefficients / /Q,CQ,A^ et c*m dependent du choix des conditions sur les bornes. 

Ainsi avec la premiere condition, on a 

H* = 0 , c*0 = 2y'0, 



5.3. Erreur quadratique moyenne 53 

^m — 0, cm — 2,ym. 

et avec la deuxieme condition, on a 

* _ 1 „* - oyi ~y° ^° " 
Ho — i 5 co — 3 i 9 

» * -i * r,Vm Vm—l ft"m—l n 
Am — l i Cm — 6 7 o Vm-

nm-l * 

Pour la troisieme condition, le systeme lineaire pour les nombres n, ou i = 

1 ,2 , . . . , m peut s'ecrire comme suit 

2ni + / ^ n 2 + Ainm = c l5 

A?n,_! + 2nz + / ^ n l + 1 = cz, i = 1, 2 , . . . , m - 1, 

Puisque la fonction est periodique, alors no — nm. Ainsi le systeme se retrouve avec 

m inconnus. 



Chapitre 6 

Resultats et discussions 

Dans ce chapitre, nous procedons a l'analyse graphique et quantitative des resultats 

de notre etude. Rappelons que notre objectif est de comparer la flexibilite et l'ajuste-

ment de la courbe ROC des modeles binormale (BIN) et Monte-Carlo Pearson (MCP) 

sur les donnees reelles et simulees. En autres mots, nous cherchons a verifier laquelle 

des courbes theoriques reproduit mieux la courbe empirique. L'analyse se fera en deux 

parties : la premiere sur I'etude de simulation et la seconde sur I'etude sur les donnees 

reelles. Pour une meilleure idee globale sur l'analyse des resultats, voir la figure 6.1. 

6.1 Etude sur les donnees simulees 

Les donnees simulees sont generees aleatoirement en supposant que 

SDo ~ fs0(x) et SDl ~ fSl(x) 

oii fs0(x) et fsi(x) sont des densites de probabilites des distributions gaussienne, 

gamma ou beta. Une simulation de 2500 valeurs pour les populations non-malades et 

malades fut executee. Le choix d'une taille d'echantillon large nous permet de capturer 

les proprietes asymptotiques des distributions simulees. Afin de comparer les deux 

54 
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Typede 
donnees 

Types de 
courbes ROC 

Mesures de 
performance 

Reelles • 

Populations 
non-malades 
et malades 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

AUC 

pAUC 

Beta-' 

FIGURE 6.1 Schema de l'analyse des resultats 

methodes, soient BIN et MCP, nous avons choisi trois ensembles de parametres ou la 

discrimination entre les deux populations est forte, moderee et faible. 

6.1.1 Analyse graphique 

Le but de notre etude est d'identifier quel modele, entre BIN et MCP, replique 

mieux la courbe ROC empirique. Une analyse graphique nous est utile afin d'avoir 

une idee generale de la forme des courbes theoriques par rapport a celle empirique. 

Notons que dans cette section, la courbe MCP se refere a la courbe MCP moyenne des 

M = 1000 courbes MCP simulees par la technique de Monte-Carlo avec un intervalle 

de confiance a 95%, voir la remarque 4.2.9. 

Simulation des distributions gaussiennes 

Supposons que SD0 ~ N(0,1). Dans le but d'etudier le comportement des deux 

methodes selon le degre de discrimination, nous avons varie les parametres de / ^ ( x ) . 

Une forte dispersion est observee dans l'histogramme 6.2 lorsque SDI ~ -^(5,1). Dans 
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Donnees Gaussienne simulees Discrimination forte 

F I G U R E 6.2 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose) 
oil SD0 ~ N(0,1) et SDI ~ -^(5,1), respectivement avec n£)0 = nF)l = 2500 

Donnees Gaussienne simulees Discnmmation forte 

t 05-

- Empinque 

-Btnotmale 

- M C P 

F I G U R E 6.3 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0 ~ N(0,1) et SDX ~ N(5,1) 
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Donnees Gausstenne simulees Dtscnmination moderee 

F I G U R E 6.4 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose) 
ou Sp0 ~ N(0,1) et SDI ~ N(2,1), respectivement avec nr>0 = nDl = 2500 

Donnees Gaussienne simulees Discnmmatton moderee 

F I G U R E 6.5 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ N(0,1) et SDl ~ JV(2,1) 
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Donnees Gaussienne simulees Discnmination faible 
2 5 0 r 

200 -

F I G U R E 6.6 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose) 
ou SD0 ~ N(0,1) et S^ ~ iV(0.5,1), respectivement avec np0 = nDl = 2500 

Donnees Gaussienne simulees Discnmination faible 

a. I FPR 

F I G U R E 6.7 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ N(0,1) et SDl ~ 7V(0.5,1) 
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les histogrammes 6.4 et 6.6, une discrimination moderee et faible est obtenue en sup­

posant SDX ~ -W(2,1) et SDX ~ -^"(0.5,1), respectivement. Ces histogrammes nous 

montre que la distribution des scores de D0 et D\ s'apparente bien a une distribu­

tion gaussienne comme esperee. Les figures 6.3, 6.5 et 6.7 illustrent un exemple d'un 

intervalle de confiance a 95% de la courbe MCP dont la courbe empirique se trouve 

entre les bornes superieure et inferieure. A premiere vue, les deux courbes theoriques 

respectent bien la propriete 3.2.1, i.e. la montonie d'une fonction croissante, a I'op­

pose, de la courbe empirique. Tel soupgonne, la courbe BIN replique agreablement la 

courbe empirique puisque les scores des deux populations proviennent d'une distribu­

tion gaussienne. Cependant, la courbe MCP est un adversaire redoutable, puisqu'elle 

la suit de tres pres. Dans le cas d'une forte discrimination, on peut meme devancer 

que les trois courbes ROC sont fidelement superposees. Une legere variation entre 

les courbes BIN et MCP est observee lorsque la discrimination est moderee et faible. 

Puisque cette difference est negligeable, on peut affirmer que les deux modeles per-

foment aussi bien l'un que l'autre. Afin de trancher une conclusion, une etude des 

mesures de performance serait d'une grande utilite. Mais avant de se lancer dans 

l'analyse quantitative, il est interessant de voir le comportement du modele BIN pour 

des donnees autre que la gaussienne. Demeure-t-il aussi performant que le modele 

M C P ? 

Simulat ion des distr ibutions g a m m a 

Supposons SDo ~ Gamma(l.25, 2). Dans l'histogramme 6.8, une grande disper­

sion entre les deux populations est obtenue lorsque S^ ~ Gamma(10,4). Selon les 

histogrammes 6.10 et 6.12, une discrimination moderee et faible est obtenue quand 

SFJ1 ~ Gamma(5, 3) et SD1 ~ Gamma(2.75,2), respectivement. La distribution des 

scores de DQ et D\ s'apparente bien a une distribution gamma comme souhaitee. 

D'apres les figures 6.9, 6.11 et 6.13, les courbes ROC theoriques respectent la pro-
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Donnees Gamma simulees Discnminatron forte 

F I G U R E 6.8 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en rose) 
oil SD0 ~ Gamma(l.25, 2) et SF)l ~ Gamma(10,4), respectivement avec no0 = nF)l = 
2500 

Donnees Gamma simulees Discnmination forte 

-Empmque 

- Bmormate 

-MCP 

0 5 
a / F P R 

F I G U R E 6.9 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0Gamma(l.25,2) et Sp1 ~ Gamma(10,4) 
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Donnees Gamme simulees Discnmmation moderee 

D 5 10 

F I G U R E 6.10 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SD0 ~ Gamma(1.25,2) et Srn ~ Gamma(5,3), respectivement avec UD0 = 
nDl = 2500 

Donnees Gamma simulees Discrimination mod&ree 

-Empmque 
-Bmomate 
-MCP 

F I G U R E 6.11 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDQ ~ Gamma(l.25, 2) et SDX ~ Gamma(5,S) 
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Donnees Gamma simulees Discrimination faible 

F I G U R E 6.12 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil SD0 ~ Gamma(1.25,2) et S^ ~ Gamma(2.75,2), respectivement avec 
riD0 = nDl = 2500 

Donnees Gamma simulees Discnmmation faible 

F I G U R E 6.13 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0 ~ Gamma(l.25,2) et S j^ ~ Gamma(2.75,2) 
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priete 3.2.1 contrairement a la courbe empirique. Encore une fois, pour le scenario 

ou les deux populations sont completement distinctes, voir la figure 6.9, les courbes 

BIN et MCP sont superposees. Selon les figures 6.11 et 6.13, il est interessant de 

souligner qu'au fur a mesure que la discrimination diminue, la courbe BIN reproduit 

vulnerablement I'empirique. Par contre, a notre grand etonnement, la courbe MCP 

est quasi superposee par dessus la courbe empirique. En terme d'ajustement de la 

courbe empirique, la courbe MCP est sans equivoque un clone indeniable. 

Simulat ion des distr ibutions b e t a 

Une separation complete des populations non-malades et malades est presente 

quand SD0 ~ Beta(1.25,14) et Soi ~ Beta(12,2), voir l'histogramme 6.14. Selon les 

histogrammes 6.16 et 6.18, une discrimination moderee et faible est obtenue lorsque 

SDo ~ Beta(2,10) et SDl ~ Beta(4,2), et SDo ~ Beta(5,8) et SDl ~ Beta(3.5,1.25), 

respectivement. Selon la figure 6.15, les courbes BIN et MCP sont incontestablement 

superposees. Par contre, tel devine, a la presence d'interaction entre les deux popula­

tions, la courbe BIN caique maladroitement I'empirique a l'inverse de la courbe MCP, 

voir les figures 6.17 et 6.19. De plus, la courbe empirique tombe entre l'intervalle de 

confiance a 95% de la courbe MCP. On constate que la methode MCP ajuste mieux 

la courbe empirique que la BIN lorsque la distribution des scores est non-gaussienne 

dans un environnement d'interference. 

Simulat ion des distributions gauss ienne-gamma 

Anterieurement nous avons etudie le cas ou SD0 et SFJ1 suivent la meme famille de 

distribution. A present, examinons le comportement des deux modeles, BIN et MCP, 

dans ces cas extremes, i.e. lorsque la distribution des scores ne decoule pas de la meme 

famille. Supposons que SD0 ~ iV(2,6). Selon l'histogramme 6.20, les deux populations 

sont completement separees quand SDX ~ Gamma(7,10). Une diminution de la dis-



6.1. Etude sur les donnees simulees 64 

Donnees Beta simulees Discnmination forte 

01 02 03 04 05 06 07 DB 09 1 

F I G U R E 6.14 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SD0 ~ Beta(1.25,14) et SFJ1 ~ Beta(12,2), respectivement avec nn0 = 
nDl = 2500 

Donnees Bete simulees Discnmination forte 

01 02 03 04 
-J L_ 
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F I G U R E 6.15 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ Beta(1.25,14) et SDl ~ Beta(12,2) 



6.1. Etude sur les donnees simulees 65 

Donnees Bi te simulees Discrimination moderee 

F I G U R E 6.16 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SD0 ~ Beta(2,10) et S^ ~ Beta(A,2), respectivement avec nr>0 = nFJl = 
2500 

Donnees B6ta simulees Discnmination moderee 

-Empmque 

-Bmormale 

-MCP 

F I G U R E 6.17 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDQ ~ Beta(2,10) et SDX ~ Beta(4, 2) 
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Donnees BSla simulees Discrimination bible 

F I G U R E 6 18 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ Beta(5,8) et So1 ~ Beta(3 5,1.25), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Beta simulees Discnmination faible 

-Empmque 

- Btnormale 

-MCP 

F I G U R E 6.19 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque Sjrj0 ~ Beta(5,8) et SDX ~ Beta(3 5,1.25) 
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Donnees Normale/Gamma simulees Discnmination forte 

F I G U R E 6.20 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SD0 ~ AT(2,6) et 5pi ~ Gamma(7,10), respectivement avec nDo = nDl = 
2500 

Donnees Normale/Gamma simulees Discnmination forte 

-Empmque 

-Bmormale 

-MCP 

F I G U R E 6.21 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0 ~ 7V(2,6) et SD1 ~ Gamma(7710) 
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Donnees Normale/Gamma simulees Discnmination moderee 

F I G U R E 6.22 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SDo ~ ^ (2 ,6 ) et S ^ ~ Gamma(A, 10), respectivement avec nDo = nDl = 
2500 

Donnees Normale/Gamma simulees Discnmination moderee 

-Emptnque 

-Bmotmgle 

-MCP 

0 5 
I / F P R 

F I G U R E 6.23 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ N(2,6) et SDl ~ Gamma(A, 10) 



6.1. Etude sur les donnees simulees 69 

Donnees Normale/Gamma simulees Discrimination foible 

F I G U R E 6.24 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ iV(2,6) et So± ~ Gamma(2,10), respectivement avec no0 = no1 = 
2500 
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F I G U R E 6.25 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ N(2,6) et Sjj1 ~ Gamma(2,10) 
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crimination est observee lorsque S^ ~ Gamma(A, 10) et Sox ~ Gamma(2,10), voir 

les histogrammes 6.22 et 6.24. Ces histogrammes nous montre que la distribution des 

scores de D0 et Di s'apparente bien a une distribution gaussienne et gamma, respec­

tivement. Les proprietes enoncees a la section 3.2 d'une courbe ROC sont respectees 

par les deux courbes theoriques. Contrairement a la methode MCP, la BIN semble 

eprouver de la difficult e a repliquer I'empirique meme lorsque les populations sont dis-

persees. Cette remarque s'applique aussi lorsque les deux distributions se chevauchent 

entre elles, voir les figures 6.23 et 6.25. Ainsi I'hypothese que la methode MCP est 

plus flexible que la BIN est toujours valide. 

Simulat ion des distr ibutions gauss ienne-beta 

D'apres l'histogramme 6.26, les populations DQ et D\ sont entierement distinctes 

lorsque So0 ~ AT(—0.7, 0.25) et Sox ~ Beta(5,l). Une interaction moderee est ob­

servee quand So0 ~ ./V(—0.3,0.35) et So! ~ Beta(5,1.25), voir l'histogramme 6.28. 

Lorsque So0 ~ iV(0.1,0.25) et Sr>1 ~ Beta(3,1.5), on obtient une faible discrimi­

nation comme illustree par l'histogramme 6.30. La figure 6.27 montre que les deux 

courbes sont superposees. Lorsque la dispersion est flagrante, aucune conclusion ne 

peut etre soutirer. car les deux methodes performent aussi bien l'une que l'autre. Par 

contre, dans un environnement ou la discrimination decroit, la methode MCP replique 

scrupuleusement I'empirique contrairement au modele binormal, voir les figures 6.29 

et 6.29. Ainsi notre hypothese demeure veredique. 

Simulat ion des distributions gamma-gauss ienne 

Supposons que So0 ~ Gamma(1.25, 3). Les histogrammes 6.32 et 6.34 representent 

une discrimination forte et moderee lorsque SDX ~ iV(30, 3) et Soi ~ iV(25,6), res­

pectivement. Par contre, en supposant que So0 ~ Gamma(1.5,1) et S ^ ~ 7V(3.5,1), 

on obtient une faible discrimination. Par la figure 6.33, on constate que les methodes 



6.1. Etude sur les donnees simulees 71 

Donnees Gaussienne/Beta simulees Discrimination forte 

F I G U R E 6.26 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ N(—0.7,0.25) et Sox ~ Beta(5,1), respectivement avec no0 = nox = 
2500 

Donnees Gaussienne/Beta simulees Discnmination forte 
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- Bmon 
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F I G U R E 6.27 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ #( -0 .7 ,0 .25) et SDl ~ Beta(5,1) 
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F I G U R E 6.28 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ #(—0.3,0.35) et SD1 ~ Beta(5,1.25), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Gaussienne/B6ta simulees Discnmination moderee 
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F I G U R E 6.29 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ #(—0.3,0.35) et S ^ ~ Beta(5,1 25) 
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Donnees Gaussrenne/Beta simulees Discrimination faible 

0 6 1 

F I G U R E 6.30 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ #(0.1,0.25) et So± ~ Beta(3,1.5), respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

Donnees Norm ate/Bet a simulees Discnmination faible 
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F I G U R E 6.31 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque Sr,0 ~ N(0.1,0.25) et SD1 ~ -Beta(3,1.5) 
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Donnees Gamma/Normale simulees Discnmination forte 

F I G U R E 6.32 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Gammail.25,3) et So^ ~ #(30 ,3) , respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

Donnees Gamma/Normale simulees Discnmination tone 

-Empmque 

-Bmotmsle 

-MCP 
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F I G U R E 6.33 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ Gamma(l.25,3) et S ^ ~ #(30,3) 
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Donnees Gamma/Normale simulees Discrimination moderee 

F I G U R E 6.34 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Gamma(1.25,3) et SDX ~ -^(25, 6), respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

'r~ 
Donnees Gamma/Normale simulees Discnmination moderee 

-Empmque 

- Bmormab 

-MCP 

F I G U R E 6.35 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0 ~ Gamraa(1.25,3) et SDX ~ iV(25, 6) 
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Donnees Gamma/Normale simulees Discnmination faible 

F I G U R E 6.36 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Gamma(1.5,1) et S^ ~ #(3.5,1) , respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

Donnees Gamma/Normale simulees Discnmination faible 

F I G U R E 6.37 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ Gamma(1.5,1) et So1 ~ #(3.5,1) 
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BIN et MCP sont equivalentes, car les deux courbes sont superposees. Puisque ce 

cas nous est peu informatif, regardons le scenario ou les populations se chevauchent 

entre elles. La figure 6.35 montre la courbe de la binormale se rapproche plus du coin 

superieur gauche, soit le point (0,1), done elle serait plus performante que la courbe 

de la MCP en terme d'un test de classification, voir la sous-section 3.1.2. Cependant, 

rappelons que notre objectif est d'ajuster les courbes theoriques a celles de l'empi-

rique. Alors, on se soucie moins de la performance, mais plutot de la replication. Ainsi 

notre intuition demeure verifiee puisque la courbe MCP excelle mieux que la courbe 

BIN en terme d'ajustement a I'empirique, voir la figure 6.37. 

Simulat ion des distr ibutions g a m m a - b e t a 

L'histogramme 6.38 montre une dispersion flagrante entre les distributions quand 

SD0 ~ Gamma(l, 0.1) et SDl ~ Beta(12,1). Par contre, les histogrammes 6.40 et 6.42 

illustrent une discrimination moderee et faible quand Sr>0 ~ Gamma(l. 1, 0.125) et 

So1 ~ Beta(4,1.05), et SD0 ~ Gamma(2, 0.2) et Sox ~ Beta(7,5), respectivement. 

Encore une fois, les courbes de la figure 6.39 nous sont peu informatives. Cependant, 

les figures 6.41 et 6.43 affichent clairement la superiorite de la methode MCP a celle 

de la BIN. La courbe BIN bifurque significativement de I'empirique surtout dans un 

milieu ou la discrimination est defaillante. D'une vue globale, on voit que la courbe 

MCP deymsse grandement la courbe BIN en terme d'ajustement a la courbe empirique. 

Simulat ion des distributions beta-gauss ienne 

Supposons que So0 ~ Beta(3,l). En variant les parametres de la distribution 

de Soi, nous avons etudie le comportement des courbes sous differents niveaux de 

dispersion. Les histogrammes 6.44, 6.46 et 6.48 illustrent le degre de discrimination 

entre les populations soit : forte quand S ^ ~ #(1.75,0.25), moderee quand SDX ~ 

#(1.35,0.25) et faible quand So1 ~ #(1.075,0.25), respectivement. Selon les figures 
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Donnees Gamma/Seta simulees Discnmination forte 

F I G U R E 6.38 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ Gamma(l,0.1) et Sox ~ i?eta(12,l), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Gamma/Beta simulees Discnmination forte 
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F I G U R E 6.39 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ Gamma(l, 0.1) et Sor ~ Beta(12,1) 
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Donnees Gamma/Beta simulees Discnmination moderee 

F I G U R E 6.40 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Gamma(l.l, 0.125) et So1 ~ Beta(A, 1.05), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Gamma/8e"ta simulees Discnmination moderee 

-Emptnque 

-Brno/male 

-MCP 

FIGURE 6.41 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque Sn0 ~ Gamma(l. 1,0.125) et SDX ~ Seta(4,1.05) 
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Donnees Gamma/Beta simulees Discnmination faible 

F I G U R E 6.42 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou SD0 ~ Gamma(2,0.2) et Sox ~ Beta(7,5), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Gamma/Beta simulees Discrimination faible 

F I G U R E 6.43 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ Gamma(2,0.2) et So1 ~ Beta(7,5) 
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Donnees Beta/Normale simulees Discnmination forte 

F I G U R E 6.44 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Beta(3,1) et S ^ ~ #(1.75,0.25), respectivement avec no0 = nox = 
2500 

Donnees BSta/Normale simulees Discnmination forte 

-Empmque 

- Binormale 

-MCP 

F I G U R E 6.45 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SD0 ~ Seta(3,1) et Sr)1 ~ iV(1.75,0.25) 
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Donnees Beta/Normale simulees Discnmination moderee 

F I G U R E 6.46 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Beta(3,1) et SDX ~ #(1.35,0.25), respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

Donnees Beta/Normale simulees Discnmination moderee 
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F I G U R E 6.47 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ Beta(3,1) et SDl ~ #(1.35,0.25) 
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Donnees Beta/Normate simulees Discnmination faible 
180 r 

FiGURE 6.48 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ Beta(3,1) et Sox ~ #(1.075,0.25), respectivement avec no0 = no1 = 
2500 

Donnees Beta/Normale simulees Discnmination faible 
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FIGURE 6.49 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ Beta(3,1) et SDl ~ #(1.075,0.25) 
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6.45, 6.47 et 6.49, on remarque que plus les distributions se chevauchent entre elles, 

plus la courbe BIN arrive difficilement a capturer I'empirique. Contrairement a la 

BIN, la methode MCP est indeniablement une copie transcendante de rempirique. 

Simulat ion des distr ibutions be ta -gamma 

Supposons que SD0 ~ Beta(3.5,1). Les populations D0 et Di sont completement 

separees quand SD1 ~ Gamma( 10,0.35), voir l'histogramme 6.50. Quand Sox ~ 

Gamma(7,0.35) et Sox ~ Gamma(5.75, 0.35), on obtient une discrimination moderee 

et faible tel illustre par les histogrammes 6.52 et 6.54, respectivement. Selon les figures 

6.51, 6.53 et 6.55, pour les trois categories de discrimination, la courbe MCP ajuste 

mieux I'empirique que la courbe BIN. Sans oublier que la courbe empirique tombe 

dans l'intervalle de la courbe MCP. Globalement, notre hypothese est valide. 

6.1.2 Analyse quantitative 

Selon l'analyse visuelle, dans un environnement ou la dispersion est flagrante, 

six cas sur neuf sont non conclusifs, car les courbes BIN et MCP sont superposees. 

Par contre, les trois cas restants (gaussienne-gamma, beta-gaussienne, beta-gamma) 

favorisent la methode MCP a celle de la BIN. Quant a la discrimination moderee 

et faible, huit cas sur neuf demontrent la superiorite de la methode MCP a celle 

de la BIN, a I'exception des donnees gaussiennes ou les deux methodes sont quasi 

equivalentes. Afin de justifier davantage notre hypothese, une analyse numerique reste 

tout de meme necessaire. Pour ce faire, les six tables a venir presentent les resultats des 

trois mesures de performance decrites au chapitre 5 selon le degre de discrimination. 

Avant de debuter l'analyse, revisons quelques notions des mesures de perfor­

mance. Pour la mesure MSE, selon la definition 5.3.1, nous avons pris K = 1000 

decoupes sur I'axe des FPR. Notons qu'avec la methode MCP, nous aurons M = 1000 

courbes MCP. Ainsi la mesure MSE represente une moyenne de MSE des courbes 
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Donnees Beta/Gamma simulees Discnmination forte 

F I G U R E 6.50 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil So0 ~ Beta(3.5,1) et SD1 ~ Gamma(10,0.35), respectivement avec no0 = 
nDl = 2500 

Donnees Beta/Gamma simulees Discnmination forte 
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FIGURE 6.51 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SoQ ~ Beta(3.5,1) et Soi ~ Gamma(10,0.35) 
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Donnees Beta/Gamma simulees Discrtm nation moderee 

FIGURE 6 52 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) oil SDo ~ Beta(3 5,l) et SDl ~ Gamma(7,0 35), respectivement avec nDo = 
nDl = 2500 
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F I G U R E 6 53 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque SDo ~ Beta(3 5,1) et SDl ~ Gamma(7,0 35) 
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Donnees Beta/Gamma simulees Discnmination faible 

F I G U R E 6.54 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou So0 ~ Beta(3.5,1) et So± ~ Gamma(5.75,0.35), respectivement avec nDo = 
nDl = 2500 
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F I G U R E 6.55 Courbes ROC empiriques, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% lorsque So0 ~ Beta(3.5,1) et So1 ~ Gamma(5.75,0.35) 
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MCP comme explique dans la remarque 5.3.2. Pour le modele binormal, l'AUC se cal­

cule directement avec l'equation (5.1.3). Par contre, le modele MCP utilise la methode 

du trapeze et la statistique U de Mann-Whitney, voir la sous-section 5.1.4, puisque la 

distribution de Pearson n'a pas de forme fermee. Les methodes d'estimation d'AUC 

est aussi utilisees pour I'empirique, car on ne connait pas la nature distributionnelle 

des donnees. Pour le calcul du pAUC, nous avons divise I'axe des FPR en L = 10 sous-

intervalles ou buckets. Par la suite, nous avons calcule le MSEpAUC, voir l'equation 

(5.3.2). II est a noter que le pAUC se calcule avec la methode du trapeze, voir la 

section 5.2. De plus, soulignons que l'ecart-type est obtenue grace aux resultats de 

simulation de Monte-Carlo, voir remarque 4.2.9. 

A present, commencons notre analyse pour le cas ou So0 ~ N(HO, OQ) et Sox ~ 

N(HI,O~2). Rappelons que graphiquement, les deux courbes sont reciproques, voir les 

figures 6.3, 6.5 et 6.7. Lorsque le degre de discrimination est eleve, la valeur de MSE 

pour la methode BIN est approximativement six fois inferieure (1.02-10 - 6 /1 .02-10 - 7) 

a celle de la MCP, voir la table 6.1. Selon les tables 6.3 et 6.5, lorsqu'il y a une presence 

de chevauchement cet ecart diminue, soit trois fois plus petit a celle de la MCP. Pour 

une discrimination faible, on remarque que l'AUC de la MCP est equivalente ou plus 

proche de I'empirique que la BIN. Quant a la mesure du MSEpAUC, la BIN est entre 

une a cinq fois plus petite que la MCP. Tel constate, cette difference des mesures MSE 

et MSEpAUC, entre les deux modeles, peut etre qualifiee negligeable. Ces resultats ne 

sont guere etonnants puisqu'on estime des donnees gaussiennes avec une distribution 

binormale. Malge cette victoire mineure de la methode BIN, la MCP demeure un 

candidat exceptionnel. 

Dans une situation de dispersion complete entre So0 ~ Beta(a0, /3n) et Sx>i ~ 

Beta(ai,/3i), le modele BIN est approximativement 1.5 fois inferieur (1.86/1.12) que 

celui du MCP, au niveau du MSE. Cependant, on obtient une egalite pour la valeur 

d'AUC, d'apres la table 6.1. Notons qu'ici YAUC = 1, ce qui signifie que la courbe 

ROC est ideale, done on a une separation totale des deux populations, voir l'histo-
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gramme 6.14. II est flagrant que le MSEpAUC favorise la methode BIN a celle de 

la MCP, soit 90 fois inferieur (1.24 • 10"16/1.12 • 10~14). Lorsque la methode BIN 

est exposee a un recouvrement entre les deux populations, elle succombe a la MCP 

dans les trois mesures de performance. Contrairement a la BIN, la methode MCP 

arrive a mieux capturer I'empirique grace a la flexibilite du systeme de distributions 

de Pearson. 

Pour une separation entiere entre Sp0 ~ N(HO,O~O) et Soi ~ Beta(ai,/3i), la 

mesure MSE avantage la methode MCP a celle de la BIN. Une egalite de l'AUC est 

observee entre les deux parties. Par contre, le modele BIN est privilegie par le MSE­

pAUC. Inversement, dans un milieu de discrimination moderee, le MSE defavorise la 

methode MCP, mais les mesures AUC et MSEpAUC sont en sa faveur. Rappelons 

que notre objectif principal est de repliquer minutieusement la courbe empirique a 

partir des methodes BIN et MCP. Non seulement les resultats numeriques nous soient 

substantiels, mais aussi le comportement des courbes. Meme si la methode BIN de-

vance negligemment la MCP en terme numerique, mais graphiquement, selon le figure 

6.29, elle la triomphe. De plus, lorsque la discrimination est faible, les trois mesures 

de performance favorisent la MCP que la BIN. 

Supposons So0 ~ Gamma(ko,9o). Pour le cas ou So± ~ N(ni,a2) et S^ ~ 

Beta(a±, f3i), dans un environnement ou la discrimination est observee, les mesures 

MSE et MSEpAUC favorisent la methode BIN a celle de la MCP, d'apres la table 6.2. 

Quant a l'AUC, la difference entre les deux methodes est insignifiante. Par contre, 

lorsque les populations commencent a se chevaucher, la MCP excelle grandement 

la binormale, selon les tables 6.4 et 6.6. En pratique, il est peu frequent d'observer 

une dispersion complete entre les groupes de patients. Le but d'une courbe ROC est 

de verifier l'exactitude et la precision d'un test a classer les sujets non-malades des 

malades. Alors on s'interesse davantage au comportement des courbes BIN et MCP 

dans un milieu ou la discrimination est restreinte. Done, encore une fois, la methode 

MCP est certes superieure a celle de la BIN. 
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Pour les autres combinaisons, la methode MCP depasse inconstestablement la bi­

normale pour les trois mesures de performance dans tous les types de discrimination : 

forte, moderee et faible. On remarque que la binormale devance legerement la MCP 

seulement dans un milieu ou la discrimination est forte. Tel mentionne precedemment, 

cet environnement nous charme peu. Graphiquement, la methode MCP domine clai­

rement la BIN dans toutes les circonstances. Numeriquement, plus le degre de dis­

crimination diminue, plus la MCP gagne de I'avancement par rapport a la BIN. En 

somme, la methode MCP se revele plus flexible et ajuste mieux la courbe empirique 

que la BIN. 
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TABLE 6.1 Discrimination forte : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) 

SDQ/SDI 

Normale 

Gamma 

Beta 

Normale / 

Gamma 

Normale / 

Beta 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

1.67E-07 

1.02E-06 

(2.34E-06) 

3.32E-06 

5.41E-08 

(9.71E-08) 

1.12E-10 

1.86E-10 

(2.05E-09) 

4.17E-05 

1.57E-07 

(1.88E-07) 

1.09E-10 

2.83E-11 

(1.81E-10) 

AUC 

Trapeze MW 

0.9998 0.9998 

0.9998 

0.9998 0.9998 

(9.53E-05) (1.12E-04) 

1 1 

0.9984 

1 0.9999 

(7.01E-05) (7.09E-05) 

1 1 

1 

1 1 

(2.24E-06) (3.25E-06) 

1 1 

0.9946 

0.9999 0.9999 

(1.03E-04) (1.03E-04) 

1 1 

1 

1 1 

(9E-07) (1.3E-06) 

MSEpAUC 

3.91E-10 

5.67E-10 

(1.01E-09) 

3.25E-08 

1.76E-10 

(5.04E-10) 

1.24E-16 

1.12E-14 

(1E-13) 

4.05E-07 

9.96E-10 

(1.6E-09) 

1.07E-16 

1.37E-15 

(1.28E-14) 
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TABLE 6.2 Discrimination forte : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) (cont.) 

SD0/SD1 

Gamma / 

Normale 

Gamma / 

Beta 

Beta / 

Normale 

Beta / 

Gamma 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

3.04E-09 

1.63E-07 

(1.3E-06) 

6.29E-08 

3.86E-07 

(3.01E-06) 

6.59E-06 

2.85E-07 

(1.79E-07) 

6.29E-05 

4.68E-07 

(6.34E-07) 

AUC 

Trapeze MW 

1 1 

1 

1 0.9999 

(6.94E-05) (9.91E-05) 

1 1 

1 

0.9999 0.9999 

(9.3E-05) (1.32E-04) 

0.9996 0.9996 

0.9993 

0.9997 0.9997 

(2.42E-04) (2.42E-04) 

0.9997 0.9997 

0.9924 

0.9994 0.9994 

(4.32E-04) (4.33E-04) 

MSEpAUC 

9.53E-14 

7.86E-12 

(7.09E-11) 

1.69E-11 

2.32E-11 

(1.32E-10) 

1.06E-08 

2.61E-09 

(1.79E-09) 

6.17E-07 

4.46E-09 

(6.24E-09) 
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TABLE 6.3 Discrimination moderee : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) 

SDO/SD! 

Normale 

Gamma 

Beta 

Normale / 

Gamma 

Normale / 

Beta 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

4.27-05 

1.48E-04 

(9.14E-05) 

0.0015 

6.01E-05 

(3.92E-05) 

1.95E-04 

2.11E-05 

(1.48E-05) 

0.0011 

1.10E-05 

(6.5E-06) 

2.02E-05 

5.35E-05 

(8.60E-05) 

AUC 

Trapeze MW 

0.9238 0.9236 

0.0.9231 

0.9244 0.9241 

(0.0047) (0.0047) 

0.9842 0.9840 

0.9610 

0.9840 0.9838 

(0.0017) (0.0017) 

0.9884 0.9883 

0.9931 

0.9885 0.9883 

(0.0014) (0.0014) 

0.9944 0.9943 

0.9648 

0.9949 0.9948 

(7.32E-04) (7.35E-04) 

0.9977 0.9975 

0.9983 

0.9978 0.9976 

(6.43E-04) (7.01E-04) 

MSEpAUC 

1.47E-07 

8.17E-07 

(7.88E-07) 

9.25E-06 

1.93E-07 

(2.32E-07) 

1.29E-06 

8.51E-08 

(1.05E-07) 

1.05E-05 

4.77E-08 

(4.39E-08) 

4.67E-08 

2.65E-08 

(4.34E-08) 
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TABLE 6.4 Discrimination moderee : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) (cont.) 

SD0/SDI 

Gamma / 

Normale 

Gamma / 

Beta 

Beta / 

Normale 

Beta / 

Gamma 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

8.81E-05 

2.04E-05 

(2.36E-05) 

0.002 

1.91E-04 

(1.70E-04) 

0.0013 

2.20E-05 

(1.63E-05) 

9.25E-04 

7.92E-06 

(7.48E-06) 

AUC 

Trapeze MW 

0.9978 0.9977 

0.9991 

0.9978 0.9976 

(5.17E-04) (5.46E-04) 

0.9893 0.9891 

0.9982 

0.9893 0.989 

(0.0017) (0.0017) 

0.9774 0.9774 

0.9725 

0.9773 0.9773 

(0.0026) (0.0026) 

0.9891 0.9891 

0.9601 

0.9897 0.9897 

(0.002) (0.002) 

MSEpAUC 

1.42E-07 

1.69E-08 

(2.28E-08) 

5.25E-06 

2.25E-07 

(3.31E-07) 

6.23E-06 

1.98E-07 

(1.60E-07) 

9.05E-06 

7.51E-08 

(7.44E-08) 
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TABLE 6.5 Discrimination faible : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) 

SD0/SDI 

Normale 

Gamma 

Beta 

Normale / 

Gamma 

Normale / 

Beta 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

7.05E-05 

2.63E-04 

(2.14E-04) 

0.0062 

2.19E-04 

(1.59E-04) 

3.59E-04 

7.44E-05 

(5.05E-05) 

0.0038 

9.39E-05 

(7.06E-05) 

2.19E-04 

1.08E-04 

(6.58E-05) 

AUC 

Trapeze MW 

0.6357 0.6355 

0.6325 

0.6361 0.6358 

(0.0105) (0.0105) 

0.8074 0.8073 

0.7781 

0.8077 0.8073 

(0.0076) (0.0076) 

0.9267 0.9266 

0.9412 

0.9263 0.9261 

(0.0049) (0.0049) 

0.9207 0.9206 

0.877 

0.9226 0.9224 

(0.0044) (0.0044) 

0.9567 0.9565 

0.9591 

0.9566 0.9563 

(0.0033) (0.0031) 

MSEpAUC 

5.96E-07 

2.29E-06 

(2.11E-06) 

6.03E-05 

1.78E-06 

(1.53E-06) 

2.84E-06 

5.44E-07 

(4.86E-07) 

3.70E-05 

7.13E-07 

(6.95E-07) 

1.07E-06 

4.95E-07 

(5.43E-07) 
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TABLE 6.6 Discrimination faible : mesures de performances des donnees simulees 
(l'ecart-type) (cont.) 

SD0/SD! 

Gamma / 

Normale 

Gamma / 

Beta 

Beta / 

Normale 

Beta / 

Gamma 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

0.0021 

2.76E-04 

(2.36E-04) 

0.0065 

3.39E-04 

(3.38E-04) 

0.0045 

1.27E-04 

(1.01E-04) 

0.0012 

2.65E-05 

(2.79E-05) 

AUC 

Trapeze MW 

0.8940 0.8938 

0.8931 

0.8938 0.8935 

(0.0062) (0.0063) 

0.7619 0.7617 

0.7115 

0.7641 0.7638 

(0.009) (0.0092) 

0.8459 0.8458 

0.8425 

0.8458 0.8457 

(0.0071) (0.007) 

0.9591 0.9591 

0.9249 

0.9582 0.9582 

(0.0039) (0.0039) 

MSEpAUC 

1.66E-05 

1.94E-06 

(1.95E-06) 

6.21E-05 

2.82E-06 

(3.21E-06) 

3.43E-05 

1.16E-06 

(9.99E-07) 

1.20E-05 

2.51E-07 

(2.77E-07) 

6.2 Etude sur les donnees reelles 

Les donnees proviennent de I'etude d'Aziz et al. [1] sur I'indice de la deformation 

des spermes, SDI. Cet indice est defini comme le nombre moyen des deformations 

par sperme. On compte 158 patients qui subissent un traitement de fecondation in 

vitro oil 73% des sujets sont reconnus fertiles, i.e. non-malades. On a no0 = 116 
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et no0 = 42. La fertilite masculine est mesuree par la reussite de grossesse de leur 

partenaire. 

6.2.1 Analyse graphique 

Contrairement aux donnees simulees, dans une etude clinique, la nature distri­

butionnelle des scores nous est inconnue. L'histogramme 6.56 montre que les scores 

sont legerement disperses. A premiere vue, selon la figure 6.57, on constate que les 

courbes theoriques respectent la propriete de la monotonie d'une fonction croissante 

contrairement a la courbe empirique. De plus, la courbe empirique se situe majori-

tairement dans l'intervalle de confiance a 95% de la courbe MCP, voir la remarque 

4.2.9. a I'exception de certain endroit. Visuellement parlant, il est difficile de soutirer 

une conclusion. On constate qu'au depart la courbe MCP est adjacent a I'empirique, 

mais qu'apres la BIN devance et ainsi de suite. Dans cette circonstance, une analyse 

quantitative serait cruciale. 

6.2.2 Analyse quantitative 

Soulignons que pour la mesure de MSE, nous avons aussi pris 1000 decoupes sur 

I'axe des FPR comme pour les donnees simulees. Quant au calcul du pAUC, nous 

avons coupe en 10 sous-intervalles. 

Visuellement, il est infaisable de determiner laquelle replique mieux I'empirique. 

Esperons que les resultats quantitatifs nous soient plus informatifs. Les resultats 

demontrent que la valeur de MSE pour la methode BIN est approximativement une 

fois plus petite (0.0021/0.002) a celle de la MCP. Par contre, cette difference est telle-

ment petite qu'elle est negligeable. Ainsi en moyenne les points de la courbe MCP est 

aussi proche de I'empirique que ceux de la BIN. Les chiffres de l'AUC pour la MCP, 

par la methode du trapeze ou MW, sont nettement proches de I'empirique que la 

BIN. La valeur du MSEpAUC de la BIN est 1.5 fois mferieure (1.21 • 10"5 /7.50-10"6) 
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Donnees sur indice de la deformation des spermes (SDI) 

F I G U R E 6.56 Histogramme des populations non-malades (en bleu) et malades (en 
rose) ou la distribution des scores est inconnue et no0 = 116 et nox = 42 

Donnees sur indice de la deformation des spermes (SDI) 

-Empmque 

- Binormale 

-MOP 

F I G U R E 6.57 Courbes ROC empirique, binormale et MCP avec un intervalle de 
confiance a 95% sur I'indice de la deformation (SDI) 
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que la MCP. 

Une des explications possible est que les donnees peuvent etre de nature gaus­

sienne. Afin de soutenir notre hypothese, nous avons effectuer un test de norma-

lite. D'apres le test de normalite de Lilliefors sur Do (p — value = 0.4128) et D± 

(p — value = 0.1418), les donnees sont effectivement gaussiennes. II est imperatif 

qu'on obtient ces resultats puisqu'on estime des donnees gaussiennes avec une dis­

tribution binormale. Par contre, la difference du MSE et du MSEpAUC peut etre 

qualifiee negligeable. Ainsi les deux methodes performent aussi bien l'une que I'autre. 

TABLE 6.7 Mesures de performances des donnees simulees ou l'ecart-type est donne 
entre parentheses 

SD0/SDI 

Indice de 

deformations 

des spermes 

(SDI) 

Modele du 

courbe ROC 

Empirique 

BIN 

MCP 

MSE 

-

0.002 

0.0021 

(5.14E-04) 

AUC 

Trapeze MW 

0.878 0.8754 

0.8539 

0.8632 0.8629 

(0.0063) (0.0063) 

MSEpAUC 

-

7.50E-06 

1.21E-05 

(4.75E-06) 



Chapitre 7 

Conclusion 

La courbe ROC ou Receiver Operating Characteristic, a ete developpee dans 

les annees 1950 dans le domaine de la theorie de detection des signaux a des fins 

militaires [14]. De nos jours, la courbe ROC s'est repandue dans plusieures domaines 

comme medical, psychologie, finance et meme machine learning. La courbe ROC est 

un outil transcendant pour : evaluer l'efficacite et la precision d'un test diagnostique, 

selectionner un seuil decisionnel optimal et comparer deux ou plusieurs courbes, par 

exemple, comparer un nouveau test par rapport au test existant. 

La courbe ROC se construit a partir des scores de deux types de populations, 

soit non-malades (D0) et malades (Di). Generalement, la courbe ROC est decrite 

comme suit 

ROC = {(P(S>t\D0),P(S>t\ L>i)), t e R} 

= {(FPR(t),TPR(t)),t £ 1 } 

ou t designe le seuil decisionnel. Une des proprietes de la courbe ROC est la monotonie 

d'une fonction croissante. Grace a cette propriete, la selection d'un seuil decisionnel 

optimal est accessible. Malheureusement, la courbe ROC empirique respecte rare-

ment cette propriete. Ainsi nous cherchons a determiner une courbe ROC theorique 

respectant les proprietes theoriques d'une courbe ROC. 

100 
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II existe essentiellement deux strategies pour la modelisation de la courbe ROC. 

La premiere, dite directe, consiste a construire explicitement une courbe ROC empi­

rique directement a partir des scores de la population non-malade et malade. soit 

So0 et Sox, respectivement, et ce, sans hypothese distributionnelle. Toutefois, la 

courbe empirique obtenue est indesirable, car elle ne respecte pas certaines proprietes 

theoriques d'une courbe ROC. Afin de contourner ce probleme, plusieurs auteurs 

proposent d'utiliser diverses techniques de lissage de la courbe empirique ou tout 

simplement en supposant une forme fonctionnelle quelconque [17, 31, 32, 41, 50]. En 

pratique, cette approche est peu attrayante due a sa faiblesse intuitive. 

La seconde approche, dite indirecte, consiste a modeliser les scores des deux popu­

lations en supposant une distribution quelconque, par exemple, gaussienne, gamma ou 

beta. Ensuite, il s'agit de deriver implicitement une forme fonctionnelle de la courbe 

ROC a partir des distributions theoriques des scores. Pour certaines distributions, 

il existe une formule analytique directe pour la loi jointe comme la binormale, bi-

gamma ou bi-beta. Dans la litterature, la majorite des recherches se concentrent sur 

l'estimation des parametres du modele binormal [4, 14, 19, 21, 49, 47]. 

La faiblesse du modele binormal est causee par la non-gaussienne des donneees 

experiment ales. Dans notre etude, nous proposons de construire la courbe ROC en 

supposant que la distribution des scores appartienne a la famille de Pearson. Par 

consequent, notre approche s'inscrit dans la deuxieme categorie, i.e. indirecte. Le 

choix de la distribution de Pearson est theoriquement plus attirante, puisqu'elle per­

met de capturer les quatre premiers moments des donnees. Par ailleurs, les lois nor­

male, gamma et beta sont des cas particuliers de la loi de Pearson. Toutefois, il 

n'existe pas de forme fermee a la maniere de la binormale, par exemple. Neanmoins 

la puissance computationnelle des ordinateurs d'aujourd'hui permet aisement d'uti­

liser la technique de simulation par Monte-Carlo pour construire numeriquement la 

courbe ROC theorique. De plus, cette approche, dite MCP ou Monte-Carlo Pearson, 

nous permet de calculer diverses statistiques autour de la courbe ROC telle que les 
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intervalles de confiance. Intuitivement, nous esperons que notre strategic offre rela-

tivement de meilleur resultat que la binormale en terme de replication de la courbe 

empirique. 

Afin de valider notre hypothese, nous avons compare la performance de la methode 

MCP avec celle de la binormale (BIN), souvent utilisee comme point de repere ou 

benchmark dans la litterature. Plus precisement, l'objectif central est d'etudier la 

flexibilite et la performance d'ajustement des deux methodes a capturer une courbe 

ROC empirique quelconque. Sur ce, notre etude se fait sur deux types de donnees : 

simulees et reelles, avec une taille echantillonnage no0 = 1000 et nox = 500 pour la 

population non-malade et malade, respectivement. 

Dans I'etude de simulation, on a applique les deux methodes sur des composi­

tions de trois types de distributions soit gaussienne, gamma et beta. Par la suite, 

en variant les parametres des distributions, on obtient different degre de discri­

mination soit forte, moderee et faible. En utilisant des mesures de performance, 

voir chapitre 5, comme MSE, AUC et MSEpAUC, nous avons compare la perfor­

mance des methodes MCP et BIN sur les neuf compositions possibles des donnees et 

chacun sous trois types de discrimination, done au total 27 cas. Graphiquement, 

lorsque la dispersion est flagrante, la methode MCP performe aussi bien que la 

BIN. Tel soupconne, la methode MCP capture mieux des cas extremes comme : 

SDo ~ iV(2,6) et SDl ~ Gamma(7,10), SDo ~ Beta(3,1) et SDl ~ AT(1.75,0.25), et 

So0 ~ Beta(3.5,1) et SDX ~ Gamma(10, 0.35). Au fur et a mesure que le degre de dis­

crimination diminue, la methode MCP affiche une superiorite en terme de replication 

de la courbe empirique, a I'exception du cas ou les deux distributions de scores suivent 

une gaussienne. Par contre, on observe que la courbe MCP est quasi superposee a la 

courbe BIN. Visuellement, il est tres difficile de distinguer laquelle des deux courbes 

reproduisent mieux I'empirique. Par contre, numeriquement, la methode BIN devance 

legerement la MCP. Cette conclusion n'est certes surprenante puisqu'on estime des 

donnees gaussiennes avec une distribution binormale. La methode MCP demeure un 
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adversaire redoutable puisque ses resultats performent mieux que la BIN. La grande 

question, maintenant, est de savoir si la methode BIN performe aussi bien que la 

MCP pour les autres cas ? Numeriquement, la BIN semble gagner du terrain dans 

un milieu ou la discrimination est forte. Cinq cas sur neuf favorisent la BIN pour 

les mesures MSE et MSEpAUC. Quant a l'AUC, on observe soit une egalite soit 

superiorite de la MCP a la BIN. Au fur et a mesure que le degre de discrimination di­

minue, la methode MCP conquiert la BIN. En pratique, il est peu frequent d'observer 

une separation complete entre les groupes de patients. Ainsi on s'interesse davantage 

au comportement des courbes BIN et MCP dans un milieu ou la discrimination est 

restreinte. En somme, pour les donnees simulees, la methode MCP surpasse significa-

tivement la methode BIN dans la flexibilite et l'adjustement de la courbe empirique. 

Dans I'etude reelle, nous avons pris les donnees d'Aziz et al. [1] sur I'indice de 

la deformation des spermes, SDI. Contrairement aux donnees simulees, la nature 

distributionnelle de ces donnees nous est inconnue et la taille d'echantillon est petite, 

soit no0 = 116 et n ^ = 42. Selon l'aspect visuelle, voir la figure 6.57, il semble que 

la courbe MCP reproduit mieux I'empirique que la courbe BIN. Numeriquement, la 

methode BIN performe legerement mieux que la methode MCP. Cette performance 

de la BIN peut s'expliquer par la nature gaussienne, a priori des donnees selon le 

test de normalite de Lilliefors. Ainsi nous pouvons conclure que les deux methodes 

performent aussi bien l'une que I'autre. 

En somme, la performance de la modelisation de la courbe ROC par simula­

tion de Monte-Carlo de la distribution de Pearson offre une alternative attrayante 

a la methode classique, la binormale. En se basant sur les resultats graphiques et 

quantitatifs, des donnees simulees et reelles, on remarque la flexibilite que procure la 

methode MCP a capturer les deformations des donnees. A I'oppose, la methode BIN 

arrive difncilement a repliquer la courbe empirique lorsque les donnees ne sont pas 

gaussiennes. En terme general, la methode MCP demontre une superiorite dans la 

flexibilite et l'adjustement de la courbe empirique que la BIN. 
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Une des faiblesses a notre approches est sans equivoque le recours a la methode de 

simulation par Monte-Carlo puisqu'il n'existe pas de forme fermee en deux dimensions 

pour la distribution de Pearson. Contrairement a la methode binormale qui possede 

une formule analytique de la courbe ROC, la methode MCP construit la courbe ROC 

numeriquement, voir section 4.2. Mais grace a la puissance computationnelle de nos 

jours, la technique de Monte-Carlo se fait promptement. 

Notre etude, bien qu'elle presente des resultats interessants, peut etre amelioree 

de plusieurs fagons. Comme dans le cas de la binormale ou plusieurs auteurs se 

sont attardes a developper de meilleures methodes pour estimer les parametres de 

maniere plus robustes, il est possible d'en faire autant pour les quatre parametres de 

la distribution de Pearson. Par exemple, une approche baysienne peut etre effectuee. 

Pour augmenter l'efficacite de la simulation d'un systeme de Pearson, la technique 

de Monte-Carlo peut etre amelioree en introduisant, dans l'algorithme de simulation, 

une technique de reduction de variance quelconque. Un autre aspect que notre etude 

ne s'est pas attardee est la construction d'un intervalle de confiance bi-dimensionnel 

autour de la courbe ROC comme certains auteurs ont fait pour la methode binor­

male. Cet intervalle de confiance bi-dimensionnelle permet de caracteriser les deux 

axes FPR et TPR de la courbe ROC. Enfin, il serait aussi interessant de comparer 

la methode MCP a d'autres methodes sur plusieurs ensembles de donnees reelles. 



Annexe A 

Relation entre la courbe ROC et le 

lemme de Neyman-Pearson 

Le rapport de vraisemblance nous donne la probabilite qu'une valeur t survienne 

dans la population D\ est plus probable que dans Do- Par contre, la correlation entre la 

pente de la courbe ROC et la theorie des tests d'hypothese est encore plus attrayante 

que le ratio de vraisemblance. Considerons le test d'hypothese suivant : 

HQ : patient appartient a Do vs Hi : patient appartient a Di 

La fonction de score, S, permet de classer un sujet dans une population quelconque. 

Ainsi, la construction des donnees se fait grace a cette fonction de score. Soit Vt, 

l'ensemble de toutes les valeurs possibles de S pour lesquelles nous rejetons I'hypothese 

nulle, autrement dit nous attribuons un individu a la population D\. Le lemme de 

Neyman-Pearson enonce que le test le plus puissant de taille a possede une region Q 

comprennant toutes les valeurs s de S tel que 

_ P(s 1 Di) 
X{S) ~ P(s | Do) ~ *' 
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ou k 6 [0, oo). La valeur de k peut etre determinee par la condition a = P(S € Q, | 

Do). Cependant pour I'interet du sujet, a se definit comme suit : 

a = P(Erreur de type I) 

= P(Rejeter H0 \ H0 vrai) 

= P(S>t\ Do) 

= FPR 

et la puissance d'un test, 

1 _ 0 = 1- P(Erreur de type II) 

= 1 — P (Accepter H0 | H\ vrai) 

= P(S>t\ H^ 

= TPR 

Done, le lemme de Neyman-Pearson montre que pour un FPR fixe, TPR peut 

etre maximise par un classement dont I'ensemble des scores S est donne par X(S) > k. 



Annexe B 

Algorithme de construction de la 

courbe ROC 

Algor i thm Method for calculating ROC points 

Inputs : S D 0 , SE>1 ,meano,meani,no,ni the scores, 

mean and size of healthy and diseased patients, respectively, 

O u t p u t s : A vectors of FPR and TPR 

Require : no > 0 and n\ > 0 

1 X <— combine SD0 and .SDJ in one vector 

2 Xsorted <r- sort X in ascending order 

3 t 4— find unique value of Xsorte^ 

4 nt <— size of t 

5 create an empty array A 

6 for j = 1 to « i 

if meano < meani then 

FPR(i) = 
coun t (5 D o >t ( t ) ) 

TpR{l) = county*)) 

else 

FPR(z) = count(S
rfo"

<f(l)) 

T p R ( i ) = c o u n t ^ <«(,)) 

endif 

add (FPR, TPR) onto A 

endfor 
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Annexe C 

Algorithme de la technique de 

simulation par Monte-Carlo 

Algorithm Monte-Carlo simulation 

Inputs : So0, So1,rnlo,rn2o,rn3o,m4:o,mli,m2i,rn3i, 
m4:i,no,ni, M : the scores, first four moments, size and 
nb of simulation; 
Outputs : A vectors of FPR, TPR and SIM. 

create an empty array SIM 
create an empty array A 
for i = 1 to M 

SDo •<— generate a vector of So0 ~ Pearson(6o) 
with size n0 

SDi 4— generate a vector of SDX ~ Pearson(9{) 
with size n\ 

add (S'DQ,S'DI) onto SIM 
call Algorithm Method for calculating ROC points 

(FPR, TPR) from S'Do and S'Dl 

add (FPR, TPR) onto A 
endfor 
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