
Étude de trois questions d'approximation diophantienne

Aminata Dite Tanti KEITA

Thèse soumise à la Faculté des études supérieures et postdoctorales en vue de
l'obtention du

Doctorat ès philosophie en Mathématiques 1

Département de mathématiques et de statistique
Faculté des sciences
Université d'Ottawa

c© Aminata Dite Tanti KEITA, Ottawa, Canada, 2018

1. le programme de doctorat est un programme conjoint avec l'Université Carleton, administré

par l'Institut en mathématiques et en statistique d'Ottawa-Carleton



Abstract

This thesis in Diophantine approximation is divided in two parts. The �rst is

concerned with the parametric geometry of numbers, which was recently introduced

by W. M. Schmidt and L. Summerer. This theory approximates the behaviour of the

successive minima of those parametric families of convex bodies stemming from the

problem of simultaneous rational approximation to �nitely many �xed real numbers.

In the case of one number, we show that knowing the qualitative behaviour of the

successive minima is equivalent to knowing the continued fraction expansion of the

distance from this number to its nearest integer. We also improve upon a result which

was conjectured by Schmidt in 1983 and proven by N. Moshchevitin in 2012, and we

show that this improvement is optimal.

The second part studies extremal numbers, introduced by D. Roy in 2003. These

numbers are real transcendental, and behave similarly to real quadratic numbers

with respect to certain properties of Diophantine approximation. We associate to any

extremal number a canonical sequence of symmetric matrices with integer coe�cients.

In their paper [23], D. Roy and E. Villani consider a special class of extremal numbers

and study the corresponding sequences of matrices from both an analytic point of

view and an algebraic point view. We consider a subclass of those extremal numbers,

called Marko� extremal numbers. We start by establishing a conjecture generalizing

the results of Roy and Villani, based on empirical evidence. This conjecture depends

on an integer quantity called degree, and we prove that it holds for degrees up to 6.

The proof for these cases rely on a construction, itself valid in all degrees.
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Résumé

Cette thèse en approximation diophantienne se divise en deux parties. La pre-

mière concerne la géométrie paramétrique des nombres introduite récemment par

W. M. Schmidt et L. Summerer. Cette théorie décrit, à des fonctions bornées près, le

comportement des minimas successifs d'une famille de corps convexes à un paramètre,

à savoir celle qui intervient naturellement dans les problèmes d'approximation ration-

nelle simultanée de nombres réels linéairement indépendant sur Q. Nous démontrons

dans le cas d'un seul nombre que le comportement qualitatif des deux minima est

équivalent à la donnée du développement en fraction continue de la distance de ce

nombre à l'entier le plus proche. Nous nous intéressons aussi à une conjecture de

Schmidt de 1983 démontrée par N. Moshchevitin en 2012, et nous l'améliorons. De

plus, nous démontrons que notre amélioration est meilleure possible.

La seconde partie de la thèse concerne les nombres extrémaux introduits par

D. Roy en 2003. Ces nombres sont transcendants réels et se comporte similairement

aux nombres quadratiques réels quant à certaines propriétés d'approximation dio-

phantienne. On peut leur associer une suite canonique de matrices symétriques à

coe�cients entiers. Dans leur papier [23], D. Roy et E. Villani considèrent une classe

particulière de nombres extrémaux et étudient les suites de matrices correspondantes

à la fois d'un point de vue analytique et d'un point de vue algébrique. Nous considé-

rons ici une classe plus restreinte de nombres extrémaux, dits de type Marko�. Nous

commençons par établir une conjecture qui généralise les résultats de Roy et Villani,

sur la base de résultats numériques. Cette conjecture dépend d'une quantité entière
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RÉSUMÉ iv

appelé degré, et nous la démontrons en degré au plus 6. La preuve dépend d'une

construction, elle-même valide en tous degrés.
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Chapitre 1

Introduction

Cette thèse est divisée en trois parties. La première concerne la géométrie des

nombres en dimension 2, la deuxième porte sur une conjecture de Schmidt énoncée

en 1983, et la dernière touche les nombres extrémaux de type Marko�.

1.1 Géométrie paramétrique des nombres en dimen-

sion 2

Soitm ≥ 2 un entier. Un corps convexe C ⊆ Rm est un voisinage compact convexe

de l'origine 0 stable sous multiplication par -1.

Par exemple, soient ξ et q des nombres réels avec q ≥ 0. L'ensemble

Kξ(q) =
{

(x, y) ∈ R2 ; |x| ≤ eq , |xξ − y| ≤ e−q
}

est un corps convexe de R2 de volume

vol(Kξ(q)) = 2eq × 2e−q = 4.

C'est le parallélogramme illustré sur la �gure ci-dessous.

1



1. INTRODUCTION 2

x

y

0

y = xξ

eq−eq

e−q

−e−q

Figure 1.1 � Le corps convexe Kξ(q)

Le premier théorème de Minkowski montre que si C est un corps convexe de Rm

de volume vol(C) ≥ 2m, alors il contient un point non nul de Zm, c'est-à-dire que

C ∩ Zm 6= {0}.

Dans l'exemple, comme vol(Kξ(q)) ≥ 4, le corps convexe Kξ(q) contient un point non

nul de Z2 quel que soit q ≥ 0.

Les deux premières parties de la thèse s'intéressent à l'étude du comportement

des minima successifs de certaines familles de convexes. Soit C un corps convexe de

Rm.

Dé�nition 1.1.1. Pour tout j = 1, . . . ,m , on dé�nit le j-ième minimum de C,

noté λj(C) comme le minimum des λ ≥ 0 tel que λC contient au moins j éléments

linéairement indépendants de Zm.

Ces minima forment clairement une suite croissante :

λ1(C) ≤ λ2(C) ≤ · · · ≤ λm(C).

Le second théorème de Minkowski montre que le produit vol(C)λ1(C) · · ·λm(C) est

borné inférieurement et supérieurement par des constantes qui dépendent seulement
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de m. Plus précisément, on a

2m

m!
≤ vol(C)λ1(C) · · ·λm(C) ≤ 2m.

La géométrie paramétrique des nombres est une théorie qui fournit à des fonctions

bornées près une description du comportement des minima successifs de certaines fa-

milles de corps convexes à un paramètre dans Rm. Elle propose une nouvelle manière

d'étudier les problèmes d'approximation rationnelle simultanée. Cette théorie a été

initialement développée en dimension m = 3 dans [31] puis étendue en dimension

quelconque m ≥ 2 dans [32], et complétée dans [27]. Nous aimerions l'illustrer en

dimension m = 2 en donnant pour ce cas, une description exacte du comportement

qualitatif des minimas successifs. Pour cela, nous aurons besoin de la notion de déve-

loppement en fraction continue.

Soit ξ ∈ [0, 1/2]. Il admet un développement en fraction continue de la forme

ξ = [0, a1, a2, . . . , as−1] =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

as−1

si ξ ∈ Q,

ou ξ = [0, a1, a2, . . .] =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

si ξ 6∈ Q,

pour une et une seule suite (an)1≤n<s dans N? avec as−1 ≥ 2 si ξ ∈ Q\{0}.

La n-ième réduite de ξ est le nombre rationnel

Pn

Qn

= [0, a1, . . . , an] =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

an

(1 ≤ n < s),
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Les réduites sont caractérisées par la propriété de meilleure approximation.

• Pour tout couple d'entiers (Q,P ) tel que 0 < Q < Qn+1, on a

|Qξ − P | ≥ |Qnξ − Pn|.

Nous aimerions décrire le comportement qualitatif exact des minimas de la famille

de corps convexes donnée par

Kξ(q) := {(x, y) ∈ R2 ; |x| ≤ eq , |xξ − y| ≤ e−q} (q ≥ 0),

pour un nombre réel ξ �xé. Pour j = 1, 2 et q > 0, on pose

Lξ,j(q) = log λj(Kξ(q)),

où λj(Kξ(q)) est le j-ième minimum de Kξ(q). Pour tout q ≥ 0, on a

Lξ,1(q) ≤ Lξ,2(q) et − log 2 ≤ Lξ,1(q) + Lξ,2(q) ≤ 0.

La première inégalité découle du fait que les minima forment une suite croissante

tandis que la deuxième inégalité résulte du second théorème de Minkowski joint au

fait que vol(Kξ(q)) = 4 pour tout q ≥ 0. On dé�nit Lξ : [0,∞) −→ R2 par

Lξ(q) = (Lξ,1(q), Lξ,2(q)) (q ≥ 0).

On appelle graphe conjoint de la fonction Lξ, noté Γξ, l'union des graphes de Lξ,1 et

de Lξ,2 dans [0,∞[×R.

Exemple 1.1.2. Le graphe conjoint de Lξ pour ξ = 3/7 est illustré ci-dessous

qq0

r0 r1q1 q2
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La courbe du bas représente le graphe de la fonction L3/7,1 tandis que celle du

haut représente le graphe de la fonction L3/7,2. Les deux fonctions coïncident sur les

intervalles [q0, r0] et [r1, q2].

Le développement en fraction continue de ξ peut se lire sur le graphe conjoint

de Lξ si ξ ∈ [0, 1/2]. Ce serait faux sans cette hypothèse car les graphes associés à

1/3 et 2/3 sont les mêmes bien que leurs développements en fraction continue soient

di�érents
1

3
= [0, 3] et

2

3
= [0, 1, 2].

Théorème (A. Keita, 2017, JTNB).

• Soient ξ et ξ′ des nombres réels. On a Lξ = Lξ′ ⇐⇒ ξ ≡ ±ξ′modZ.

• Soit ξ ∈ [0, 1/2]. Désignons par (qn)06n<s avec s ∈ N? ∪ {∞} la suite croissante

des points de [0,∞) où Lξ,1 admet un maximum local. Notons an le nombre

des maxima locaux de la restriction de Lξ,2 à l'intervalle [qn−1, qn] pour chaque

entier n avec 1 6 n < s. Alors on a q0 = 0, et le développement en fraction

continue de ξ est donné par

ξ =


[0] si s = 1,

[0, a1, a2, . . . , as−1] si 2 6 s <∞,
[0, a1, a2, . . .] si s =∞.

avec as−1 > 2 si 2 6 s <∞.

Ci-dessous quelques exemples de graphes conjoints pour illustrer le théorème.

qq0
qq0

q1
qq0

q1

t1 t2 t3

q2

a1 = 2 a2 = 3

a) 0 = [0] b) 1/3 = [0, 3] c) 3/7 = [0, 2, 3]
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La �gure c) illustre le graphe conjoint de L3/7. La courbe du bas représente le

graphe de la fonction L3/7,1 tandis que celle du haut représente le graphe de la fonction

L3/7,2. La fonction L3/7,1 admet trois maxima locaux aux points q0, q1 et q2. Entre

q0 et q1, la fonction L3/7,2 admet deux maximaux locaux aux points q0 et t1, tandis

qu'elle admet trois maximaux locaux aux points t2, t3 et q2 sur l'intervalle [q1, q2].

Ainsi, on obtient a1 = 2 et a2 = 3 et par suite, on a

[0, 2, 3] = 3/7.

1.2 Conjecture de Schmidt

Parmi les conjectures proposées par W. M. Schmidt en 1983, il y en a une qui

porte en germe la géométrie paramétrique des nombres [29, Conjecture 2]. Cette

conjecture a été démontrée en 2012 par N. G. Moshchevitin [16, Théorème 1]. Notre

but est de montrer une version forte de la conjecture de Schmidt et qui soit le meilleur

possible. Nous utilisons les notations de D. Roy dans [27] pour rappeler le résultat de

Moshchevitin.

A chaque point non nul ξ ∈ Rm+1, on associe la famille de corps convexe

Cξ(q) :=
{
x ∈ Rm+1 ; ‖x‖ 6 1 , |x · ξ| 6 e−q

}
(q > 0),

où x · y désigne le produit scalaire standard dans Rm et où ‖x‖ = (x · x)1/2 désigne

la norme euclidienne de x. Pour tout j = 1, . . .m+ 1 et q ≥ 0, on pose

Lξ,j(q) = log λj (Cξ(q)) ,

où λj (Cξ(q)) le j-ième minimum de Cξ(q). Clairement on a

Lξ,1(q) 6 · · · 6 Lξ,m+1(q) (q > 0).

De plus, comme le volume de Cξ(eq) est borné inférieurement et supérieurement par
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des multiples de e−q, le second théorème de Minkowski montre que∣∣∣∣∣q −
m+1∑
j=1

Lξ,j(q)

∣∣∣∣∣ ≤ m logm.

Donc la moyenne des Lξ,j est à peu près q/(m + 1). Si les coordonnées de ξ sont

linéairement indépendantes sur Q alors pour chaque j = 1, . . . ,m + 1, il existe des

valeurs arbitrairement grandes de q telles que

Lξ,j(q) = Lξ,j+1(q)

(voir [31, Théorème 1]). Par contraste, on a

Théorème (Moshchevitin, 2012 )= (Conjecture de Schmidt, 1983).

Pour tout i = 2, . . . ,m, il existe un point ξ ∈ Rm+1 à coordonnées linéairement

indépendantes sur Q tel que

lim
q→∞

(
Lξ,i−1(q)−

q

m+ 1

)
= −∞ et lim

q→∞

(
Lξ,i+1(q)−

q

m+ 1

)
=∞

Donc les fonctions Lξ,i−1(q) et Lξ,i+1(q) peuvent diverger l'une de l'autre de part

et d'autre de la moyenne q/(m+1). Notre résultat principal améliore ces estimations :

Théorème (A. Keita, 2016, MJCNT).

Pour tout i = 2, . . . ,m, il existe une in�nité non dénombrable de vecteurs ξ ∈ Rm+1

à coordonnées linéairement indépendantes sur Q telle que

lim
q→∞

Lξ,i−1(q)

q
= 0 et lim inf

q→∞

Lξ,i+1(q)

q
=

1

m− i+ 2
·

Il est aussi le meilleur possible :

Théorème (A. Keita, 2016, MJCNT).

Soit i un entier avec 2 6 i 6 m et soit ξ un point de Rm+1 à coordonnées linéairement

indépendantes sur Q tel que

lim
q→∞

Lξ,i−1(q)

q
= 0.
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Alors on a

lim inf
q→∞

Lξ,i+1(q)

q
6

1

m− i+ 2
·

La preuve du théorème utilise la géométrie paramétrique des nombres.

Un (m+1)-système généralisé P = (P1, . . . , Pm+1) : (0,∞) −→ Rm+1 est une fonction

continue et linéaire par morceaux telle que, pour tout q > 0, on ait

0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pm+1(q) et P1(q) + · · ·+ Pm+1(q) = q,

et de plus le graphe conjoint de P est un recollement de morceaux de types suivants

1/r

1/r′

r

r′

s s′

1/r

1/r′

s′ s′ − r′

s

r

r′

r + s

Les courbes en bleu représentent les graphes des composantes de P ayant une

pente nulle tandis que celles en rouge représentent les graphes des composantes de

P ayant une pente strictement positive. Le nombre 1/r (respectivement 1/r′) accolé

à un segment représente la pente du segment. C'est aussi l'inverse du nombre des

composantes de P dont le graphe coïncide avec ce segment de telle sorte que la

somme des pentes compte tenu des multiplicités soit toujours égale à 1.

Dans son papier [28], D. Roy caractérise les (m + 1)-systèmes généralisés en

relation aux points non nuls ξ ∈ Rm+1\{0}
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Théorème (D. Roy, 2016). Pour chaque vecteur non nul ξ ∈ Rm+1, il existe q0 ≥ 0

et un (m + 1)-système généralisé P sur [q0,∞) tels que la di�érence Lξ − P soit

bornée sur [q0,∞). Réciproquement, pour chaque (m + 1)-système généralisé P sur

un intervalle [q0,∞) avec q0 ≥ 0, il existe un vecteur non nul ξ ∈ Rm+1 tel que la

di�érence Lξ −P soit bornée sur [q0,∞).

Ce théorème permet de ramener la preuve de notre premier théorème à la construc-

tion d'un (m + 1)-système généralisé P = (P1, . . . , Pm+1) : (0,∞) → Rm+1 dont le

graphe conjoint reprend le patron suivant à l'in�ni,

si ti ri+1ri

ai

ai+1
ai+1

ai+2

Pi

Pi

P1 = · · · = Pi−1

Pi+1 = · · · = Pm+1

Pi+1 = · · · = Pm+1

1
m+1−i

1
1
i−1

pour une suite strictement croissante (ai)i∈Z de réels strictement positifs avec

a2i+1 < ai+2ai, lim
i→−∞

ai = 0 et lim
i→∞

ai+1/ai = +∞.

La courbe en bleu représente le graphe des (i−1) premières composantes de P, tandis

que celle en rouge représente le graphe de la i-ème composante de P et celle en vert

représente le graphe des (m− i+ 1) dernières composantes de P.
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1.3 Nombres extrémaux de type Marko�

Un nombre algébrique est un nombre complexe qui satisfait à une équation po-

lynomiale de la forme

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0 (1.3.1)

avec a0, . . . , an ∈ Q. Lorsque an = 1, alors le polynôme associée à l'équation (1.3.1)

est appelé un polynôme unitaire. Un entier algébrique est un nombre complexe qui

est une racine d'un polynôme unitaire à coe�cients entiers. Un nombre complexe qui

n'est pas algébrique est appelé un nombre transcendant.

Soit β un nombre algébrique, il existe un et un seul polynôme irréductible

P ∈ Z[x] tel que P (β) = 0. Ce polynôme P est appelé le polynôme minimal de β. De

plus, β est un entier algébrique si et seulement si P est unitaire.

Exemple 1.3.1.

• Le nombre d'or γ = 1+
√
5

2
est un entier algébrique ayant pour polynôme minimal

x2 − x− 1 = 0.

• Le nombre
√

13/12 est un entier algébrique ayant pour polynôme minimal

144x2 − 13 = 0.

Dans cette partie, ξ désigne un nombre réel et n ≥ 1 un entier. On note ‖P‖

la norme du polynôme P ∈ Z[x] c'est-à-dire le maximum des valeurs absolues de ses

coe�cients et on désigne par H(α) la hauteur du nombre algébrique α c'est-à-dire la

norme du polynôme minimal de α sur Z. La qualité de l'approximation d'un nombre

réel par les nombres algébriques de degré au plus n peut être mesurée au moyen des

exposants wn(ξ) et w?n(ξ) introduits par Mahler en 1932 (voir [14]) et Koksma en 1939

(voir [11]) respectivement, qui sont dé�nis comme suit
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• On note wn(ξ) le supremum des w ∈ R pour lesquels il existe une in�nité de

polynômes P ∈ Z[x] de degré au plus n avec

|P (ξ)| ≤ ‖P‖−w.

• On note w?n(ξ) le supremum des w ∈ R pour lesquels il existe une in�nité de

nombres algébriques α de degré au plus n avec

|ξ − α| ≤ H(α)−w−1.

Pour tout nombre réel ξ et tout entier n ≥ 1, on a

w?n(ξ) ≤ wn(ξ). (1.3.2)

De plus, il existe des réels ξ pour lesquels l'inégalité (1.3.2) est stricte. En 1965,

Sprindz̆uk a montré que, pour entier n ≥ 1, on a

w?n(ξ) = wn(ξ) = n

pour presque tout nombre réel ξ par rapport à la mesure de Lebesgue (voir [33]).

Par ailleurs, si ξ est un nombre réel transcendant, alors le principe des tiroirs de

Dirichlet implique que

wn(ξ) ≥ n (n ≥ 1).

L'un des problèmes ouverts est de décider si le même résultat reste vrai pour w?n(ξ).

En 1961, E. Wirsing posa le problème suivant (voir [34])

Conjecture. Pour tout entier n ≥ 1 et tout nombre réel transcendant ξ, on a

w?n(ξ) ≥ n.

Pour n = 1, cette conjecture est résolue par le principe des tiroirs de Dirichlet

(voir Corollaire 1B de [30]). Par ailleurs, H. Davenport et W. Schmidt montrent
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en 1967 que pour n = 2, la conjecture est vraie. Pour étudier l'approximation des

nombres réels par des entiers algébriques de degré ≤ n, lorsque n = 3, Davenport et

Schmidt considèrent le système d'inégalités

|x0| 6 X, |x0ξ − x1| 6 c3X
−1/γ, |x0ξ2 − x2| 6 c3X

−1/γ. (1.3.3)

En supposant que ξ n'est ni un nombre rationnel ni un réel quadratique, ils montrent

qu'il existe une constante c4 = c4(ξ) > 0 telle que les inégalités de (1.3.3) n'admettent

pas de solution entière non nulle (x0, x1, x2) ∈ Z3 pour des valeurs deX arbitrairement

grandes (voir le théorème 1a de [6]). En combinant ce résultat avec la dualité de

Mahler , ils concluent (voir le théorème 1b de [6]), qu'il existe un nombre in�ni

d'entiers algébriques α de degré au plus 3 sur Q avec

|ξ − α| 6 c′4H(α)−γ
2

,

pour une certaine constante c′4 > 0, d'où w?2(ξ) ≥ γ2.

Dans ses papiers [20] et [21], D. Roy montre que le premier résultat de Davenport

et Schmidt est optimal dans le sens suivant.

Théorème (D. Roy, 2003). Il existe un nombre réel ξ qui est transcendant sur Q et

une constante c5 = c5(ξ) > 0 tels que les inégalités

|x0| 6 X, |x0ξ − x1| 6 c5X
−1/γ et |x0ξ2 − x2| 6 c5X

−1/γ

admettent une solution non nulle (x0, x1, x2) ∈ Z3 pour tout X > 1.

Un tel nombre ξ est appelé un nombre extrémal.

Théorème (D. Roy, 2011). Il existe une in�nité dénombrable de nombres extrémaux

ξ. En particulier, il en existe pour lesquels

lim inf
q→∞

q‖qξ‖ =
1

3
.

On les appelle nombres extrémaux de type Marko�.



1. INTRODUCTION 13

En 2003, D. Roy montre que si ξ est un nombre extrémal d'un certain type

incluant ceux de type Marko�, alors pour tout entier algébrique α de degré ≤ 3, on a

|ξ − α| ≥ cH(α)−γ
2

pour une certaine constante c > 0 (voir [20]). De plus, D. Roy et D. Zelo montre que

ce résultat reste vrai pour tout entier algébrique α de degré 4 et de trace 0 (voir [26]).

En 2010, B. Adamczewski et Y. Bugeaud montrent que, pour tout nombre ex-

trémal ξ et tout polynôme non nul P ∈ Z[x] de degré ≤ n, on a

|P (ξ)| ≥ ‖P‖− exp{c(log 3n)2(log log 3n)2}

pour une certaine constante c > 0 (voir [1]). Une question naturelle qu'on peut se

poser est de savoir si on peut améliorer l'exposant de ‖P‖, c'est-à-dire :

Problème : A-t-on |P (ξ)| ≥ ‖P‖−cn ?

Dans l'espoir de résoudre un jour ce genre de problème, nous nous proposons ici

d'étudier les propriétés des nombres extrémaux de type Marko�.

Caractérisation des nombres extrémaux de type Marko�

Soit ξ un nombre réel �xé. Pour chaque matrice symétrique x =

(
x0 x1
x1 x2

)
dans

Mat2×2(Z), on dé�nit

‖x‖ = max
06j62

|xj|, Lξ(x) = max
16j62

|x0ξj − xj| � ‖(ξ,−1)x‖.

Pour tout k ∈ N, on dé�nit la matrice Mk par

Mk =

(
3 (−1)k

(−1)k+1 0

)
Soient (ak)k>1 et (bk)k>1 deux suites à valeurs réelles positives. La notation ak � bk

signi�e qu'il existe une constante c > 0 telle que ak 6 cbk pour chaque entier k > 1,

dire que ak � bk signi�e que ak � bk et bk � ak.
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Le prochain théorème dû à D. Roy fournit une caractérisation des nombres ex-

trémaux de type Marko�.

Théorème (D. Roy, 2011). Soit ξ un nombre réel extrémal de type Marko�. Alors

il existe une suite non bornée de matrices symétriques xk =

(
xk,0 xk,1
xk,1 xk,2

)
avec k ≥ 1

dans SL(2,Z) telle que pour tout entier k ≥ 1, on a

(i) det(xk) = 1 et xk+2 = xk+1Mk+1xk = xkMkxk+1,

(ii) ‖xk+1‖ � ‖xk‖γ et Lξ(xk) � ‖xk‖−1.

Dans le but de comprendre l'arithmétique des suites de matrices (xk)k≥1, on note

S l'anneau des suites modulo les suites éventuellement nulles. Pour tout i ∈ Z, on

dé�nit une matrice symétrique

X(i) =

(
X

(i)
0 X

(i)
1

X
(i)
1 X

(i)
2

)
∈ Mat2×2(S)

en posant

X
(i)
j = l'image de (x2k+i,j)k≥1 (j = 0, 1, 2)

On choisit la suite (x2k+i,j)k≥1 plutôt que (xk+i,j)k≥1 dans la dé�nition de X
(i)
j avec

(j = 0, 1, 2) pour pouvoir étendre les conditions (i) du théorème à X(i). On obtient

ainsi

X(i+1) = X(i)MiX
(i−1) = X(i−1)Mi−1X

(i) et det(X(i)) = 1 (i ∈ Z)

où Mi = M pour les i pairs et Mi = MT pour les i impairs.

On désigne par S? le groupe des unités de S c'est-à-dire l'ensemble des éléments

[(ak)k≥1] de S avec ak 6= 0 pour tout entier k su�samment grand. Étant donné des

éléments U = [(ak)k≥1] et B = [(bk)k≥1] de S?, on ecrit U ∼ B si et seulement si

lim
k→∞

ak/bk = 1. Avec cette notation, on obtient le résultat suivant :

X
(i+1)
0 ∼ 3X

(i)
0 X

(i−1)
0 (i ∈ Z).
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On note A = Q[X(0),X(−1)] le sous-anneau deS engendré surQ par les coe�cients

des matrices X(0) et X(−1). On dé�nit

• A≤d =
{
P (X(0),X(−1)); P ∈ Q[X,X?]≤d

}
pour tout d ∈ N.

• Xα =
(
X

(0)
0

)m (
X

(−1)
0

)n
pour tout α = m+ n/γ ∈ Z[γ].

Théorème (Roy-Villani, 2008). Pour tout entier d ≥ 0, on a

A≤d =
⊕
α∈E(0)

d

R
(0)
d (α)

où E(0)
d = {m+ n/γ ∈ Z[γ]; m+ n/γ ≥ 0 et |m|+ |n| ≤ d}

et R(0)
d (α) = {U ∈ A≤d; |U| � Xα ou U = 0}.

De plus, on a

• dimQR
(0)
d (α) ∈ {1, 3, . . . , 2d+ 1} pour tout α ∈ E(0)

d .

• Le nombre de α ∈ E(0)
d tel que dimQR

(0)
d (α) = 2s+ 1 est

χ
(0)
d (s) =

{
2s+ 1 si 0 ≤ s < d,

d+ 1 si s = d.

Nous proposons une conjecture qui généralise ce résultat.

Conjecture (A. Keita). Pour tout entier d ≥ 0, on a

A≤d + ξA≤d =
⊕
α∈E(1)

d

R
(1)
d (α)

où R(1)
d (α) = {U ∈ A≤d + ξA≤d; |U| � Xα ou U = 0}.

De plus, on a

• dimQR
(1)
d (α) ∈ {2, 4, . . . , 2d+ 2} pour tout α ∈ E(1)

d .
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• Le nombre de α ∈ E(1)
d tel que dimQR

(1)
d (α) = 2s+ 2 est

χ
(1)
d (s) =


4s+ 4 si 0 ≤ s ≤ d− 2,

3d si s = d− 1,

d+ 1 si s = d.

Cette conjecture est véri�ée numériquement pour d ≤ 11. Le temps de calcul

augmente de manière exponentielle avec d. Pour d = 11, cela représente une journée

de temps machine sur un ordinateur PC avec processeur INTEL 3. On n'a pas été

capable de pousser les calculs plus loin.

On observe que, pour d = 1, 2, . . . , 6, l'ensemble E(1)
d est donné par

E
(1)
d = {m+ n/γ ; m,n ∈ Z et |m|+ |n| ≤ d} (1 ≤ d ≤ 6).

Donc E(1)
d est représenté par l'ensemble des points entiers dans le losange |m|+|n| ≤ d

pour d = 1, . . . , 6. Pour d > 6, ce n'est plus vrai mais on constate que le nombre de

points demeure égal à celui du losange.

Ci-dessous quelques exemples pour illustrer le résultat de Roy-Villani et ma

conjecture.

Exemple 1.3.2.

Table pour dimQR
(0)
3 (α) Table pour dimQR

(1)
3 (α)

(n)

7

3 5 7

0 0 3 5 7

0 0 0 1 5 5 7 (m)

0 0 0 3 5

0 0 0

0

(n)

8

6 6 8

4 4 6 6 8

2 2 4 4 6 6 8 (m)

2 2 6 4 6

4 4 6

4

Chaque élément α = m + n/γ ∈ Z[γ] peut être représenté par ses coordonnées

(m,n) dans le plan. Pour pouvoir lire la dimension dimQR
(0)
3 (α) sur la première
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table (respectivement dimQR
(1)
3 (α) sur la deuxième table), il su�t de connaitre les

valeurs de m et n. Par exemple, si on prend m = 1 et n = −1, cela correspond à

α = 1− 1/γ, on lit sur les tables que

dimQR
(0)
3 (α) = 3 et dimQR

(1)
3 (α) = 4.

Pour la preuve de notre conjecture pour d ≤ 6, on construit explicitementR(1)
d (α),

pour chaque α = m+ n/γ de Z[γ] avec |m|+ |n| ≤ d.

Pour cela, on utilise la propriété suivante

X
(−2)
i X

(1)
j ∈ A≤2 0 ≤ i, j ≤ 2.

Elle est étonnante car les coe�cients des matrices X(−2) et X(1) sont réalisables en

degré au plus 2 donc on s'attendrait à ce que les neuf produits X
(−2)
i X

(1)
j avec 1 ≤

i, j ≤ 2 soient réalisables en degré au plus 4.

Ensuite, on considère des produits

(ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` X
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
, (1.3.4)

où Wk = X(k)Mk, pour construire une base explicite de R
(1)
d (α). On s'appuie sur les

valeurs numériques fournies dans l'annexe B pour conclure.

Le choix des suites (k1, . . . , k`) pour former les produits (ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk`

utilise des résultats combinatoires que nous développons au chapitre 7. Soit E = {a, b}

un alphabet de deux lettres et soit E? le monoïde des mots sur cet alphabet. La suite

des mots de Fibonacci (wi)i≥−1 dans E? est donnée par

w−1 = b, w0 = a et wi+1wiwi−1 (i ≥ 0).

Elle converge vers un mot in�ni w∞ = abaababaabaababaababa · · · qui est stable sous

le morphisme de monoïdes ϕ : E? → E? qui applique b sur a et a sur ab. On construit

un monoïde E qui contient E? sur lequel le morphisme ϕ s'étend à un automorphisme

Φ : E → E tel que, pour tout w ∈ E, on a

Φk(w) ∈ E? pour tout entier k ≥ 1 su�samment grand.
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On dé�nit un pré�xe fractionnaire de w∞ comme un élément w de E tel que Φk(w)

soit un pré�xe de w∞ au sens ordinaire (dans le monoïde E?) pour tout entier k assez

grand. On montre aussi qu'il existe des morphismes de monoïdes

taille : E → Z[γ]≥0 et Ψ : E → Mat2×2(A)

tels que pour tout k ∈ Z, on ait

taille
(
Φk(a)

)
= γk et Ψ

(
Φk(a)

)
= X(k)Mk =Wk.

Au chapitre 7, on démontre les résultats suivants

1. La taille est surjective.

2. Si w est un pré�xe fractionnaire de w∞, on peut écrire

w = Φk1(a)Φk2(a) · · ·Φk`(a)

pour un et un seul choix d'entiers k1, k2, . . . , k` avec k1 > k2 > · · · > k` et

ki ≥ ki+1 + 2 pour tout 1 ≤ i ≤ `− 1.

3. Avec les mêmes notations, on a

Ψ(w) =Wk1Wk2 · · ·Wk` (1.3.5)

et (ξ,−1)Ψ(w)J ∼ X−α

3m+n
(1, ξ)

où α = m+ n/γ = taille(w).

Ce sont les produits (1.3.5) associés aux pré�xes fractionnaires de w∞ qu'on

utilise dans (1.3.4).



Première partie

Géométrie paramétrique des nombres
dans Rm

19



Chapitre 2

Préliminaires

Ce chapitre a pour but de fournir au lecteur une base de la théorie entourant

le développement en fraction continue, la géométrie des nombres et la géométrie pa-

ramétrique des nombres en vue des chapitres 2 et 3. Il se compose de trois parties.

La première section est consacrée aux notions reliées aux fractions continues : ré-

duites, théorème de la meilleure approximation, réduites intermédiaires, tandis que

la deuxième porte sur des rappels de géométrie des nombres : premier et second

théorèmes de Minkowski, et dualité de Mahler. En�n, la troisième section regroupe

des résultats sur la géométrie paramétrique des nombres notamment les résultats de

W. M. Schmidt et L. Summerer et le théorème de D. Roy. Elle termine par la notion

de m-systèmes généralisés.

2.1 Fractions continues

Une fraction continue est toute expression de la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + · · ·

où a0, a1, . . . sont des entiers avec an ≥ 1 pour tout n ≥ 1.

20
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Une fraction continue dont les quotients partiels sont en nombre �ni est dite �nie

et on la note

[a0, a1, a2, . . . , an].

Une fraction continue qui n'est pas �nie est dite in�nie et on la note [a0, a1, a2, . . .].

Pour tout ξ ∈ R, on désigne par [ξ] la partie entière de ξ et par {ξ} = ξ − [ξ]

la partie fractionnaire de ξ. Dans cette partie, on s'intéresse particulièrement au

développement en fraction continue des nombres réels compris entre 0 et 1/2. Dans

ce cas, nous établissons quelques propriétés qui leurs sont reliées et dont l'importance

sera clairement révélée au chapitre 2.

Supposons que ξ ∈ [0, 1/2]. Si ξ 6∈ Q, on pose s =∞ et on dé�nit récursivement

une suite de réels (ξn)0≤n<s et une suite d'entiers (an)0≤n<s de la manière suivante.

On pose ξ0 = ξ , a0 = [ξ0] = 0 et pour tout 1 ≤ n < s,

ξn =
1

ξn−1 − an−1
et an = [ξn].

Comme ξ 6∈ Q, on a ξn 6∈ Q pour tout n ≥ 0, donc ξn > 0 et l'algorithme peut être

poursuivi indé�niment. Si ξ ∈ Q.

Si ξ = 0, on pose ξ = [0] sinon les mêmes formules fournissent des suites �nies

(ξn)0≤n<s et (an)0≤n<s où s ≥ 2 est le plus grand entier tel que ξs−1 ∈ Z. Dans ce

dernier cas on a

ξ =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

as−1

= [0, a1, a2, . . . , as−1],
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avec as−1 ≥ 2. En général

ξ =
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
1

an−1 +
1

ξn

= [0, a1, . . . an−1, ξn] (1 ≤ n < s).

Si ξ 6∈ Q, on montre que

ξ = lim
n→∞

[0, a1, a2, . . . , an] = [0, a1, a2, . . .].

Les quotients partiels an avec 1 ≤ n < s sont des entiers strictement positifs.

Exemple 2.1.1. Fractions continues �nies

3

7
= [0, 2, 3] et

1

3
= [0, 3].

Exemple 2.1.2. Fractions continues in�nies

π − 3 = [0, 7, 15, . . .] et
√

2− 1 = [0, 2, 2, . . .]

Soit ξ ∈ [0, 1/2] et soit (an)1≤n<s la suite des quotients partiels de ξ. On pose{
P−1 = 1 , P0 = 0

Q−1 = 0 , Q0 = 1
,

et pour chaque entier n avec 1 ≤ n < s, on dé�nit par récurrence{
Pn = anPn−1 + Pn−2

Qn = anQn−1 +Qn−2
.

Lemme 2.1.3. La suite (Qn)0≤n<s est strictement positive et strictement croissante.

On dira qu'un point x = (x0, x1) ∈ Z2 est primitif s'il est non nul et pgcd(x0, x1) =

1. Le prochain résultat donne une propriété importante des couples (Qn, Pn) avec

−1 ≤ n < s.
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Lemme 2.1.4. Les couples d'entiers (Qn, Pn) avec 0 ≤ n < s sont des points primitifs

de Z2. Plus précisément, on a

QnPn−1 −Qn−1Pn = (−1)n (0 ≤ n < s).

Par conséquent l'ensemble {(Qn−1, Pn−1), (Qn, Pn)} forme une base de Z2 pour

chaque entier n avec 0 ≤ n < s.

Le théorème suivant est fondamental dans la théorie des fractions continues.

Théorème 2.1.5. Les fractions Pn/Qn avec (0 ≤ n < s) sont irréductibles et on a

Pn
Qn

= [0, a1, . . . , an] (0 ≤ n < s).

La fraction réduite Pn/Qn est appelée la n-ième réduite de ξ. On pose Qs =∞

si s <∞.

Le théorème 2.1.5 admet la conséquence suivante.

Lemme 2.1.6. Pour tout entier n avec 0 ≤ n < s, on a la relation

ξ =
Pnξn+1 + Pn−1
Qnξn+1 +Qn−1

.

La proposition suivante combine tous les résultats précédents.

Proposition 2.1.7. La suite (Qnξ − Pn)−1≤n<s consiste de nombres réels de signes

alternés sauf le dernier terme qui est nul si s <∞. De plus, on a

|Qnξ − Pn| < |Qn−1ξ − Pn−1| et

∣∣∣∣ξ − Pn
Qn

∣∣∣∣ < 1

Q2
n

(0 ≤ n < s).

(2.1.1)

Démonstration: Soit n un entier avec 0 ≤ n < s. Si s < ∞ et n = s − 1

alors par le théorème 2.1.5, on a Ps−1/Qs−1 = ξ et donc Qs−1ξ − Ps−1 = 0, dans

ce cas les inégalités de (2.1.1) deviennent évidentes. Par le lemme 2.1.3, on a ξ =

(Pnξn+1 + Pn−1)/(Qnξn+1 +Qn−1) alors

Qnξ − Pn =
QnPn−1 −Qn−1Pn
Qnξn+1 +Qn−1

=
(−1)n

Qnξn+1 +Qn−1
(2.1.2)
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La dernière égalité de 2.1.2 découle du lemme 2.1.4 et la première a�rmation s'ensuit.

En prenant la valeur absolue de (2.1.2), on obtient

|Qnξ − Pn| =
1

Qnξn+1 +Qn−1
(2.1.3)

D'une part, comme Qn+1 ≤ Qnξn+1 +Qn−1 < Qn+1 +Qn, on déduit de (2.1.3)

|Qnξ − Pn| ≤
1

Qn+1

≤ 1

Qn +Qn−1
< |Qn−1ξ − Pn−1| ,

D'autre part, comme Qn ≤ Qn+1, donc on a

|Qnξ − Pn| ≤
1

Qn+1

≤ 1

Qn

.

Le théorème suivant est appelé le théorème de la meilleure approximation ( voir

Chap I de [30]).

Théorème 2.1.8. Pour tout couple d'entiers (Q,P ) tel que 0 < Q < Qn+1, on a

|Qξ − P | ≥ |Qnξ − Pn|.

Remarque 2.1.9. Si s <∞, alors pour n = s− 1 on a Qnξ − Pn = 0 et la relation

|Qξ − P | ≥ |Qnξ − Pn| est évidente.

Démonstration: Comme {(Qn, Pn), (Qn+1, Pn+1)} forme une base de Z2, il existe

des entiers a, b tels que (
Qn Qn+1

Pn Pn+1

)(
a
b

)
=

(
Q
P

)
. (2.1.4)

Si a = 0 alors (Q,P ) = b(Qn+1, Pn+1) ce qui est impossible car 0 < Q < Qn+1. Donc

a 6= 0. Si b = 0 alors (Q,P ) = a(Qn, Pn) et donc

|Qξ − P | = |a||Qnξ − Pn| ≥ |Qnξ − Pn|.
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Supposons maintenant que b 6= 0. Comme 0 < aQn + bQn+1 = Q < Qn+1 et 0 <

Qn ≤ Qn+1, alors a est de signe opposé au signe de b. Par la proposition 2.1.7, on a

que les nombres Qnξ − Pn et Qn+1ξ − Pn+1 sont de signes opposés, on en déduit que

les nombres a(Qnξ − Pn) et b(Qn+1ξ − Pn+1) ont le même signe, donc on obtient

|Qξ − P | = |a||Qnξ − Pn|+ |b||Qn+1ξ − Pn+1| ≥ |a||Qnξ − Pn|.

On conclut grâce à a 6= 0 que |Qξ − P | ≥ |Qnξ − Pn|.

Considérons les entiers

Qn,t = Qn−2 + tQn−1 , Pn,t = Pn−2 + tPn−1 (0 ≤ t ≤ an , 1 ≤ n < s).
(2.1.5)

Les rapports Pn,t/Qn,t avec 0 < t < an, s'il en existe, sont appelés les réduites in-

termédiaires de ξ entre Pn−1/Qn−1 et Pn/Qn. La proposition suivante caractérise les

points xn,t = (Qn,t, Pn,t) en relation aux points xn = (Qn, Pn) avec −1 ≤ n < s et

aux quantités

∆n = |Qnξ−Pn| (−1 ≤ n < s) et ∆n,t = |Qn,tξ−Pn,t| (0 ≤ t ≤ an , 1 ≤ n < s).

Proposition 2.1.10. Soit n un entier avec 1 ≤ n < s. On a

Qn,0 = Qn−2 ≤ Qn−1 ≤ Qn,1 < · · · < Qn,an = Qn, (2.1.6)

∆n,an = ∆n < ∆n−1 ≤ ∆n,an−1 < · · · < ∆n,0 = ∆n−2, (2.1.7)

avec l'égalité Qn,1 = Qn−1 ssi n = 1 et l'égalité ∆n−1 = ∆n,an−1 ssi s <∞ et n = s−1.

De plus, les points xn,t = (Qn,t, Pn,t) avec 0 ≤ t ≤ an sont tous les couples d'entiers

(Q,P ) non nuls satisfaisant

Qn−2 ≤ Q ≤ Qn, |Qξ − P | ≤ ∆n−2 = |Qn−2ξ − Pn−2|, QPn−1 −Qn−1P 6= 0.

(2.1.8)
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En�n, si s <∞, il n'existe pas de point non nul (Q,P ) ∈ Z2 avec

|Qξ − P | < ∆s−2 = |Qs−2ξ − Ps−2|, QPs−1 −Qs−1P 6= 0. (2.1.9)

Démonstration: Comme Qn−2ξ−Pn−2 et Qn−1ξ−Pn−1 sont non nuls et de signes

opposés, et que

Qnξ − Pn = (Qn−2ξ − Pn−2) + an(Qn−1ξ − Pn−1)

est nul ou de même signe que Qn−2ξ − Pn−2, on a

∆n,t = ∆n−2 − t∆n−1 (0 ≤ t ≤ an),

et ∆n,an−1 = ∆n,an + ∆n−1 = ∆n + ∆n−1. La première assertion s'ensuit grâce aux

propriétés du lemme 2.1.3 et de la proposition 9.1.5.

Soit x = (Q,P ) un point non nul de Z2 satisfaisant (2.1.8). Comme les points

xn−2 = (Qn−2, Pn−2) et xn−1 = (Qn−1, Pn−1) forment une base de Z2 (en vertu du

lemme 2.1.4), on peut écrire

x = rxn−2 + txn−1.

avec (r, t) ∈ Z2\{0}. La troisième des conditions (2.1.8) entraîne r 6= 0. Alors l'égalité

Qξ − P = r(Qn−2ξ − Pn−2) + t(Qn−1ξ − Pn−1)

jointe à la proposition 9.1.5 et à la seconde des conditions (2.1.8) implique rt ≥ 0 et

aussi que t > an si r > 1. Comme Q = rQn−2 + tQn−1, on conclut grâce au lemme

2.1.3 que r = 1 et 0 ≤ t ≤ an.

En�n si s <∞ et si x = (Q,P ) ∈ Z2 satisfait (2.1.9), on peut écrire x = axs−2 +

bxs−1 avec a, b ∈ Z et a 6= 0. Comme ∆s−1 = 0, on en déduit |Qξ−P | = a∆s−2 ≥ ∆s−2,

contre l'hypothèse.
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2.2 Géométrie des nombres

Soit m un entier m ≥ 2. On note Rm l'espace euclidien pour le produit scalaire

standard de deux vecteurs u et z noté u · z.

La géométrie des nombres est un domaine de la théorie des nombres, qui a été

créé à la �n du XIX siècle par H. Minkowski. Elle fournit un moyen d'étudier des

phénomènes arithmétiques d'un point de vue géométrique. Ici, on s'intéresse spéci�-

quement aux théorèmes de Minkowski concernant les réseaux et les corps convexes

de Rm, et à la dualité de Mahler.

1◦. Réseaux. Un réseau Λ ⊆ Rm est un groupe additif de la forme

Λ = Zv1 + · · ·+ Zvm = {a1v1 + · · ·+ amvm; a1, . . . , am ∈ Z}

où {v1, . . . ,vm} est une base de Rm. L'ensemble {v1, . . . ,vm} est appelé une base de

Λ.

Le déterminant de Λ est dé�ni comme la valeur absolue du déterminant de la matrice

dont les colonnes sont formées par v1, . . . ,vm c'est-à-dire

det(Λ) = | det(v1, . . . ,vm)|.

Ce determinant ne dépend pas de la base choisie.

En e�et : Soit {w1, . . . ,wm} une autre base de Λ alors pour tout entier j avec 1 ≤

j ≤ m, il existe des entiers aij ∈ Z avec 1 ≤ i ≤ m tels que

wj =
m∑
i=1

aijvi.

De façon symétrique les éléments de {v1, . . . ,vm} peuvent s'écrire comme combinaison

linéaire de {w1, . . . ,wm} à coe�cients entiers. Par conséquent, la matrice de transition

(aij) ∈ GL(m,Z) et on observe det(v1, . . . ,vm) = ± det(w1, . . . ,wm) . La conclusion

suit.
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2◦. Corps convexe. Un corps convexe C ⊆ Rm est un voisinage compact convexe de

l'origine 0 stable sous multiplication par -1.

L'un des problèmes fondamentaux de la géométrie des nombres est de décider si

un corps convexe C de Rm contient un point non nul d'un réseau Λ ⊆ Rm. Le prochain

résultat dû à H. Minkowski fournit une réponse à ce problème (voir Chap 2 de [12]

ou Chap II de [30] ).

Théorème 2.2.1 (Premier Théorème de Minkowski). Soient Λ ⊆ Rm un réseau et

C un corps convexe de Rm. Si vol(C) ≥ 2m det(Λ), alors C contient un point non nul

du réseau Λ, en d'autres termes

C ∩ Λ 6= {0}.

Bien que la preuve de ce théorème soit assez simple, il a beaucoup d'applications

dans di�érentes branches des mathématiques. L'une des applications est le théorème

de Dirichlet sur l'approximation Diophantienne.

Théorème 2.2.2 (Théorème de Dirichlet). Soient ξ un nombre réel et Q un entier

avec Q > 1. Alors il existe des entiers p, q avec 0 < q ≤ Q et∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qQ
.

Démonstration: Supposons que Q > 1. Considérons l'ensemble C dé�ni par

C = {(x, y) ∈ R2; |x| ≤ Q, |xξ − y| ≤ Q−1}

On prend Λ = Z2. Il est facile de voir que C est un corps convexe de R2 de volume

vol(C) = 4Q×Q−1 = 4 = 4 det(Λ).

Ainsi le théorème de Minkowski assure l'existence d'un couple d'entiers (q, p) ∈

Z2\{(0, 0)} tel que

|q| ≤ Q, |qξ − p| ≤ Q−1
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Quitte à remplacer (q, p) par (−q,−p), on peut supposer sans perte de généralité que

q ≥ 0.

Si q = 0, alors |p| ≤ Q−1 donc p = 0 ce qui est impossible. Par conséquent, on a

0 < q ≤ Q.

On introduit maintenant la notion de minima successifs de Minkowski.

Dé�nition 2.2.3. Soient Λ ⊆ Rm un réseau et C un corps convexe de Rm. Pour

tout entier j avec 1 ≤ j ≤ m, on dé�nit le j-ième minimum de Λ par rapport C

noté λj(C; Λ) comme le minimum des λ ≥ 0 tel que λC contient au moins j éléments

linéairement indépendants de Λ.

Clairement, ces minima forment une suite croissante, on a

λ1(C; Λ) ≤ λ2(C; Λ) ≤ · · · ≤ λm(C; Λ).

Le résultat suivant est une réécriture du théorème 2.2.1 en termes du premier mini-

mum, aussi dû à Minkowski (voir Chap 2 de [12] ou Chap IV de [30]).

Théorème 2.2.4. Soient Λ ⊆ Rm un réseau et C un corps convexe de Rm. Alors on

a

(λ1(C; Λ))m ≤ 2m
det(Λ)

vol(C)
.

Par conséquent vol(C) ≥ 2m det(Λ) implique λ1(C; Λ) ≤ 1 et donc C contient

un point de Λ\{0}. Par ailleurs, si on pose λ = 2(det(Λ)/ vol(C))1/m alors on véri�e

facilement que λC est un corps convexe de volume 2m det(Λ). Donc par le théorème

2.2.1, λC contient un point de Λ\{0} et par conséquent, on a λ1(C; Λ) ≤ λ. Il s'ensuit

que (λ1(C; Λ))m ≤ 2m (det(Λ)/ vol(C)).

Le théorème suivant est une généralisation du théorème 2.2.4.

Théorème 2.2.5 (Second Théorème de Minkowski). Soient Λ ⊆ Rm un réseau et C

un corps convexe de Rm. Alors on a

2m

m!
det(Λ)/ vol(C) ≤ λ1(C; Λ) · · ·λm(C; Λ) ≤ 2m det(Λ)/ vol(C). (2.2.1)
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Les inégalités de (2.2.1) sont les meilleures possibles. Les exemples ci-dessous le

montrent pour Λ = Zm.

Exemple 2.2.6. On considère le corps convexe

Cm = {x ∈ Rm;
m∑
i=1

|xi| ≤ 1}.

Il est facile de montrer que vol(Cm) = 2m/(m!). De plus, comme Cm contient la base

canonique de Zm alors on a

λj(Cm; Λ) = 1 (1 ≤ j ≤ m).

Par conséquent la borne inférieure de (2.2.1) est atteinte par Cm.

Exemple 2.2.7. Soit a = (a1, . . . , am) une suite de valeurs réelles avec aj ≤ aj−1

pour 2 ≤ j ≤ m. Considérons le corps convexe

Ca = {x ∈ Rm; |xi| ≤ ai, 1 ≤ i ≤ m}.

Alors pour tout entier j avec 1 ≤ j ≤ m, on a

λj(Ca; Λ) = 1/aj et vol(Ca) = 2m
m∏
j=1

aj.

Par conséquent la borne supérieure de (2.2.1) est atteinte par Ca.

Dé�nition 2.2.8. Soient Λ ⊆ Rm. Le réseau dual de Λ noté Λ? est l'ensemble décrit

par

{w ∈ Rm; ∀ v ∈ Λ, v ·w ∈ Z}.

Exemple 2.2.9. Soit m un entier avec m ≥ 2. Soit N un réel avec N ≥ 1 et �xons

un point ξ = (1, ξ1, . . . , ξm) de Rm+1. On dé�nit Λ(ξ,N) comme le réseau engendré

par les vecteurs

v0 = (N−1, N1/mξ1, . . . , N
1/mξm), v1 = (0,−N1/m, . . . , 0), · · · ,vm = (0, 0, . . . , −N1/m).
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Le réseau dual Λ?(ξ,N) de Λ(ξ,N) est le réseau engendré par les vecteurs suivants

w0 = (N, 0, . . . , 0), w1 = (−Nξ1, N−1/m, . . . , 0), · · · ,wm = (−Nξm, 0, . . . , N−1/m).

Dé�nition 2.2.10. Le corps convexe dual C? d'un corps convexe C est l'ensemble

décrit par

C? = {y ∈ Rm; x · y ≤ 1 pour tout x ∈ C}.

Exemple 2.2.11. Soit B le cube unité de Rm c'est-à-dire l'ensemble

B = {(y1, . . . , yn) ∈ Rm; |yi| ≤ 1, i = 1, . . . ,m} .

Il est facile de voir que B est un corps convexe de Rm. Le convexe dual B? de B est

donné par

B? =

{
(y1, . . . , yn) ∈ Rm;

m∑
i=1

|yi| ≤ 1

}
.

Le prochain théorème dû à Mahler relie les minima successifs d'un corps convexe

C par rapport à un réseau Λ avec ceux de son dual C? par rapport Λ? (voir section 14

du Chap 2 de [12]) .

Théorème 2.2.12 (Théorème de Dualité de Mahler). Soient Λ ⊆ Rm un réseau et C

un corps convexe de Rm et soient Λ? le réseau dual de Λ et C? le corps convexe dual

de C. Alors, on a

1 ≤ λj(C; Λ)λm+1−j(C?; Λ?) ≤ (m!)2 (1 ≤ j ≤ m). (2.2.2)

Soient x,y deux points de Rm, on rappelle que x · y désigne le produit scalaire

standard dans Rm et on note ‖x‖ = (x · x)1/2 la norme euclidienne de x. Le résul-

tat suivant est une application particulière du théorème 2.2.12, il fournit une série

d'inclusions d'ensembles qui nous seront utiles dans les chapitres 2 et 3.
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Proposition 2.2.13. Soit ξ = (1, ξ1, . . . , ξm−1) un point de Rm. Pour chaque réel Q

avec Q ≥ 1, on dé�nit les corps convexes

Kξ(Q) :=
{

(x0, . . . , xm−1) ∈ Rm ; |x0| ≤ Q , |x0ξj − xj| ≤ Q−1/(m−1), j = 1, . . . ,m− 1
}

(2.2.3)

Cξ(Q) :=
{
x = (x0, . . . , xm−1) ∈ Rm ; ‖x‖ ≤ 1 , |x · ξ| ≤ Q−1

}
. (2.2.4)

Alors si on désigne par K?ξ(Q) le convexe dual de Kξ(Q), on a

m−1Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)) ⊆ K?ξ(Q) ⊆
√
m Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)). (2.2.5)

La famille de corps convexes (2.2.3) est la famille sur laquelle W. M. Schmidt et

L. Summerer travaillent dans leurs papiers [31] et [32] tandis que la famille de corps

convexes (2.2.4) est celle qu'utilise D. Roy dans [27] et [28].

Démonstration: Soit y = (y0, . . . , ym−1) un point de Rm tel que y ∈ K?ξ(Q)

c'est-à-dire tel que x · y ≤ 1 pour tout x = (x0, . . . , xm−1) ∈ Kξ(Q). On note tout

d'abord que

x · y = x0y0 + · · ·+ xm−1ym−1 = x0y0 +
m−1∑
j=1

x0yjξj −
m−1∑
j=1

x0yjξj +
m−1∑
j=1

xjyj

= x0

(
y0 +

m−1∑
j=1

yjξj

)
+

m−1∑
j=1

yj (xj − x0ξj)

Le fait qu'on ait x · y ≤ 1 pour tout x avec |x0| ≤ Q et |x0ξj − xj| ≤ Q−1/(m−1)

(1 ≤ j ≤ m− 1) entraîne que∣∣∣∣∣y0 +
m−1∑
j=1

yjξj

∣∣∣∣∣ ≤ Q−1 et |yj| ≤ Q1/(m−1) j = 1, . . . ,m− 1,

Autrement dit, on a K?ξ(Q) ⊆ K′ξ(Q) pour tout Q ≥ 1, où K′ξ(Q) est le corps convexe

dé�ni par

K′ξ(Q) =
{
y = (y0, . . . , ym−1) ∈ Rm ; |y · ξ| ≤ Q−1 , |yj| ≤ Q1/(m−1), j = 1, . . . ,m− 1

}
.
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De plus, si on suppose que y = (y0, . . . , ym−1) est un élément de K′ξ(Q), alors pour

tout x = (x0, . . . , xm−1) ∈ Kξ(Q) on a

1

m
x · y =

1

m
x0

(
y0 +

m−1∑
j=1

yjξj

)
+

1

m

m−1∑
j=1

yj (xj − x0ξj) ≤
1

m
+
m− 1

m
= 1.

D'où
1

m
y ∈ K?ξ(Q). Donc, on obtient

1

m
K′ξ(Q) ⊆ K?ξ(Q) ⊆ K′ξ(Q). (2.2.6)

D'autre part, on observe que Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)) ⊆ K′ξ(Q) et aussi que pour tout

y = (y0, . . . , ym−1) ∈ K′ξ(Q), on a

|y · ξ| ≤ Q−1 et |yj| ≤ Q1/(m−1), j = 1, . . . ,m− 1

⇒ |y · ξ| ≤ Q−1 et ‖y‖ ≤
√
m Q1/(m−1)

⇒ y ∈
√
m Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)).

Par conséquent, on a

Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)) ⊆ K′ξ(Q) ⊆
√
m Q1/(m−1)Cξ(Qm/(m−1)). (2.2.7)

En combinant les inclusions de (2.2.6) avec celles de (2.2.7), on obtient le résultat

souhaité.

La proposition 2.2.13 admet la conséquence suivante.

Corollaire 2.2.14. Avec les mêmes notations, on a

1

m
Q1/(m−1) ≤ λj

(
Cξ(Qm/(m−1)),Zm

)
λm−j+1 (Kξ(Q),Zm) ≤

√
m(m!)2Q1/(m−1)

pour tout entier j = 1, . . . ,m.
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Démonstration: Les inégalités (2.2.5) de la proposition 2.2.13 impliquent

(
√
m)−1Q−1/(m−1)λj

(
Cξ(Qm/(m−1)),Zm

)
≤ λj

(
K?ξ(Q),Zm

)
≤ mQ−1/(m−1)λj

(
Cξ(Qm/(m−1)),Zm

)
pour chaque entier j avec 1 ≤ j ≤ m. Il découle de ces inégalités que

m−1Q1/(m−1)λj
(
K?ξ(Q),Zm

)
≤ λj

(
Cξ(Qm/(m−1)),Zm

)
≤
√
mQ1/(m−1)λj

(
K?ξ(Q),Zm

)
.

En multipliant ces dernières inégalités par λm−j+1 (Kξ(Q),Zm), ensuite en appliquant

le théorème 2.2.12, on obtient le résultat escompté.

2.3 Géométrie paramétrique des nombres dans Rm

La géométrie paramétrique des nombres introduite récemment par W. M. Schmidt

et L. Summerer est une théorie qui décrit, à des fonctions bornées près, le compor-

tement des minimas successifs d'une famille de corps convexes à un paramètre, à

savoir celle qui intervient naturellement dans les problèmes d'approximation ration-

nelle simultanée de nombres réels linéairement indépendant sur Q. Cette théorie a

été initialement développée en dimension m = 3 dans [31] puis étendue en dimen-

sion quelconque m ≥ 2 dans [32], et complétée dans [27]. Nous en faisons une brève

présentation en utilisant les notations de D. Roy dans [27], qui sont essentiellement

duales à celles de Schmidt et Summerer dans [31] .

Fixons un entier m avec m ≥ 2 et un point non nul u ∈ Rm. On associe à u la

famille de corps convexe

Cu(Q) :=
{
x ∈ Rm ; ‖x‖ ≤ 1 , |x · u| ≤ Q−1

}
(Q ≥ 1),

où x · y désigne le produit scalaire standard dans Rm et où ‖x‖ = (x · x)1/2 désigne

la norme euclidienne de x. On dé�nit

Lu,j(q) = log λj (Cu(eq),Zm) (q ≥ 0, 1 ≤ j ≤ m),
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où λj (Cu(eq),Zm) est le j-ième minimum de Cu(eq) par rapport Zm. Clairement, on

a

Lu,1(q) ≤ · · · ≤ Lu,m(q) (q ≥ 0). (2.3.1)

On considère le sous-ensemble ∆m := {(x1, . . . , xm) ∈ Rm ; x1 ≤ · · · ≤ xm} de Rm et

on dé�nit la fonction conjointe Lu : [0,∞) −→ ∆m par

Lu(q) = (Lu,1(q), . . . , Lu,m(q)) (q ≥ 0).

On designe par Γu le graphe conjoint de la fonction Lu c'est-à-dire l'union des graphes

de Lu,1, . . . , Lu,m dans [0,∞[×R.

Dans leurs travaux, Schmidt et Summerer établissent de nombreuses propriétés

de la fonction Lu. En particulier, ils démontrent que ses composantes Lu,1, . . . , Lu,m

sont continues et linéaires par morceaux de pentes 0 et 1. De plus, on a Lu,1(q) =

Lu,2(q) aux points q ∈ [0,∞) où Lu,1 admet un maximum local. Il y a d'autres

propriétés plus di�ciles à énoncer que nous n'aborderons pas ici. Nous aurons besoin

de la conséquence suivante du second théorème de Minkowski [27, �2.3].

Lemme 2.3.1. Pour tout q ≥ 0, on a |Lu,1(q) + · · ·+ Lu,m(q)− q| ≤ m logm.

Nous introduisons maintenant la notion de m-système généralisé introduite par

D. Roy (voir [28]). Cette classe de fonctions a de très belles propriétés, en particulier

elles fournissent de bonnes approximations des fonctions Lu pour u ∈ Rm\{0}.

Dé�nition 2.3.2. Soit I un sous-intervalle de [0,∞) d'intérieur non vide. Un m-

système généralisé est une fonction P = (P1, . . . , Pn) : I −→ Rm continue et linéaire

par morceaux avec les propriétés suivantes

(G1) Pour tout q, on a 0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pm(q) et P1(q) + · · ·+ Pm(q) = q.

(G2) Si H est un sous-intervalle non vide de I sur lequel P est di�érentiable, alors il

existe des entiers r, r avec 1 ≤ r ≤ r ≤ m tels que Pr, Pr+1, . . . , Pr coïncident sur

tout l'intervalle H avec pour pente 1/(r−r+1) tandis que les autres composantes

Pj de P sont constantes sur H.
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(G3) Si q est un point intérieur de I où P n'est pas di�érentiable, si r, r, s, s sont

des entiers pour lesquels

P ′j(q
−) =

1

r − r + 1
(r ≤ j ≤ r) et P ′j(q

+) =
1

s− s+ 1
(s ≤ j ≤ s)

(2.3.2)

et si r ≤ s, alors on a Pr(q) = Pr+1(q) = · · · = Ps(q).

Ici la notation P ′j(q
−) (respectivement P ′j(q

+)) désigne la dérivée à gauche (res-

pectivement la dérivée à droite ) de P ′j au point q. La propriété (G2) assure que toutes

les composantes Pj de pente non nulle coïncident sur un intervalle J ne contenant

pas de points singulier de P. Par conséquent, il existe un et un seul segment de pente

non nul sur le graphe conjoint de P au-dessus de tels intervalles. De plus la propriété

(G3) indique qu'aux points q où la fonction P n'est pas di�érentiable, l'extrémité

gauche du segment de pente non nulle se terminant en q se situe toujours au-dessus

de l'extrémité droite de celle débutant à q.

Exemple 2.3.3. Cet exemple s'inspire du lemme 4.3 de [28].

Pour tout i = 0, . . . , 3, on pose qi = 1 + i/3 et on note que

1 = q0 < q1 < q2 < q3 = 2.

On dé�nit la fonction P = (P1, P2, P3) : [1, 2] −→ R3 comme suit.

• Chaque composante Pi est continue et linéaire par morceaux sur [1, 2] et on a

P1(q) ≤ P2(q) ≤ P3(q) et P1(q) + P2(q) + P3(q) = q (1 ≤ q ≤ 2).

• Pour tout j = 1, 2, 3, la fonction Pj est constante égale à 1/3 sur [q0, q3−j], a

pour pente 1 sur [q3−j, q4−j] et constante égale à 2/3 sur [q4−j, q3].

On voit que la fonction P est di�érentiable sur [1, 2] sauf aux points q1 et q2. Par

construction, sur chaque intervalle [q0, q1], [q1, q2] et [q2, q3], il existe une et une seule
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composante qui possède une pente non nulle. Aux points q = q0 et q = q3, on a

P1(q) = P2(q) = P3(q) =
q

3
.

Au point q1, la pente de P3 passe de 1 à 0 tandis que celle de P2 change de 0 à 1 et

on a

P1(q) = P2(q) < P3(q).

Au point q2, la fonction P2 passe de la pente 1 à la pente 0 tandis que celle de P1

change de 0 à 1 et on a

P1(q) < P2(q) = P3(q).

Donc la fonction P ainsi dé�nie est un 3-système généralisé et son graphe conjoint

est illustré sur la �gure ci-dessous.

q0 = 1 q1 q2 q3 = 2

1

3

2

3

P3 P2 P1

P1 = P2 P1

P3 P2 = P3

Figure 2.1 � Graphe conjoint de P sur l'intervalle [1, 2]

Le Théorème suivant dû à D. Roy caractérise les m-systèmes généralisés en rela-

tion aux points non nuls u ∈ Rm\{0} (pour plus de details, voir [28]).

Théorème 2.3.4. Pour chaque vecteur non nul u ∈ Rm, il existe q0 ≥ 0 et un m-

système généralisé P sur [q0,∞) tels que la di�érence Lu−P soit bornée sur [q0,∞).

Réciproquement, pour chaque m-système généralisé P sur un intervalle [q0,∞) avec

q0 ≥ 0, il existe un vecteur non nul u ∈ Rm tel que la di�érence Lu − P soit bornée

sur [q0,∞).



Chapitre 3

Géométrie paramétrique des nombres
en dimension 2

Dans ce chapitre, nous étudions la géométrie paramétrique des nombres en di-

mension m = 2 en donnant pour ce cas, une description exacte du comportement

qualitatif des minimas successifs avec la normalisation de Schmidt et Summerer. Ce

chapitre a fait l'objet d'un article qui été publié dans le Journal de Théorie des Nombre

de Bordeaux en 2017 (voir [10]).

3.1 Résultats préliminaires

On considère la famille de corps convexes donnée par

Kξ(eq) := {(x, y) ∈ R2 ; |x| ≤ eq , |xξ − y| ≤ e−q} (q ≥ 0), (3.1.1)

pour un nombre réel ξ �xé. Pour j = 1, 2 et q ≥ 0, on pose Lξ,j(q) = log λj(Kξ(eq);Z2).

On considère la fonction conjointe Lξ : [0,∞) −→ R2 dé�nie par

Lξ(q) = (Lξ,1(q), Lξ,2(q)) (q ≥ 0).

Schmidt et Summerer ont noté qu'elle jouit des propriétés suivantes (voir [31, §4]).

Lemme 3.1.1.

38
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• Chaque composante Lξ,j : [0,∞) → R est continue et linéaire par morceaux de

pentes ±1.

• On a Lξ,1(q) = Lξ,2(q) aux points q ∈ [0,∞) où Lξ,1 admet un maximum local.

. Pour tout q ≥ 0, on a -log 2 ≤ Lξ,1(q) + Lξ,2(q) ≤ 0 (en vertu du théorème de

Minkowski).

On désigne par ‖ξ‖ la distance de ξ à l'entier le plus proche. Le théorème suivant

montre que le graphe conjoint Γξ de Lξ ne dépend que la distance ‖ξ‖.

Théorème 3.1.2. Soit ξ ∈ R, on a

λj(Kξ(eq);Z2) = λj(K‖ξ‖(eq);Z2) (j = 1, 2).

Par conséquent on a Lξ = L‖ξ‖.

Pour la preuve, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.1.3. Soit C un corps convexe de Rm. Si ϕ : Rm → Rm un isomorphisme

d'espaces vectoriels tel que ϕ(Zm) = Zm, alors on a

λj(C;Zm) = λj(ϕ(C);Zm) (1 ≤ j ≤ m).

Démonstration: Soit j ∈ N avec 1 ≤ j ≤ m. Considérons x1, x2, . . . , xj ∈

Zm ∩ λjC linéairement indépendants. Les points

ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xj) ∈ Zm ∩ λjϕ(C)

sont linéairement indépendants. Par conséquent, on obtient

λj(ϕ(C);Zm) ≤ λj(C, ;Zm).

L'autre inégalité est obtenue par le même procédé en remarquant que ϕ−1 est aussi

un isomorphisme d'espaces vectoriels tel que ϕ−1(Zm) = Zm.
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Démonstration: (Théorème 3.1.2)

Soit ξ ∈ R. On choisit m ∈ Z et ε = ±1 tels que ξ = m+ ε‖ξ‖. L'application

ϕ : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x, ε(y −mx))

est un isomorphisme d'espaces vectoriels satisfaisant φ(Z2) = Z2. D'après le lemme

3.1.3, on a

λj(Kξ(eq);Z2) = λj(ϕ(Kξ(eq));Z2) (j = 1, 2).

Il reste à montrer que ϕ(Kξ(eq)) = K‖ξ‖(eq) pour conclure. Pour cela, on note simple-

ment que pour tout (x, y) ∈ R2 on a :

(x, y) ∈ K‖ξ‖(q) ⇐⇒ |x| ≤ eq et |x(‖ξ‖)− y| ≤ e−q

⇐⇒ |x| ≤ eq et |x(ξ −m)ε− y| ≤ e−q

⇐⇒ |x| ≤ eq et |xξ − (yε+mx)| ≤ e−q

⇐⇒ (x, yε+mx) ∈ Kξ(eq)

⇐⇒ ϕ−1(x, y) ∈ Kξ(eq)

⇐⇒ (x, y) ∈ ϕ(Kξ(eq)).

Dans toute la suite, on supposera que ξ = ‖ξ‖ ∈ [0, 1/2]. Dans ce cas, nous

montrerons que le développement en fraction continue de ξ peut se lire sur le graphe

de Lξ. Ce serait faux sans cette hypothèse car les graphes associés à 1/3 et 2/3 sont

les mêmes bien que leurs développements en fraction continue soient di�érents

1

3
= [0, 3] et

2

3
= [0, 1, 2].
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3.2 Trajectoire d'un point

Soit ξ un nombre réel �xé. On considère la famille des corps convexes (3.1.1).

Pour tout couple x = (Q,P ) ∈ R2 et q ≥ 0, on dé�nit λ(x, q) comme le minimum des

λ ≥ 0 tels que x ∈ λKξ(eq).

Lemme 3.2.1. On a

λ(x, q) = max{e−q|Q| , eq|Qξ − P |} (q ≥ 0).

Démonstration: Soit λ ≥ 0 et q ≥ 0. On a :

x ∈ λKξ(eq) ⇐⇒ |Q| ≤ λeq et |xξ − P | ≤ λe−q

⇐⇒ e−q|Q| ≤ λ et eq|Qξ − P | ≤ λ

⇐⇒ max{e−q|Q| , eq|Qξ − P |} ≤ λ,

d'où la conclusion.

Pour un nombre réel �xé q ≥ 0, la fonction λ(·, q) : R2 → [0,∞) dé�nie par

λ(x, q) = max{e−q|Q| , eq|Qξ − P |} (x = (Q,P ) ∈ R2),

est appelée fonction distance de Kξ(eq). Si x = (Q,P ) ∈ Z2\{0}, alors λ(x, q) est

strictement positive. On dé�nit une fonction Lx : [0,∞[−→ R par :

Lx(q) = log λ(x, q) = max{log |Q| − q , log |Qξ − P |+ q} (q ≥ 0).

Le graphe de Lx est formé de segments de droite de pentes −1 ou 1 ou les deux comme

illustré sur les �gures ci-dessous.
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q

Lx(q)

0

log |Q| →
↙log |Q|

Figure 3.1 � Graphe de Lx si |Qξ − P | = 0.

q

Lx(q)

0

log |P | →

Figure 3.2 � Graphe de Lx si Q = 0.

q

Lx(q)

0

log |Q| →

↖− log |Qξ−P |

Figure 3.3 � Graphe de Lx si Q 6= 0 et |Qξ − P | 6= 0.
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On �xe un couple d'entiers x = (Q,P ) ∈ Z2\{0}. On appelle trajectoire de x le

graphe de Lx c'est-à-dire l'ensemble

{(q, Lx(q)) ; q ≥ 0} .

Il est important de noter que le graphe conjoint de Lξ,1 et Lξ,2 est contenu dans la

réunion des trajectoires des points x ∈ Z2\{0}. En particulier, on a

Lξ,1(q) = min
{
Lx(q) ; x = (Q,P ) ∈ Z2\{0}

}
(q ≥ 0). (3.2.1)

3.3 Le Premier Minimum

Soit ξ ∈ [0, 1/2]. Le développement en fraction continue de ξ ∈ [0, 1/2] est donné

par (voir section 1 du chapitre 1)

ξ =


[0] si s = 1,

[0, a1, a2, . . . , as−1] si 2 ≤ s <∞,
[0, a1, a2, . . .] si s =∞.

(3.3.1)

pour une suite (an)1≤n<s dans N? avec as−1 ≥ 2 si 2 ≤ s < ∞. La n-ième réduite de

ξ est le nombre rationnel

Pn

Qn

= [0, a1, . . . , an] (1 ≤ n < s),

où Pn et Qn sont les entiers dé�nis par les récurrences

Qn = Qn−2 + anQn−1 , Pn = Pn−2 + anPn−1 (1 ≤ n < s),

avec les valeurs initiales P−1 = Q0 = 1 et P0 = Q−1 = 0. On pose Qs =∞ si s <∞.

Rappelons que ces nombres jouissent des propriétés suivantes

(i) La suite (Qn)−1≤n<s est une suite strictement croissante d'entiers positifs.

(ii) La suite (Qnξ − Pn)−1≤n<s consiste de nombres réels de signes alternés (sauf le

dernier terme qui est nul si s <∞), et de valeurs absolues strictement décrois-

santes.
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(iii) On a QnPn−1 −Qn−1Pn = (−1)n (0 ≤ n < s).

On désigne par En = {xn = (Qn, Pn) ; 0 ≤ n < s} l'ensemble des couples d'entiers

associés aux réduites de ξ. Le résultat suivant montre que le graphe Lξ,1 est déterminé

par les trajectoires des points xn associés aux réduites de ξ.

Théorème 3.3.1. Pour tout nombre réel q ≥ 0, on a

Lξ,1(q) = min {Lxn(q) ; 0 ≤ n < s} .

Plus précisément

Lξ,1(q) = Lxn(q) (qn ≤ q ≤ qn+1), (3.3.2)

où

qn =
1

2
(logQn − log |Qn−1ξ − Pn−1|) (0 ≤ n < s),

et qs =∞ si s <∞.

Démonstration: Soit q un nombre réel positif. On pose

α = min {Lxn(q) ; 0 ≤ n < s} .

On note d'abord que tout couple d'entiers x = (Q,P ) ∈ N? × Z satisfait

Lξ,1(q) ≤ Lx(q),

en particulier les couples xn = (Qn, Pn). Par conséquent on a Lξ,1(q) ≤ α.

Pour montrer l'autre inégalité, on choisit un couple d'entiers x = (Q,P ) avec

Q > 0 tel que L1(q) = Lx(q). On choisit ensuite n ∈ N tel que Qn ≤ Q < Qn+1.

D'après le théorème de la meilleure approximation on a |Qnξ−Pn| ≤ |Qξ−P |. Donc

Lξ,1(q) = Lx(q) = max {log |Q| − q, log |Qξ − P |+ q}
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≥ max {log |Qn| − q, log |Qnξ − Pn|+ q} = Lxn(q) ≥ α.

Donc Lξ,1(q) = Lxn(q) pour un entier n ∈ N. Cela prouve la première assertion.

Soit n un entier avec 0 ≤ n < s, et soit q ≥ 0. Si qn ≤ q on a par dé�nition de qn

logQn − q ≤ log |Qn−1ξ − Pn−1|+ q.

Par le lemme 9.1.5, on a |Qnξ − Pn| < |Qn−1ξ − Pn−1|, on en déduit

Lxn(q) ≤ log |Qn−1ξ − Pn−1|+ q ≤ Lxk(q) si 0 ≤ k < n. (3.3.3)

Si q ≤ qn+1, par dé�nition de qn + 1 on observe que

log |Qnξ − Pn|+ q ≤ log |Qn+1| − q,

puis comme Qn ≤ Qn+1, alors

Lxn(q) ≤ log |Qn+1|+ q ≤ Lxk(q) si n < k. (3.3.4)

En combinant (3.3.3) et (3.3.4), on conclut que

Lξ,1(q) = Lxn(q) (qn ≤ q ≤ qn+1).

Le graphe de Lξ,1 est une ligne polygonale formée de segments de droite de

pentes −1 et 1. La fonction L1 admet des maxima locaux aux points (qn)0≤n<s. Au

point qn, les trajectoires de xn−1 et de xn se rencontrent et l'ordonnée de leur point

d'intersection est

Lξ,1(qn) = Lξ,2(qn) = Lxn−1(qn).

Le minimum local de Lxn(q) est atteint en q = 1
2

(logQn − log |Qnξ − Pn|) qui est un

point intérieur de (qn, qn+1) (voir les �gures ci-dessous).
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q

xn

qn qn+1

Figure 3.4 � Graphe de Lxn sur [qn, qn+1] si 0 ≤ n ≤ s− 1.

q

xs−1

qs−1

Figure 3.5 � Graphe de Lxs−1 sur [qs−1,∞) si s <∞.

3.4 Le Deuxième Minimum

Il résulte de la dé�nition du deuxième minimum que pour tout réel q ≥ 0, on a

Lξ,2(q) = min
{

max{Lx(q), Lx′(q)} ; x = (Q,P ),x′ = (Q′, P ′) ∈ Z2\{0} , PQ′ − P ′Q 6= 0
}
.

Fixons un entier n avec 1 ≤ n < s. On déduit du théorème 3.3.1 que :

Lξ,1(q) = Lxn−1(q) (qn−1 ≤ q ≤ qn).

Donc sur le même intervalle [qn−1, qn], on a :

Lξ,2(q) = min
{
Lx′(q) ; x′ = (Q′, P ′) ∈ Z2\{0} , Q′Pn−1 − P ′Qn−1 6= 0

}
.

En particulier, on a

Lξ,2(q) ≤ Lxn−2(q) et Lξ,2(q) ≤ Lxn(q) (qn−1 ≤ q ≤ qn), (3.4.1)

Mais il faut aussi remarquer que

Lxn−2(q) = log |Qn−2ξ − Pn−2|+ q (qn−1 ≤ q ≤ qn),



3. GÉOMÉTRIE PARAMÉTRIQUE DES NOMBRES EN DIMENSION 2 47

Lxn(q) = logQn − q (qn−1 ≤ q ≤ qn).

Alors, pour chaque couple x = (Q′, P ′) ∈ Z2\{0} avec Q′Pn−1 − P ′Qn−1 6= 0 tel que

Lξ,2(q) = Lx′(q), les conditions (3.3.2) livrent

|Qξ − P | ≤ |Qn−2ξ − Pn−2| et Qn−2 ≤ Q′ ≤ Qn.

Ainsi, on obtient

Lξ,2(q) = min {Lx′(q) ; x′ ∈ E ′n} (qn−1 ≤ q ≤ qn), (3.4.2)

où E ′n est l'ensemble formé par les couples (Q′, P ′) ∈ Z2\{0} satisfaisant :

Qn−2 ≤ Q′ ≤ Qn , |Q′ξ − P ′| ≤ |Qn−2ξ − Pn−2| , Q′Pn−1 − P ′Qn−1 6= 0.

On déduit de la proposition 2.1.10 de la section 1 du chapitre 1 que

E ′n = {xn,t = (Qn,t, Pn,t), 0 ≤ t ≤ an} et E ′s = {xs−2 = (Qs−2, Ps−2)} si s <∞,

où les couples d'entiers (Qn,t, Pn,t) avec 0 ≤ t ≤ an sont donnés par

Qn,t = Qn−2 + tQn−1

Pn,t = Pn−2 + tPn−1,

et sont associés aux réduites intermédiaires Pn,t/Qn,t et aux réduites Pn/Qn de ξ.

On pose qn,0 = qn−1 et qn,an+1+1 = qn. On dé�nit la suite de réels (qn,t)1≤t≤an par

qn,t =
1

2
(logQn,t − log |Qn,t−1ξ − Pn,t−1|) (1 ≤ t ≤ an).

Les observations précédentes conduisent au résultat suivant.

Théorème 3.4.1. Pour tout entier n avec 1 ≤ n < s et tout réel q ∈ [qn−1, qn], on a

Lξ,2(q) = min
{
Lxn,t(q) ; 0 ≤ t ≤ an

}
.
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Plus précisément, on a

Lξ,2(q) = Lxn,t(q) (qn,t ≤ q ≤ qn,t+1).

Lξ,2(q) = Lxs−2(q) pour tout q ≥ qs−1 si s <∞.

(3.4.3)

Démonstration: Soient n, t des entiers avec 1 ≤ n < s et 1 ≤ t ≤ an − 1 et soit

q ≥ 0.

• Si qn,t ≤ q, alors on a

logQn,t − q ≤ log |Qn,t−1ξ − Pn,t−1|+ q.

et comme |Qn,tξ −Pn,t| < |Qn,t−1ξ −Pn,t−1| en vertu de la proposition 2.1.10, il

s'ensuit que

Lxn,t(q) ≤ log |Qn,t−1ξ − Pn,t−1|+ q ≤ Lxn,k(q) si 0 ≤ k < t. (3.4.4)

• Si q ≤ qn,t+1, on observe que

log |Qn,tξ − Pn,t|+ q ≤ log |Qn,t+1| − q,

et comme Qn,t ≤ Qn,t+1 en vertu de la proposition 2.1.10, on a

Lxn,t(q) ≤ log |Qn,t+1|+ q ≤ Lxn,k(q) si t < k. (3.4.5)

En combinant (3.4.4) et (3.4.5), on conclut que

Lξ,2(q) = Lxn,t(q) (qn,t ≤ q ≤ qn,t+1).

Les cas t = 0 et t = an sont obtenus par le même procédé en remarquant

Qn−2 = Qn,0 ≤ Qn,1 et Qn = Qn,an ≤ Qn+1,1.
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Pour tout entier n avec 1 ≤ n < s, le graphe de la fonction de Lξ,2 entre qn−1 et

qn est une ligne polygonale formée de segments de droites de pente −1 et 1. La pente

de Lξ,2 change de −1 à 1 aux points pn,t avec 1 ≤ t ≤ an. Par conséquent la fonction

Lξ,2 admet des maxima locaux aux points (qn,t)1≤t≤an entre qn−1 et qn pour chaque

1 ≤ n < s comme illustré sur la Figure 3.7 . Si n = 1, le point q1,0 = q1,1 = q0 est le

premier maximum local de la fonction Lξ,2 sur l'intervalle [q0, q1] comme illustré sur

la Figure 3.6. Si s < ∞ et n = s − 1, alors qs−1,as−1 = qs−1 est le dernier maximum

local de de la fonction Lξ,2 sur l'intervalle [qs−2, qs−1] comme illustré sur la Figure

3.8. En général si s <∞, on a Lξ,2(q) = Lxs−2(q) = log |Qs−2ξ − Ps−2|+ q pour tout

q ≥ qs−1 et alors Lξ,2 n'admet pas de maximal local sur [qs−1,∞) comme illustré sur

la Figure 3.8.

q0

x−1

x0

x1,1

x1,2
x1,2

Figure 3.6 � Graphe de la fonction Lξ,2 à droite de q0.
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qn−1 qn

xn−2

xn

xn−1

xn,an−1
· · ·

xn,2
xn,1

Figure 3.7 � Graphe de la fonction Lξ,2 sur [qn−1, qn] si 2 ≤ n < s− 1.

qs−1 xs−1

xs−1,as−1−1

xs−1,as−1−2

xs−2

Figure 3.8 � Graphe de la fonction Lξ,2 au voisinage de qs−1 si 2 ≤ s <∞.

On conclut avec le résultat suivant qui montre que le développement en fraction

continue d'un nombre ξ ∈ R peut se lire sur son graphe conjoint Γξ si ξ ∈ [0, 1/2] et

qui constitue le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.4.2. Soit ξ ∈ [0, 1/2]. Le graphe Γξ est recouvert par les trajectoires des

points xn avec −1 ≤ n < s et celles des points xn,t avec 1 ≤ n < s et 0 < t < an. De

plus, la suite (an)1≤n<s des quotients partiels de ξ peut se lire sur Γξ. Plus précisément,

pour tout entier n avec 1 ≤ n ≤ s, an est égal au nombre de maxima locaux de la

fonction L2 entre qn−1 et qn·

La première assertion du théorème découle directement de la réunion des théo-

rème 3.3.1 et 3.4.1 tandis la deuxième a�rmation résulte du théorème 3.4.1.
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Voici quelques exemples pour illustrer le théorème 3.4.2.

q

Lx(q)

q0

q1

t1 t2 t3

q2

a1 = 2 a2 = 3

Figure 3.9 � Graphe conjoint Γ3/7 (3/7 = [0, 2, 3])

Exemple 3.4.3. La �gure 3.9 illustre le graphe conjoint de L3/7. La courbe du bas

représente le graphe de la fonction L3/7,1 tandis que celle du haut représente le graphe

de la fonction L3/7,2. La fonction L3/7,1 admet trois maxima locaux aux points q0, q1

et q2. Entre q0 et q1, la fonction L3/7,2 admet deux maximaux locaux aux points q0 et

t1, tandis qu'elle admet trois maximaux locaux aux points t2, t3 et q2 sur l'intervalle

[q1, q2]. Ainsi, on obtient a1 = 2 et a2 = 3 et par suite, on a

[0, 2, 3] = 3/7.
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q

Lx(q)

q0 q1

a1 = 2 a2 = 2

q2

a3 = 2

q3

a4 = 2

q4

Figure 3.10 � Graphe conjoint Γ√2−1 (
√

2− 1 = [0, 2, 2, . . .])

Exemple 3.4.4. La �gure 3.10 représente le graphe conjoint de L√2−1. La fonction

L√2−1,1 admet une in�nité de maxima locaux aux points (qn)n≥0. Entre deux maxima

locaux consécutifs de la fonction L√2−1,1, la fonction L√2−1,2 admet toujours deux

maximaux locaux. Il s'ensuit que an = 2 pour tout entier n ≥ 1 et donc

√
2− 1 = [0, 2, 2, . . .].



Chapitre 4

Sur une conjecture de Schmidt pour
la géométrie paramétrique des
nombres

Parmi les conjectures proposées par W. M. Schmidt en 1983, il y en a une qui

porte en germe la géométrie paramétrique des nombres [29, Conjecture 2]. Cette

conjecture a été démontrée en 2012 par N. G. Moshchevitin [16, Théorème 1]. Le but

de ce chapitre est de démontrer un énoncé qui va dans le même sens et qui soit le

meilleur possible. Ce chapitre a fait l'objet d'un article qui été publié dans le Journal

de Combinatoire et de Théorie des Nombres de Moscou en 2016 (voir [9]).

4.1 Conjecture de Schmidt

Soit un entier m avec m ≥ 2. Soit un réel N avec N > 1 et soit ξ = (1, ξ1, . . . , ξm)

un point de Rm+1. Schmidt considère le réseau Λ(ξ,N) engendré par les vecteurs

v0 = (N−1, N1/mξ1, . . . , N
1/mξm),

v1 = (0,−N1/m, . . . , 0),

· · · · · ·

vm = (0, 0, . . . , −N1/m).

53
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et de�nit

µj(ξ,N) = λj(B; Λ(ξ,N)) (1 ≤ j ≤ m+ 1),

où B = {(y0, y1, . . . , ym) ∈ Rm+1; |yi| ≤ 1, i = 0, . . . ,m} est le cube unité de Rm+1.

Le théorème de Minkowski donne

1

(n+ 1)!
≤ µ1(ξ,N) · · ·µm+1(ξ,N) ≤ 1,

donc µ1(ξ,N) ≤ 1. Si N > 1, cela assure l'existence d'entiers x0 6= 0, x1, . . . , xm tels

que

x0v0 + · · ·+ xmvm ∈ B.

Compte tenu en 1983 de la connaissance très limitée sur les fonctions µk(ξ,N),

W. M. Schmidt proposa le problème suivant (voir [29])

Conjecture 4.1.1. Soit k un entier avec 2 ≤ k ≤ m. Il existe unm-uplet (ξ1, . . . , ξm) ∈

Rm tel que

lim
N→∞

µk−1(ξ,N) = 0 et lim
N→∞

µk+1(ξ,N) =∞.

La conjecture est intéressante seulement si on demande en plus que les coordon-

nées de ξ = (1, ξ1, . . . , ξm) sont linéairement indépendantes sur Q, comme l'a observé

Moshchevitin. Pour un tel point ξ, on a

µk−1(ξ,N) = µk(ξ,N)

pour des valeurs de N arbitrairement grandes. On a aussi

µk(ξ,N) = µk+1(ξ,N)

pour des valeurs de N arbitrairement grandes. Donc si un tel ξ satisfait la conjecture

4.1.1, on a

lim inf
N→∞

µk(ξ,N) = 0 et lim sup
N→∞

µk(ξ,N) =∞.

C'est pour cela que Schmidt choisit les indices k − 1 et k + 1.
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4.2 Résultat de Moshchevitin

Ce problème a été résolu par N. G. Moshchevitin en 2012 (voir [16]) avec la

contrainte additionnelle que 1, ξ1, . . . , ξm sont linéairement indépendants sur Z sans la-

quelle il observa que le problème devient trivial. Par exemple, si on prend ξ = (1, 0, 0)

alors on a

v0 = (N−1, 0, 0) , v1 = (0,−N1/2, 0) , v2 = (0, 0,−N1/2).

Par conséquent, on obtient µ1(ξ,N) = N−1 et µ2(ξ,N) = µ3(ξ,N) = N1/2. On en

déduit

µ1(ξ,N)→ 0 et µ3(ξ,N)→∞ lorsque N →∞.

Dans ce contexte, le résultat de Moshchevitin s'énonce comme suit

Théorème 4.2.1 (N. G. Moshchevitin, 2012). Soit un entier k avec 2 ≤ k ≤ m.

Alors il existe des réels ξ1, . . . , ξm ∈ [0, 1) tels que

• 1, ξ1, . . . , ξm sont linéairement indépendants sur Z.

• lim
N→∞

µk−1(ξ,N) = 0 et lim
N→∞

µk+1(ξ,N) =∞.

Dans son papier Moshchevitin commence par observer que pour tout entier

j = 1, . . . ,m+ 1, on a

µj(ξ,N) = µj(Kξ(N);Zm+1) (N ≥ 1), (4.2.1)

où Kξ(N) est le corps convexe donné par

Kξ(N) =
{

(x0, . . . , xm) ∈ Rm+1 ; |x0| ≤ N , |x0ξj − xj| ≤ N−1/m, j = 1, . . . ,m
}
.

L'égalité (4.2.1) découle du fait que pour tout x = x0v0 + · · ·+xnvm ∈ Λ(ξ,N), avec

x0, . . . , xm ∈ Z, on a

x ∈ B ⇐⇒ |x0N−1| ≤ 1 et |x0N1/mξj −N1/mxj| ≤ 1 j = 1, . . . ,m
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⇐⇒ |x0| ≤ N et |x0ξj − xj| ≤ N−1/m j = 1, . . . ,m

⇐⇒ (x0, . . . , xm) ∈ Kξ(N).

Par conséquent, la dernière assertion du Théorème 4.2.1 se traduit par

lim
N→∞

λk−1(Kξ(N);Zm+1) = 0 et lim
N→∞

λk+1(Kξ(N);Zm+1)) =∞. (4.2.2)

4.3 Reformulation de la conjecture de Schmidt

Rappelons que pour tout entier m avec m ≥ 2 et tout réel N avec N ≥ 1, le

corollaire 2.2.14 du chapitre 1 nous donne dans ce cas

1

m+ 1
N1/m ≤ λm−j+2

(
Cξ(Nm/(m−1)),Zm+1

)
λj
(
Kξ(N),Zm+1

)
≤
√
m+ 1((m+1)!)2N1/m,

pour chaque entier j avec 1 ≤ j ≤ m + 1. Ces inégalités jointes aux conditions de

(4.2.2) entraînent que

lim
N→∞

N−1/mλm−k+3(Cξ(N1+1/m);Zm+1) =∞

lim
N→∞

N−1/mλm−k+1(Cξ(N1+1/m);Zm+1)) = 0.
(4.3.1)

Si on pose N = eqm/(m+1), alors on a

C ′ξ
(
eqm/(m+1)

)
= Cξ(eq) = {x ∈ Rn+1 ; ‖x‖ ≤ 1 , |x · ξ| ≤ e−q}.

Donc les conditions de (4.3.1) se traduisent par

lim
q→∞

e−q/(m+1)λm−k+3(Cξ(eq);Zm+1) =∞ et lim
N→∞

e−q/(m+1)λm−k+1(Cξ(eq);Zm+1)) = 0.

(4.3.2)

En prenant le logarithme dans (4.3.2), on obtient

lim
q→∞

(
Lξ,m+3−k(q)−

q

m+ 1

)
=∞ et lim

q→∞

(
Lξ,m+1−k(q)−

q

m+ 1

)
= −∞.

Par conséquent, le théorème de Moschevitin s'énonce ainsi en termes des fonctions

Lξ,j(q).
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Théorème 4.3.1 (N. G. Moshchevitin, 2012). Pour chaque entier k avec 2 ≤ k ≤ m,

il existe un point ξ ∈ Rm+1 à coordonnées linéairement indépendantes sur Q tel que

lim
q→∞

(
Lξ,k−1(q)−

q

m+ 1

)
= −∞ et lim

q→∞

(
Lξ,k+1(q)−

q

m+ 1

)
=∞

Le prochain théorème améliore ces estimations.

Théorème 4.3.2. Pour chaque entier k avec 2 ≤ k ≤ m, il existe une in�nité non

dénombrable de vecteurs ξ ∈ Rm+1 à coordonnées linéairement indépendantes sur Q

telle que

lim
q→∞

Lξ,k−1(q)

q
= 0 et lim inf

q→∞

Lξ,k+1(q)

q
=

1

m− k + 2
.

Ce résultat est le meilleur possible au sens suivant

Théorème 4.3.3. Soit k un entier avec 2 ≤ k ≤ m et soit ξ un point de Rm+1 à

coordonnées linéairement indépendantes sur Q tel que

lim
q→∞

Lξ,k−1(q)

q
= 0.

Alors on a

lim inf
q→∞

Lξ,k+1(q)

q
≤ 1

m− k + 2
.

Pour la preuve du théorème 4.3.3, on introduit en suivant le modèle de Schmidt

et Summerer dans [31, §1], les quantités

ϕ
u,j

= lim inf
q→∞

Lu,j(q)

q
et ϕu,j = lim sup

q→∞

Lu,j(q)

q
(1 ≤ j ≤ m+ 1).

pour un point u ∈ Rm+1 �xé. Comme les fonctions Lu,j(q) avec 1 ≤ j ≤ m+1 forment

une suite croissante, il s'ensuit que

ϕ
u,1
≤ · · · ≤ ϕ

u,m+1
, ϕu,1 ≤ · · · ≤ ϕu,m+1. (4.3.3)

D'autre part, on a

0 ≤ ϕ
u,j
≤ ϕu,j ≤ 1 (1 ≤ j ≤ m+ 1), (4.3.4)
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car les fonctions Lu,j(q) sont continues et linéaires par morceaux de pente 0 et 1. De

plus, si on suppose que les coordonnées de u sont linéairement indépendants sur Z,

alors on a (voir [31, §5])

ϕ
u,j+1

≤ ϕu,j (1 ≤ j ≤ m). (4.3.5)

Cette observation découle principalement du fait que lorsque les coordonnées de u

sont linéairement indépendants sur Z alors il existe des valeurs de q ≥ 0 assez large

telles que

Lu,j(q) = Lu,j+1(q),

pour tout j = 1, . . . ,m (voir [31, §2]) et aussi du fait que pour tout q ≥ 0, les fonctions

Lu,j(q) forment une suite croissante.

Démonstration: (Théorème 4.3.3)

Fixons un point ξ ∈ Rm+1 à coordonnées linéairement indépendantes sur Q. Soit

k ∈ Z avec 2 ≤ k ≤ m tel que ϕξ,k−1 = ϕ
ξ,k−1 = 0.

Les inégalités de (4.3.3) et (4.3.4) entraînent que

ϕ
ξ,j

= ϕξ,j = 0 (1 ≤ j ≤ k − 1).

Pour tout j = 1, . . . ,m+ 1, on dé�nit la fonction Mξ,j : [0,∞) −→ R par

Mξ,j(q) = Lξ,1(q) + · · ·+ Lξ,j(q) (q ≥ 0).

Le lemme 2.3.1 implique

Mξ,m+1(q) = q +O(1) (q ≥ 0).

Par conséquent, on a lim
q→∞

Mξ,m+1(q)/q = 1. Comme les coordonnées de ξ sont linéai-

rement indépendantes sur Q, alors l'inégalité (4.3.5) appliquée à j = k entraîne que

ϕ
ξ,k+1

≤ ϕξ,k. Ainsi pour conclure, il su�t de majorer ϕξ,k.
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Pour cela, on note simplement que

(m− k + 2)ϕξ,k ≤ lim sup
q→∞

Lξ,k(q) + · · ·+ Lξ,m+1(q)

q
= lim sup

q→∞

Mξ,m+1(q)−Mξ,k−1(q)

q
= 1

Donc ϕξ,k ≤ 1
m−k+2

. La conclusion suit.

4.4 Démonstration du Théorème 4.3.2

Le théorème 2.3.4 permet de ramener la preuve du théorème 4.3.2 à la construc-

tion de (m+ 1)-systèmes généralisés avec les propriétés requises. Elle se fonde sur la

construction élémentaire suivante.

Proposition 4.4.1. Soient a, b, c, α, β, γ ∈ (0,∞) avec a < b < c. Il existe un et un

seul choix de nombres réels r, s, t, u ∈ (0,∞) avec r < s < t < u et un seul triplet de

fonctions continues et linéaires par morceaux (A,B,C) sur [r, u] dont la réunion des

graphes est comme sur la Figure 4.1, c'est-à-dire que

i) pour tout q ∈ [r, u], on a

A(q) ≤ B(q) ≤ C(q) et
1

α
A(q) +

1

β
B(q) +

1

γ
C(q) = q; (4.4.1)

ii) la fonction A est constante égale à a sur [r, t], de pente α sur [t, u] et satisfait

A(u) = b ;

iii) la fonction B a pour pente β sur [r, s] , est constante égale à b sur [s, u] et

satisfait B(r) = a ;

iv) la fonction C est constante égale à b sur [r, s], de pente γ sur [s, t] et est

constante égale à c sur [t, u].
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s t ur

a

b b

c

B

B

A

C

C

γ

β
α

Figure 4.1 � Graphe conjoint du triplet (A,B,C) sur l'intervalle [r, u]

Démonstration: Si de tels nombres réels r, s, t, u et de telles fonctions A,B,C

existent, alors en remplaçant respectivement q par r, s, t, u dans la deuxième condition

de (4.4.1), on obtient

r =
a

α
+
a

β
+
b

γ
, s =

a

α
+
b

β
+
b

γ
, t =

a

α
+
b

β
+
c

γ
, u =

b

α
+
b

β
+
c

γ
, (4.4.2)

ce qui les détermine entièrement.

Maintenant, soient r, s, t, u donnés par (4.4.2). Comme r < s < t < u, il existe

un et un seul triplet de fonctions continues (A,B,C) sur [r, u] de pentes constantes

sur [r, s], [s, t] et [t, u] avec

A(r) = A(s) = A(t) = a et A(u) = b,

B(r) = a et B(s) = B(t) = B(u) = b,

C(r) = C(s) = b et C(t) = C(u) = c.

Alors la fonction F = 1
α
A+ 1

β
B+ 1

γ
C est continue de pente constante sur chacun des

intervalles [r, s], [s, t], [t, u]. Par construction, on a F (q) = q si q = r, s, t, u. Donc

F (q) = q pour tout q ∈ [r, u].
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Comme A et C sont constantes sur [r, s], cela implique que B a pour pente β sur

[r, s]. De même, on trouve que la pente de C est égale à γ sur [s, t] et que celle de A

est égale à α sur [t, u].

Proposition 4.4.2. Avec les mêmes notations, supposons que b/a < c/b. Alors on a

max
q∈[r,u]

A(q)

q
=
a

r
et min

q∈[r,u]

C(q)

q
=
b

s
. (4.4.3)

Démonstration: Grâce à (4.4.2), on note tout d'abord que

a

t
<
b

u
<
a

r
et

b

s
<
b

r
<
c

u
<
c

t
.

Comme a/r < α et que b/s < γ, il s'ensuit que le rapport A(q)/q décroît sur [r, t] et

puis croît sur [t, u] et aussi que C(q)/q décroît sur [r, s], croît sur [s, t] et puis décroit

sur [t, u]. La conclusion suit.

On désigne par ∆ l'ensemble des suites (an)n∈Z de réels strictement positifs avec

an < an+1 < an+2,
an+1

an
<
an+2

an+1

(n ∈ Z),

lim
n→−∞

an = 0, lim
n→∞

an+1

an
= +∞.

(4.4.4)

Le résultat suivant combine les propositions précédentes.

Proposition 4.4.3. Soit (an)n∈Z ∈ ∆ et soient α, β, γ ∈ (0,∞). On dé�nit

rn =
an
α

+
an
β

+
an+1

γ
(n ∈ Z). (4.4.5)

Alors il existe un et un seul triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux

(A,B,C) sur (0,∞) dont la restriction à chaque intervalle [rn, rn+1] remplit les condi-

tions de la proposition 4.4.1 avec a = an, b = an+1 et c = an+2 pour chaque n ∈ Z.

De plus, on a

lim
q→∞

A(q) =∞, lim sup
q→∞

A(q)

q
= 0 et lim inf

q→∞

C(q)

q
=

βγ

β + γ
(4.4.6)
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Démonstration: Soit (an)n∈Z ∈ ∆. On dé�nit

sn =
an
α

+
an+1

β
+
an+1

γ
et tn =

an
α

+
an+1

β
+
an+2

γ
(n ∈ Z). (4.4.7)

Avec le choix de a = an, b = an+1 et c = an+2, la proposition 4.4.1 et les égalités

de (4.4.2) fournissent un triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux

(A(n), B(n), C(n)) sur [r, u] = [rn, rn+1]. Comme les triplets (A(n−1), B(n−1), C(n−1)) et

(A(n), B(n), C(n)) coïncident au point rn et sont égaux à (an, an, an+1) pour tout n ∈ Z,

il découle que la suite de triplets de fonctions (An), B(n), C(n)) avec n ∈ Z détermine

un et un seul triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux (A,B,C) sur

∪
n∈Z

[rn, rn+1] = (0,∞). La proposition 4.4.2 donne

max
q∈[rn,rn+1]

A(q)

q
=
an
rn

et min
q∈[rn,rn+1]

C(q)

q
=
an+1

sn
(4.4.8)

Par conséquent, on a

lim sup
q→∞

A(q)

q
= lim

n→∞

an
rn

= 0 et lim inf
q→∞

C(q)

q
= lim

n→∞

an+1

sn
=

βγ

β + γ
.

Fixons un entier m ≥ 2. La proposition précédente admet la conséquence sui-

vante.

Proposition 4.4.4. Soit k un entier avec 2 ≤ k ≤ m. Avec les notations de la

proposition 4.4.3, supposons α = 1/(k − 1), β = 1 et γ = 1/(m + 1 − k). Pour tout

q > 0, posons

P1(q) = · · · = Pk−1(q) = A(q), Pk(q) = B(q) et Pk+1(q) = · · · = Pm+1(q)

Alors la fonction P : (0,∞) −→ Rm+1 dé�nie par

P(q) := (P1(q), . . . , Pm+1(q)) (q > 0)
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est un (m+ 1)-système généralisé sur (0,∞). De plus, on a

lim
q→∞

P1(q) =∞, lim sup
q→∞

Pk−1(q)

q
= 0 et lim inf

q→∞

Pk+1(q)

q
=

1

m− k + 2
.

Démonstration: Les composantes P1, . . . , Pm+1 de P sont continues et linéaires

par morceaux sur (0,∞). Elles satisfont

0 ≤ P1(q) ≤ · · · ≤ Pm+1(q) et P1(q) + · · ·+ Pm+1(q) = q (q > 0).

La fonction P est di�érentiable sur l'intervalle (0,∞) sauf aux points rn, sn, tn donnés

par (4.4.5) et (4.4.7). Sur chaque intervalle [rn, sn], [sn, tn], [tn, rn+1], les composantes

P1, . . . , Pm+1 sont constantes sauf un certain nombre h d'entre elles qui coïncident

sur l'intervalle avec pour pente 1/h. Au point rn, la pente de P1, . . . , Pk−1 passe de

1/(k−1) à 0 tandis que celle de Pk change de 0 à 1 et toutes ses fonctions coïncident,

c'est-à-dire

P1(rn) = · · · = Pk(rn) (n ∈ Z).

Au point sn, la fonction Pk passe de la pente 1 à la pente 0 tandis que celle de

Pk+1, . . . , Pm+1 change de 0 à 1/(m− k + 1) et toutes ses fonctions coïncident, c'est-

à-dire

Pk(sn) = Pk+1(sn) = · · · = Pm+1(sn) (n ∈ Z).

Finalement au point tn, la pente de Pk+1, . . . , Pm+1 change de 1/(m+ k− 1) à 0 alors

que celle de P1, . . . , Pk−1 passe de 0 à 1/(k − 1) et on a

P1(tn) = · · · = Pk−1(tn) < Pk(tn) < Pk+1(tn) = · · · = Pm+1(tn) (n ∈ Z).

Cela montre que la fonction P ainsi dé�nie est un (m + 1)-système généralisé sur

(0,∞). La deuxième a�rmation de la proposition découle de (4.4.6).
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Démonstration du Théorème 4.3.2

Soit P : (0,∞) −→ Rm+1 le (m+1)-système généralisé donné par la proposition

4.4.4 pour le choix d'une suite (an)n∈Z dans ∆ (c'est-à-dire une suite qui satisfait

(4.4.4) ). D'après le théorème 2.3.4, il existe un point non nul ξ de Rm+1 tel que la

di�érence Lξ −P soit bornée. Donc, on a

lim sup
q→∞

Lξ,j(q)

q
= lim sup

q→∞

Pj(q)

q
et lim inf

q→∞

Lξ,j(q)

q
= lim inf

q→∞

Pj(q)

q
(1 ≤ j ≤ m+1).

Par conséquent, on a

lim
q→∞

Lξ,k−1(q)

q
= 0 et lim inf

q→∞

Lξ,k+1(q)

q
=

1

m− k + 2
. (4.4.9)

Comme lim
q→∞

P1(q) = ∞, cela implique que la fonction Lξ,1 est non bornée, donc les

coordonnées de ξ sont linéairement indépendantes sur Q. Par suite ξ véri�e toutes les

conditions du théorème 4.3.2.

Pour conclure, il reste à montrer qu'on peut construire une in�nité non dénom-

brable de tels points ξ. Pour chaque θ ∈ (0,∞), on dé�nit

a(θ)n = θ2n
3

(n ∈ Z),

de sorte que les conditions de (4.4.4) de la page 42 soient satisfaites. Alors la suite(
a
(θ)
n

)
n∈Z appartient à ∆, et les propositions 4.4.3 et 4.4.4 lui associent comme ci-

dessus un (m + 1)-système généralisé P(θ) sur (0,∞) et un point ξ(θ) de Rm+1. Avec

les notations évidentes, on a

r(θ)n = ka(θ)n + (m− k + 1)a
(θ)
n+1 < (m+ 1)a

(θ)
n+1

t(θ)n = (k − 1)a(θ)n + a
(θ)
n+1 + (m− k + 1)a

(θ)
n+2 > a

(θ)
n+2

pour tout n ∈ Z, et le rapport t(θ)n /r
(θ)
n tend vers l'in�ni avec n. Donc si θ, θ′ ∈ (0,∞)

avec θ < θ′, on a

r(θ)n < r(θ
′)

n = (θ′/θ)r(θ)n < t(θ)n ,
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pour tout n ∈ Z su�samment grand, et alors

‖P(θ′)(r(θ
′)

n )−P(θ)(r(θ
′)

n )‖ ≥ |P (θ′)
1 (r(θ

′)
n )− P (θ)

1 (r(θ
′)

n )| = |a(θ′)n − a(θ)n | = (θ′ − θ)2n3

.

Cela signi�e que la di�érence P(θ′) −P(θ) est non bornée. Donc les points ξ(θ
′) et ξ(θ)

sont distincts, et par conséquent l'application θ 7→ ξ(θ) est injective sur (0,∞). Son

image est donc de la cardinalité de R.



Deuxième partie

Sur les nombres extrémaux de type
Marko�
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Chapitre 5

Nombres extrémaux de type Marko�

5.1 Nombres extrémaux

Dans cette section, nous commençons par dé�nir un nombre extrémal, ensuite

nous en donnons quelques propriétés.

Dé�nition 5.1.1. Soit ξ ∈ R un nombre irrationnel non quadratique. On dira que ξ

est un nombre extrémal s'il existe une constante c = c(ξ) > 0 telle que les inégalités

|x0| 6 X, |x0ξ − x1| 6 cX−1/γ et |x0ξ2 − x2| 6 cX−1/γ

admettent une solution non nulle (x0, x1, x2) ∈ Z3 pour tout X > 1.

Soit ξ un nombre réel �xé. Pour chaque matrice symétrique x =

(
x0 x1
x1 x2

)
dans

Mat2×2(Z) , on dé�nit

‖x‖ = max
06j62

|xj|, L(x) = Lξ(x) = max
16j62

|x0ξj − xj|.

Grâce à la propriété de multilinéarité du déterminant, on a

| det(x)| =
∥∥∥∥x0 x1 − x0ξ
x1 x2 − x1ξ

∥∥∥∥� ‖x‖L(x).

On désigne par P l'ensemble des matrices 2 × 2 à coe�cients entiers premiers

entre eux. Soient y1 et y2 deux éléments de P , on dé�nit

y1 ∗ y2 = c−1y1y2

67
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où c le plus grand diviseur commun des coe�cients du produit matriciel y1y2. On

montre facilement que P muni du produit ∗ est un groupe. De plus, le groupe SL(2,Z)

est un sous groupe de P et on a

y1 ∗ y2 = y1y2 pour tous y1, y2 ∈ SL(2,Z).

Soient (ak)k>1 et (bk)k>1 deux suites à valeurs réelles positives. La notation ak � bk

signi�e qu'il existe une constante c > 0 telle que ak 6 cbk pour chaque entier k > 1,

dire que ak � bk signi�e que ak � bk et bk � ak.

Le prochain théorème dû à D. Roy (voir proposition 2.1 de [25]) fournit une

caractérisation des nombres extrémaux.

Théorème 5.1.2. Soit ξ un nombre réel extrémal. Alors il existe une suite non bornée

de matrices symétriques (xk)k>1 dans P telle que

‖xk+1‖ � ‖xk‖γ, Lξ(xk) � ‖xk‖−1 et | det(xk)| � 1. (5.1.1)

De plus, pour une telle suite (xk)k>1, il existe une matrice M ∈ P avec M 6= ±MT

telle que pour tout k > 1 su�samment grand, on a

xk+2 = ±

{
xk+1 ∗M ∗ xk si k est impair,

xk+1 ∗MT ∗ xk si k est pair .
(5.1.2)

Réciproquement, si (xk)k>1 est une suite non bornée de matrices symétriques de P
qui satisfait (5.1.2) pour une certaine matrice non symétrique M ∈ P et si on a

‖xk+2‖ � ‖xk+1‖‖xk‖ et | det(xk)| � 1. (5.1.3)

Alors, il existe un nombre extrémal ξ tel que la suite (xk)k>1 satisfait les estimations

de (5.1.1).

Cette suite (xk)k>1 est essentiellement déterminée de façon univoque (section 4

de [22]). Plus précisément, toute autre suite satisfaisant les propriétés du théorème

5.1.2 est obtenue par un décalage d'indice de la suite (±xk)k>1.
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La matriceM est alors dite associée à ξ. Pour une matriceM donnée, on désigne

par E(M) l'ensemble des nombres réels extrémaux ξ qui admettent M pour matrice

associée.

Dans la prochaine section, on construit une classe particulière de nombre extré-

maux suivant le modèle de [20, 22]. Nous établirons quelques propriétés que satisfont

leurs suites associées au sens du théorème 5.1.2 et nous seront utiles par la suite.

5.2 Construction de nombres extrémaux

de type Marko�

Dé�nition 5.2.1. Soit ξ ∈ R un nombre extrémal. On dira que ξ est de type Marko�

si sa suite (xk)k≥1 associée au sens du théorème 5.1.2 satisfait

det(xk) = 1 et xk+2 = xk+1Mk+1xk = xkMkxk+1 (k ≥ 1) (5.2.1)

où

Mk =

(
3 (−1)k

(−1)k+1 0

)
En particulier, un nombre extrémal de type Marko� appartient à E(M) où

M =

(
3 1
−1 0

)
.

Pour construire un tel nombre, on choisit par exemple deux matrices symétriques

x1 =

(
x1,0 x1,1
x1,1 x1,2

)
et x2 =

(
x2,0 x2,1
x2,1 x1,2

)
de P telles que

(i) 0 ≤ x1,2 ≤ x1,1 ≤ x1,0 ≤ 3x1,1 et 0 ≤ x2,2 ≤ x2,1 ≤ x2,0 ≤ 3x2,1

(ii) det(x1) = det(x2) = 1,

(iii) x2Mx1 soit symétrique.

Les conditions (ii) et (iii) sont remplies pour toute suite (xk)k≥1 qui satisfait

(5.2.1) mais pas nécessairement la condition (i).
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Ensuite, on construit récursivement la matrice xk (à priori non symétrique) avec

k ≥ 3 en posant

xk = xk−1Mk−1xk−2 (k ≥ 3). (5.2.2)

En e�et, on peut montrer par récurrence sur k, que la matrice la matrice xk est

symétrique pour tout k ≥ 1 et on a aussi

xk+2 = xk+1Mk+1xk = xkMkxk+1 et det(xk) = 1 (k ≥ 1). (5.2.3)

Donc, la suite (xk)k≥1 satisfait les conditions de la dé�nition 5.2.1. Nous allons montrer

qu'elle est associée à un nombre extrémal de type Marko�.

L'exemple ci-dessous donne un choix possible de x1 et de x2.

Exemple 5.2.2. Si on prend x1 =

(
5 2
2 1

)
et x2 =

(
29 12
12 5

)
. Alors on a

x3 =

(
433 179
179 74

)
, x4 =

(
37666 15571
15571 6437

)
, · · ·

Pour la simplicité, on pose

Xk := ‖xk‖ = max{|xk,0|, |xk,1|, |xk,2|}.

Pour la preuve du lemme ci-dessous, on utilise les formules suivantes.

Si x =

(
x0 x1
x1 x2

)
, y =

(
y0 y1
y1 y2

)
et z =

(
z0 z1
z1 z2

)
sont trois matrices symétriques

telles que z = xMy, alors

z =

3x0y0 + x0y1 − x1y0 3x0y1 + x0y2 − x1y1

3x1y0 + x1y1 − x2y0 3x1y1 + x1y2 − x2y1

 (5.2.4)

Donc, pour tout a ∈ N, on a

z0 − az1 = 3(y0 − ay1)x0 + (y1 − ay2)x0 + (ay1 − y0)x1 (5.2.5)

z1 − az2 = 3(y0 − ay1)x1 + (y1 − ay2)x1 + (ay1 − y0)x2 (5.2.6)



5. NOMBRES EXTRÉMAUX DE TYPE MARKOFF 71

Lemme 5.2.3. Pour tout entier k avec k ≥ 1, on a

a) 0 ≤ xk,2 ≤ xk,1 ≤ xk,0 ≤ 3xk,1 et Xk = xk,0,

b) Xk+2 ≥ (7/3)Xk+1Xk,

c) lim
k→∞

Xk = +∞.

Démonstration: Pour montrer les assertions de a), on procède par récurrence

sur k. Les cas k = 1 et k = 2 découlent directement de la condition (i) dans la

construction de la suite (xk)k≥1. On suppose maintenant que pour un certain entier

k ≥ 2, on ait

0 ≤ xh,2 ≤ xh,1 ≤ xh,0 ≤ 3xh,1 et Xh = xh,0 pour h = 1, . . . , k. (5.2.7)

La relation xh,0xh,2 − x2h,1 = 1 jointe aux inégalités ci-dessus entraînent que

xh,2 ≤ xh,1 ≤ 3xh,2 (1 ≤ h ≤ k). (5.2.8)

• Si k est impair,on utilise xk+1 = xk−1Mxk et on applique les relations (5.2.5) et

(5.2.6) avec a = 1 (respectivement a = 3), x = xk−1 et y = xk. Alors z = xk+1 et les

hypothèses de récurrence (5.2.7) jointes à (5.2.8) entraînent que

xk+1,0 − xk+1,1 = 3(xk,0 − xk,1)xk−1,0 + (xk,1 − xk,2)xk−1,0 + (xk,1 − xk,0)xk−1,1 ≥ 0

xk+1,1 − xk+1,2 = 3(xk,0 − xk,1)xk−1,1 + (xk,1 − xk,2)xk−1,1 + (xk,1 − xk,0)xk−1,2 ≥ 0

xk+1,0 − 3xk+1,1 = 3(xk,0 − 3xk,1)xk−1,0 + (xk,1 − 3xk,2)xk−1,0 + (3xk,1 − xk,0)xk−1,1 ≤ 0.

Il s'ensuit que

0 ≤ xk+1,2 ≤ xk+1,1 ≤ xk+1,0 ≤ 3xk+1,1

et par suite, on a Xk+1 = xk+1,0.

• Si k est pair, on obtient les mêmes conclusions en utilisant xk+1 = xkMxk−1. Cela

démontre la partie a).

Comme xk+2 = xkMxk+1 si k est pair et xk+2 = xk+1Mxk si k est impair, on

déduit de l'égalité (5.2.4) que

xk+2,0 =


(3xk,0 − xk,1)xk+1,0 + xk+1,1xk,0 si k pair ,

(3xk+1,0 − xk+1,1)xk,0 + xk+1,0xk,1 si k impair .
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A l'aide des inégalités de a), on en déduit que

xk+2,0 ≥ 2xk+1,0xk,0 +
1

3
xk+1,0xk,0 =

7

3
xk+1,0xk,0 (k ≥ 1).

La troisième a�rmation du lemme est une conséquence de b).

On déduit de la partie b) du lemme 5.2.3 que

Xk+2 > Xk+1 (k ≥ 1).

Dans toute la suite, on va supposer que X2 > X1, alors la suite (Xk)k≥1 est une suite

strictement croissante d'entiers strictement positifs.

En particulier, la suite (xk)k≥1 est non bornée, satisfait les conditions (5.1.2) et

(5.1.3) du théorème 5.1.2, et on a

Xk = xk,0 (k ≥ 1).

Ces observations nous conduisent au résultat suivant.

Théorème 5.2.4. Pour la suite (xk)k≥1 construite ci-dessus, il existe un nombre

extrémal de type Marko� ξ ∈ R tel que

Xk+1 � Xγ
k , Lξ(xk) � X−1k et | det(xk)| = 1 (k ≥ 1). (5.2.9)

Le théorème 5.1.2 montre qu'il existe un nombre extrémal ξ qui satisfait (5.2.9).

Comme notre suite (xk)k≥1 satisfait aussi les conditions de la dé�nition 5.2.1, ce

nombre ξ est de type Marko�. Cette construction ne fournit pas tous les nombres

extrémaux de type Marko� à cause de l'hypothèse (i) faite au début de la section 5.2.

En e�et, cette hypothèse implique que

0 ≤ xk,2 ≤ xk,1 ≤ xk,0 ≤ 3xk,1

pour tout k ≥ 1, donc ξ ∈ (1/3, 1) car ξ 6∈ Q.
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5.3 Quelques propriétés

Dans cette section, on �xe un nombre extrémal ξ de type Marko�. On �xe aussi

une suite (xk)k≥1 de triplets d'approximation comme au théorème 5.1.2 et on garde

les mêmes notations. On pose

Xk = ‖xk‖ (k ≥ 1).

Alors Lξ(xk) � X−1k , et par suite on a

xk,j = xk,0ξ
j +O(X−1k ) (j = 0, 1, 2). (5.3.1)

La proposition suivante, dûe à D.Roy est démontrée dans la section 2 de [20],

elle regroupe deux conséquences des formules de récurrence (5.2.2). Nous en donnons

une démonstration ci-dessous pour illustrer la technique utilisée. On pose

J =

(
0 1
−1 0

)
.

On utilise le fait que si x,y et z sont des matrice symétriques, alors

det(x,y, z) = trace(JxJzJy) et xJx = det(x)J (5.3.2)

où I désigne la matrice identité (voir section 2 de [21]).

Proposition 5.3.1. Pour tout entier k avec k ≥ 2, on a

(i) xk+2 = 3xk,0xk+1 − xk−1,

(ii) xk−1 = −JMk−1xkJxk+1,

(iii) det(xk,xk+1,xk+2) = (−1)k2.

Démonstration: On déduit de la relation (5.2.2) que

xk+2 = xkMkxk+1 = (xkMk)
2xk−1

= (trace(xkMk)xkMk − det(xkMk)I)xk−1 (Cayley-Hamilton)

= (3xk,0xkMk − I)xk−1
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La dernière égalité découle du fait que trace(xiMi) = 3xi,0 et det(xiMi) = 1 pour

tout i ≥ 1. On conclut grâce à l'égalité xk+1 = xkMkxk−1 que

xk+2 = 3xk,0xk+1 − xk−1.

La relation de récurrence xk+1 = xkMkxk−1 jointe à la deuxième l'égalité de (5.3.2)

entraînent que

JMk−1xkJxk+1 = JMk−1xkJxkMkxk−1

= JMk−1JMkxk−1 = −xk−1.

La dernière égalité découle du fait que JATJA = −I pour toute matriceA ∈ SL(2,Z).

On déduit de (5.3.2) que

det(xk,xk+1,xk+2) = trace(JxkJxk+2Jxk+1)

= trace(JxkJxkMkxk+1Jxk+1) car xk+2 = xkMkxk+1

= − trace(MkJ)

= (−1)k2.

La partie (i) de la proposition 5.3.1 admet la conséquence suivante.

Corollaire 5.3.2. Pour tout entier k ≥ 2, on a

Xk+1 = 3XkXk−1

[
1 +O

(
1

X2
k−1

)]
.

Démonstration: On rappelle que Xk = xk,0 pour tout k ≥ 1. Si k ≥ 3, la partie

(i) de la proposition 5.3.1 livre

Xk+1 = 3Xk−1Xk −Xk−2 � Xk−1Xk

Comme la suite (Xk)k≥1 est une suite croissante non bornée, on en déduit que

Xk+1 � XkXk−1 pour tout k ≥ 2, donc aussi Xk � Xk−1Xk−2 pour k ≥ 3 et par suite

Xk+1

3Xk−1Xk

= 1− Xk−2

3Xk−1Xk

= 1 +O

(
1

X2
k−1

)



5. NOMBRES EXTRÉMAUX DE TYPE MARKOFF 75

C'est aussi vrai pour k ≥ 2.

Le prochain résultat dû à D. Roy (lemme 3.3 de [25]) est aussi une conséquence

des formules de récurrence (5.2.2).

Proposition 5.3.3. Chaque triplet (xk+1,0, xk,0, xk−1,0) satisfait à l'équation de Mar-

ko�, c'est-à-dire

x2k+1,0 + x2k,0 + x2k−1,0 = 3xk+1,0xk,0xk−1,0.

5.4 Les matrices Wk

Pour tout k ≥ 1, on dé�nit

Wk := xkMk ∈ SL(2,Z),

comme dans [24]. Alors la relation de récurrence xk+2 = xk+1Mk+1xk devient

Wk+2 = Wk+1Wk (k ≥ 1). (5.4.1)

A l'aide de ces matrices, on peut préciser l'estimation Lξ(xk) = ‖(ξ,−1)xk‖ � X−1k

de la manière suivante.

Lemme 5.4.1. Pour tout entier k ≥ 2, on a

(ξ,−1)Wk =
1

3Xk

(ξ,−1) +O

(
1

Xk+1Xk−1

)
.

Démonstration: On rappelle que Xk = xk,0 pour tout k ≥ 1 (lemme 5.2.3). Il

découle de l'égalité (5.3.1) que

(ξ,−1) =
1

Xk+1

(xk+1,1,−xk+1,0) +O

(
1

X2
k+1

)

= − 1

Xk+1

(1, 0)xk+1J +O

(
1

X2
k+1

)
.
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Donc

(ξ,−1)Wk = − 1

Xk+1

(1, 0)xk+1JWk +O

(
‖Wk‖
X2
k+1

)

Comme ‖Wk‖ � Xk et Xk+1 � XkXk−1, on déduit que

(ξ,−1)Wk = − 1

Xk+1

(1, 0)xk+1JWk +O

(
1

Xk+1Xk−1

)

= − 1

Xk+1

(1, 0)xk−1J +O

(
1

Xk+1Xk−1

)
car xk+1JWk = xk−1J

= −Xk−1

Xk+1

(1, 0)

(
1 ξ
ξ ξ2

)
J +O

(
1

Xk+1Xk−1

)
grâce à la relation (5.3.1)

=
Xk−1

Xk+1

(ξ,−1) +O

(
1

Xk+1Xk−1

)
.

Grâce au corollaire 5.3.2, on a

Xk−1

Xk+1

=
1

3Xk

[
1 +O

(
1

X2
k−1

)]−1
=

1

3Xk

[
1 +O

(
1

X2
k−1

)]
=

1

3Xk

+O

(
1

Xk−1Xk+1

)
,

et la conclusion suit.

Par la suite, on aura besoin de considérer des produits Wk1Wk2 · · ·Wk` pour des

suite (k1, . . . , k`) comme ci-dessous.

Théorème 5.4.2. Soit k1 > . . . > k` une suite d'entiers telle que ki ≥ ki+1 + 2 pour

tout indice i avec 1 ≤ i ≤ `− 1. Alors on a

a) Xk1Xk2 · · ·Xk` �
Xk1+1

Xk`−1
,

b) Wk1Wk2 · · ·Wk` = 3`−1Xk1Xk2 · · ·Xk`

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk` +O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k`

)
,
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c) (ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` =
1

3`Xk1Xk2 · · ·Xk`

(ξ,−1) +O

(
1

Xk1Xk2 · · ·Xk`X
2
k`−1

)
,

avec des constantes implicites qui ne dépendent que de ξ et de `.

La condition ki ≥ ki+1 + 2 (1 ≤ i ≤ ` − 1) signi�e que la suite (k1, . . . , k`) est

strictement décroissante et ne contient pas de paire d'entiers consécutifs. La preuve

donnée ci-dessous s'inspire de la section 5 de [24].

Démonstration: On procède par récurrence sur `.

Pour ` = 1, on a un seul entier k = k1 ≥ 2. Le corollaire 5.3.2 livre

Xk+1 � XkXk−1,

donc

Xk �
Xk+1

Xk−1
. (5.4.2)

Par ailleurs, on déduit de (5.3.1) que

xk = xk,0

(
1 ξ
ξ ξ2

)
+O

(
1

Xk

)
,

donc

Wk = Xk

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk +O

(
1

Xk

)
. (5.4.3)

Cela démontre a) et b) tandis que c) découle du lemme 5.4.1.

On suppose maintenant que ` ≥ 2 et que les conditions a)�c) sont vraies pour la

suite k2 > · · · > k`. Grâce à (5.4.2), on obtient

Xk1Xk2 · · ·Xk` �
Xk1+1

Xk1−1
Xk2 · · ·Xk` �

Xk1+1

Xk1−1
·
Xk2+1

Xk`−1
�

Xk1+1

Xk`−1

car on a Xk2+1 ≤ Xk1−1 puisque k2 + 1 ≤ k1 − 1. Cela démontre a).

De même, on trouve

Wk1Wk2 · · ·Wk` = Xk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1Wk2 · · ·Wk` +O

(
‖Wk2 · · ·Wk`‖

Xk1

)
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grâce à (5.4.3). Comme

‖Wk2 · · ·Wk`‖ � ‖Wk2‖ · · · ‖Wk`‖ � Xk2 · · ·Xk` ,

on en déduit que

Wk1Wk2 · · ·Wk` = Xk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1Wk2 · · ·Wk` +O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k1

)

= Xk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1

[
3`−2Xk2 · · ·Xk`

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk` +O

(
Xk2 · · ·Xk`

X2
k`

)]

+O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k1

)

= 3`−2Xk1Xk2 · · ·Xk`

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk`

+O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k1

)
+O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k`

)

= 3`−2Xk1Xk2 · · ·Xk`

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk` +O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k`

)

car on a Xk1 ≥ Xk` . Par ailleurs, comme(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk1

(
1 ξ
ξ ξ2

)
=

(
1
ξ

)
(1, ξ)Mk1

(
1
ξ

)
(1, ξ) = 3

(
1
ξ

)
(1, ξ) = 3

(
1 ξ
ξ ξ2

)
on obtient

Wk1Wk2 · · ·Wk` = 3`−1Xk1Xk2 · · ·Xk`

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk` +O

(
Xk1Xk2 · · ·Xk`

X2
k`

)

Cela démontre b).

Pour conclure, il reste à montrer c). On déduit du lemme 5.4.1 que

(ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` =
1

3Xk1

(ξ,−1)Wk2 · · ·Wk` +O

(
Xk2 · · ·Xk`

Xk1+1Xk1−1

)
.
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Grâce à l'hypothèse de récurrence, on en déduit que

(ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` =
1

3Xk1

[
1

3`−1Xk2 · · ·Xk`

(ξ,−1) +O

(
1

Xk2 · · ·Xk`X
2
k`−1

)]

+O

(
Xk2 · · ·Xk`

Xk1+1Xk1−1

)
=

1

3`Xk1Xk2 · · ·Xk`

(ξ,−1)

+O

(
1

Xk1Xk2 · · ·Xk`X
2
k`−1

)
+O

(
Xk2 · · ·Xk`

Xk1+1Xk1−1

)
Grâce à la partie a), on a

Xk2 · · ·Xk` �
Xk2+1

Xk`−1
≤
Xk1−1

Xk`−1
,

Il s'ensuit que

(Xk2 · · ·Xk`)
2 �

X2
k1−1

X2
k`−1
�
Xk1+1Xk1−1

Xk1X
2
k`−1

Par conséquent, on a

Xk2 · · ·Xk`

Xk1+1Xk1−1
� 1

Xk1Xk2 · · ·Xk`X
2
k`−1

.

Donc

(ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` =
1

3`Xk1Xk2 · · ·Xk`

(ξ,−1) +O

(
1

Xk1Xk2 · · ·Xk`X
2
k`−1

)
,

ce qui démontre c).



Chapitre 6

L'anneau d'approximation du triplet
(1, ξ, ξ2)

On reprend les notations de la section 5.3. En particulier ξ désigne un nombre

extrémal de type Marko�, et (xk)k≥1 une suite correspondante de triplets d'approxi-

mation satisfaisant (5.2.1).

On commence par introduire le formalisme de l'anneau des suites de [23] (D. Roy

et E. Villani, 2008). On construit ensuite un sous-anneau de cet anneau comme dans

le papier cité mais pour le cas particulier des nombres extrémaux de type Marko�.

On démontre l'existence d'un développement asymptotique pour les éléments de ce

sous-anneau. Ensuite, on énonce le résultat principal de [23] avec une esquisse de la

preuve. On termine avec une conjecture relative à une situation un peu plus générale,

et qui fera l'objet des chapitres ultérieurs.

6.1 L'anneau des suites

On désigne par S l'anneau des suites à valeurs réelles (ak)k≥1 muni de l'addition

et de la multiplication composante par composante, et on désigne par S0 l'idéal des

suites éventuellement nulles.

On note S l'anneau quotient de S par S0 c'est-à-dire

S = S/S0.

80
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C'est un anneau commutatif pour les opérations suivantes

• Addition : [(ak)k≥1] + [(bk)k≥1] = [(ak + bk)k≥1],

• Multiplication : [(ak)k≥1]× [(bk)k≥1] = [(akbk)k≥1],

où [(ak)k≥1] désigne la classe d'une suite (ak)k≥1.

De plus, S est une R-algèbre car il contient R comme sous-anneau en identi�ant

chaque élément a ∈ R à la classe de la suite constante (a)k≥1.

Par ailleurs, en restreignant les scalaires à Q, on obtient que S est une Q-algèbre,
ainsi on peut former la sous-Q-algèbre Q [U1, . . . ,Un] engendrée par des éléments

U1, . . . ,Un de S.

Dans l'anneau quotient S, on peut associer une classe à toute suite (xk)k≥k0 dont

les termes sont dé�nis seulement à partir d'un certain rang k0 à savoir la classe de

n'importe quelle suite (yk)k≥1 telle que yk = xk pour tout k ≥ k0.

6.2 Le sous-anneau A = Q[X(0),X(−1)].

Pour tout i ∈ Z on dé�nit une matrice symétrique

X(i) =

(
X

(i)
0 X

(i)
1

X
(i)
1 X

(i)
2

)
∈ Mat2×2(S)

en posant

X
(i)
j = [(x2k+i,j)k≥1] (j = 0, 1, 2)

et en étendant la dé�nition de xi,j comme on voudra pour i ≤ 0, par exemple en

posant xi,j = 0 si i ≤ 0. Suivant les besoins, on considère aussi X(i) comme un triplet

(X
(i)
0 ,X

(i)
1 ,X

(i)
2 ) ∈ S3. Le contexte permettra de décider le sens de la notation X(i).

On choisit la suite (x2k+i,j)k≥1 plutôt que (xk+i,j)k≥1 dans la dé�nition de X
(i)
j

avec (j = 0, 1, 2) pour pouvoir étendre la relation de récurrence dans (5.2.1) à X(i).

On obtient ainsi

X(i+1) = X(i)MiX
(i−1) = X(i−1)Mi−1X

(i) et det(X(i)) = 1 (i ∈ Z) (6.2.1)
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oùMi = M pour les i pairs etMi = MT pour les i impairs. Par ailleurs, la proposition

5.3.1(ii) livre

X(i−1) = −JMi+1X
(i)JX(i+1) (i ∈ Z). (6.2.2)

Cette relation se déduit aussi de (6.2.1) en notant que
(
X(i)Mi

)−1
= −JMi+1X

(i)J .

Dé�nition 6.2.1. On note A = Q[X(0),X(−1)] le sous-anneau de S engendré sur Q
par les coe�cients des matrices X(0) et X(−1).

On dé�nit de même Q[X(i),X(i−1)] pour tout entier i. Alors les formules (6.2.1)

et (6.2.2) impliquent par récurrence

Q[X(i),X(i−1)] = A (i ∈ Z),

indépendamment de i. En particulier A contient les coe�cients de la matrice X(i)

pour tout i ∈ Z.
On utilisera aussi les formules des propositions 5.3.1(i) et 5.3.3 de la section 5.3

sous la forme suivante.

Lemme 6.2.2. Soit i ∈ Z.

a) On a X(i+1) = 3X
(i−1)
0 X(i) − X(i−2).

b) Le triplet (X
(i+1)
0 ,X

(i)
0 ,X

(i−1)
0 ) satisfait l'équation de Marko�(

X
(i+1)
0

)2
+
(
X

(i)
0

)2
+
(
X

(i−1)
0

)2
= 3X

(i+1)
0 X

(i)
0 X

(i−1)
0 . (6.2.3)

Dé�nition 6.2.3. On note Q[X,X?] l'anneau des polynômes à 6 variables

X = (X0, X1, X2) et X? = (X?
0 , X

?
1 , X

?
2 ),

et on forme l'homomorphisme d'anneaux

π : Q[X,X?] −→ A = Q[X(0),X(−1)]

P (X,X?) 7−→ P
(
X(0),X(−1))
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Comme π est surjectif, il induit un isomorphisme d'anneaux

π : Q[X,X?]/ kerπ
∼−→ A

où kerπ désigne le noyau de π. Comme det(X(0)) = 1 et det(X(−1)) = 1, cet idéal

contient les polynômes

L1(X,X
?) = det(X)− 1 et L2(X,X

?) = det(X?)− 1.

Par ailleurs le fait que X(1) = X(0)MX(−1) est symétrique, se traduit par la relation

3

∣∣∣∣∣X(−1)
0 X

(−1)
1

X
(0)
0 X

(0)
1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣X(−1)
1 X

(−1)
2

X
(0)
0 X

(0)
1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣X(−1)

0 X
(−1)
1

X
(0)
1 X

(0)
2

∣∣∣∣∣ = 0.

Donc kerπ contient aussi le polynôme

L3(X,X
?) = 3

∣∣∣∣X?
0 X?

1

X0 X1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣X?
1 X?

2

X0 X1

∣∣∣∣− ∣∣∣∣X?
0 X?

1

X1 X2

∣∣∣∣ ,
Proposition 6.2.4 (Roy-Villani, 2008). On a kerπ = (L1, L2, L3).

Une des preuves données dans [23, Section 6] consiste à montrer que I = (L1, L2, L3)

est un idéal premier de rang 3 de Q[X,X?] et que le degré de transcendance de

Q[X(0),X(−1)] est au moins 3. Comme kerπ contient I et que le degré de transcendance

de Q[X,X?] est 6, les deux idéaux sont égaux. L'autre preuve donne davantage de

renseignements sur l'anneau A et utilise les notions suivantes.

Dé�nition 6.2.5. Pour tout entier d ≥ 0, on désigne par Q[X,X?]≤d le sous-Q-

espace vectoriel de Q[X,X?] des polynômes de degré au plus d, et par A≤d son image

sous π, c'est-à-dire l'ensemble des éléments de A de la forme P (X(0),X(−1)) où P ∈
Q[X,X?]≤d. On dit qu'un élément de A est réalisable en degré au plus d s'il appartient

à A≤d.

On peut facilement majorer dimQ A≤d pour tout entier d ≥ 0 grâce au calcul de

fonction d'Hilbert suivant (voir [23, Lemma 2.9]).
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Proposition 6.2.6 (Roy-Villani, 2008). Pour tout entier d ≥ 0, on a

dimQ

(
Q[X,X?, U ]/I1

)
d

= (4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3,

où U est une nouvelle variable et où I1 est l'idéal homogène de Q[X,X?, U ] engendré

par det(X)− U2, det(X?)− U2 et L3.

On en déduit immédiatement.

Corollaire 6.2.7. Pour tout entier d ≥ 0, on a

dimQ A≤d ≤ (4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3. (6.2.4)

Démonstration: La composée

Q[X,X?, U ]/I1 −→ Q[X,X?]/I −→ A
P (X,X?, U) + I1 7−→ P (X,X?, 1) + I 7−→ P (X(0),X(−1), 1)

est un homomorphisme d'anneaux surjectif. Pour chaque entier d ≥ 0, elle induit

un homomorphisme surjectif d'espaces vectoriels de
(
Q[X,X?, U ]/I1

)
d
dans A≤d. Par

suite dimQA≤d est au plus égal à dimQ
(
Q[X,X?, U ]/I1

)
d
.

En vertu de [23, Theorem 2.10], on a en fait l'égalité dans (6.2.4) pour tout

d ≥ 0, et cela fournit une seconde preuve du fait que kerπ = I. On reviendra sur cet

argument plus loin.

6.3 Estimations

On désigne par S? le groupe des unités de S c'est-à-dire l'ensemble des éléments

[(ak)k≥1] de S avec ak 6= 0 pour tout entier k su�samment grand. Étant donné des

éléments U = [(ak)k≥1] et B = [(bk)k≥1] de S?, on écrit |U| � |B| ou |B| � |U| s'il
existe une constante c > 0 telle que |ak| ≤ c|bk| pour chaque entier k su�samment

grand. Par exemple, le corollaire 5.3.2 donne∣∣X(i+1)
j

∣∣ � ∣∣X(i−1)
0

∣∣ ∣∣X(i)
j

∣∣ (i ∈ Z, 0 ≤ j ≤ 2).



6. L'ANNEAU D'APPROXIMATION DU TRIPLET (1, ξ, ξ2) 85

On dé�nit une relation d'équivalence ∼ sur S? en posant

U ∼ B ⇐⇒ lim
k→∞

ak/bk = 1.

Avec cette notation, on obtient le résultat suivant qui se déduit de la relation xk,h =

ξhxk,0 +O(X−1k ) et du corollaire 5.3.2.

Lemme 6.3.1. Pour tout entier i ∈ Z et tout entier j = 0, 1, 2, on a

X
(i)
j ∼ ξjX

(i)
0 et X

(i+1)
0 ∼ 3X

(i−1)
0 X

(i)
0 . (6.3.1)

Pour la suite, on note f : Z −→ Z la fonction déterminée par les conditions

f(0) = f(1) = 1 et f(i+ 2) = f(i+ 1) + f(i) (i ∈ Z). (6.3.2)

Alors (f(i))i∈N est la suite de Fibonacci. Cette fonction f jouit de la propriété suivante

f(−i− 2) = (−1)if(i) (i ∈ Z), (6.3.3)

qu'on démontre facilement par récurrence sur i.

Cela permet de donner le comportement asymptotique de X
(i)
j .

Lemme 6.3.2. Pour tout i ∈ Z et tout entier j = 0, 1, 2, on a

X
(i)
j ∼ 3f(i+1)−1 ξj

(
X

(0)
0

)f(i) (
X

(−1)
0

)f(i−1)
. (6.3.4)

Cela se démontre facilement par récurrence sur i en utilisant les résultats du

lemme 6.3.1.

Pour tout k ∈ Z, on dé�nit la matrice Wk par

Wk := X(k)Mk.

La relation de récurrence X(k+2) = X(k+1)Mk+1X
(k) implique que

Wk+2 =Wk+1Wk (k ∈ Z). (6.3.5)

On étend la relation ∼ aux paires d'éléments de (S?)2, en posant

(U1,U2) ∼ (B1,B2) ⇐⇒ U1 ∼ B1 et U2 ∼ B2.
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De même, si U =

(
U1 U2

U3 U4

)
et B =

(
B1 B2

B3 B4

)
sont deux éléments de Mat2×2(S),

la notation U ∼ B signi�e que

U1 ∼ B1, U2 ∼ B2, U3 ∼ B3 et U4 ∼ B4.

Les résultats b) et c) du théorème 5.4.2 admettent les conséquences suivantes.

Théorème 6.3.3. Soit k1 > . . . > k` une suite d'entiers telle que ki ≥ ki+1 + 2 pour

tout indice i avec 1 ≤ i ≤ `− 1. Alors on a

Wk1Wk2 · · ·Wk` ∼ 3`−1X(k1)X(k2) · · ·X(k`)

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk` (6.3.6)

(ξ,−1)Wk1Wk2 · · ·Wk` ∼
1

3`
(
X(k1)X(k2) · · ·X(k`)

)−1
(ξ,−1). (6.3.7)

6.4 Développements asymptotiques

Cette section est basée sur un document non publié de D. Roy que nous déve-

loppons en détails. Le but est d'associer un développement asymptotique à chaque

élément de l'anneau Q[ξ,X(0),X(−1)]. Pour y parvenir et pour énoncer le résultat prin-

cipal de cette section, on a besoin des notions suivantes, où γ = (1 +
√

5)/2 désigne

le nombre d'or.

1. Soit A un sous-ensemble de Z[γ]. On dit que A est admissible si, pour tout

t ∈ R, il n'y a qu'un nombre �ni d'éléments α de A avec α > t. De manière équivalente,

A est admissible s'il est �ni ou si on peut ranger ses éléments en une suite décroissante

α1 > α2 > α3 > · · · qui tend vers −∞. Dans ce cas, tout sous-ensemble de A est

admissible et A contient un élément maximal noté maxA. De plus si B ⊂ Z[γ] est

admissible, alors A ∪ B et l'ensemble A + B = {α + β ; α ∈ A et β ∈ B} sont aussi
admissibles.

2. On pose

Xα :=
(
X

(0)
0

)m (
X

(−1)
0

)n
pour tout α = m+ n/γ ∈ Z[γ],
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et on désigne par F l'ensemble des séries formelles

f =
∑
α∈A

pα(ξ)Xα

où A est un sous-ensemble admissible de Z[γ] et où pα(ξ) ∈ Q[ξ] pour tout α ∈ A. Le
support d'une telle série est

supp(f) = {α ∈ A ; pα(ξ) 6= 0}.

On convient que des éléments

f =
∑
α∈A

pα(ξ)Xα et g =
∑
α∈B

qα(ξ)Xα

de F sont égaux si et seulement si d'une part ils ont le même support et d'autre part

pα(ξ) = qα(ξ) pour tout α ∈ supp(f) = supp(g). Pour f et g comme ci-dessus, on

dé�nit aussi

f + g =
∑
α∈A

pα(ξ)Xα +
∑
α∈B

qα(ξ)Xα et fg =
∑
α∈A
β∈B

pα(ξ)qβ(ξ)Xα+β.

Ce sont encore des éléments de F car A ∩ B et A + B sont admissibles. Pour ces

opérations, F est un anneau, et son sous-ensemble F formé des éléments de support

�ni en est un sous-anneau.

3. Les classes Xα avec α ∈ Z[γ] sont linéairement indépendantes sur R dans S.

Alors F s'identi�e naturellement au sous-anneau de S donné par

Q
[
ξ,X

(0)
0 , (X

(0)
0 )−1,X

(−1)
0 , (X

(−1)
0 )−1

]
=
⊕
α∈Z[γ]

Q[ξ]Xα ⊆ S.

Pour tout f =
∑

α∈A pα(ξ)Xα ∈ F , on dé�nit

‖f‖ =

{
et où t = max{α ∈ A ; pα(ξ) 6= 0} si f 6= 0,

0 si f = 0.

Alors ‖ ‖ est une valeur absolue sur F et F est dense dans F pour cette valeur absolue.

En�n, on observe que F est complet pour cette valeur absolue. En e�et, soit (fi)i≥1
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une suite de Cauchy dans F . Posons Ai = supp(fi) et écrivons fi =
∑

α∈Ai p
(i)(ξ)Xα

pour tout i ≥ 1. Pour tout t ∈ Z[γ], il existe un entier N tel que ‖fi − fj‖ ≤ et

quels que soient i, j ≥ N . On en déduit que Ai et Aj possèdent les mêmes éléments

α avec α > t et que, pour chacun d'eux, on a p(i)α (ξ) = p
(j)
α (ξ). Soit A l'ensemble des

éléments de Z[γ] qui sont communs à tous les Ai sauf peut-être un nombre �ni de i.

Pour chaque α ∈ A, on note pα(ξ) la valeur commune des p(i)α (ξ) pour i assez grand.

Alors A est admissible et la suite (fi)i≥1 converge vers f =
∑

α∈A pα(ξ)Xα. Ainsi F
est le complété de F pour la valeur absolue ‖ ‖.

Théorème 6.4.1 (D. Roy). Soit U ∈ Q[ξ,X(0),X(−1)]. Il existe une et une seule série

formelle

U =
∑
α∈A

pα(ξ)Xα ∈ F

telle que, pour tout t ∈ Z[γ], on ait∣∣∣∣U−∑
α∈A
α>t

pα(ξ)Xα

∣∣∣∣� ∣∣Xt
∣∣ . (6.4.1)

L'application U 7→ U ainsi dé�nie est un homomorphisme de Q-algèbres Θ de Q[ξ,X(0),X(−1)]

dans F , qui est injectif sur Q[X(0),X(−1)].

On dira que U constitue le développement asymptotique de U.

Démonstration: La condition (6.4.1) se réécrit∥∥∥∥U−∑
α∈A
α>t

pα(ξ)Xα

∥∥∥∥ ≤ et (6.4.2)

pour tout t ∈ Z[γ]. Si elle admet une solution U =
∑

α∈A pα(ξ)Xα dans F , cette
solution est unique. On note R l'ensemble des éléments U de Q[ξ,X(0),X(−1)] pour

lesquels une telle solution existe. Alors R est une sous-Q-algèbre de Q[ξ,X(0),X(−1)]

et l'application Θ: R → F qui envoie U sur U est un homomorphime de Q-algèbres.
Il reste à montrer que R = Q[ξ,X(0),X(−1)] et que Θ est injective sur Q[X(0),X(−1)].

1. On montre d'abord que X
(i)
0 ∈ R et que X

(i)
0 est un élément inversible de F pour

tout entier i ≥ −1.
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Pour cela on procède par récurrence sur i. C'est clair pour i = −1 et pour i = 0

car

X
(−1)
0 = X1/γ et X

(0)
0 = X1.

Pour i = 1, on utilise la relation

x2j+1,0 + x2j,0 + x2j−1,0 = 3xj+1,0xj,0xj−1,0 (j ≥ 1).

En appliquant cette formule avec j = 2k et j = 2k − 1, pour un entier k ≥ 2, on

trouve que x2k+1,0 et x2k−2,0 sont racines de l'équation polynomiale :

T 2 − (3x2k,0x2k−1,0)T + (x22k,0 + x22k−1,0) = 0.

Comme x2k−2,0 < x2k+1,0, on en déduit que

x2k+1,0 =
3

2
x2k,0x2k−1,0

(
1 +

√
1− 4

9

(
(x2k,0)−2 + (x2k−1,0)−2

))
.

Fixons un entier N ≥ 1. Pour tout x ∈ R avec |x| ≤ 1/2, on trouve

√
1− x =

N∑
n=0

(
1/2

n

)
xn +O(|x|N+1)

= 1−
N∑
n=1

1

2n− 1

(
2n

n

)
xn

4n
+O(|x|N+1).

Donc, pour k ≥ 2, on obtient

x2k+1,0 = 3x2k,0x2k−1,0

(
1−

N∑
n=1

1

4n− 2

(
2n

n

)(
(3x2k,0)

−2 + (3x2k−1,0)
−2)n) + δN,k

avec |δN,k| � (x2k−1,0)
−2N−2. En passant aux classes d'équivalence de suites dans S,

cela signi�e que

X
(1)
0 = 3X

(0)
0 X

(−1)
0

(
1−

N∑
n=1

1

4n− 2

(
2n

n

)((
3X

(0)
0

)−2
+
(

3X
(−1)
0

)−2)n)
+ EN

avec ‖EN‖ = e−(2N+2)/γ. Donc, X(1)
0 ∈ R et

X
(1)

0 = 3X
(0)
0 X

(−1)
0

(
1−

∞∑
n=1

1

4n− 2

(
2n

n

)((
3X

(0)
0

)−2
+
(

3X
(−1)
0

)−2)n)
.
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En particulier, X(1)
0 est de la forme 3X

(0)
0 X

(−1)
0 (1 − f) pour une série f ∈ F de va-

leur absolue ‖f‖ = e−2/γ < 1. Comme F est complet, 1 − f est inversible avec

(1 − f)−1 =
∑∞

n=0 f
n. Comme X

(0)
0 et X

(−1)
0 sont aussi des unités de F , on conclut

que X
(1)
0 est inversible.

Supposons maintenant que X(−1)
0 ,X

(0)
0 , . . . ,X

(i)
0 appartiennent tous à R, pour un

entier i ≥ 1, et que leurs images dans F soient inversibles. Comme R est une Q-
algèbre,

X
(i+1)
0 = 3X

(i−1)
0 X

(i)
0 − X

(i−2)
0

appartient aussi à R. Les séries X(i−1)
0 et X

(i)

0 étant inversibles, on en déduit que

X
(i+1)

0 = 3X
(i−1)
0 X

(i)

0 (1− f)

avec f ∈ F et ‖f‖ = ‖X(i−2)
0 ‖/‖3X(i−1)

0 X
(i)
0 ‖ = eγ

i−2−γi−1−γi < 1. Donc, X
(i+1)

0 est

inversible, et cela complète la preuve par récurrence.

2. On montre ensuite que X
(−1)
1 et X(0)

1 appartiennent à R.

Pour cela, on utilise l'identité xj+2Jxj+1 = −xjMjJ valide pour tout entier j ≥ 1.

En comparant les coe�cients de la ligne 1 et de la colonne 1 de ces deux produits

matriciels, on trouve

(−1)jxj,0 = xj+2,0xj+1,1 − xj+2,1xj+1,0,

donc
xj+1,1

xj+1,0

= (−1)j
xj,0

xj+1,0xj+2,0

+
xj+2,1

xj+2,0

. (6.4.3)

Par suite, pour tout entier N ≥ 1, on obtient

xj+1,1

xj+1,0

=
xj+N+1,1

xj+N+1,0

+
N∑
n=1

(−1)j+n−1
xj+n−1,0

xj+n,0xj+n+1,0

,

donc
xj+1,1

xj+1,0

= ξ +
N∑
n=1

(−1)j+n−1
xj+n−1,0

xj+n,0xj+n+1,0

+ δN,j
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avec |δN,j| � (xj+N+1,0)
−2. En appliquant cette formule avec j = 2k − 1 pour un

entier k ≥ 1, et en passant aux classes dans S, on en déduit

X
(0)
1

X
(0)
0

= ξ +
N∑
n=1

(−1)n−1
X

(n−2)
0

X
(n−1)
0 X

(n)
0

+ EN

avec ‖EN‖ ≤ ‖(X(N)
0 )−2‖ = e−2γ

N
. Comme X

(i)

0 est inversible dans F pour tout i ≥ −1,

que F est complet, et que la suite de réels

‖X(n−2)
0 ‖

‖X(n−1)
0 ‖ ‖X(n)

0 ‖
= eγ

n−2−γn−1−γn = e−2γ
n−1

(n ≥ 1)

est sommable, on conclut que X
(0)
1 appartient à R avec

X
(0)

1 = X
(0)

0

(
ξ +

∞∑
n=1

(−1)n−1
X

(n−2)
0

X
(n−1)
0 X

(n)

0

)
.

Pour traiter X
(−1)
1 , on applique la formule (6.4.3) avec j = 2k − 2 pour un entier

k ≥ 2. En passant aux classes dans S, on en tire

X
(−1)
1

X
(−1)
0

=
X

(−2)
0

X
(−1)
0 X

(0)
0

+
X

(0)
1

X
(0)
0

.

Comme X(−2)
0 = 3X

(−1)
0 X

(0)
0 −X

(1)
0 et X(0)

1 appartiennent à R et que X
(−1)
0 et X

(0)

0 sont

inversibles dans F , on en déduit que X
(−1)
1 ∈ R.

3. Les égalités detX(−1) = detX(0) = 1 livrent

X
(−1)
2 =

1 +
(
X

(−1)
1

)2
X

(−1)
0

et X
(0)
2 =

1 +
(
X

(0)
1

)2
X

(0)
0

.

Comme les séries X
(−1)
0 et X

(0)

0 sont toutes deux inversibles, cela montre que X
(−1)
2

et X
(0)
2 appartiennent à R. Ainsi R contient les six générateurs X

(i)
j (i = −1, 0 et

j = 0, 1, 2) de la Q-algèbre Q[X(0),X(−1)]. Comme il contient aussi la constante ξ, on

a R = Q[ξ,X(0),X(−1)].

4. Il est facile de voir que X
(0)

0 , X
(−1)
0 et X

(−1)
1 sont algébriquement indépendants sur

Q et F . En e�et, pour tout polynôme non nul P (x, y, z) =
∑

0≤i,j,k≤N pi,j,kx
iyjzk à
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coe�cients dans Q, on a

P
(
X

(0)
0 ,X

(−1)
0 ,X

(−1)
1

)
∼

( ∑
0≤i,j,k≤N

i+(j+k)/γ=α

pi,j,kξ
k

)
Xα,

où α = max{i + (j + k)/γ ; pi,j,k 6= 0}, donc
∥∥∥P (X(0)

0 ,X
(−1)
0 ,X

(−1)
1

)∥∥∥ = eα 6= 0.

Comme Q[X(0),X(−1)] est un anneau intègre de degré de transcendance 3 sur Q (voir

[23, Corollary 6.2]), on conclut que Θ est injectif sur cet anneau.

Les considérations ci-dessus permettent de calculer, à l'ordinateur, les dévelop-

pements asymptotiques des générateurs X(i)
j (i = −1, 0 et j = 0, 1, 2) de Q[X(0),X(−1)]

à la précision voulue. On trouve ainsi les développements initiaux suivants :

X
(0)

0 = X,

X
(−1)
0 = X1/γ,

X
(0)

1 = ξX +
1

3
X−1 +

1

33
X−3 +

2

35
X−3−2/γ +

2

35
X−5 +

4

37
X−3−4/γ + · · ·

X
(−1)
1 = ξX1/γ − 1

3
X−1/γ − 1

33
X−3/γ − 2

33
X−2−1/γ − 2

35
X−5/γ − 2

35
X−2−3/γ + · · ·

X
(0)

2 = ξ2X +
2ξ + 3

3
X−1 +

2ξ + 3

33
X−3 +

4ξ

35
X−3−2/γ +

4ξ + 6

35
X−5 + · · ·

X
(−1)
2 = ξ2X1/γ − 2ξ − 3

3
X−1/γ − 2ξ − 3

33
X−3/γ − 4ξ

33
X−2−1/γ − 2(2ξ − 3)

35
X−5/γ + · · ·

Remarque 6.4.2. L'ensemble F0 des éléments de F qui possèdent un développement

asymptotique de la forme
∑

α∈A pαX
α à coe�cients pα dans Q forme un sous-anneau

de F qui est complet pour ‖ ‖. La partie 1 de la preuve du théorème montre que X(−1)
0 ,

X
(0)
0 et X(1)

0 ont leur développements asymtotiques dans ce sous-anneau F0. Donc, il

en va de même pour tout élément de Q[X
(−1)
0 ,X

(0)
0 ,X

(1)
0 ] et en particulier pour X

(i)
0

quel que soit i ∈ Z. La partie 2 de la preuve montre aussi que, pour i = −1, 0,

l'expression X
(i)
1 − ξX

(i)
0 a son développement dans F0, comme on l'observe bien sur

les développements limités ci-dessus.

Remarque 6.4.3. Il est fort probable que l'homomorphisme Θ soit injectif sur tout

l'anneau Q[ξ,X(0),X(−1)]. Soit U un élément de cet anneau, représenté par une suite
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(uk)k≥1. Pour montrer la conjecture, il su�rait d'établir que, pour tout entier k

assez grand, la série formelle U converge absolument vers uk quand on remplace

X
(0)
0 par x2k,0 et X

(−1)
0 par x2k−1. La partie 1 de la preuve montre que c'est le cas

pour U = X
(i)
0 pour i = −1, 0, 1. Donc c'est aussi le cas pour tous les éléments de

Q[ξ,X
(−1)
0 ,X

(0)
0 ,X

(1)
0 ]. La di�culté est de le montrer pour X(0)

1 .

Le théorème 6.4.1 admet la conséquence suivante qui précise [23, Corollary 2.12].

Corollaire 6.4.4. Pour tout élément non nul U de Q[X(0),X(−1)] il existe un nombre

α ∈ Z[γ] et un polynôme non nul p(ξ) ∈ Q[ξ] tels que

U ∼ p(ξ)Xα.

En e�et, il su�t de prendre le terme initial du développement asymptotique U

de U. Si la conjecture de la remarque 2 est vraie alors le corollaire s'étend en fait à

tout élément non nul de Q[ξ,X(0),X(−1)].

Dé�nition 6.4.5. Si un élément U de Q[ξ,X(0),X(−1)] possède un développement

asymptotique non nul, on dé�nit son ordre comme étant le nombre α de Z[γ] tel que

‖U‖ = eα.

6.5 Termes initiaux des éléments de A≤d

Soit d ≥ 0 un entier. L'espace vectoriel A≤d étant de dimension �nie sur Q (voir

section 6.2), il admet une base (U1, . . . ,UN). Quitte à ajouter à chaque élément de

cette base une combinaison linéaire des éléments précédants, on peut supposer que

les termes initiaux de leurs développements asymptotiques sont linéairement indé-

pendants sur Q ou que leurs développements asymptotiques sont nuls. En vertu du

Corollaire 6.4.4, la seconde éventualité est exclue. On a donc

Ui ∼ pi(ξ)X
αi (1 ≤ i ≤ N),

pour des éléments α1, . . . , αN de Z[γ] et des polynômes non nuls p1(ξ), . . . , pN(ξ) de

Q[ξ]. Par le même procédé, on peut aussi supposer que les couples (αi, deg(pi)) sont
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distincts. En�n, quitte à permuter les indices, on peut ordonner ces couples par ordre

lexicographique de sorte que, pour tout choix d'indices 1 ≤ i < j ≤ N , on ait ou bien

αi < αj, ou bien αi = αj et deg(pi) < deg(pj).

L'ensemble résultant ne dépend pas du choix de la base car on peut en donner

la description suivante.

Proposition 6.5.1. Avec les notations ci-dessus, {(αi, deg(pi)) ; 1 ≤ i ≤ N} coïncide
avec l'ensemble F

(0)
d des couples (α, n) ∈ Z[γ] × Z pour lesquels il existe U ∈ A≤d et

un polynôme non nul p(ξ) ∈ Q[ξ] de degré n tels que U ∼ p(ξ)Xα.

Démonstration: Soit U un élément non nul de A≤d. On peut écrire U =
∑N

i=1 ciUi

pour des nombres rationnels c1, . . . , cN non tous nul. On note j le plus grand indice

pour lequel cj 6= 0, et i le plus petit indice parmi 1, . . . , j tel que αi = αj. Comme les

couples (αk, deg(pk)) sont rangés par ordre lexicographique, on obtient

U ∼ p(ξ)Xα avec α = αj et p(ξ) =

j∑
k=i

ckpk(ξ),

donc deg(p) = deg(pj), et par suite (α, deg(p)) = (αj, deg(pj)). Cela montre que

F
(0)
d est contenu dans {(αk, deg(pk)) ; 1 ≤ k ≤ N}. Comme l'inclusion réciproque est

claire, ces deux ensembles sont égaux.

Pour analyser la situation plus à fond, on introduit encore les notations suivantes.

Dé�nition 6.5.2. Soit d ≥ 0 un entier.

• On note E
(0)
d l'ensemble des nombres α ∈ Z[γ] pour lesquels il existe U ∈ A≤d

avec |U| � |Xα| ou, ce qui revient au même, avec ‖U‖ = eα.

• Pour tout α ∈ E(0)
d , on désigne par R

(0)
d (α) l'ensemble des polynômes p(ξ) ∈ Q[ξ]

pour lesquels il existe U ∈ A≤d tel que ‖U− p(ξ)Xα‖ < eα, et on pose

r
(0)
d (α) = dimQR

(0)
d (α).
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Proposition 6.5.3. Avec les notations précédentes, E(0)
d est l'ensemble {α1, . . . , αN}

des premières composantes des éléments de F
(0)
d . Pour tout α ∈ E

(0)
d , l'ensemble

R
(0)
d (α) est le sous-espace de Q[ξ] engendré par les polynômes pi(ξ) pour les indices

i ∈ {1, . . . , N} tels que α = αi, et sa dimension r
(0)
d (α) est le nombre de ces indices.

Démonstration: La preuve de la proposition précédante montre que tout élément

non nul U de A≤d satisfait U ∼ p(ξ)Xαj pour un polynôme p(T ) ∈ Q[T ] non nul et

un indice j ∈ {1, . . . , N}, donc ‖U‖ = eαj . Donc, E(0)
d est contenu dans {α1, . . . , αN}.

L'inclusion réciproque étant claire, on a l'égalité.

Soit α ∈ E(0)
d . L'ensemble des éléments U de A≤d avec ‖U‖ ≤ eα (resp. ‖U‖ < eα)

est le sous-Q-espace vectoriel de A≤d engendré par les Ui avec αi ≤ α (resp. αi < α).

Donc R(0)
d (α) est le sous-Q-espace vectoriel de Q[ξ] qui admet pour base les pi(ξ)

d'indices i tels que αi = α.

La construction d'une base U1, . . . ,UN comme décrite au début de la section se

réalise facilement à l'ordinateur pour les petites valeurs de d, disons pour d ≤ 11.

Ensuite les calculs deviennent rapidement trop lourds.

L'appendice A montre les valeurs de r(0)d (α) obtenues à l'ordinateur pour chacun

des degrés d = 1, . . . , 11. Pour d �xé, on peut lire la valeur de r(0)d (α) au point de la

table de coordonnées entières (m,n) telles que α = m + n/γ. Quand il n'y a pas de

valeur indiquée au point (m,n), c'est que r(0)d (m+n/γ) = 0. Ainsi, pour d = 1, il n'y

a que trois valeurs non nulles de r(0)1 (α), à savoir

r
(0)
1 (0) = 1, r

(0)
1 (1) = 3 et r

(0)
1 (1/γ) = 3,

donc E(0)
1 = {0, 1, 1/γ}.

L'observation des résultats numériques suggère l'énoncé suivant, démontré dans

[23].

Théorème 6.5.4 (Roy-Villani, 2008). Soit d ≥ 1 un entier.

(i) On a E
(0)
d = {m+ n/γ ∈ Z[γ] ; m+ n/γ ≥ 0 et |m|+ |n| ≤ d}.
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(ii) Pour tout α ∈ E
(0)
d , l'entier r

(0)
d (α) est impair compris entre 1 et 2d + 1, et

R
(0)
d (α) est le sous-espace de Q[ξ] formé des polynômes en ξ de degré au plus

r
(0)
d (α)− 1.

(iii) Pour tout s = 0, . . . , d, le nombre de α ∈ E(0)
d tels que r

(0)
d (α) = 2s+ 1 est

χ
(0)
d (s) =

{
2s+ 1 si 0 ≤ s < d,

d+ 1 si s = d.

Pour chaque degré d = 1, . . . , 11, l'appendice A contient aussi une table qui

permet de véri�er aisément la troisième partie de la proposition.

Démonstration: On reprend les grandes lignes de l'argument de [23]. Par récur-

rence, la formule (6.2.2) montre que les coe�cients X(−i)
j (0 ≤ j ≤ 2) de la matrice

X(−i) sont réalisables en degré au plus f(i) pour tout entier i ≥ 0. Par ailleurs, pour

tout i ∈ Z, on a γi = f(i) + f(i− 1)/γ et par suite le lemme 6.3.2 livre

X
(i)
j ∼ 3f(i+1)−1 ξjXγi .

Soit α = m+n/γ ∈ Z[γ]. Le Corollaire 4.4 de [23] montre qu'il existe des entiers

i1, i2, . . . , is ≥ 0 tels que

α = γ−i1 + γ−i2 + · · ·+ γ−is et f(i1) + · · ·+ f(is) ≤ d (6.5.1)

si et seulement si α ≥ 0 et |m| + |n| ≤ d (avec la convention qu'une somme vide

est nulle). Supposons qu'il existe de tels entiers. Pour chaque j = 0, . . . , 2s, on peut

trouver j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2} de somme égale à j. Alors, le produit

M = X
(−i1)
j1
· · ·X(−is)

js

est un élément de A≤d qui satisfait M ∼ aξjXα pour un nombre rationnel a non nul.

Donc, R(0)
d (α) contient l'espace vectoriel Q[ξ]≤2s des polynômes en ξ de degré au plus

2s.

En�n, soit Ed l'ensemble des points α = m+n/γ de Z[γ] avec α ≥ 0 et |m|+|n| ≤
d. Pour chacun de ces α, on not Alors (iv) découle dee sd(α) le plus grand entier s ≥ 0

pour lequel il existe des entiers i1, . . . , is ≥ 1 satisfaisant (6.5.1). Le théorème 2.1 de
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[23] montre que, pour chaque entier s = 0, . . . , d, le nombre de α ∈ Ed avec sd(α) = s

est donné par la fonction χ(0)
d (s) dé�nie en (iii). On en déduit que

dimQ A≤d ≥
∑
α∈Ed

dimQR
(0)
d (α) ≥

∑
α∈Ed

(2sd(α) + 1)

=
d∑
s=0

(2s+ 1)χ
(0)
d (s)

= (d+ 1)(2d+ 1) +
d−1∑
s=0

(2s+ 1)2

= (4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3.

Comme le corollaire 6.2.7 donne dimQ A≤d ≤ (4d3 + 6d2 + 8d + 3)/3, les inégalités

ci-dessus sont toutes des égalités. Cela implique que E(0)
d = Ed et que pour chaque

α ∈ Ed, l'espace vectoriel R(0)
d (α) est le sous-espace de Q[ξ] des polynômes degré au

plus 2sd(α), donc r(0)d (α) = 2sd(α) + 1. Les a�rmations (i) à (iii) de la proposition

s'ensuivent.

La preuve du théorème montre aussi que l'inégalité (6.2.4) du Corollaire 6.2.7

est en fait une égalité, à savoir

dimQ A≤d = (4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3 (d ≥ 0), (6.5.2)

et par suite le noyau de l'homomorphisme π : Q[X,X?]→ A de la dé�nition 6.2.3 est

kerπ = I = (L1, L2, L3).

6.6 Termes initiaux des éléments de A≤d + ξA≤d

Soit d ≥ 0 un entier. On considère l'espace vectoriel

A≤d + ξA≤d = {U + ξU′ ; U,U′ ∈ A≤d}.

Comme les éléments de A sont repr±entés par des suites à valeurs rationnelles et que

ξ est transcendant sur Q, donc irrationnel, la formule (6.5.2) donne

dimQ
(
A≤d + ξA≤d

)
= 2 dimQ A≤d = 2(4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3. (6.6.1)
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Notons N cette dimension. En reprenant l'argument de la section précédante, on

peut construire une base (U1, . . . ,UN) de A≤d + ξA≤d telle que, pour un entier M

avec 1 ≤ M ≤ N , les développements asymptotiques de U1, . . . ,UM soient non nuls

et linéairement indépendants sur Q tandis que ceux de UM+1, . . . ,UN sont tous nuls.

On peut aussi supposer que

Ui ∼ pi(ξ)X
αi (1 ≤ i ≤M),

pour des éléments α1, . . . , αM de Z[γ] et des polynômes non nuls p1(ξ), . . . , pM(ξ) de

Q[ξ] tels que les couples (α1, deg(p1)), . . . , (αM , deg(pM)) soient distincts et forment

une suite croissante pour l'ordre lexicographique c'est-à-dire que, pour tout choix

d'indices 1 ≤ i < j ≤M , on a ou bien αi < αj, ou bien αi = αj et deg(pi) < deg(pj).

Ici encore, l'ensemble de ces couples ne dépend pas du choix de la base car il

admet la description suivante.

Proposition 6.6.1. Avec les notations ci-dessus, {(αi, deg(pi)) ; 1 ≤ i ≤ M} coïn-
cide avec l'ensemble F

(1)
d des couples (α, n) ∈ Z[γ] × Z pour lesquels il existe U ∈

A≤d + ξA≤d et un polynôme non nul p(ξ) ∈ Q[ξ] de degré n tels que U ∼ p(ξ)Xα.

On omet la preuve car elle est semblable à celle de la proposition 6.5.1.

On introduit encore les notations suivantes.

Dé�nition 6.6.2. Soit d ≥ 0 un entier.

• On note E
(1)
d l'ensemble des nombres α ∈ Z[γ] pour lesquels il existe U ∈ A≤d +

ξA≤d avec |U| � |Xα| ou, ce qui revient au même, avec ‖U‖ = eα.

• Pour tout α ∈ E(1)
d , on désigne par R

(1)
d (α) l'ensemble des polynômes p(ξ) ∈ Q[ξ]

pour lesquels il existe U ∈ A≤d + ξA≤d tel que ‖U− p(ξ)Xα‖ < eα, et on pose

r
(1)
d (α) = dimQR

(1)
d (α).

Comme dans la section précédente, on peut calculer ces objets grâce à la connais-

sance des couples (αi, deg(pi). La preuve de la proposition suivante est omise car elle

est semblable à celle de la proposition 6.5.3.
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Proposition 6.6.3. Avec les notations précédentes, E(1)
d est l'ensemble {α1, . . . , αM}

des premières composantes des éléments de F
(1)
d . Pour tout α ∈ E

(1)
d , l'ensemble

R
(1)
d (α) est le sous-espace de Q[ξ] engendré par les polynômes pi(ξ) pour les indices

i ∈ {1, . . . ,M} tels que α = αi, et sa dimension r
(1)
d (α) est le nombre de ces indices.

A l'aide de l'ordinateur, on a construit des bases U1, . . . ,UN de A≤d + ξA≤d,

comme ci-dessus, pour chaque degré d = 1, 2, . . . , 11. L'appendice B montre les valeurs

de r(1)d (α) sous forme de tableaux. Pour d �xé, on peut lire la valeur de r(1)d (α) au

point de la table de coordonnées entières (m,n) telles que α = m+ n/γ.

On observe que, pour d = 1, 2, . . . , 6, l'ensemble E(1)
d des points α avec r(1)d (α) 6= 0

est donné par

E
(1)
d = {m+ n/γ ; m,n ∈ Z et |m|+ |n| ≤ d} (1 ≤ d ≤ 6).

Donc E(1)
d est représenté par l'ensemble des points entiers dans le losange |m|+|n| ≤ d

pour d = 1, . . . , 6. Pour d > 6, ce n'est plus vrai mais on constate que le nombre de

points demeure égal à celui du losange. Tout ce passe comme si

a) un certain nombre de points m + n/γ du losange avec n autour de −d étaient

remplacés par un nombre égal de points m′ + n′/γ hors du losange, dans le

second quadrant (c'est-à-dire avec m′ < 0 et n′ > 0),

b) un certain nombre de points m+ n/γ du losange avec m autour de −d étaient

remplacés par un nombre égal de points m′ + n′/γ hors du losange, dans le

trosième quadrant (c'est-à-dire avec m′ < 0 et n′ < 0).

En particulier, le nombre d'éléments de E(1)
d est égal au nombre de points entiers dans

le losange |m|+ |n| ≤ d qui est 2d2 + 2d+ 1.

Cela explique la première a�rmation dans la conjecture ci-dessous.

Conjecture 6.6.4. Soit d ≥ 1 un entier.

(i) La cardinalité de E
(1)
d est card(E

(1)
d ) = 2 card(E

(0)
d )− 1 = 2d2 + 2d+ 1.

(ii) Pour tout α ∈ E(1)
d , l'entier r

(1)
d (α) est pair compris entre 2 et 2d+2, et R

(1)
d (α)

est le sous-espace de Q[ξ] formé des polynômes en ξ de degré au plus r
(1)
d (α)−1.
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(iii) Pour tout s = 0, . . . , d, le nombre de α ∈ E(1)
d tels que r

(1)
d (α) = 2s+ 2 est

χ
(1)
d (s) =


4s+ 4 si 0 ≤ s ≤ d− 2,

3d si s = d− 1,

d+ 1 si s = d.

(iv) Tout élément non nul U de A≤d + ξA≤d possède un dévelopement asymptotique

non nul, donc satisfait U ∼ p(ξ)Xα pour un α dans E
(1)
d et un polynôme non

nul p(ξ) ∈ Q[ξ] de degré au plus r
(1)
d (α)− 1.

Cette conjecture est véri�ée numériquement pour d ≤ 11. Le temps de calcul

augmente de manière exponentielle avec d. Pour d = 11, cela représente une journée

de temps machine sur un ordinateur PC avec processeur INTEL 3. On n'a pas été

capable de pousser les calculs plus loin.

La partie (iv) de la conjecture est une conséquence de (ii) et (iii) car selon ces

assertions, on a

dimQ
(
A≤d + ξA≤d

)
≥
∑
α∈E(1)

d

dimQR
(1)
d (α)

=
d∑
s=0

(2s+ 2)χ
(1)
d (s)

= (d+ 1)(2d+ 2) + (3d)(2d) +
d−2∑
s=0

(4s+ 4)(2s+ 2)

= 2(4d3 + 6d2 + 8d+ 3)/3 = dimQ A≤d + ξA≤d.

(6.6.2)

Donc on a l'égalité dans la première inégalité. Dans les notations ci-dessus, cela si-

gni�e que M = N , c'est-à-dire que tout élément non nul de A≤d + ξA≤d possède un

dévelopement asymptotique non nul.

Dans la suite, on va démontrer des cas particuliers de cette conjecture en construi-

sant explicitement des éléments avec des termes initiaux linéairement indépendants

en nombre égal à la dimension de l'espace.

Pour d = 1, . . . , 5, on y parvient en utilisant la formule (6.3.6) du théorème

6.3.3. Pour d = 6, cela fonctionne pour tous les points sauf deux qu'on doit traiter

séparément. Pour d > 6, les choses se compliquent encore. On étudie aussi certains

points hors du losange en degré arbitrairement grand.



Chapitre 7

Matrices associées aux pré�xes du
mot de Fibonacci

Dans ce chapitre, on commence par introduire le monoïde des mots E? sur un

alphabet E = {a, b} de deux lettres a et b, et on dé�nit la notion de pré�xe d'un

mot de E?. On construit ensuite le mot de Fibonacci sur E comme limite d'une

suite de mots obtenus par itération du morphisme de Fibonacci sur E?. On note

Z[γ]≥0 l'ensemble des éléments de Z[γ] qui sont positifs ou nuls. C'est un monoïde

pour l'addition. On appelle taille le morphisme de monoïdes de E? dans Z[γ]≥0 qui

applique a sur 1 et b sur 1/γ où γ désigne le nombre d'or. On construit aussi le

plus petit monoïde E contenant E? sur lequel le morphisme de Fibonacci s'étend à

en un automorphisme. La taille se prolonge de manière unique en un morphisme de

monoïdes de E vers Z[γ]≥0, et on montre que ce morphisme est surjectif. Par ailleurs,

le morphisme naturel de monoïdes de E? vers Mat2×2
(
A
)
qui applique a sur W0 et

b sur W−1 s'étend aussi de manière unique en un morphisme de monoïdes de E vers

Mat2×2
(
A
)
. Cela permet d'associer une matrice de Mat2×2

(
A
)
à chaque pré�xe du

mot de Fibonacci dans E. En multipliant ces matrices à gauche par le vecteur ligne

(ξ,−1), on obtient de nombreux éléments de A + ξA d'ordre négatif.

7.1 Monoïde des Mots

Soit E = {a, b} un alphabet de deux lettres.

101
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Dé�nition 7.1.1. Un mot sur E est une suite �nie de lettres (possiblement vide) de

E qui sont accolées. L'ensemble des mots sur E est noté E?.

Exemple 7.1.2. aa, aba, bba , aaa, abbaa sont des mots sur E.

On désigne par ε le mot vide c'est à dire la suite vide de lettres. Soient u, v deux

mots sur E, le mot obtenu en prenant d'abord les lettres de u puis les lettres de v est

appelé la concaténation des mots u et v, on le note uv. Cette opération possède les

propriétés suivantes

w = wε = εw et (uv)w = u(vw).

En d'autres termes, la concaténation est associative et admet le mot vide ε comme

élément neutre. Ainsi, l'ensemble E? des mots sur E muni de la concaténation est un

monoïde.

Soit w ∈ E?. On dé�nit par la k-ième puissance du mot w par

wk = ww · · ·w (k fois).

En particulier, on a

w0 = ε.

On désigne par |w| la longueur de w c'est à dire le nombre de lettres apparaissant

dans w et par |w|a (respectivement |w|b) le nombre d'occurrences de la lettre a (res-

pectivement b) dans le mot w. On dé�nit la taille de w par

taille(w) = |w|a + |w|b/γ.

Propriétés 7.1.3. Les applications

| · | : E? → N et taille(·) : E? → Z[γ]

w 7→ |w| w 7→ taille(w)

sont des morphismes de monoïdes. En d'autres termes, pour tout u, v ∈ E?, on a

|uv| = |u|+ |v|,

taille(uv) = taille(u) + taille(v).



7. MATRICES ASSOCIÉES AUX PRÉFIXES DU MOT DE FIBONACCI 103

Dé�nition 7.1.4. Soient u,w ∈ E?. On dira que u est un pré�xe de w s'il existe

v ∈ E? tel que

w = uv.

Propriétés 7.1.5.

• Le mot vide ε est un pré�xe de tout mot (car w = εw pour tout w ∈ E?).

• La relation de pré�xe est ré�exive et transitive. Car pour tout u, v, w ∈ E?, on

a

i) w = wε,

ii) v = uv′ et w = vw′ ⇒ w = u(v′w′).

Exemple 7.1.6. Soit w = abaaba un mot sur E. Ses pré�xes sont

ε, a, ab, aba, abaa, abaab, abaaba = w.

Soit w ∈ E?, on désigne par P (w) l'ensemble des pré�xes propres de w c'est-à-dire

P (w) = {u ∈ E?; u 6= w et u pré�xe de w}.

Par construction, il existe exactement |w| pré�xes propres de w. Donc, on a

card(P (w)) = |w|. (7.1.1)

7.2 Suite des Mots de Fibonacci

Le morphisme de Fibonacci ϕ : E? → E? est le morphisme de monoïdes dont la

restriction à E est donnée par

ϕ(a) = ab et ϕ(b) = a.

A l'aide de ce morphisme, on dé�nit la suite des mots de Fibonacci (wi)i≥−1 récursi-

vement en posant

w−1 = b et wi+1 = ϕ(wi) (i ≥ −1).
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En particulier, on a

w0 = a, w1 = ab, w2 = aba, w3 = abaab, w4 = abaababa, . . .

On trouve que

wi+1 = ϕi(w1) = ϕi(w0w−1) = wiwi−1 (i ≥ 0). (7.2.1)

Par conséquent, le mot wi est un pré�xe de wi+1 pour tout i ≥ 0. Grâce à cette

propriété, il s'ensuit que la suite des mots de Fibonacci (wi)i≥−1 converge vers un mot

in�ni

w∞ = abaababaabaababaababa · · ·

qu'on appelle le mot de Fibonacci.

Lemme 7.2.1. L'application taille est injective sur P (w`). De plus, pour tout w ∈ E?,

on a

taille(ϕ(w)) = γ taille(w).

Démonstration: Soient w,w′ ∈ P (w`) tels que taille(w) = taille(w′). Il s'ensuit

que

|w|a = |w′|a et |w|b = |w′|b,

Par ailleurs, comme |w| = |w|a+ |w|b, on trouve que |w| = |w′|. Donc les mots w et w′

sont deux pré�xes de w` de même longueur, d'où on a w = w′ et la première assertion

suit.

Comme taille(a) = 1 et taille(b) = γ−1, il découle des relations ϕ(a) = ab et

ϕ(b) = a que

taille(ϕ(a)) = γ = γ taille(a) et taille(ϕ(b)) = 1 = γ taille(b) (7.2.2)

Soit w un mot sur E de longueur n ≥ 0. Si n > 0, il existe u1, . . . , un ∈ {a, b} = E

tels que

w = u1 · · ·un
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Il découle de (7.2.2) que taille(ϕ(ui)) = γ taille(ui) pour tout i = 1, . . . , n. Par ailleurs,

comme ϕ est un morphisme de monoïdes, il s'ensuit que

ϕ(w) = ϕ(u1) · · ·ϕ(un).

Par conséquent, on a

taille(ϕ(w)) =
n∑
i=1

taille(ϕ(ui)) =
n∑
i=1

γ taille(ui) = γ taille(u1 · · ·un) = γ taille(w).

C'est encore vrai si n = 0 car alors w = ε et ϕ(ε) = ε.

Le premier objectif de ce chapitre est de montrer le théorème suivant.

Théorème 7.2.2. Pour tout α ∈ Z[γ] avec 0 ≤ α < 1, il existe ` ∈ N et w ∈ P (w`)

tels que

α =
taille(w)

taille(w`)
·

7.3 Préliminaires

7.3.1 Quelques formules

Le prochain lemme fournit quelques propriétés fondamentales de la suite desmots

de Fibonacci (wi)i≥0 en termes de la fonction f et de γ.

Lemme 7.3.1. Pour tout entier ` ≥ 0, on a

|w`| = f(`+ 1) et taille(w`) = γ`.

Démonstration: La relation |w`| = f(` + 1) découle directement de la relation

wi+1 = wiwi−1 pour tout i ≥ 0 jointe au fait que la longueur est un morphisme de

monoïdes combiné à la relation (6.3.3) tandis que la relation taille(w`) = γ` découle

du lemme 7.2.1 jointe à la relation de récurrence wi = ϕ(wi−1).

Le prochain lemme fournit une propriété de la fonction f qui nous sera très utile

pour la suite.



7. MATRICES ASSOCIÉES AUX PRÉFIXES DU MOT DE FIBONACCI 106

Lemme 7.3.2. Pour tout j ∈ N, on a

j∑
i=0

f(2i) = f(2j + 1) et

j∑
i=1

f(2i− 1) = f(2j)− 1.

Démonstration: De la relation f(i+ 1) = f(i) + f(i− 1) avec i ≥ 0, on déduit

f(2i) = f(2i+ 1)− f(2i− 1) et f(2i− 1) = f(2i)− f(2i− 2)

Il s'ensuit que

j∑
i=0

f(2i) =

j∑
i=0

(f(2i+ 1)− f(2i− 1)) =

j∑
i=0

f(2i+ 1)−
j−1∑
i=1

f(2i+ 1) = f(2j + 1)

D'autre part, on a aussi

j∑
i=1

f(2i− 1) =

j∑
i=1

(f(2i)− f(2i− 2)) =

j∑
i=1

f(2i)−
j−1∑
i=0

f(2i) = f(2j)− f(0)

Comme f(0) = 1 et la conclusion suit.

7.3.2 Les ensembles ∆`

Dé�nition 7.3.3. Pour chaque entier ` ≥ 0, on note ∆` l'ensemble des (`+1)-uplets

(a0, . . . , a`−1, 0) ∈ {0, 1}`+1 avec la propriété que si ak = 1 pour un entier k avec

1 ≤ k ≤ `− 1, alors on a ak+1 = 0.

Les trois premiers ensembles ∆` sont

∆0 = {(0)}, ∆1 = {(0, 0), (1, 0)} et ∆2 = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0)} (7.3.1)

Ces ensembles satisfont la relation de récurrence suivante où le symbole t représente

l'union disjointe.

Lemme 7.3.4. Pour tout entier ` ≥ 1, on a

∆`+1 = (∆` × {0}) t (∆`−1 × {(1, 0)}) . (7.3.2)

De plus, la cardinalité de ∆` est card(∆`) = f(`+ 1) pour tout ` ≥ 0.
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Démonstration: Pour (a0, . . . , a`, 0) ∈ {0, 1}`+2 avec ` ≥ 1, on note que

(a0, . . . , a`, 0) ∈ ∆`+1

⇐⇒ (a0, . . . , a`, 0) =


(a0, . . . , a`−1, 0, 0) avec (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆`,

ou

(a0, . . . , a`−2, 0, 1, 0) avec (a1, . . . , a`−2, 0) ∈ ∆`−1,

⇔ (a0, . . . , a`, 0) ∈ (∆` × {0}) t (∆`−1 × {(1, 0)}) ,

l'égalité (7.3.2) s'ensuit.

Grâce à (7.3.1) on a

card(∆`) = f(`+ 1) (0 ≤ ` ≤ 2).

On suppose maintenant que pour un certain entier ` ≥ 2, on a

card(∆k) = f(k + 1) pour tout k = 0, . . . , `.

Il découle de l'égalité (7.3.2) que

card(∆`+1) = card (∆` × {0}) + card (∆`−1 × {(1, 0)}) = f(`+ 1) + f(`) = f(`+ 2).

Donc, on a card(∆`) = f(`+ 1) pour tout ` ≥ 0.

7.4 Démonstration du théorème 7.2.2

7.4.1 Les ensembles K`

Soit ` ∈ N. Pour la preuve du théorème, on introduit l'ensemble

K` =

{
taille(w)

taille(w`)
; w ∈ P (w`)

}
,

et on dé�nit

K = {α ∈ Z[γ]; 0 ≤ α < 1} ⊆ [0, 1).
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Démontrer le théorème 7.2.2 revient à montrer que

K =
∞⋃
`=0

K`. (7.4.1)

On commence par l'observation suivante.

Proposition 7.4.1. Pour tout entier ` ≥ 0, on a

card(K`) = f(`+ 1) et K` ⊆ K.

Démonstration: On rappelle que pour tout w ∈ E?, on a

card(P (w)) = |w|.

Le lemme 7.3.1 et le fait que l'application taille est injective sur P (w`) entraînent que

card(K`) = card(P (w`)) = |w`| = f(`+ 1).

D'où la première assertion de la proposition. Pour conclure, il reste à montrer que

K` ⊆ K. Pour cela, on note tout d'abord que

K` ⊆ [0, 1) (7.4.2)

car 0 ≤ taille(w) < taille(w`) = γ` pour tout w ∈ P (w`).

Soit w ∈ P (w`). Comme γ ∈ Z[γ]? et que taille(w) = |w|a + |w|bγ−1 ∈ Z[γ], il

s'ensuit que

taille(w)

γ`
∈ Z[γ]. (7.4.3)

Donc K` ⊆ Z[γ] ∩ [0, 1) = K.

Le prochain résultat établit une bijection entre K et Z qui fournit la clé de la

démonstration de (7.4.1).
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Lemme 7.4.2. La fonction

Ψ : K −→ Z

m+ n/γ 7→ n
est une bijection.

Démonstration: Soit n ∈ Z. Il existe un et un seul entier m ∈ Z tel que

0 ≤ m+ n/γ < 1.

Donc Ψ est bijective.

7.4.2 Les ensembles A`

Pour chaque entier ` ≥ 0 on dé�nit

A` :=

{n ∈ Z; 1− f(`) ≤ n ≤ f(`− 1)} si ` est pair,

{n ∈ Z; 1− f(`− 1) ≤ n ≤ f(`)} si ` est impair .

La suite (A`)`≥0 est une suite croissante d'ensembles. De plus on a

card(A`) = f(`+ 1) et Z =
∞⋃
`=0

A`. (7.4.4)

Notre objectif est de montrer que Ψ(K`) = A` pour tout ` ≥ 0. Si on admet ce

résultat, on obtient (7.4.1), ce qui complète la preuve du théorème 7.2.2. En e�et, on

trouve alors

Ψ

(
∞⋃
`=0

K`

)
=
∞⋃
`=0

A` = Z = Ψ(K)

donc
⋃∞
`=0K` = K puisque Ψ est bijective. On commence par établir le lemme suivant.

Lemme 7.4.3. Pour tout entier ` ≥ 0. On a

P (w`) = {wa`−1

`−1 · · ·w
a0
0 ; (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆`}. (7.4.5)

En vertu de la dé�nition de ∆`, cela signi�e que les pré�xes propres de w` sont

les produits wk1wk2 · · ·wkm où k1, . . . , km sont des entiers avec

` > k1 > k2 > · · · > km ≥ 0 et ki ≥ ki+1 + 2 pour i = 1, . . . ,m− 1.
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Démonstration: Posons

Q` = {wa`−1

`−1 · · ·w
a0
0 ; (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆`}.

On rappelle tout d'abord que

∆0 = {(0)}, ∆1 = {(0, 0), (1, 0)} et ∆2 = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0)}.

Alors on a Q0 = {ε} , Q1 = {ε, w0} et Q2 = {ε, w0, w1}. Par conséquent, on a

P (w`) = Q` (0 ≤ ` ≤ 2).

On suppose maintenant que pour un certain entier ` ≥ 2, on a

P (wk) = Qk pour tout entier k avec 0 ≤ k ≤ `.

On déduit de la relation ∆`+1 = (∆` × {0})
⊔

(∆`−1 × {(1, 0)}) que

Q`+1 = {wa`` · · ·w
a0
0 ; (a0, . . . , a`, 0) ∈ ∆`+1}

=
{
w
a`−1

`−1 · · ·w
a0
0 ; (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆`

}
∪
{
w`w

a`−2

`−2 · · ·w
a0
0 ; (a0, . . . , a`−2, 0) ∈ ∆`−1

}
= P (w`) ∪ (w`P (w`−1)) ( hypothèse de récurrence )

= P (w`+1).

La dernière égalité découle du fait que P (w`+1) = P (w`) t (w`P (w`−1)) pour tout

` ≥ 1. En e�et, comme w`+1 = w`w`−1, les pré�xes propres de w`+1 sont les pré�xes

propres de w` ou les pré�xes de la forme w`p′ où p′ est un pré�xe propre de w`−1.

Donc, on a P (w`) = Q` pour tout ` ≥ 0 et la conclusion suit.

Ce lemme admet la conséquence suivante.

Lemme 7.4.4. Pour tout entier ` avec ` ≥ 0, on a

K` =

{
`−1∑
i=0

aiγ
i−`; (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆`

}
.

avec la convention qu'une somme vide est égale à zero.



7. MATRICES ASSOCIÉES AUX PRÉFIXES DU MOT DE FIBONACCI 111

Démonstration: Soit ϑ ∈ K`. Comme l'application taille est injective sur P (w`),

il existe un et un seul w ∈ P (w`) tel que

ϑ =
taille(w)

γ`
.

Le lemme 7.4.3 assure l'existence d'un et d'un seul `-uplet (a0, . . . , a`−1, 0) ∈ ∆` tel

que

w = w
a`−1

`−1 · · ·w
a0
0 .

Par conséquent, on a ϑ = taille(w
a`−1

`−1 · · ·w
a1
0 )/γ`. La relation taille(wi) = γi jointe au

fait que la taille est un morphisme de monoïdes entraîne que

ϑ =
`−1∑
i=1

aiγ
i−`.

On conclut avec le résultat annoncé.

Proposition 7.4.5. Pour tout entier ` ≥ 0, on a

Ψ(K`) = A`.

Démonstration: L'égalité card(K`) = card(A`) jointe au fait que la fonction Ψ

est bijective entraînent que

card(Ψ(K`)) = card(A`).

Ainsi pour prouver l'égalité Ψ(K`) = A`, il su�t de montrer que Ψ(K`) ⊆ A`.

Soit ϑ ∈ K`. Le lemme 7.4.4 nous assure d'un unique (`+1)-uplet (a0, . . . , a`−1, 0) ∈
∆` tel que

ϑ =
`−1∑
i=0

aiγ
i−` =

`−1∑
k=0

aif(i− `) +

(
`−1∑
i=0

aif(i− `− 1)

)
γ−1.
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Comme f(i− `− 1) = (−1)`+1−if(`− i− 1) (propriété de symétrie de f), il s'ensuit

que

Ψ(ϑ) =
`−1∑
i=0

aif(i− `− 1) = (−1)`+1

`−1∑
i=0

(−1)iaif(`− i− 1).

Comme ai ∈ {0, 1} et que f(` − i − 1) ≥ 0 pour tout i = 1, . . . , l − 1, on a

forcément

−
b`/2c∑
i=1

f(`− 2i) ≤
`−1∑
i=0

(−1)iaif(`− i− 1) ≤
b(`−1)/2c∑

i=0

f(`− 2i− 1) (7.4.6)

Si ` est pair, on a ` = 2`′ pour un certain `′ ∈ N?. Des inégalités de (7.4.6), on

déduit que

−
`′−1∑
i=0

f(2`′ − 2i− 1) ≤ Ψ(ϑ) = −
`−1∑
i=0

(−1)iaif(`− i− 1) ≤
`′∑
i=1

f(2`′ − 2i)

Comme
`′−1∑
i=0

f(2`′ − 2i− 1) =
`′∑
i=1

f(2i− 1) et
`′∑
i=1

f(2`′ − 2i) =
`′−1∑
i=1

f(2i),

on conclut grâce au lemme 7.3.2 que

1− f(`) ≤ Ψ(ϑ) ≤ f(`− 1).

Si ` est impair, on a ` = 2`′ − 1 pour un certain `′ ∈ N? et alors

−
`′−1∑
i=1

f(2`′ − 2i− 1) ≤ Ψ(ϑ) =
`−1∑
i=0

(−1)iaif(`− i− 1) ≤
`′−1∑
i=0

f(2`′ − 2i− 2)

De plus, comme

`′−1∑
i=1

f(2`′ − 2i− 1) =
`′−1∑
i=1

f(2i− 1) et
`′−1∑
i=0

f(2`′ − 2i− 2) =
`′−1∑
i=0

f(2i)

alors le lemme 7.3.2 joint au fait que ` = 2`′ − 1 entraînent que

1− f(`− 1) ≤ Ψ(ϑ) ≤ f(`).

Par conséquent, on a Ψ(ϑ) ∈ A` pour tout ϑ ∈ K`. D'où Ψ(K`) ⊆ A`.
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7.5 Construction du monoïde E

On commence par rappeler la notion de limite inductive de monoïdes.

Soit I = (I,≤) un ensemble partiellement ordonné �ltrant à droite, c'est-à-dire

un ensemble partiellement ordonné avec la propriété que pour tous i, j ∈ I, il existe
un élément k ∈ I tel que i ≤ k et j ≤ k. Soit {Mi}i∈I une collection de monoïdes

indexée par I.

On suppose que, pour chaque (i, j) ∈ I2 avec i ≤ j, la fonction fi,j : Mi → Mj

est un morphisme de monoïdes satisfaisant les propriétés

(A) Pour tout i ∈ I, on a fi,i = idMi

(B) Pour tout triplet (i, j, k) ∈ I3 avec i ≤ j ≤ k, on a fi,k = fj,k ◦ fi,j.

Alors la collection {Mi, fi,j, I} est appelée un système inductif de monoïdes.

Exemple 7.5.1. On pose I = N et Mi = E? pour tout i ∈ N. Soit (i, j) ∈ N2 avec

i ≤ j, on dé�nit l'application

fi,j : E? → E?

w 7→ ϕj−i(w),

où ϕn désigne la n−ième composée du morphisme de Fibonacci. Clairement, fi,j est

un morphisme de monoïdes. Pour tout i ∈ I, on a

fi,i(w) = ϕ0(w) = w (w ∈ E?).

Soient i, j, k ∈ N avec i ≤ j ≤ k et soit w ∈ E?, on a

fj,k ◦ fi,j(w) = fj,k(ϕ
j−i(w)) = ϕk−j(ϕj−i(w)) = ϕk−i(w) = fi,k(w).

Il s'ensuit que {E?, fi,j,N} est un système inductif de monoïdes.

Dé�nition 7.5.2. Soit {Mi, fi,j, I} un système inductif de monoïdes. Soit M un

monoïde et soit {fi : Mi →M}i∈I une collection de morphismes indexée par I avec

la propriété

fi = fj ◦ fi,j pour tout i ≤ j.
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On dira que {M, fi, I} est une limite inductive du système inductif {Mi, fi,j, I} et on
note

{M, fi, I} = lim
−→
{Mi, fi,j, I}

si la propriété suivante est satisfaite

(LI) Propriété universelle de la limite inductive : S'il existe un monoïde N et

des morphismes de monoïdes gi : Mi → N tels que

gi = gj ◦ fi,j pour tout i ≤ j,

alors il existe un et un seul morphisme de monoïdes g : M → N tel que gi =

g ◦ fi.

La limite inductive de {Mi, fi,j, I} existe toujours et elle est unique au sens

suivant : si {M, fi, I} et {M ′, f ′i , I} sont deux limites, alors il existe un et un seul

isomorphisme de monoïdes f : M → M ′ tel que f ′i = f ◦ fi pour tout i ∈ I (voir le

chapitre 1 de [18]).

7.5.1 Limite inductive de {E?, fi,j,N}

Dans cette sous-section, nous allons construire la limite inductive de {E?, fi,j,N}
(où fi,j : E? → E? est donnée dans l'exemple 7.5.1) que l'on notera E.

On pose F = {(w, i); w ∈ E?, i ∈ N} et on dé�nit une relation ∼ sur F comme

suit :

(w, i) ∼ (w′, j) si w′ = ϕj−i(w),

pour tous (w, i), (w′, j) ∈ F avec i ≤ j. Il est facile de voir que la relation ∼ est une

relation d'équivalence. On note par [w, i] la classe d'équivalence de (w, i) et on pose

E = {[w, i]; w ∈ E?, i ∈ N} .

Soient [w, i] et [w′, j] deux éléments de E. On dé�nit le produit de [w, i] et [w′, j] par

[w, i][w′, j] = [ϕk−i(w), k][ϕk−j(w′), k]

= [ϕk−i(w)ϕk−j(w′), k]
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pour tout entier k avec k ≥ max{i, j}. On montre facilement que cette opération est

bien dé�nie, que E muni de ce produit est un monoïde, et qu'il admet [ε, 0] comme

élément neutre.

Soit i ∈ N. On considère l'application fi : E? → E dé�nie par

fi(w) = [w, i] (w ∈ E?).

On note tout d'abord que fi est un morphisme de monoïdes pour chaque i ∈ N car

pour tous w,w′ ∈ E?, on a

fi(ww
′) = [ww′, i] = [w, i][w′, i] = fi(w)fi(w

′).

De plus, pour tout i ≤ j on a

fj ◦ fi,j(w) = fj(ϕ
j−i(w)) = [ϕj−i(w), j] = [w, i] = fi(w),

par la dé�nition de la relation d'équivalence. Par conséquent, on a

fj ◦ fi,j = fi pour tout i ≤ j.

Lemme 7.5.3. La collection {E, fi,N} est une limite inductive du système {E?, fi,j,N}.

Démonstration: Soit N un monoïde et soient gi : E? → N (i ∈ N) des mor-

phismes de monoïdes tels que gi = gj ◦ fi,j pour tout i ≤ j.

On considère la fonction g : E → N dé�nie par

g([w, i]) = gi(w) pour tout [w, i] ∈ E.

On note tout d'abord que g est bien dé�nie car si [w, i] = [w′, j] avec i ≤ j alors on

a w′ = ϕj−i(w). Il s'ensuit que

gi(w) = gj(ϕ
j−i(w)) = gj(w

′).

Cette observation jointe à la dé�nition implique que g est un morphisme de monoïdes.

On note aussi que

gi = g ◦ fi (i ∈ N).
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Pour conclure, il reste à montrer l'unicité de g. Pour cela, on suppose que g′ : E → N

est un morphisme satisfaisant gi = g′ ◦ fi pour chaque i ∈ N. Alors, on a

g′([w, i]) = g′(fi(w)) = gi(w) = g([w, i]) (w ∈ E?, i ∈ N).

D'où g = g′ et la conclusion suit.

Soit ι : E? ↪→ E le morphisme injectif dé�nie par

ι(w) = [w, 0] (w ∈ E?)

Grâce à cette injection, nous identi�ons E? au sous-ensemble de E donné par

E? = {[w, 0]; w ∈ E?} .

Ainsi avec cette nouvelle notation, le morphisme de Fibonacci est dé�ni comme suit

ϕ : E? → E?

[w, 0] 7→ [ϕ(w), 0]

On étend maintenant la notion de pré�xe dans E.

Dé�nition 7.5.4. Soient u, w ∈ E. On dira que u est un pré�xe de w s'il existe

v ∈ E tel que

w = uv.

Tout comme dans le monoïde E?, le pré�xe dans E dé�nit une relation d'ordre

sur E c'est-à-dire une relation binaire ré�exive, antisymétrique et transitive.

Exemple 7.5.5.

• [a, 1] est un pré�xe de a car

a = [a, 0] = [ϕ(a), 1] = [ab, 1] = [a, 1][b, 1].

• [b, 1] et [b, 2] sont des pré�xes de b car

b = [b, 0] = [a, 1] = [ab, 2] = [a, 2][b, 2] = [b, 1][b, 2]

et

[b, 1] = [a, 2] = [ab, 3] = [a, 3][b, 3] = [b, 2][b, 3].



7. MATRICES ASSOCIÉES AUX PRÉFIXES DU MOT DE FIBONACCI 117

7.5.2 Extension du morphisme de Fibonacci à E

Proposition 7.5.6. Il existe un et un seul automorphisme de monoïdes Φ : E → E

tel que

Φ([w, 0]) = [ϕ(w), 0] (w ∈ E?).

Pour cet automorphisme, on a

Φ([w, i]) = [ϕ(w), i] et Φ−1([w, i]) = [w, i+ 1] (w ∈ E?, i ∈ N).

Démonstration: Soit i ∈ N. On considère l'application gi : E? → E dé�nie par

gi(w) = [ϕ(w), i] (w ∈ E?).

C'est un morphisme de monoïdes. De plus, pour tout w ∈ E? et tout j ∈ N avec

i ≤ j, on a

gj ◦ fi,j(w) = gj(ϕ
j−i(w)) = [ϕ(ϕj−i(w)), j] = [ϕj−i(ϕ(w)), j] = [ϕ(w), i] = gi(w)

D'où gj ◦ fi,j = gi pour tout i ≤ j.

Pour cette collection {E, gi, N}, la propriété universelle de la limite inductive

nous garantit l'existence d'un unique morphisme de monoïdes Φ : E → E tel que

gi = Φ ◦ fi pour tout entier i ≥ 0. Donc, pour tout w ∈ E? et tout i ∈ N on a

Φ([w, i]) = Φ ◦ fi(w) = gi(w) = [ϕ(w), i].

Nous allons maintenant montrer que le morphisme Φ ainsi dé�ni est un automor-

phisme c'est-à-dire montrer que Φ est bijective.

Pour cela, on considère la fonction g : E → E dé�nie par

g([w, i]) = [w, i+ 1] = fi+1(w) (w ∈ E?, i ∈ N).

On note tout d'abord que g est un bien dé�nie car si [w, i] = [w′, j] avec i ≤ j, alors

on a w′ = ϕj−i(w). Il s'ensuit que

[w′, j + 1] = [ϕj−i(w), j + 1] = [w, i+ 1].
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Par ailleurs, comme fi est un morphisme pour tout i ∈ N, on en déduit que g est un

morphisme de monoïdes. De plus, pour tout w ∈ E? et tout i ∈ N on a

g ◦ Φ([w, i]) = g([ϕ(w), i]) = [ϕ(w), i+ 1] = [w, i]

et

Φ ◦ g([w, i]) = Φ([w, i+ 1]) = [ϕ(w), i+ 1] = [w, i]

D'où Φ est bijective et pour tout [w, i] ∈ E on a

Φ−1([w, i]) = g([w, i]) = [w, i+ 1]

Pour conclure, il reste à montrer que Φ est entièrement déterminée par la condition

Φ([w, 0]) = [ϕ(w), 0] (w ∈ E?).

Comme Φ est un morphisme et que E? est engendré par a et b comme monoïde, il

su�t de prouver que pour tout entier i ≥ 1, on a

Φ ([a, i]) = [ϕ(a), i] et Φ([b, i]) = [ϕ(b), i], (7.5.1)

sachant que Φ (a) = [ϕ(a), 0] et Φ (b) = [ϕ(b), 0].

Si on suppose que les égalités de (7.5.1) sont véri�ées pour un certain entier i ≥ 0,

on a

Φ([a, i+ 1]) = Φ([b, i]) = [ϕ(b), i] = [a, i] = [ϕ(a), i+ 1]

et

Φ([ab, i+ 1]) = Φ([a, i]) = [ϕ(a), i] = [ab, i] = [ϕ(ab), i+ 1].

Comme Φ est un morphisme et [ϕ(ab), i+ 1] = [ϕ(a), i+ 1][ϕ(b), i+ 1], on en déduit

que

Φ([a, i+ 1])Φ([b, i+ 1]) = Φ([a, i+ 1])[ϕ(b), i+ 1].

En utilisant les propriétés de cancellation à gauche dans E?, on obtient

Φ([b, i+ 1]) = [ϕ(b), i+ 1].
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La conclusion s'ensuit.

On désigne par Φ|E? la restriction de l'automorphisme Φ sur E?.

Corollaire 7.5.7. Le morphisme de Fibonacci

ϕ : E? → ϕ(E?)

[w, 0] 7→ [ϕ(w), 0]
est bijectif.

Plus précisément, on a

Φ|E? = ϕ.

7.5.3 Pré�xes du mot de Fibonacci dans E.

On dé�nit d'abord la suite généralisée des mots de Fibonacci (wi)i∈Z en posant

wi := Φi(a) (i ∈ Z).

Alors (wi)i≥−1 est la suite usuelle des mots de Fibonacci dans E?. On note que

w−i = Φ−i([a, 0]) = [a, i] = [w0, i] (i ∈ N).

Lemme 7.5.8. Pour tout i ∈ Z, on a

wi+1 = wiwi−1. (7.5.2)

En particulier, l'élément wi est un pré�xe de wi+1 pour tout i ∈ Z.

Démonstration: Soit i ∈ Z. Comme a = [a, 1][a, 2] on a

wi+1 = Φi+1([a, 1][a, 2]) = Φi+1([a, 1])Φi+1([a, 2])

= Φi+1(Φ−1(a))Φi+1(Φ−2(a))

= Φi(a)Φi−1(a)

= wiwi−1.

La conclusion s'ensuit.
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Par transitivité, on en déduit que wi est un pré�xe de wj pour toute paire d'entiers

i, j ∈ Z avec i ≤ j. Cela justi�e d'étendre de la manière suivante la notion de pré�xe

du mot de Fibonacci w∞ dans E.

Dé�nition 7.5.9. Soit w ∈ E. On dira que w est un pré�xe de w∞ dans E s'il existe

un entier i ∈ Z tel que w soit un pré�xe de wi.

Donc, tous les wi avec i ∈ Z sont des pré�xes de w∞. En particulier, w−1 = b

est un pré�xe de w∞ dans E mais ce n'en est pas un dans E?. On appellera pré�xe

fractionnaire de w∞ tout pré�xe de w∞ qui ou bien n'appartient pas à E?, ou bien

appartient à E? mais n'est pas un pré�xe de w∞ dans E?. Ainsi, wi est un pré�xe

fractionnaire w∞ pour tout entier i ≤ −1.

Exemple 7.5.10 (Exemples de pré�xes fractionnaires de w∞). On a

i) w1w−1 = abb est un pré�xe de w∞ car w2 = w1w0 = w1w−1w−2

ii) w2
1 = abab est un pré�xe de w∞ car w2

1 = w2w−1 et w3 = w2w−1w−2w−1.

iii) w2
0 = aa est un pré�xe de w∞ car w2

0 = w1w−2 et w2 = w1w−2w−3w−2.

La proposition suivante caractérise les pré�xes w∞.

Proposition 7.5.11. Soit w ∈ E. L'élément w est un pré�xe de w∞ si et seulement

si il existe un couple (k, `) ∈ N× N et un mot w ∈ P (w`) tels que

w = [w, k].

Démonstration: Soit(k, `) ∈ N× N et soit w′ ∈ E? tel que w` = ww′.

Si ` ≥ k, on a

[w, k][w′, k] = [ww′, k] = [w`, k] = [ϕ`(w0), k] = [ϕ`−k(w0), 0] = [w`−k, 0] = w`−k

Si ` < k. Alors w` ∈ P (wk), par suite il existe w′′ ∈ E? tel que wk = ww′′.

[w, k][w′′, k] = [ww′′, k] = [wk, k] = [ϕk(w0), k] = [w0, 0] = w0
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Par conséquent, [w, k] est un pré�xe de w∞.

Soit w = [w, k] ∈ E un pré�xe de w∞. Il existe i ∈ N et [w′, k′] ∈ E

wi = [w, k][w′, k′].

On pose m = max{k, k′}, il découle de la dé�nition du produit que

[wi, 0] = [ϕm−k(w)ϕm−k
′
(w′),m] = [ϕm+k(w)ϕm+2k−k′(w′),m+ 2k]

Il s'ensuit que

ϕm+k(w)ϕm+2k−k′(w′) = ϕm+2k(wi) = ϕm+k(wi+k).

D'où ϕm+k(w) est un pré�xe de ϕm+k(wi+k), par conséquent w est un pré�xe de wi+k.

La conclusion suit.

On conclut avec une caractérisation plus pratique des pré�xes de w∞.

Théorème 7.5.12. Soit w ∈ E. Le mot w est un pré�xe de w∞ si et seulement si

il existe une suite (k1, k2, . . . , kp) d'entiers avec k1 > k2 > · · · > kp et ki ≥ ki+1 + 2

pour tout 1 ≤ i ≤ p− 1, telle que

w = wk1wk2 · · ·wkp .

Démonstration: Soit (k1, k2, . . . , kp) une suite d'entiers comme dans le théorème.

On choisit k ∈ N tel que k′i := k+ki ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ p. Puis on pose ` = k′1 +1.

Alors, on a

` > k′1 > k′2 > · · · > k′p ≥ 0 et k′i ≥ k′i+1 + 2 pour i = 1, . . . , p− 1,

et, en vertu de la remarque qui suit le lemme 7.4.3, on obtient

w := wk′1wk′2 · · ·wk′p ∈ P (w`).

Par suite,

[w, k] = [wk′1wk′2 · · ·wk′p , k] = wk′1−kwk′2−k · · ·wk′p−k = wk1wk2 · · ·wkp
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est un pré�xe de w∞.

Réciproquement, soit w un pré�xe de w∞. Il existe un couple (k, `) ∈ N × N et

un pré�xe w ∈ P (w`) tels que

w = [w, k].

Pour ce pré�xe w, le lemme 7.4.3 assure l'existence d'une suite d'entiers positifs

` > k′1 > k′2 > · · · > kp ≥ 0 avec k′i ≥ k′i+1 + 2 pour i = 1, . . . , p− 1 telle que

w = wk′1wk′2 · · ·wk′p .

Il s'ensuit que

w = [w, k] = wk′1−kwk′2−k · · ·wk′p−k = wk1wk2 · · ·wkp ,

où ki = k′i − k pour tout 1 ≤ i ≤ p− 1. Cela démontre le théorème.

7.5.4 Extension de la notion de taille

L'objectif de cette sous-section est d'étendre la notion de taille à E et de montrer

que son image est l'ensemble Z[γ]≥0 des éléments ≥ 0 de Z[γ].

Proposition 7.5.13. Il existe un et un seul morphisme de monoïdes

taille : E → Z[γ]≥0

tel que

taille([w, 0]) = taille(w) (w ∈ E?).

De plus, pour tout w ∈ E? et tout i ∈ N on a

taille([w, i]) =
taille(w)

γi

Démonstration: Soit i ∈ N. On considère l'application gi : E? → Z[γ]≥0 dé�nie

par

gi(w) =
taille(w)

γi
(w ∈ E?).
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Clairement gi est un morphisme de monoïdes. De plus, pour tout w ∈ E? et tous

i, j ∈ N avec i ≤ j, on a

gj ◦ fi,j(w) = gj(ϕ
j−i(w)) =

taille(ϕj−i(w))

γj
=
γj−i taille(w)

γj
=

taille(w)

γi
= gi(w)

Donc, on a gj ◦ fi,j = gi pour tout i ≤ j. Ainsi la propriété universelle de la limite

inductive nous assure d'un unique morphisme de monoïdes que l'on notera taille :

E → Z[γ]≥0 tel que

gi = taille ◦fi (i ∈ N).

Par conséquent, pour tout w ∈ E? on a

taille([w, i]) = taille ◦fi(w) = gi(w) =
taille(w)

γi
.

Donc en prenant i = 0, on obtient taille([w, 0]) = taille(w) pour tout w ∈ E?.

Il reste à montrer que la taille ainsi dé�nie est entièrement déterminée par la

condition

taille([w, 0]) = taille(w) (w ∈ E?).

Comme {[w, i]; w ∈ E?} est le monoïde engendré par w−i = [a, i] et w−i−1 = [b, i], il

su�t de prouver que pour tout entier i ≥ 0, on a

taille(w−i) =
1

γi
, (7.5.3)

sachant que taille(w0) = taille(a) = 1 et taille(w−1) = taille(b) = 1/γ

Si on suppose que les égalités de (7.5.3) sont véri�ées pour un certain entier

i = 0, . . . , j avec j ≥ 1, on a

taille (w−j+1) = taille(w−jw−j−1) = taille(w−j) + taille(w−j−1)

il s'ensuit que

taille(w−j−1) =
1

γj−1
− 1

γj
=

1

γi+1
.

La conclusion suit.

La réunion des propositions précédentes admet la conséquence suivante.
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Corollaire 7.5.14. On a

taille(Φ([w, i])) = γ taille([w, i]) (w ∈ E?, i ∈ N).

Démonstration: Soit w ∈ E? et soit i un entier avec i ≥ 0, on a

taille(Φ([w, i])) = taille([ϕ(w), i]) =
taille(ϕ(w))

γi
=
γ taille(w)

γi
= γ taille([w, i]).

On conclut avec le résultat suivant qui étend le théorème 7.2.2 et qui constitue

le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 7.5.15. Pour tout α ∈ Z[γ]≥0, il existe un et un seul pré�xe w ∈ E de

w∞ tel que

α = taille(w).

On dira que w est le pré�xe de w∞ de taille α.

Démonstration: Soit α ∈ Z[γ] avec α ≥ 0. Il existe un entier i ∈ N tel que

0 ≤ α

γi
< 1.

Si on pose β = α/γi, il s'ensuit que β ∈ K. Donc le théorème 7.2.2 nous assure

l'existence d'un entier ` ≥ 1 et d'un mot w ∈ P (w`) tels que β = taille(w)/γ`. Par

conséquent, on a

α =
taille(w)

γ`−i

Si `− i ≤ 0, on déduit du lemme 7.2.1 que

α = γi−` taille(w) = taille(ϕi−`(w)) = taille([ϕi−`(w), 0]).

Si `− i > 0, il s'ensuit que

α =
taille(w)

γ`−i
= taille([w, `− i]).
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On déduit de la proposition 7.5.11 que [ϕi−`(w), 0] si i ≥ ` et [w, ` − i] si i < ` sont

des pré�xes de w∞.

Pour conclure, il reste à montrer l'unicité de w.

Pour cela, on suppose qu'il existe w′ = [w′, k′] avec w′ ∈ P (w`′) tel que

taille(w) = taille(w′)

Quitte k par k′ et w par w′, on supposer sans perte de généralité que k ≥ k′. Il s'ensuit

que

taille(w) = γk−k
′
taille(w′) = taille(ϕk−k

′
(w′)).

Par ailleurs, comme la taille est injective sur P (wh) pour tout h ≥ 1, on a

ϕk−k
′
(w′) = w.

Par conséquent, on a

w′ = [w′, k′] = [ϕk−k
′
(w′), k] = [w, k] = w,

et la conclusion suit.

7.6 Morphisme de E vers Mat2×2(A)

Rappelons que A = Q[X(0),X(−1)] et que, pour tout k ∈ Z, les matrices Wk

dé�nies à la section 6.3 par

Wk := X(k)Mk

satisfont la relation de récurrence

Wk+2 =Wk+1Wk (k ∈ Z). (7.6.1)

Soit i ∈ N. On considère le morphisme de monoïdes

gi : E? → Mat2×2(A)
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dont la restriction à E est donnée par

gi(a) =W−i et gi(b) =W−i−1

On note tout d'abord que

gi(wk) =Wk−i (k ∈ Z). (7.6.2)

Cette relation se démontre par récurrence en utilisant la relation wk+1 = wkwk−1 pour

tout k ∈ Z avec w−1 = b et w0 = a jointe à la relation (7.6.1).

Nous allons maintenant montrer que pour tout (i, j) ∈ N2 avec i ≤ j, on a

gi = gj ◦ fi,j

où fi,j : E? → E? est donnée dans l'exemple 7.5.1.

En e�et : Soit (i, j) ∈ N2 avec i ≤ j, on note tout d'abord que

gj ◦ fi,j(b) = gj(ϕ
j−i(w−1)) = gj(wj−i−1) =W−j+(j−i−1) =W−i−1 = gi(b)

et

gj ◦ fi,j(a) = gj(ϕ
j−i(w0)) = gj(wj−i) =W−j+(j−i) =W−i = gi(a)

Par ailleurs, comme gi est un morphisme, il s'ensuit que

gi(w) = gj ◦ fi,j(w) pour tout w ∈ E? et tout i ≤ j.

Donc, pour cette collection {Mat2×2(A), gi, N}, la propriété universelle de la

limite inductive assure l'existence d'un unique morphisme

Ψ : E → Mat2×2(A)

tel que

gi = Ψ ◦ fi (i ∈ N).

Lemme 7.6.1. Pour tout i ∈ Z, on a

Ψ(wi) =Wi.
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Démonstration: Soient i ∈ Z et k ∈ N tels que i + k ≥ 0. Par dé�nition, on a

wi = [wi+k, k], donc

Ψ(wi) = Ψ([wi+k, k]) = (Ψ ◦ fk)(wi+k)

= gk(wi+k) =Wi (grâce à (7.6.2)).

7.6.1 Matrice associée à un pré�xe de w∞

On commence par introduire la notion suivante.

Dé�nition 7.6.2. Soit U ∈ Mat2×2(A). On dira que U est associée à un pré�xe de w∞

s'il existe un pré�xe w de w∞ tel que U = Ψ(w) c'est-à-dire, s'il existe (k, `) ∈ N×N
et w ∈ P (w`) tels que

U = gk(w) = Ψ([w, k]). (7.6.3)

Nous illustrons cette dé�nition par quelques exemples.

Exemple 7.6.3.

• La matrice W2
0 est associée à un pré�xe de w∞ car

g2(w3w0) = g2(w3)g2(w0) =W1W−2 =W2
0

et w3w0 ∈ P (w4). On a W2
0 = Ψ([w3w0, 2]).

• Pour tout n ∈ N, la matrice W2nW−2n est associée à un pré�xe de w∞ car

Ψ([w4nw0, 2n]) = g2n(w4n)g2n(w0) =W2nW−2n,

et w4nw0 ∈ P (w4n+1).

• La matrice W2nW2n−2W−2n est associée à un pré�xe de w∞ car

Ψ([w4nw4n−2w0, 2n]) = g2n(w4n)g2n(w4n−2)g2n(w0) =W2nW2n−2W−2n

et w4nw4n−2w0 ∈ P (w4n+1).
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Le prochain résultat caractérise les matrices associées aux pré�xes de w∞.

Théorème 7.6.4. Soit U ∈ Mat2×2(A). La matrice U est associée à un pré�xe de w∞

si et seulement si il existe une suite (k1, k2, . . . , kp) d'entiers avec k1 > k2 > · · · > kp

et ki ≥ ki+1 + 2 pour tout 1 ≤ i ≤ p− 1 telle que

U = Ψ(wk1wk2 · · ·wkp) =Wk1Wk2 · · ·Wkp .

Pour une telle matrice, on a det(U) = 1.

Démonstration: Selon le théorème 7.5.12 les pré�xes de w∞ sont les produits

w := wk1wk2 · · ·wkp où (k1, k2, . . . , kp) est comme dans l'énoncé du théorème. Les

matrices qui correspondent à ces pré�xes sont leurs images sous Ψ. Cela justi�e la

première a�rmation. La seconde s'ensuit car det(Wk) = 1 pour tout k ∈ Z.

7.6.2 Taille des matrices associées à un pré�xe de w∞

Rappelons que pour tout α = m+ n/γ ∈ Z[γ], on dé�nit

Xα =
(
X

(0)
0

)m (
X

(−1)
0

)n
∈ S?.

On commence par les estimations suivantes.

Théorème 7.6.5. Soit w un pré�xe de w∞, et soit α = m + n/γ ∈ Z[γ]≥0 sa taille.

On a

trace(Ψ(w)) ∼ 3m+nXα et (ξ,−1)Ψ(w)J ∼ 1

3m+n
X−α(1, ξ).

Démonstration: D'après le théorème 7.6.4, il existe une suite décroissante d'en-

tiers k1 > . . . > k` avec ki ≥ ki+1 + 2 (1 ≤ i ≤ `− 1) telle que

w = wk1wk2 · · ·wkp .

Alors Ψ(w) =Wk1Wk2 · · ·Wk` et le théorème 6.3.3 livre

Ψ(w) ∼ 3`−1X
(k1)
0 X

(k2)
0 · · ·X(k`)

0

(
1 ξ
ξ ξ2

)
Mk`
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et (ξ,−1)Ψ(w)J ∼ 1

3`

(
X

(k1)
0 X

(k2)
0 · · ·X(k`)

0

)−1
(ξ,−1)J.

De plus, comme le pré�xe w s'écrit wk1wk2 · · ·wkp , sa taille est m + n/γ =
∑`

i=1 γ
ki ,

donc m+ n =
∑`

i=1 f(ki + 1). Puisque le lemme 6.3.2 donne

X
(j)
0 ∼ 3f(j+1)−1

(
X

(0)
0

)f(j) (
X

(0)
0

)f(j−1)
= 3f(j+1)−1Xγj

pour tout j ∈ Z, on en déduit que

X
(k1)
0 X

(k2)
0 · · ·X(k`)

0 ∼ 3m+n−`Xα.

En�n, comme

trace

((
1 ξ
ξ ξ2

)
M

)
= trace

((
1 ξ
ξ ξ2

)
MT

)
= 3,

il s'ensuit que

trace(Ψ(w)) ∼ 3`−13m+n−`+1Xα ∼ 3m+nXα

et

(ξ,−1)Ψ(w)J ∼ 1

3`
3−m−n+`X−α(1, ξ) ∼ 1

3m+n
X−α(1, ξ).

Cela démontre le théorème.

Par exemple, en appliquant le théorème avec w = wi pour un entier i quelconque,

on obtient l'estimation suivante.

Corollaire 7.6.6. Pour tout i ∈ Z, on a

(ξ,−1)Ψ(wi)J ∼
1

3f(i+1)
X−γ

i

(1, ξ). (7.6.4)

Par ailleurs, l'estimation de la trace dans le théorème montre que l'application

w 7→ Ψ(w) est injective sur l'ensemble des pré�xes de w∞ dans E. Cela permet de

dé�nir la taille de la matrice U = Ψ(w) associée à un pré�xe w de w∞ comme étant

celle du pré�xe en question :

taille(U) = taille(w).
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Exemple 7.6.7. Comme w2
0 = w1w−2 est un pré�xe de w∞, on trouve

taille(W2
0 ) = taille(w2

0) = 2,

taille(W2W0W−2) = taille(w2w0w−2) = γ2 + 1 + γ−2 = 4,

taille(W4W−4) = taille(w4w−4) = γ4 + γ−4 = 7.

A l'aide de ce concept, le théorème 7.5.15 se reformule en disant que l'application

U 7→ taille(U) établit une bijection entre les matrices associées aux pré�xes de w∞

et les éléments de Z[γ]≥0.



Chapitre 8

Preuve de la conjecture 6.6.4 en degré
au plus 6

Comme les coe�cients des matrices X(−2) et X(1) sont réalisables en degré au plus

2, les neuf produits X
(−2)
` X

(1)
k avec 1 ≤ k, ` ≤ 2 sont réalisables en degré au plus 4.

Contre toute attente, on montre en fait qu'ils sont réalisables en degré au plus 2. Cela

fournit la clé pour les estimations de degré dont nous aurons besoin par la suite. Pour

la preuve de la conjecture 6.6.4 pour d ≤ 6, on construit explicitement, pour chaque

α = m + n/γ de Z[γ] avec |m|+ |n| ≤ d, des éléments non nuls de A≤d + ξA≤d dont

le terme initial du développement asymptotique est un multiple rationnel non nul de

ξjXα avec j = 0, 1, . . . , r
(1)
d (α) où r(1)d (α) est comme dans l'annexe B. On peut donner

une construction uniforme pour tous les α sauf pour α = −6/γ et α = −2 − 2/γ

lorsque d = 6. Dans ces deux cas, la construction est passablement plus compliquée

et requiert des identités additionnelles.

8.1 Estimation du degré des éléments de A

Soit A = Q[X(0),X(−1)]. Rappelons qu'un élément U de A est réalisable en degré

au plus d (notation degU ≤ d) s'il s'écrit sous la forme U = P (X(0),X(−1)) pour un

polynôme P ∈ Q[X,X?] de degré total au plus d. Ces éléments forment un sous-

Q-espace vectoriel de A noté A≤d. Plus généralement, un élément V de A + ξA est

131
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réalisable en degré au plus d (notation degV ≤ d) s'il s'écrit sous la forme U + ξU′

avec U,U′ ∈ A≤d.

8.1.1 Résultat clé et quelques conséquences

Le résultat suivant est la clé pour estimer le degré de nombreux éléments de A.

Théorème 8.1.1. Soient k et ` des entiers avec 0 ≤ k, ` ≤ 2, on a

X
(−2)
` X

(1)
k ∈ A≤2. (8.1.1)

Plus précisément, on a

X
(−2)
` X

(1)
k = X

(0)
` X

(0)
k modulo Q[X(−1)]≤2

Démonstration: Rappelons que pour tout i ∈ Z, on a

X(i) =

(
X

(i)
0 X

(i)
1

X
(i)
1 X

(i)
2

)
(i ∈ Z).

Soient m et n des entiers avec 0 ≤ m,n ≤ 1. Des relations X(1) = X(0)MX(−1) et

X(0) = X(−2)MX(−1), on déduit que

X
(1)
m+n =

(
X(0)
m , X

(0)
m+1

)
M

(
X

(−1)
n

X
(−1)
n+1

)
,

X
(0)
m+n =

(
X(−2)
m ,X

(−2)
m+1

)
M

(
X

(−1)
n

X
(−1)
n+1

)
.

(8.1.2)

En multipliant la première relation de (8.1.2) par X(−2)
j avec (0 ≤ j ≤ 2), on obtient

X
(−2)
j X

(1)
m+n =

(
X

(−2)
j X(0)

m , X
(−2)
j X

(0)
m+1

)
M

(
X

(−1)
n

X
(−1)
n+1

)
. (8.1.3)

On déduit de la relation X(0)JX(−2) = X(−1)M1J que

X
(−2)
j X(0)

m ≡ X
(0)
j X(−2)

m mod(Q[X(−1)]≤1).
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Cette dernière relation jointe à la deuxième égalité de (8.1.3) entraîne que

X
(−2)
j X

(1)
m+n ≡ X

(0)
j

(
X(−2)
m , X

(−2)
m+1

)
M

(
X

(−1)
n

X
(−1)
n+1

)
mod(Q[X(−1)]≤2)

≡ X
(0)
j X

(0)
m+n mod(Q[X(−1)]≤2),

d'où le théorème.

Le théorème précédant admet la conséquence suivante.

Proposition 8.1.2. Soient k et ` des entiers avec 0 ≤ k, ` ≤ 2, on a

X
(−2)
` X

(2)
k ∈ A≤3 et X

(−3)
` X

(1)
k ∈ A≤3. (8.1.4)

Démonstration: On note tout d'abord que

X(2) = X(0)MX(1) et X(−3) = −X(−1)JX(−2)MJ. (8.1.5)

En multipliant la première égalité de (8.1.5) par X(−2)
` avec (0 ≤ ` ≤ 2) et la deuxième

égalité de (8.1.5) par X(1)
k avec (0 ≤ k ≤ 2), on obtient

X
(−2)
` X(2) = X(0)MX(1)X

(−2)
` et X(−3)X

(1)
k = −X(−1)JX(−2)MJX

(1)
k .

Comme X(i) =

(
X

(i)
0 X

(i)
1

X
(i)
1 X

(i)
2

)
pour tout i ∈ Z, on conclut grâce à (8.1.1) que

X
(−2)
` X

(2)
k ∈ A≤3 et X

(−3)
` X

(1)
k ∈ A≤3 (0 ≤ k, l ≤ 2).

Corollaire 8.1.3. Pour tous entiers h et ` positifs et tout entier ji ∈ {0, 1, 2} avec

1 ≤ i ≤ h, on a

(
X(1)M1

)h (
X(−1)M1

)` h∏
i=1

X
(−3)
ji
∈ Mat2×2 (A≤3h+`) ,
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(
X(2)M

)h (
X(0)M

)` h∏
i=1

X
(−2)
ji
∈ Mat2×2 (A≤3h+`) .

8.1.2 Estimation du degré d'un produit

Rappelons que Q[X,X?] désigne l'anneau des polynômes en les 6 variables

X = (X0, X1, X2) et X? = (X?
0 , X

?
1 , X

?
2 ).

Dé�nition 8.1.4. On dit qu'un polynôme de Q[X,X?] est bi-homogène de bidegré

(d, d?) s'il est séparément homogène de degré d en X et de degré d? en X?.

La technique pour estimer le degré d'un produit M = X
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
dans A

consiste à écrire chaque facteur X
(i)
j avec i ≥ 0 comme un polynôme bihomogène

en X(1), X(0), et chaque facteur X
(i)
j avec i < 0 comme un polynôme bihomogène

en X(−1) et X(−2), puis à appliquer le théorème 8.1.1. Pour ce faire on introduit de

nouveaux triplets de variables

X(1) = (X
(1)
0 , X

(1)
1 , X

(1)
2 ) et X(−2) = (X

(−2)
0 , X

(−2)
1 , X

(−2)
2 ).

On commence par le cas i ≥ 0.

Lemme 8.1.5. Pour chaque i ∈ N, et chaque j = 0, 1, 2, il existe un polynôme Pi,j

dans Q[X(1),X], bi-homogène de bidegré (f(i− 1), f(i− 2)) tel que

X
(i)
j = Pi,j

(
X(1),X(0)

)
.

Démonstration: On procède par récurrence sur i. Les cas i = 0 et i = 1 sont

triviaux. Supposons l'énoncé vrai pour les classes X(i−1)
j et X(i)

j pour j = 01, 2 et un

entier i ≥ 1. Alors la relation

X(i+1) = X(i)MiX
(i−1)
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montre que chaque X
(i+1)
j s'écrit Pi+1,j(X

(1),X(0)) pour un polynôme bi-homogène

Pi+1,j ∈ Q[X(1),X] avec

degX(1) Pi+1,j = f(i− 1) + f(i− 2) = f(i)

degX Pi+1,j = f(i− 3) + f(i− 2) = f(i− 1),

comme requis.

Le cas des X(i)
j avec i < 0 est semblable.

Lemme 8.1.6. Pour chaque entier i > 0 et chaque j = 0, 1, 2, il existe un polynôme

P−i,j dans Q[X?,X(−2)] qui est bi-homogène de bidegré (f(i− 3), f(i− 2)) tel que

X
(−i)
j = P−i,j

(
X(−1),X(−2)) (j = 0, 1, 2).

Démonstration: Les cas i = 1 et i = 2 sont triviaux. Pour la récurrence, on

utilise la relation

X(−i−1) = −JMi+1X
(−i)JX(−i+1).

En supposant le résultat pour les coe�cients de X(−i) et de X(−i+1) pour un entier

i ≥ 2, on trouve que chaque X
(−i−1)
j s'écrit P−i−1,j(X(−1),X(−2)) pour un polynôme

bi-homogène P−i−1,j ∈ Q[X?,X(−2)] avec

degX? P−i−1,j = f(i− 3) + f(i− 4) = f(i− 2),

degX(−2) P−i−1,j = f(i− 2) + f(i− 3) = f(i− 1).

Cela conclut le pas de récurrence.

En combinant le théorème 8.1.1 avec les lemmes 8.1.5 et 8.1.6, on obtient le

résultat suivant.
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Théorème 8.1.7. Tout produit M = X
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
s'écrit comme un polynôme multi-

homogène en
(
X(1),X(0),X(−1),X(−2)). Si (e1, e0, e−1, e−2) désigne le multi-degré d'un

tel polynôme, alors M est réalisable en degré au plus

2 max {e1, e−2}+ e0 + e−1.

Démonstration: Soit M = X
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
un tel produit. On écrit M = M′M

′′
où

M′ et M
′′
sont les produits donnés par

M
′
=

s∏
k=1
ik≥0

X
(ik)
jk

et M
′′

=
s∏

k=1
ik<0

X
(ik)
jk
.

Le lemme 8.1.5 assure l'existence d'un polynôme bi-homogène P ′ ∈ Q[X(1), X] tel

que M
′
= P ′

(
X(1),X(0)

)
tandis que le lemme 8.1.6 fournit un polynôme bi-homogène

P
′′ ∈ Q[X?, X(−2)] tel que M

′′
= P

′′ (
X(−1),X(−2)). Donc

M = P ′
(
X(1),X(0)

)
P
′′ (

X(−1),X(−2))
est représenté par un polynôme multihomogène P .

Maintenant, supposons que (e1, e0, e−1, e−2) soit le multi-degré d'un tel polynôme

P . Comme X(−2)
` , X(1)

k et X(−2)
` X

(1)
k sont réalisables en degré au plus 2 pour tout choix

d'entiers 0 ≤ k, ` ≤ 2, on obtient

deg(M) ≤ 2 max {e1, e−2}+ e0 + e−1.

8.2 Quelques identités dans Mat2×2(A)

Dans cette section, nous établissons quelques formules qui nous serons utiles pour

traiter le cas des exposants −6/γ et −2 − 2/γ en degré 6. On note d'abord l'égalité

matricielle suivante.
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Lemme 8.2.1. Soit k un entier avec 0 ≤ k ≤ 2. Pour tout i ∈ Z et tout ` ∈ N, on a

M`X
(i) = JX(i)M`+1J + 3X

(i)
0 I.

Démonstration: Notons tout d'abord que pour tout i ∈ Z et ` ∈ N, on a

det
(
M`X

(i)
)

= 1 et trace
(
M`X

(i)
)

= 3X
(i)
0 .

Il découle du théorème de Cayley Hamilton que

M`X
(i) = trace

(
M`X

(i)
)
I −

[
det
(
M`X

(i)
)] (

M`X
(i)
)−1

.

Par conséquent, on a

M`X
(i) = 3X

(i)
0 I −

(
M`X

(i)
)−1

= 3X
(i)
0 I + JX(i)M`+1J car

(
M`X

(i)
)−1

= −JX(i)M`+1J

La conclusion suit.

Remarque 8.2.2. En fait le lemme 8.2.1 est vrai pour toute matrice symétrique A

au lieu de X(i). On peut en donner une preuve semblable ou le véri�er directement.

Pour tout i ∈ Z, on dé�nit la matrice Y (i) par

Y (i) := GT
i X

(i)Gi (i ∈ Z).

où Gi =

(
(−1)i+1 3

0 (−1)i+1

)
. Les matrices Y (i) avec (i ∈ Z) sont toutes symétriques

par construction. Donc, si on écrit

Y (i) =

(
Y

(i)
0 Y

(i)
1

Y
(i)
1 Y

(i)
2

)
,

alors un calcul simple montre que

Y
(i)
k =


X

(i)
0 si k = 0,

X
(i)
1 + 3(−1)i+1X

(i)
0 si k = 1,

X
(i)
2 + 6(−1)i+1X

(i)
1 + 9X

(i)
0 si k = 2.
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Par conséquent, on a

Y
(i)
k ∼ (ξ + 3(−1)i+1)kX

(i)
0 (0 ≤ k ≤ 2). (8.2.1)

Le prochain résultat lie les coe�cients des matrices Y (i−3), X(i−2), X(i−1) et X(i).

Proposition 8.2.3. Pour tout choix d'entiers i, k et ` avec 0 ≤ k ≤ 2, on a

(
M`X

(i−1))X(i−2)
k − X

(i)
k I =

(
JX(i−1)M`+1J

)
X

(i−2)
k + Y

(i−3)
k I.

La preuve de la proposition utilise le lemme suivant.

Lemme 8.2.4. Pour tout i ∈ Z et tout entier k avec 0 ≤ k ≤ 2, on a

3X
(i−2)
k X

(i−1)
0 − X

(i)
k = Y

(i−3)
k .

Démonstration: La relation X(i) = 3X
(i−2)
0 X(i−1) − X(i−3) signi�e que

X
(i)
k = 3X

(i−2)
0 X

(i−1)
k − X

(i−3)
k (0 ≤ k ≤ 2).

Par conséquent, on a

3X
(i−2)
k X

(i−1)
0 − X

(i)
k = X

(i−3)
k + 3X

(i−2)
k X

(i−1)
0 − 3X

(i−2)
0 X

(i−1)
k (0 ≤ k ≤ 2).

(8.2.2)

En substituant k = 0 dans l'égalité (8.2.2), on obtient

3X
(i−2)
0 X

(i−1)
0 − X

(i)
0 = X

(i−3)
0 = Y

(i−3)
0 .

Par ailleurs, il découle de la relation X(i−1)JX(i−2) = X(i−3)Mi+1J que

(−1)iX
(i−3)
0 = X

(i−1)
0 X

(i−2)
1 − X

(i−1)
1 X

(i−2)
0 (8.2.3)

3X
(i−3)
0 + 2(−1)iX

(i−3)
1 = X

(i−1)
0 X

(i−2)
2 − X

(i−1)
2 X

(i−2)
0 . (8.2.4)

Le cas k = 1 découle directement de la relation (8.2.2) appliquée k = 1 jointe à la

relation (8.2.3) tandis que le cas k = 2 suit des relations (8.2.2) et (8.2.4).
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Démonstration: (Proposition 8.2.3)

On déduit du lemme 8.2.1 que

(
M`X

(i−1))X(i−2)
k − X

(i)
k I =

(
JX(i−1)M`+1J

)
X

(i−2)
k + 3X

(i−2)
k X

(i−1)
0 I − X

(i)
k I

=
(
JX(i−1)M`+1J

)
X

(i−2)
k + Y

(i−3)
k I ( lemme 8.2.4).

Proposition 8.2.5. Pour tout i ∈ Z et tout entier k avec 0 ≤ k ≤ 2, on a

(
X(i+1)

)
X

(i+1)
k −

(
Wi+1X

(i−1))X(i)
k = 2(−1)i (WiJ)X

(i)
k −

(
X(i)
)
Y

(i−3)
k +

(
X(i−2))X(i−2)

k .

Pour la preuve, on utilise le lemme suivant

Lemme 8.2.6. Soit k un entier avec 0 ≤ k ≤ 2. Pour tout i ∈ Z, on a

X(i)X
(i+1)
k − X(i+1)X

(i)
k = X(i−2)X

(i)
k − X(i)X

(i−2)
k . (8.2.5)

Wi−1

(
X(i)X

(i+1)
k − X(i+1)X

(i)
k

)
= X(i−2)X

(i−2)
k − X(i)Y

(i−3)
k . (8.2.6)

Démonstration: On déduit de la relation X
(i+1)
k = 3X

(i−1)
0 X

(i)
k − X

(i−2)
k que

X(i)X
(i+1)
k = X(i)

(
3X

(i−1)
0 X

(i)
k − X

(i−2)
k

)
=
(

3X
(i−1)
0 X(i)

)
X

(i)
k − X(i)X

(i−2)
k

=
(
X(i+1) + X(i−2))X(i)

k − X(i)X
(i−2)
k

= X(i+1)X
(i)
k + X(i−2)X

(i)
k − X(i)X

(i−2)
k .

Cela démontre la première égalité du lemme.

Il résulte de l'egalite 8.2.5 que

Wi−1

(
X(i)X

(i+1)
k − X(i+1)X

(i)
k

)
= X(i−1)Mi−1

(
X(i−2)X

(i)
k − X(i)X

(i−2)
k

)
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=Wi−1

(
X(i−2)X

(i)
k − X(i−2)Mi−2X

(i−1)X
(i−2)
k

)
= −Wi−1X

(i−2)
[(
Mi−2X

(i−1))X(i−2)
k − X

(i)
k I
]

= −X(i)
[(
Mi−2X

(i−1))X(i−2)
k − X

(i)
k I
]

En posant ` = i− 2 dans la proposition 8.2.3, on en déduit que

Wi−1

(
X(i)X

(i+1)
k − X(i+1)X

(i)
k

)
= −X(i)

[(
JX(i−1)Mi−1J

)
X

(i−2)
k + Y

(i−3)
k I

]
= X(i−2)X

(i−2)
k − X(i)Y

(i−3)
k

car on a X(i)JWi−1J = −X(i−2). Cela démontre la deuxième égalité.

Démonstration: (Proposition 8.2.5)

De la relation Mi+1 = Mi + 2(−1)i+1J , on trouve que(
X(i+1)

)
X

(i+1)
k −

(
Wi+1X

(i−1))X(i)
k =

(
X(i+1)

)
X

(i+1)
k −

(
X(i+1)Mi+1X

(i−1))X(i)
k

=
(
X(i+1)

)
X

(i+1)
k −

(
X(i+1)(Mi + 2(−1)i+1J)X(i−1))X(i)

k

=
(
X(i+1)

)
X

(i+1)
k −

(
X(i+1)MiX

(i−1))X(i)
k

− 2(−1)i+1
(
X(i+1)JX(i−1))X(i)

k

=Wi−1

(
X(i)X

(i+1)
k − X(i+1)X

(i)
k

)
+ 2(−1)i (WiJ)X

(i)
k

(grâce à égalité 8.2.6 ) =
(
X(i−2))X(i−2)

k −
(
X(i)
)
Y

(i−3)
k + 2(−1)i (WiJ)X

(i)
k

8.3 Construction d'éléments de A + ξA

Soit (a, b, c) ∈ N3 et soit j un entier avec 0 ≤ j ≤ a + b + c. La notation((
X

(0)
?

)a (
X

(−1)
?

)b (
X

(−2)
?

)c)
2j

représente le produit

X
(0)
h1
· · ·X(0)

ha
X

(−1)
i1
· · ·X(−1)

ib
X

(−2)
k1
· · ·X(−2)

kc
,
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où 0 ≤ h1 ≤ · · · ≤ ha ≤ i1 ≤ · · · ≤ ib ≤ k1 ≤ · · · ≤ kc ≤ 2 sont des entiers pairs en

ordre croissant égaux à 0 ou 2 de somme

h1 + · · ·+ ha + i1 + · · ·+ ib + k1 + · · ·+ kc = 2j.

Cette écriture étant unique, on a((
X(0)
?

)a (
X(−1)
?

)b (
X(−2)
?

)c)
2j
∼ ξ2j

(
X

(0)
0

)a (
X

(−1)
0

)b (
X

(−2)
0

)c
La construction suivante permettra de traiter presque tous les cas de la conjecture

6.6.4 en degré au plus 6.

Proposition 8.3.1. Fixons (e2, e1, e0, e−1, e−2) ∈ N5 et (f0, f−1, f−2) ∈ N3. Pour tout

entier j ∈ N avec 0 ≤ j ≤ f0 + f−1 + f−2, les éléments P2j et P2j+1 de A+ ξA dé�nis

par l'égalité matricielle

(P2j, P2j+1) = (ξ,−1)Ψ(we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−1

−1 w
e−2

−2 )J
((

X(0)
?

)f0 (
X(−1)
?

)f−1
(
X(−2)
?

)f−2
)
2j

sont réalisables en degré au plus

2 max{e2 + e1, e−2 + f−2}+ e2 + e0 + e−1 + f0 + f−1.

De plus, si we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−1

−1 w
e−2

−2 est un pré�xe de w∞, alors pour tout i = 0, 1, on a

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

3u+v+f−2

(
X

(0)
0

)f0+f−2−u (
X

(−1)
0

)f−1−f−2−v

où u et v sont les entiers donnés par

u = 2e2 + e1 + e0 + e−2 et v = e2 + e1 + e−1 − e−2.

Démonstration: Soit j ∈ N avec 0 ≤ j ≤ f0 + f−1 + f−2. On a (P2j, P2j+1) =

(ξ,−1)G2j où G2j désigne la matrice

G2j =We2
2 We1

1 We0
0 W

e−1

−1 W
e−2

−2 J
((

X(0)
?

)f0 (
X(−1)
?

)f−1
(
X(−2)
?

)f−2
)
2j
.
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En vertu du lemme 8.1.5, les coe�cients de la matrice

We2
2 We1

1 We0
0 =

(
X(2)M

)e2 (
X(1)M1

)e1 (
X(0)M

)e0
sont des polynômes bi-homogènes en X(1) et X(0) de degré t1 en X(1) et t′0 en X(0) avec

t1 = e2 + e1 et t′0 = e2 + e0.

D'autre part, chaque coe�cient de la matrice

We−1

−1 W
e−2

−2 =
(
X(−1)M1

)e−1
(
X(−2)M

)e−2

est un polynôme bi-homogène en X(−1) et X(−2) de bidegré (e−1, e−2). Il s'ensuit que

les coe�cients de G2j sont des polynômes multihomogènes en X(1), X(0), X(−1) et X(−2)

de multi-degré (t1, t0, t−1, t−2) avec

t1 = e2 + e1, t0 = t′0 + f0 = e2 + e0 + f0, t−1 = e−1 + f−1 et t−2 = e−2 + f−2.

Alors, selon le théorème 8.1.7, les coe�cients de G2j sont réalisables en degré au plus

2 max{t1, t−2}+ t0 + t−1 = 2 max{e2 + e1, e−2 + f−2}+ e2 + e0 + f0 + e−1 + f−1.

Comme (P2j, P2j+1) = (ξ,−1)G2j, la première a�rmation suit.

Maintenant, on suppose que we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−1

−1 w
e−2

−2 est un pré�xe de w∞. Comme

sa taille est u+ v/γ, on déduit du théorème 7.6.5 que

(ξ,−1)We2
2 We1

1 We0
0 W

e−1

−1 W
e−2

−2 J ∼
1

3u+v

(
X

(0)
0

)−u (
X

(−1)
0

)−v
(1, ξ),

Cela implique que

(P2j, P2j+1) ∼
1

3u+v

(
X

(0)
0

)−u (
X

(−1)
0

)−v ((
X(0)
?

)f0 (
X(−1)
?

)f−1
(
X(−2)
?

)f−2
)
2j

(1, ξ)

∼ 1

3u+v

(
X

(0)
0

)−u (
X

(−1)
0

)−v (
ξ2j
(
X

(0)
0

)f0 (
X

(−1)
0

)f−1
(
X

(−2)
0

)f−2
)

(1, ξ)

∼ 1

3u+v

(
X

(0)
0

)−u+f0 (
X

(−1)
0

)−v+f−1
(
X

(−2)
0

)f−2

(1, ξ)ξ2j
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∼ 1

3u+v+f−2

(
X

(0)
0

)−u+f0+f−2
(
X

(−1)
0

)−v+f−1−f−2

(ξ2j, ξ2j+1).

La dernière estimation découle du fait que X
(−2)
0 ∼ 1

3
X

(0)
0

(
X

(−1)
0

)−1
.

8.4 Preuve de la conjecture pour d ≤ 6

Soit d un entier avec 1 ≤ d ≤ 6. Les tables de l'annexe B indiquent les valeurs

de r(1)d (α) calculées par l'ordinateur pour chaque α = m+ n/γ de Z[γ] pour lequel ce

nombre n'est pas nul. Ces points α forment le losange

Ed = {α = m+ n/γ ∈ Z[γ]; |m|+ |n| ≤ d}.

Pour chaque α dans Ed, on va construire explicitement, pour un entier rd(α), une

famille d'éléments Pα,j de A≤d + ξA≤d avec 0 ≤ j < rd(α) dont le terme initial du dé-

velopement asymptotique soit un multiple rationnel non nul de ξjXα. En conséquence,

on aura r(1)d (α) ≥ rd(α) pour tout α ∈ Ed. Pour conclure à l'égalité, il su�t de mon-

trer que la somme des rd(α) avec α ∈ Ed est égale à celle des r(1)d (α), c'est-à-dire égale

à 2(4d3 + 6d2 + 8d + 3)/3 en vertu de (6.6.2). Par commodité, on s'appuiera plutôt

sur les valeurs numériques de r(1)d (α) fournies dans l'annexe B. On véri�e directement

qu'on a l'égalité r(1)d (α) = rd(α) pour chaque α ∈ Ed. Comme la somme des valeurs

de r(1)d (α) données par la table est la bonne, cela fournira en fait une démonstration

de la conjecture 6.6.4 qui est indépendante des calculs. Cela fournira aussi une base

explicite

{Pα,j ; α ∈ Ed et 0 ≤ j < r
(1)
d (α)}

de A≤d + ξA≤d avec les termes initiaux de leurs développements asymptotiques qui

sont linéairement indépendants.

Fixons α = m+ n/γ ∈ Ed. On dé�nit

am,n =

⌊
d− |m| − |n|

2

⌋
.
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Clairement, on a

0 ≤ am,n ≤ 3 et |m|+ |n|+ 2am,n ≤ d.

On note aussi a(0)m,n ( respectivement par a(1)m,n ) le reste de am,n (respectivement de

(|n|+ am,n) modulo 2 déterminé par

am,n = 2
⌊am,n

2

⌋
+ a(0)m,n et |n|+ am,n = 2

⌊
|n|+ am,n

2

⌋
+ a(1)m,n. (8.4.1)

8.4.1 1er Cas : m ≥ 0 et n 6= −6.

Dans ce cas, on pose

e2 = e−2 = e0 = 0, f0 = m, e1 = f−2 =


bam,n/2c si n ≥ 0

b(|n|+ am,n)/2c si n < 0

,

e−1 =


a
(0)
m,n si n ≥ 0

a
(1)
m,n si n < 0

et f−1 =


n+ am,n si n ≥ 0

am,n si n < 0

.

Fixons j ∈ N avec 0 ≤ j ≤ f0 + f−1 + f−2. Pour notre choix de paramètres, on

dé�nit les éléments Pα,2j et Pα,2j+1 de A + ξA par l'égalité matricielle

(Pα,2j, Pα,2j+1) = (ξ,−1)Ψ(we11 w
e−1

−1 )J
((

X(0)
?

)f0 (
X(−1)
?

)f−1
(
X(−2)
?

)e1)
2j

1◦. Nous allons tout d'abord montrer que we11 w
e−1

−1 est un pré�xe de w∞.

Pour cela, on note que l'inégalité |m| + |n| + 2am,n ≤ d entraîne |n| + am,n ≤ 5

sauf peut-être si d = 6, m = 0 et am,n = 0 et n = ±6. Comme n 6= −6, on en déduit

que

b(|n|+ am,n)/2c ∈ {0, 1, 2} si n < 0.

De plus, comme am,n ≤ d/2 ≤ 3, les entiers bam,n/2c, a(0)m,n et a(1)m,n sont tous égaux à

0 ou 1. On déduit de ces observations que

we11 w
e−1

−1 ∈ {ε, w−1, w1, w1w−1, w
2
1, w

2
1w−1}.
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Donc we11 w
e−1

−1 est un pré�xe de w2
1w−1. Comme

w2
1w−1 = w1w0w

2
−1 = w2w−1w−2w−3 = w2w0w−1

est un pré�xe de w∞ (en vertu du théorème 7.5.12), il s'ensuit que we11 w
e−1

−1 est aussi

un pré�xe de w∞.

2◦. Nous montrons que pour tout i = 0, 1, on a

Pα,2j+i ∈ A≤d + ξA≤d et Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

33e1+e−1
Xα.

Comme e2 = e−2 = e0 = 0 et e1 = f−2, la proposition 8.3.1 donne

deg(Pα,2j+i) ≤ 2e1 + e−1 + f0 + f−1 (i = 0, 1).

On trouve que

2e1 + e−1 =


am,n si n ≥ 0,

|n|+ am,n si n < 0,

f0 + f−1 =


m+ n+ am,n si n ≥ 0,

m+ am,n si n < 0,

(8.4.2)

donc dans tous les cas

2e1 + e−1 + f0 + f−1 = m+ |n|+ 2am,n ≤ d.

Ainsi Pα,2j+i est réalisable en degré au plus d pour i = 0, 1.

Comme we11 w
e−1

−1 est un pré�xe de w∞ et que e1 = f−2 et e2 = e−2 = e0 = 0, la

proposition 8.3.1 donne aussi

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

33e1+e−1

(
X

(0)
0

)f0 (
X

(−1)
0

)f−1−2e1−e−1

Comme f0 = m, les calculs de (8.4.2) livrent

f−1 − 2e1 − e−1 = (f0 + f−1)− (2e1 + e−1)−m = n,
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donc

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

33e1+e−1

(
X

(0)
0

)m (
X

(−1)
0

)n
=

ξ2j+i

33e1+e−1
Xα,

comme annoncé.

3◦. En vertu de ce qui précède, les Pα,2j+i avec 0 ≤ j ≤ f0 +f−1 +f−2 et 0 ≤ i ≤ 1 ont

pour termes initiaux des multiples rationnels non nuls de ξ2j+iXα et sont réalisables

en degré au plus d. Cela implique que

r
(1)
d (α) ≥ 2(f0 + f−1 + f−2) + 2 =


2(m+ n) + 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2 si n ≥ 0,

2m+ 2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2 sinon.

Pour chaque α ∈ Ed, on a l'égalité car le membre de droite coïncide avec la valeur de

r
(1)
d (α) donnée par la table de l'annexe B pour le degré d. Voici quelques exemples :

a) Soit α = 1 + γ−1. On a m = n = 1 et la table en degré d = 2 donne r(1)2 (α) = 6.

Comme am,n = b(2− 1− 1)/2c = 0, on a bien

2(f0 + f−1 + f−2) + 2 = 2(m+ n) + 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2

= 2(1 + 1) + 2(0) + 2(0) + 2 = 6.

La table en degré d = 5 donne r(1)5 (α) = 8. Comme am,n = b(5− 1− 1)/2c = 1,

on a bien

2(f0 + f−1 + f−2) + 2 = 2(m+ n) + 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2

= 2(1 + 1) + 2(1) + 2(0) + 2 = 8.

b) Soit α = 1 − γ−1. Cette fois, on a m = 1 et n = −1 et la table en degré d = 3

donne r(1)3 (α) = 4. Comme am,n = b(3− 1− 1)/2c = 0, on a bien

2(f0 + f−1 + f−2) + 2 = 2m+ 2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2

= 2(1) + 2(0) + 2(0) + 2 = 4.
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La table en degré d = 6 donne r(1)6 (α) = 10. On a am,n = b(6− 1− 1)/2c = 2 et

2(f0 + f−1 + f−2) + 2 = 2m+ 2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2

= 2(1) + 2(2) + 2(1) + 2 = 10.

8.4.2 2e Cas : m < 0 avec (m,n) /∈ {(−1,−5), (−2,−2)} si d = 6.

On dé�nit des entiers u et v par

u =

{
|m| − a(0)m,n si n ≥ 0,

|m| − a(1)m,n si n < 0,
v =

{
bam,n/2c+ a

(0)
m,n si n ≥ 0,

b(|n|+ am,n)/2c+ a
(1)
m,n si n < 0,

et on pose

r = min{u, v}, e2 = b(u+ 2r)/3c, e1 = v − r,

e0 = (u− r) mod 3, e−1 = 0, e−2 = b(u− r)/3c,

f0 = 0, f−1 =

{
n+ am,n si n ≥ 0,

am,n si n < 0,
f−2 = u+ v − |m|,

où (u− r) mod 3 désigne le plus petit entier ≥ 0 congru à u− r modulo 3.

Les inégalités m < 0 et 0 ≤ a
(i)
m,n ≤ 1 avec i = 0, 1 entraînent que

|m| − a(i)m,n ≥ 1− a(i)m,n ≥ 0 (i = 0, 1).

Donc, on a u ≥ 0. On en déduit que les entiers r, e2, e1, e0, e−1, e−2, f0 et f−1 sont

tous ≥ 0. On a aussi f−2 ≥ 0 car u+ v ≥ |m|.

Fixons j ∈ N avec 0 ≤ j ≤ f−1 + f−2. Avec notre nouveau choix de paramètres,

on dé�nit les éléments Pα,2j et Pα,2j+1 de A + ξA par l'égalité matricielle

(Pα,2j, Pα,2j+1) = (ξ,−1)Ψ(we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−2

−2 )J
((

X(−1)
?

)f−1
(
X(−2)
?

)f−2
)
2j

1◦. Montrons que w = we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−2

−2 est un pré�xe de w∞.

On note d'abord que si e1 > 0, alors r < v donc r = u et par suite e0 = e−2 = 0,

donc

e1 > 0 =⇒ e0 = e−2 = 0. (8.4.3)
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On note aussi que

u+ 2v =

{
|m|+ am,n si n ≥ 0,

|m|+ |n|+ am,n si n < 0.
(8.4.4)

On en déduit

3e2 ≤ u+ 2r ≤ u+ 2v ≤ d− am,n ≤ 6, (8.4.5)

donc

0 ≤ e−2 ≤ e2 ≤ 2 (8.4.6)

(i) Supposons que e2 = 2.

Alors on a l'égalité dans chacune des inégalités (8.4.5). Donc r = v et u+2r = 6,

et par suite e1 = r − v = 0 et e0 ≡ u − r ≡ u + 2r ≡ 0 mod 3, donc e0 = 0 et on

conclut grâce à (8.4.6) que w est un pré�xe de

w2
2w

2
−2 = w3w0w−1w−4 = w3w1w−4

qui est lui même un pré�xe de w∞. Ce cas est réglé.

(ii) Supposons que e2 = 1.

Dans ce cas on a 3 ≤ u+ 2r ≤ 5, donc

3 + 2e1 ≤ (u+ 2r) + 2e1 = u+ 2v ≤ 6

et par suite e1 ≤ 1. Si e1 = 1, alors e0 = e−2 = 0 et w = w2w1 = w3 est un pré�xe de

w∞. Supposons maintenant que e1 = 0. On a 0 ≤ e0 ≤ 2 et 0 ≤ e−2 ≤ e2 = 1 (grâce

à (8.4.6)) et alors

w ∈ {w2, w2w0, w2w
2
0, w2w−2, w2w0w−2, w2w

2
0w−2}

Donc, w est un pré�xe de

w2w
2
0w−2 = w2w1w

2
−2 = w3w−1w−4

qui est lui même un pré�xe de w∞ en vertu du théorème 7.5.12.
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(iii) Supposons �nalement que e2 = 0.

Alors on a e−2 = 0 en vertu de (8.4.6), donc w = we11 w
e0
0 . Si e1 = 0, on obtient

simplement w = we00 et comme 0 ≤ e0 ≤ 2, on conclut que w est un pré�xe de w∞.

Supposons que e1 > 0. Alors on a e0 = 0 en vertu de (8.4.3) et par suite w = we11 .

Par ailleurs,

2e1 + 3r = 2v + r ≤ u+ 2v ≤ d− am,n ≤ 6 (8.4.7)

en utilisant (8.4.5). On en déduit que e1 ≤ 3. Si e1 ≤ 2, alors w est un pré�xe de w2
1,

qui est lui même un pré�xe de w∞ et on a terminé.

Supposons maintenant que e1 = 3. Alors les inégalités (8.4.7) sont toutes des

égalités, donc r = u = am,n = 0 et d = 6 et par suite v = e1 = 3. Si n ≥ 0, c'est

impossible car alors v = bam,n/2c+ a
(0)
m,n = 0. Si n < 0, on a v = b|n|/2c+ a

(1)
m,n avec

a
(1)
m,n = |n| mod 2. Comme |n| ≤ d − |m| ≤ 5, cela implique n = −5 et m = −1, ce

qui est exclus en vertu des hypothèses. Donc on a en fait e1 ≤ 2, ce qui conclut cette

étape.

2◦. Nous montrons que pour tout i = 0, 1, on a

Pα,2j+i ∈ A≤d + ξA≤d et Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

3c
Xα,

avec c = 3e2 + 2e1 + e0 + f−2.

On note tout d'abord que

e2 + e1 ≥ e−2 + f−2. (8.4.8)

En e�et, comme e2 = e−2 + r, e1 = v − r et f−2 = u+ v − |m|, on a

e2 + e1 − (e−2 + f−2) = (e−2 + r) + (v − r)− e−2 − (u+ v − |m|) = |m| − u ≥ 0.

La proposition 8.3.1 jointe à l'inégalité (8.4.8) et au fait que e−1 = f0 = 0 entraîne

que,

deg(Pα,2j+i) ≤ 2(e2 + e1) + e2 + e0 + f−1 = 3e2 + e0 + 2e1 + f−1.
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Comme u − r ≡ u + 2r mod 3, on trouve 3e2 + e0 = u + 2r. Comme on a aussi

e1 = v − r, on obtient

3e2 + e0 + 2e1 = u+ 2r + 2(v − r) = u+ 2v =

{
|m|+ am,n si n ≥ 0,

|m|+ |n|+ am,n si n < 0,

en vertu de l'égalité (8.4.4). De plus, comme f−1 =

{
n+ am,n si n ≥ 0

am,n si n < 0
, il s'ensuit

que

3e2 + e0 + 2e1 + f−1 = |m|+ |n|+ 2am,n ≤ d.

D'où Pα,2j+i ∈ A≤d + ξA≤d pour tout i = 0, 1.

Comme we22 w
e1
1 w

e0
0 w

e−2

−2 est un pré�xe de w∞ et que e−1 = f0 = 0 et e2 = r+ e−2,

la proposition 8.3.1 donne aussi

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

3c

(
X

(0)
0

)f−2−3e−2−e1−e0−2r (
X

(−1)
0

)f−1−f−2−e1−r
(i = 0, 1),

où c = 3e2 + 2e1 + e0 +f−2. Comme e1 = v− r, 3e−2 + e0 = u− r et f−2 = u+v−|m|,

on a d'une part que

f−2 − 3e−2 − e0 − e1 − 2r = (u+ v − |m|)− (u− r)− (v − r)− 2r = −|m| = m

mais aussi que

f−1 − f−2 − e1 − r = f−1 − (u+ v − |m|)− (v − r)− r = f−1 − u− 2v + |m| = n

Par suite, on a

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

3c

(
X

(0)
0

)m (
X

(−1)
0

)n
=
ξ2j+i

3c
Xα (i = 0, 1).

comme annoncé.

3◦. En vertu de ce qui précède, les Pα,2j+i avec 0 ≤ j ≤ f−1 + f−2 et 0 ≤ i ≤ 1 ont

pour termes initiaux des multiples rationnels non nuls de ξ2j+iXα et sont réalisables
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en degré au plus d. Cela implique que

r
(1)
d (α) ≥ 2(f−1 + f−2) + 2 =


2n+ 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2 si n ≥ 0,

2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2 sinon.

Pour chaque α ∈ Ed, on a l'égalité car le membre de droite coïncide avec la valeur de

r
(1)
d (α) donnée par la table de l'annexe B pour le degré d. Voici quelques exemples :

a) Soit α = −1. On a m = −1, n = 0 et la table en degré d = 1 donne r(1)1 (α) = 2.

Comme am,n = b(1− 1− 0)/2c = 0, on a bien

2(f−1 + f−2) + 2 = 2n+ 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2

= 2(0) + 2(0) + 2(0) + 2 = 2.

La table en degré d = 6 donne r(1)6 (α) = 8. Comme am,n = b(6− 1− 0)/2c = 2,

on a bien

2(f−1 + f−2) + 2 = 2n+ 2am,n + 2 bam,n/2c+ 2

= 2(0) + 2(2) + 2(1) + 2 = 8.

b) Soit α = 1 − γ−1. Cette fois, on a m = 1 et n = −1 et la table en degré d = 2

donne r(1)2 (α) = 2. Comme am,n = b(2− 1− 1)/2c = 0, on a bien

2(f−1 + f−2) + 2 = 2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2

= 2(0) + 2(0) + 2 = 2.

La table en degré d = 4 donne r(1)4 (α) = 6. On a am,n = b(4− 1− 1)/2c = 1 et

2(f−1 + f−2) + 2 = 2am,n + 2 b(|n|+ am,n)/2c+ 2

= 2(1) + 2(1) + 2 = 6.
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8.4.3 3e Cas : α = −1− 5/γ (donc d = 6).

Fixons j ∈ N avec 0 ≤ j ≤ 2. On dé�nit des éléments Pα,2j et Pα,2j+1 de A + ξA

par l'égalité matricielle

(Pα,2j, Pα,2j+1) = (ξ,−1)Ψ(w2w1w−1)J
((

X(−2)
?

)2)
2j

qui correspond au choix de paramètres

e2 = e1 = e−1 = 1, e0 = e−2 = f0 = f−1 = 0 et f−2 = 2.

1◦. Ici e2 + e1 = e−2 + f−2 = 2 et e0 = f0 = f−1 = 0. Alors, la proposition 8.3.1 donne

deg(Pα,2j+i) ≤ 2(e2 + e1) + e2 + e−1 = 2(2) + 1 + 1 = 6 (i = 0, 1).

Ainsi Pα,2j+i est réalisable en degré au plus 6 pour i = 0, 1.

2◦. Comme w2w1w−1 = w3w−1 est un pré�xe de w∞, on trouve

Pα,2j+i ∼
ξ2j+i

3c
X−γ

2−γ−γ−1+2γ−2

=
ξ2j+i

3c
X−1−5/γ,

pour un entier c.

3◦. Ainsi les Pα,2j+i construits avec 0 ≤ j ≤ f−2 et 0 ≤ i ≤ 1 ont pour termes initiaux

des multiples rationnels non nuls de ξ2j+iXα et sont réalisables en degré au plus d = 6.

Cela implique que

r
(1)
6 (α) ≥ 2f−2 + 2 = 2(2) + 2 = 6

On a l'égalité car la valeur de r(1)6 (α) donnée par la table de l'annexe B est 6. Cela

complète le cas α = −1− 5/γ.

8.4.4 4e Cas : d = 6 et α = −2− 2/γ

Pour traiter ce cas et le cas suivant, on utilise une méthode qui di�ère de celle

utilisée ci-dessus.
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On note d'abord que

α = −2− 2/γ =
[
γ−2 + (γ−1 − γ−2)

]
−
[
2γ + γ−1

]
.

En changeant le signe − par un + dans le premier bloc entre crochets, on trouve

[
γ−1 + γ−2 + γ−2

]
−
[
2γ + γ−1

]
= −4/γ. (8.4.9)

On va construire deux familles de 8 éléments de degré au plus 6 et d'ordre −4/γ, la

première sur la base de cette décomposition et la seconde utilisant la décomposition

[
1 + γ−2 + γ−2

]
−
[
γ2 + γ

]
= −4/γ. (8.4.10)

Les éléments d'ordre α seront obtenus par soustraction.

Soit j un entier avec 0 ≤ j ≤ 3, et soient h, k et ` les entiers pairs avec 0 ≤ h ≤

k ≤ ` ≤ 2 tels que h+ k + ` = 2j.

La décomposition (8.4.9) suggère de dé�nir Q2j et Q2j+1 par l'égalité matricielle

(Q2j, Q2j+1) = (ξ,−1)W2
1W−1J

(
X

(−1)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

)
La proposition 8.3.1 montre que ceux-ci sont réalisables en degré au plus 6. Comme

w2
1w−1 est un pré�xe de w∞ de taille 2γ + γ−1, la formule (8.4.9) montre que leur

ordre est −4/γ.

De même (8.4.10) suggère de dé�nir Q′2j et Q
′
2j+1 par

(Q′2j, Q
′
2j+1) = (ξ,−1)W2W1J

(
X

(0)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

)
La proposition 8.3.1 montre qu'ils sont réalisables en degré au plus 6. Comme w2w1

est un pré�xe de w∞ de taille γ2 + γ, la formule (8.4.10) montre que leur ordre est

aussi −4/γ.

On dé�nit maintenant Pα,2j et Pα,2j+1 par

(Pα,2j, Pα,2j+1) = (Q′2j, Q
′
2j+1)MJ − (Q2j, Q2j+1)MJ
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= (ξ,−1)W3J
[
X

(0)
h I −

(
MX(−2))X(−1)

h

]
MJX

(−2)
k X

(−2)
`

= (ξ,−1)W3W0J
[(
M1X

(0)
)
X

(0)
h −

(
M1X

(0)MX(−2))X(−1)
h

]
MJX

(−2)
k X

(−2)
`

Proposition 8.4.1. Pour tout i = 0, 1, on a

Pα,2j+i ∈ A≤6 + ξA≤6 et Pα,2j+i ∼
[

2

39
ξ2j+i

(
X

(0)
0

)−2 (
X

(−1)
0

)−2]
.

Démonstration: La première a�rmation est évidente puisque les éléments Q2j+i

et Q′2j+i avec i = 0, 1 sont tous réalisables en degré au plus 6. Pour la preuve de la

deuxième a�rmation, on note tout d'abord que pour tout entier h avec 0 ≤ h ≤ 2,

on a

(
X(0)

)
X

(0)
h −

(
W0X

(−2))X(−1)
h = −2 (W−1J)X

(−1)
h −

(
X(−1))Y (−4)

h +
(
X(−3))X(−3)

h .

Cette relation découle directement de la proposition 8.2.5 appliquée à i = −1.

Cette égalité jointe au fait que AJAtJ = −I pour toute matrice A ∈ SL(2,Z)

entraîne que

W3W0J
[(
M1X

(0)
)
X

(0)
h −

(
M1W0X

(−2))X(−1)
h

]
=
[
−2W3W0JM1W−1JX(−1)

h −W3W0JM1X
(−1)Y

(−4)
h +W3W0JM1X

(−3)X
(−3)
h

]
= 2 [W3W−2J ]X

(−1)
h − [W3W−2JMJ ]Y

(−4)
h + [W3W−2W−2JMJ ]X

(−3)
h

Il s'ensuit que

W3W0J
[(
M1X

(0)
)
X

(0)
h −

(
M1W0X

(−2))X(−1)
h

]
MJX

(−2)
k X

(−2)
`

= 2 [W3W−2J ]X
(−1)
h X

(−2)
k X

(−2)
` − [W3W−2JMJ ]Y

(−4)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

+ [W3W−2W−2JMJ ]X
(−3)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

Par ailleurs, comme w3w−2 et w3w
2
−2 sont des pré�xes de w∞, on a

ordre
(

[(ξ,−1)W3W−2]X(−1)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

)
= γ−1 + 2γ−2 − γ3 − γ−2 = −2− 2γ−1
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ordre
(

[(ξ,−1)W3W−2]Y (−4)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

)
= γ−4 + 2γ−2 − γ3 − γ−2 = −6γ−1

ordre
(

[(ξ,−1)W3W−2W−2]X(−3)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

)
= 2γ−2 + γ−3 − γ3 − 2γ−2 = −4.

Comme (−2− 2γ−1) > −6γ−1 > −4, il s'ensuit que

(Pα,2j, Pα,2j+1) ∼ 2 [(ξ,−1)W2W1W−2J ]X
(−1)
h X

(−2)
k X

(−2)
`

∼
[

2

39
ξ2j
(
X

(0)
0

)−2 (
X

(−1)
0

)−2]
(1, ξ)

où la seconde estimation utilise la proposition 8.3.1 et le fait que h+ k + ` = 2j.

Ainsi les Pα,2j+i construits avec 0 ≤ j ≤ 3 et 0 ≤ i ≤ 1 ont pour termes initiaux

des multiples rationnels non nuls de ξ2j+iXα et sont réalisables en degré au plus d = 6.

Cela implique que

r
(1)
6 (α) ≥ 2(3) + 2 = 8

On a l'égalité car la valeur de r(1)6 (α) donnée par la table de l'annexe B est 8. Ce qui

règle le cas α = −2− 2/γ.

8.4.5 5e Cas : α = −6/γ (donc d = 6)

On note d'abord que

α = −6/γ =
[
γ−2 − γ−3

]
−
[
2γ + γ−1

]
.

En changeant le signe − par un + dans le premier bloc entre crochets, on trouve[
γ−2 + γ−3

]
−
[
2γ + γ−1

]
= −2− 2/γ. (8.4.11)

On va construire deux familles de 6 éléments de degré au plus 6 et d'ordre −2− 2/γ,

la première sur la base de cette décomposition et la seconde utilisant la décomposition[
γ−1 + γ−2

]
−
[
γ2 + γ

]
= −2− 2/γ. (8.4.12)

Les éléments d'ordre α seront obtenus par soustraction.



8. PREUVE DE LA CONJECTURE 6.6.4 EN DEGRÉ AU PLUS 6 156

Soit j un entier avec 0 ≤ j ≤ 2, et soient h, k et les entiers pairs avec 0 ≤ h ≤

k ≤ 2 tels que h+ k = 2j.

La décomposition (8.4.11) suggère de dé�nir Q2j et Q2j+1 par l'égalité matricielle

(Q2j, Q2j+1) = (ξ,−1)W2
1W−1J

(
X

(−3)
h X

(−2)
k

)
La proposition 8.1.3 montre que ceux-ci sont réalisables en degré au plus 6. Comme

w2
1w−1 est un pré�xe de w∞ de taille 2γ + γ−1, la formule (8.4.11) montre que leur

ordre est −2− 2/γ.

De même (8.4.12) suggère de dé�nir Q′2j et Q
′
2j+1 par

(Q′2j, Q
′
2j+1) = (ξ,−1)W2W1J

(
X

(−1)
h X

(−2)
k

)
La proposition 8.3.1 montre qu'ils sont réalisables en degré au plus 6. Comme w2w1

est un pré�xe de w∞ de taille γ2 + γ, la formule (8.4.12) montre que leur ordre est

aussi −2− 2/γ.

On dé�nit maintenant Pα,2j et Pα,2j+1 de A≤6 + ξA≤6 par

(Pα,2j, Pα,2j+1) = (Q2j, Q2j+1)− (Q′2j, Q
′
2j+1)

= (ξ,−1)W3J
[
X

(−3)
h

(
MX(−2))− X

(−1)
h I

]
X

(−2)
k .

Proposition 8.4.2. Pour i = 0, 1, on a

Pα,2j+i ∼
(ξ − 3)hξk+i

38
Xα = p2j+i(ξ)X

α

où p2j+i(ξ) ∈ Q[ξ] est de degré exactement 2j + i.

Démonstration: On note que pour tout entier h avec 0 ≤ h ≤ 2, on a

X
(−3)
h

(
MX(−2))− X

(−1)
h I = Y

(−4)
h I +

(
JX(−2)M1J

)
X

(−3)
h .

Cette relation découle de la proposition 8.2.3 appliquée à i = −2 et ` = 0.



8. PREUVE DE LA CONJECTURE 6.6.4 EN DEGRÉ AU PLUS 6 157

Cette égalité jointe au fait que JJ = −I entraîne que

W3J
[
X

(−3)
h

(
MX(−2))− X

(−1)
h I

]
X

(−2)
k =

[
W3JY

(−4)
h +W3JJX

(−2)M1JX
(−3)
h

]
X

(−2)
k

= [W3J ]Y
(−4)
h X

(−2)
k −

[
W3X

(−2)M1J
]
X

(−3)
h X

(−2)
k

Par ailleurs, comme w3 et w3w−2 sont des pré�xes de w∞, on a

ordre
(

[(ξ,−1)W3J ]Y
(−4)
h X

(−2)
k

)
= −γ3 + γ−4 + γ−2 = −6γ−1

ordre
([

(ξ,−1)W3X
(−2)M1J

]
X

(−3)
h X

(−2)
k

)
= −γ3 − γ−2 + γ−3 + γ−2 = −4,

et comme −6γ−1 > −4, il s'ensuit que

(Pα,2j, Pα,2j+1) ∼ [(ξ,−1)W3J ]Y
(−4)
h X

(−2)
k

( corollaire 7.6.6 appliqué à i = 3) ∼
[

1

35
X−γ

3

(1, ξ)

]
Y

(−4)
h X

(−2)
k

∼
[

1

35
(ξ − 3)hξk

]
X−γ

3

X
(−4)
0 X

(−2)
0 (1, ξ)

Cette dernière estimation découle la relation (8.2.1) jointe au fait que X
(i)
` ∼ ξ` X

(i)
0

avec ` = 0, 1, 2. D'autre part, on a

X
(−4)
0 X

(−2)
0 ∼ 1

32
Xγ−4 × 1

3
Xγ−2

=
1

33
Xγ−4+γ−2

Par conséquent, on a

(Pα,2j, Pα,2j+1) ∼
[

1

35
(ξ − 3)hξkX−γ

3 × 1

33
Xγ−4+γ−2

]
(1, ξ)

∼
[

1

38
(ξ − 3)hξk

]
X−6/γ(1, ξ) =

1

38
(ξ − 3)hξkXα(1, ξ).

La conclusion suit car (ξ− 3)hξk est un polynôme en ξ de Q[ξ] de degré h+ k = 2j.

En vertu de ce qui précède, on a r
(1)
6 (−6/γ) ≥ 6. Comme 6 est la valeur de

r
(1)
6 (−6/γ) donnée par la table de l'annexe B en degré 6, cela complète le cas α =

−6/γ, et donc termine la preuve de la conjecture pour les degrés 1 à 6.



Chapitre 9

Étude de quelques familles de A + ξA

Dans ce chapitre, on commence par établir quelques propriétés reliées à la trace

de γ2k pour k ∈ N qu'on utilisera par la suite pour donner la forme explicite de

certains pré�xes de w∞ dont la taille est un multiple rationnel de la trace de γ2k.

Ensuite, on calcule le degré de quatre familles particulières associées à ces pré�xes de

w∞.

9.1 Résultats préliminaires

Nous étudions la trace de γ2k pour k ∈ N et nous en donnons quelques propriétés.

On rappelle que le nombre d'or γ est une solution de l'équation polynomiale

x2 − x− 1 = 0.

Par conséquent, on a γ2 = γ + 1 ; ainsi γ2 satisfait à

0 = (x− 1)2 − (x− 1)− 1 = x2 − 3x+ 1.

Par suite, on a

γ4 = 3γ2 − 1. (9.1.1)

Soit k un entier avec k ≥ 0. En multipliant l'égalité (9.1.1) par γ2k, on obtient

γ2k+4 = 3γ2k+2 − γ2k. (9.1.2)

158



9. ÉTUDE DE QUELQUES FAMILLES DE A + ξA 159

Comme la trace de Q(γ) dans Q est Q-linéaire, il s'ensuit que

trace(γ2k+4) = 3 trace(γ2k+2)− trace(γ2k).

Par ailleurs, la dé�nition de la trace jointe à l'égalité (9.1.1) impliquent que

trace(γ0) = 2 et trace(γ2) = 3.

Pour tout k ∈ N, on dé�nit

qk := trace(γ2k).

Alors, on a

q0 = 2, q1 = 3 et qk = 3qk−1 − qk−2 (k ≥ 2).

Le lemme suivant caractérise la parité des entiers qk.

Lemme 9.1.1. Pour tout k ∈ N, on a

q3k ≡ 0 mod 2 et q3k+1 ≡ q3k+2 ≡ 1 mod 2

Démonstration: La suite (qk)k≥0 est une suite récurrente linéaire satisfaisant

qk ≡ qk−1 + qk−2 mod 2 (k ≥ 2),

et ses premiers termes sont

q0 = 2 ≡ 0 mod 2, q1 = 3 ≡ 1 mod 2 et q2 = 7 ≡ 1 mod 2.

Le prochain résultat donne une expression de qn en termes des valeurs de f .

Lemme 9.1.2. Soit n un entier avec n ≥ 0, on a

qn = 2f(2n− 1) + f(2n− 4).

Démonstration: De la relation 2f(i) = f(i+ 1) + f(i− 2), on déduit que

2f(2n− 1) + f(2n− 4) = f(2n) + f(2n− 2)
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= (f(2n) + f(2n− 1)/γ) + (f(2n− 2)− f(2n− 1)/γ)

= γ2n + γ−2n.

La dernière égalité découle du fait que γ−i = (−1)i(f(i− 2)− f(i− 1)/γ) pour tout

i ∈ N?. La conclusion suit.

Dans toute la suite, on notera n0 (respectivement n1) le reste de n (respectivement

2n) modulo 3 déterminé par

n = 3bn/3c+ n0 et 2n = 3b2n/3c+ n1.

Clairement, on a n1 = 2n0 si n0 < 2 et n1 = 2n0 − 3 si n0 = 2. De plus, on a

qn ≡ f(n1 − 1) mod 2.

Cela découle du fait que f(n1 − 1) = 0 si n ≡ 0 mod 3 et f(n1 − 1) = 1 sinon.

Lemme 9.1.3. Pour tout entier n avec n ≥ 1. On a

qn − f(n1 − 1)

2
= f(2n− 1) +

m1∑
k=2

f(2n− 3k),

où m1 = b2n/3c = (2n− n1)/3.

Démonstration: Il résulte du lemme 9.1.2 que

qn − f(n1 − 1)

2
= f(2n− 1) +

f(2n− 4)− f(n1 − 1)

2

Donc démontrer le lemme 9.1.3 revient à montrer que

f(2n− 4)− f(n1 − 1) = 2

m1∑
k=2

f(2n− 3k).

En substituant i = 2n− 3k dans l'égalité 2f(i) = f(i+ 2)− f(i− 1), on trouve que

2f(2n− 3k) = f(2n− 3k + 2)− f(2n− 3k − 1).
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Il s'ensuit que

2

m1∑
k=2

f(2n− 3k) =

m1∑
k=2

f(2n− 3k + 2)−
m1∑
k=2

f(2n− 3k − 1)

=

m1−1∑
k=1

f(2n− 3k − 1)−
m1∑
k=2

f(2n− 3k − 1)

= f(2n− 4)− f(n1 − 1).

La conclusion suit.

Le prochain résultat donne une décomposition de
qn − f(n1 − 1)

2
γ+f(n1−1)γ−1.

Proposition 9.1.4. Soit n ∈ N\{0}. En posant m0 = bn/3c = (n− n0)/3, on a

qn − f(n1 − 1)

2
γ + f(n1 − 1)γ−1 = γ2n−1 + 2

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 + 2

m0−1∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

+


0 si n0 = 0,

γ−3 si n0 = 1,

γ−1 + 2γ−3 si n0 = 2.

La preuve de la proposition 9.1.4 utilise le lemme suivant.

Lemme 9.1.5. Soit n ∈ N\{0}. Alors en posant m0 = bn/3c = (n− n0)/3, on a

f(2n− 3) +

2m0∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k) = qn−2 + 2

m0−1∑
k=1

qn−3k−1 + f(2n0). (9.1.3)

Démonstration: Du lemme 9.1.2, on déduit la formule 2qi = f(2i+2)+f(2i−4)

qui donne

2qn−3k−1 = f(2n− 6k) + f(2n− 6k − 6) (1 ≤ k ≤ m0 − 1)

Donc,

qn−2 + 2

m0−1∑
k=1

qn−3k−1 + f(2n0) = f(2n− 4) +

m0∑
k=1

f(2n− 6k) +

m0−1∑
k=0

f(2n− 6k − 6)
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= f(2n− 4) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k)

Par ailleurs, comme 2f(i) = f(i+ 1) + f(i− 2) = pour tout i ∈ Z, on trouve que

2

m0∑
k=1

f(2n− 6k) =

m0∑
k=1

f(2n− 6k + 1) +

m0∑
k=1

f(2n− 6k − 2)

=

m0−1∑
k=0

f(2n− 6k − 5) +

m0∑
k=1

f(2(n− 1)− 6k)

= f(2n− 5) +

m0−1∑
k=1

f(2(n− 1)− 6k − 3) +

m0∑
k=1

f(2(n− 1)− 6k)

= f(2n− 5) +

2m0∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k).

Ainsi, on obtient

qn−2 + 2

m0−1∑
k=1

qn−3k−1 + f(2n0) = f(2n− 4) + f(2n− 5) +

2m0∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k)

= f(2n− 3) +

2m0∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k),

d'où le lemme 9.1.5.

Démonstration: (Proposition 9.1.4)

Pour tout n ∈ N?, on pose

an =
qn − f(n1 − 1)

2
et bn = anγ + f(n1 − 1)γ−1.

Comme dans les lemmes 9.1.3 et 9.1.5, on pose

m0 = (n− n0)/3 et m1 = (n− n1)/3.

Grâce au lemme 9.1.3, on a

an =
qn − f(n1 − 1)

2
= f(2n− 1) +

m1∑
k=2

f(2n− 3k).
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En multipliant cette égalité par γ = 1 + γ−1, un calcul simple montre que

anγ = γ2n−1 +

m1∑
k=2

γ2n−3k +

[
f(2n− 3) +

m1∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k)

]
γ−1. (9.1.4)

• Si n0 ∈ {0, 1}, alors on a n1 = 2n0. L'égalité (9.1.4) jointe au lemme 9.1.5 entraîne

que

anγ = γ2n−1 +

2m0∑
k=2

γ2n−3k + f(n1)γ
−1 + qn−2γ

−1 + 2

m0−1∑
k=1

qn−3k−1γ
−1.

Comme qm = γ2m + γ−2m avec m ≥ 0, il s'ensuit que

qmγ
−1 = γ2m−1 + γ−2m−1 (9.1.5)

En substituant m = n− 2 respectivement m = n− 3k − 1 dans (9.1.5), on obtient

qn−2γ
−1 = γ2n−5 + γ−2n+3 et qn−3k−1γ

−1 = γ2n−6k−3 + γ−2n+6k+1.

On déduit de ces observations que

bn = γ2n−1 +

2m0∑
k=2

γ2n−3k + f(n1 + 1)γ−1 +
(
γ2n−5 + γ−2n+3

)
+ 2

m0−1∑
k=1

(
γ2n−6k−3 + γ−2n+6k+1

)
= γ2n−1 + γ2n−5 +

2m0∑
k=2

γ2n−3k +

m0−1∑
k=1

2γ2n−6k−3 + f(n1 + 1)γ−1

+

m0−1∑
k=1

2γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

= γ2n−1 + γ2n−5 +

m0∑
k=1

γ2n−6k + 3

m0−1∑
k=1

γ2n−6k−3 + f(n1 + 1)γ−1

+ 2

m0−1∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

Par ailleurs, comme 3γi = γi+2 + γi−2 pour tout i ∈ Z, il s'ensuit que

γ2n−5 +

m0∑
k=1

γ2n−6k + 3

m0−1∑
k=1

γ2m−6k−3 =

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 +

m0−1∑
k=0

γ2m−6k−5 − γ2n0−1.



9. ÉTUDE DE QUELQUES FAMILLES DE A + ξA 164

D'autre part, un calcul simple montre que si n0 ∈ {0, 1}, on a

an0 := f(n1 + 1)γ−1 − γ2n0−1 =

{
0 si n0 = 0,

γ−3 si n0 = 1.

Ainsi, on a

bn = γ2n−1 +

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 +

m0−1∑
k=0

γ2n−6k−5 + an0 + 2

m0∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

= γ2n−1 +

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 +

m0−1∑
k=0

γ2m−6k−5 + an0 + 2

m0−1∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

= γ2n−1 +

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 +

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 + an0 + 2

m0−1∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

= γ2n−1 + 2

m0∑
k=1

γ2n−6k+1 + an0 + 2

m0−1∑
k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

D'où les cas n0 = 0 et n0 = 1.

• Le cas n0 = 2 s'obtient par le même procédé en remarquant que

f(2n− 3) +

m1∑
k=2

f(2(n− 1)− 3k) = qn−2 + 2

m0∑
k=1

qn−3k−1 − 1.

9.2 Forme explicite de certains pré�xes de w∞

Ici, nous donnons une écriture particulière des pré�xes de w∞ de taille qn, qnγ−1,

qnγ et ((qn − f(n1 − 1))/2)γ + f(n1 − 1)γ−1 avec n ∈ N.

Lemme 9.2.1. Soit n ∈ N. Le pré�xe de w∞ de taille qn est donné par

w2nw−2n, (9.2.1)
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celui de taille qnγ
−1 par

w2n−1w−2n−1, (9.2.2)

et celui de taille qnγ par

w2n+1w−2n+1. (9.2.3)

Démonstration: Clairement, on a

w2nw−2n ∈ P (w2nw0), w2n−1w−2n−1 ∈ P (w2n−1w0) et w2n+1w−2n+1 ∈ P (w2n+1w0).

Par ailleurs, on a aussi

taille(w2nw−2n) = γ2n + γ−2n = qn,

taille(w2n−1w−2n−1) = γ2n−1 + γ2n−1 = (γ2n + γ−2n)γ−1 = qnγ
−1et

taille(w2n+1w−2n+1) = γ2n+1 + γ2n+1 = (γ2n + γ−2n)γ = qnγ.

Les deux prochains résultats donnent une écriture du pré�xe de w∞ de taille

de ((qn − f(n1 − 1))/2)γ + f(n1 − 1)γ−1 d'abord pour n ≡ 0 mod 3 et ensuite pour

n 6≡ 0 mod 3.

Lemme 9.2.2. Soit n un entier avec n > 0. Supposons que n ≡ 0 mod 3, alors le

pré�xe de w2n de taille (qn/2)γ est donné par

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3 (9.2.4)

où les indices 2n−5, . . . , 1,−5, . . . ,−2n+7 des carrés forment une progression arith-

métique de raison 6.

Démonstration: On pose

Pn = w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3
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Comme la taille est un morphisme de monoïdes de E dans Z[γ]≥0, il s'ensuit que

taille(Pn) = γ2n−1 + 2

n
3∑

k=1

γ2n−6k+1 + 2

n
3
−1∑

k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3

=
qn
2
γ (proposition 9.1.4 avec n0 = 0).

Pour conclure, il reste à montrer que Pn ∈ P (w2n) pour tout n ∈ N? avec n ≡ 0 mod 3.

On procède par récurrence sur n > 0. Pour n = 3, on a

P3 = w5(w1)
2w−3 = w5w2w−1w−3 ∈ P (w6).

Le cas n = 3 suit.

On suppose maintenant que pour un certain entier n ≥ 3 avec n ≡ 0 mod 3, on

ait

Pn ∈ P (w2n).

Nous allons montrer que Pn+3 est un pré�xe de w2n+6 où le mot Pn+3 est donné par

Pn+3 = w2n+5(w2n+1)
2(w2n−5)

2 · · · (w1)
2(w−5)

2 · · · (w−2n+7)
2(w−2n+1)

2w−2n−3.

La relation (wi)
2 = wi+1wi−2 avec i ∈ Z donne

Pn+3 = w2n+5w2n+3w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2(w−2n+1)
2w−2n−3.

Comme w2n+6 = w2n+5w2n+3w2nw2n−1w2n, il reste à montrer que

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2(w−2n+1)
2w−2n−3 ∈ P (w2n).

Pour cela, on note simplement que

(w−2n+1)
2w−2n−3 = w−2n+2w−2n−1w−2n−3 ∈ P (w−2n+3).

Il s'ensuit que

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2(w−2n+1)
2w−2n−3 ∈ P (Pn) ⊂ P (w2n).

Donc Pn+3 est un pré�xe de w2n+6.
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Lemme 9.2.3. Soit n un entier avec n ≥ 2. Supposons que n 6≡ 0 mod 3, le pré�xe

de w2n de longueur ((qn − 1)/2)γ + γ−1 est donné par

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w3)

2w−3(w−7)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3 si n ≡ 1 mod 3 (9.2.5)

et

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w5)

2w−1(w−3)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3 si n ≡ 2 mod 3 (9.2.6)

où les indices des carrés forment une progression arithmétique de raison 6.

Démonstration: Soit n ∈ N\{0, 1} avec n 6≡ 0 mod 3. La proposition 9.1.4 nous

donne

qn − 1

2
γ + γ−1

=


γ2n−1 + 2

n−1
3∑

k=1

γ2n−6k+1 + γ−3 + 2

n−4
3∑

k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3 si n ≡ 1 mod 3,

γ2n−1 + 2

n−2
3∑

k=1

γ2n−6k+1 + γ−1 + 2

n−2
3∑

k=1

γ−2n+6k+1 + γ−2n+3 si n ≡ 2 mod 3.

On s'appuie sur cette décomposition pour considérer les mots (9.2.5) et (9.2.6). Le

reste suit facilement grâce au principe de récurrence joint à la relation de récurrence

wi+1 = wiwi−1 pour i ∈ Z et au fait que (wi)
2 = wi+1wi−2 pour i ∈ Z.

9.3 Calculs de degré

Fixons un pré�xe w de w∞ dans E, et des entiers i1, . . . , is ∈ Z. Le comportement

asymptotique des paires d'éléments P,Q de A + ξA données par

(P,Q) = (ξ,−1)Ψ(w)JX
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
(9.3.1)

avec j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2} se calcule comme suit. Si α = m+ nγ−1 désigne la taille de

w et si on pose j = j1 + · · ·+ js et β = γi1 + · · ·+ γis = k+ `γ−1, alors le lemme 6.3.2
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et le théorème 7.6.5 livrent respectivement

X
(i1)
j1
· · ·X(is)

js
∼ 3k+`−1ξjXβ

(ξ,−1)Ψ(w)J ∼ 3−m−nX−α(1, ξ).

On en déduit que

(P,Q) ∼ 3k+`−m−n−1ξjXβ−α(1, ξ).

En particulier Q ∼ ξP sont d'ordre β−α. Comme j peut prendre toute valeur entière

entre 0 et 2s (pour un choix approprié de j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2}, cela fournit au moins

2s+ 2 éléments P0, . . . , P2s+1 de A+ ξA (de la forme aP ou aQ avec a ∈ Q?) tels que

Pi ∼ ξiXβ−α (0 ≤ i ≤ 2s+ 1).

Si d est un entier tel que, pour tout choix de j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2}, les éléments P,Q

donnés par (9.3.1) soient réalisables en degré au plus d, alors on obtient

r
(1)
d (β − α) ≥ 2s+ 2.

On va appliquer cette stratégie aux quatre familles de pré�xes de w∞ de la section

9.2.

Proposition 9.3.1. Soit n un entier avec n ≥ 2 et soit w le pré�xe de w∞ de taille

qnγ. Les composantes des produits

(ξ,−1)Ψ(w)JX
(−2)
j1
· · ·X(−2)

js
(9.3.2)

avec s = qn et j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2} sont d'ordre −2qnγ
−1 et sont réalisables en degré

au plus 4f(2n).

En utilisant les bases de Gröbner, un calcul à l'ordinateur montre que la borne

4f(2n) pour le degré est optimale pour 2 ≤ n ≤ 10.

Démonstration: Les composantes de (9.3.2) sont d'ordre

qnγ
−2 − qnγ = −2qnγ

−1.



9. ÉTUDE DE QUELQUES FAMILLES DE A + ξA 169

Il résulte du lemme 9.2.1 que le pré�xe w de w∞ de taille qnγ est égal à

w = w2n+1w−2n+1.

Donc

Ψ(w) =W2n+1W−2n+1

Grâce au lemme 8.1.5, on a que les coe�cients de la matriceW2n+1sont des polynômes

bi-homogènes en X(1) et en X(0) de bidegré

(e1, e0) = (f(2n), f(2n− 1)).

De même, le lemme 8.1.6 implique que les coe�cients de la matrice W−2n+1 sont des

polynômes bi-homogènes en X(−1) et en X(−2) de bidegré

(e−1, e
′
−2) = (f(2n− 4), f(2n− 3)).

Il s'ensuit que les coe�cients des produits (9.3.2) sont des polynômes multihomogènes

en (X(1),X(0),X(−1),X(−2)) de multi-degrés (e1, e0, e−1, e−2) avec

e−2 = e′−2 + qn = f(2n− 3) + f(2n) + f(2n− 2) = f(2n) + f(2n− 1)

Comme n ≥ 2, on a e−2 > e1. On déduit du théorème 8.1.7 que les coe�cients des

produits (9.3.2) sont tous réalisables en degré au plus

2e−2 + e0 + e−1 = 2f(2n) + 2f(2n− 1) + f(2n− 1) + f(2n− 4)

= 2f(2n) + 2f(2n− 1) + 2f(2n− 2)

= 4f(2n).

Proposition 9.3.2. Soit n ∈ N et soit w le pré�xe de w∞ de taille qn. Les compo-

santes de la matrice

(ξ,−1)Ψ(w)J (9.3.3)

sont d'ordre −qn. Elles sont réalisables en degré au plus d avec d = 2 si n = 0 et

d = 3f(2n− 1) si n > 0.
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L'ordinateur permet de véri�er que cette la borne est optimale si 0 ≤ n ≤ 10.

En appliquant successivement la proposition avec n = 0, 1, 2, on obtient

r
(1)
2 (−2) ≥ 2, r

(1)
3 (−3) ≥ 2 et r

(1)
9 (−7) ≥ 2,

tandis que les tables de l'annexe B donnent r(1)2 (−2) = 2, r(1)3 (−3) = 2 et r(1)9 (−7) = 4.

Démonstration: Les composantes de (9.3.3) sont d'ordre −qn grâce au théorème

7.6.5. Si n = 0, on a w = w2
0 (car q0 = 2), donc

(−ξ, 1)Ψ(w)J = (−ξ, 1)W2
0J

a toutes ses composantes de degré au plus 2.

Supposons maintenant que n > 0. Le lemme 9.2.1 livre que

w = w2nw−2n,

par suite, on a

Ψ(w) =W2nW−2n,

En joignant les lemmes 8.1.5 et 8.1.6, on obtient que les coe�cients de la matrice

(9.3.3) sont des polynômes multihomogènes en (X(1),X(0),X(−1),X(−2)) de multi-degrés

(e1, e0, e−1, e−2) avec

e1 = f(2n− 1), e0 = f(2n− 2), e−1 = f(2n− 3) et e−2 = f(2n− 2).

Comme n > 0, on a e1 ≥ e−2. Grâce au théorème 8.1.7, les coe�cients du produit

matriciel W2nW−2n sont tous réalisables en degré au plus

2e1 + e0 + e−1 = = 2f(2n− 1) + f(2n− 2) + f(2n− 3) = 3f(2n− 1).

Les deux prochains résultats fournissent des éléments de A+ ξA d'ordre −qnγ−1.
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Proposition 9.3.3. Soit n ∈ N avec n ≡ 0 mod 3 et soit w le pré�xe de w∞ de

taille (qn/2)γ. Les composantes des produits

(ξ,−1)Ψ(w)JX
(−2)
j1
· · ·X(−2)

js
(9.3.4)

avec s = qn/2 et j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2} sont d'ordre −qnγ−1 et sont réalisables en degré

au plus d avec d = 2 si n = 0 et d = 2f(2n)− 2 sinon.

La borne 2f(2n)− 2 est optimale pour n ∈ {3, 6, 9}.
Pour n = 0, la proposition implique r(1)2 (−2γ−1) ≥ 4 et la table de l'annexe B en

degré d = 2 donne l'égalité.

Démonstration: Les composantes de (9.3.4) sont d'ordre

qn
2
γ−2 − qn

2
γ = −qnγ−1.

Si n = 0, on a w = w1 (car q0 = 2), donc

(−ξ, 1)Ψ(w)J = (−ξ, 1)W1JX
(−2)
j

= (−ξ, 1)X(1)M1JX
(−2)
j

a toutes ses composantes de degré au plus 2 grâce au théorème 8.1.1.

Supposons maintenant que n > 0. Le lemme 9.2.2 donne

w = w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w1)

2(w−5)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3, (9.3.5)

donc,

Ψ(w) =W2n−1(W2n−5)
2 · · · (W1)

2(W−5)2 · · · (W−2n+7)
2W−2n+3.

Grâce au lemme 8.1.5, les coe�cients du produit

W2n−1(W2n−5)
2 · · · (W1)

2

sont des polynômes bi-homogènes en X(1) et X(0) de degré e1 en X(1) et de degré e0

en X(0) avec

e1 = f(2n− 2) + 2

n
3∑

k=1

f(2n− 6k) = f(2n− 2) +
f(2n− 3) + 1

2
, (9.3.6)
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e0 = f(2n− 3) + 2

n
3∑

k=1

f(2n− 6k − 1) = f(2n− 3) +
f(2n− 4)

2
− 1. (9.3.7)

De même le lemme 8.1.6 implique que les coe�cients de la matrice

(W−5)2 · · · (W−2n+7)
2W−2n+3

sont des polynômes bi-homogènes en X(−1) et X(−2) de bidegré (e−1, e
′
−2)

e−1 = 2

n
3
−1∑

k=1

f(2n− 6k − 4) + f(2n− 6) =
f(2n− 4)

2
, (9.3.8)

e′−2 = 2

n
3
−1∑

k=1

f(2n− 6k − 3) + f(2n− 5) =
f(2n− 3)− 1

2
. (9.3.9)

Par suite les composantes des produits (9.3.4) sont des polynômes multihomogènes

en
(
X(1),X(0),X(−1),X(−2)) de multi-degrés (e1, e0, e−1, e−2) avec

e−2 =
qn
2

+e′−2 = f(2n−1)+
f(2n− 4)

2
+
f(2n− 3)− 1

2
= f(2n−1)+

f(2n− 2)− 1

2
.

Comme n ≥ 3 et n ≡ 0 mod 3, on a e−2 > e1. Donc ces composantes sont réalisables

en degré au plus

2e−2 + e0 + e−1 = qn + 2f(2n− 3) + f(2n− 4)− 2

= qn + f(2n− 1)− 2 car f(2n− 1) = 2f(2n− 3) + f(2n− 4)

= 2f(2n)− 2.

Proposition 9.3.4. Soit n ∈ N avec n 6≡ 0 mod 3 et soit w le pré�xe de w∞ de taille

((qn − 1)/2)γ + γ−1. Les composantes des produits

(ξ,−1)Ψ(w)JX
(−2)
j1
· · ·X(−2)

js
(9.3.10)

avec s = (qn − 1)/2 et j1, . . . , js ∈ {0, 1, 2} sont d'ordre −qnγ−1 et sont réalisables en
degré au plus 2f(2n)− 1.
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La borne 2f(2n)− 1 est optimale pour n ∈ {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10}.
Pour n = 1, 2, la proposition entraîne

r
(1)
3 (−3γ−1) ≥ 4 et r

(1)
9 (−7γ−1) ≥ 8,

tandis que les tables de l'annexe B donnent r(1)3 (−3γ−1) = 4 et r(1)9 (−7γ−1) = 10.

Démonstration: Les composantes de (9.3.10) sont d'ordre

qn − 1

2
γ−2 − qn − 1

2
γ − γ−1 = −qnγ−1.

Il découle du lemme 9.2.3 que le pré�xe w de w∞ de taille ((qn − 1)/2)γ + γ−1 est

donné par

w =


w2n−1(w2n−5)

2 · · · (w3)
2w−3(w−7)

2 · · · (w−2n+7)
2w−2n+3 si n ≡ 1 mod 3,

w2n−1(w2n−5)
2 · · · (w5)

2w−1(w−3)
2 · · · (w−2n+7)

2w−2n+3 si n ≡ 2 mod 3.

Ainsi, on a

Ψ(w) =


W2n−1(W2n−5)

2 · · · (W3)
2W−3(W−7)2 · · · (W−2n+7)

2W−2n+3 si n ≡ 1 mod 3,

W2n−1(W2n−5)
2 · · · (W5)

2W−1(W−3)2 · · · (W−2n+7)
2W−2n+3 si n ≡ 2 mod 3.

Un procédé similaire à celui de la preuve de la proposition 9.3.3 permet d'obtenir que

les composantes de (9.3.10) sont des polynômes multihomogènes en
(
X(1),X(0),X(−1),X(−2))

de multi-degrés (e1, e0, e−1, e−2) où les entiers e1, e0, e−1 et e−2 sont donnés par

e1 = f(2n− 2) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k),

e0 = f(2n− 3) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k − 1) = f(2n− 3) +
f(2n− 4)− 1

2

e−1 = 1 + f(2n− 6) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k − 4) = 1 +
f(2n− 4)− 1

2

e−2 =
qn − 1

2
+ f(1− n0) + f(2n− 5) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k − 3).
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où n0 est le reste de n modulo 3 et m0 = (n− n0)/3. De plus, on a

max{e1, e−2} = e−2.

Par suite, les composantes des produits (9.3.10) sont tous réalisables en degré au plus

2e−2 + e0 + e−1.

Par ailleurs, comme

2f(1− n0)− 1 + f(2n− 5) + 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k − 3) = 2

m0∑
k=1

f(2n− 6k),

il s'ensuit que

2e−2 = qn + f(2n− 5) + 2

m1∑
k=2

f(2n− 3k)

= qn + f(2n− 5) + f(2n− 4)− 1 (grâce au lemme 9.1.3)

= f(2n) + f(2n− 2) + f(2n− 3)− 1

= f(2n+ 1)− 1

Ainsi, on a

2e−2 + e0 + e−1 = f(2n+ 1)− 1 + f(2n− 3) + f(2n− 4) = 2f(2n)− 1.

En conclusion, les composantes des produits (9.3.10) sont toutes réalisables en degré

au plus 2f(2n)− 1.



Annexe A

Tables des valeurs de r
(0)
d (α) pour

d 6 11

Degré d = 1 :

(n)

3

0 1 3 (m)

0

r
(0)
1 (α) nombres de α

1 1
3 2

Degré d = 2 :

(n)

5

0 3 5

0 0 1 3 5 (m)

0 0 3

0

r
(0)
2 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 3

175
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Degré d = 3 :

(n)

7

3 5 7

0 0 3 5 7

0 0 0 1 5 5 7 (m)

0 0 0 3 5

0 0 0

0

r
(0)
3 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 5
7 4

Degré d = 4 :

(n)

0 9 0

5 7 9

0 3 5 7 9

0 0 0 3 7 7 9

0 0 0 0 1 5 7 7 9 (m)

0 0 0 0 3 5 7

0 0 0 0 5

0 0 0

0

r
(0)
4 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 5
7 7
9 5
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Degré d = 5 :

(n)

11

7 9 11

0 5 7 9 11

0 0 3 5 9 9 11

0 0 0 0 5 7 9 9 11

0 0 0 0 0 1 5 7 9 9 11 (m)

0 0 0 0 0 3 7 7 9

0 0 0 0 0 5 7

0 0 0 0 3

0 0 0

0

r
(0)
5 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 5
7 7
9 9
11 6

Degré d = 6 :
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(n)

13

9 11 13

5 7 9 11 13

0 0 5 7 11 11 13

0 0 0 3 7 9 11 11 13

0 0 0 0 0 5 7 9 11 11 13

0 0 0 0 0 0 1 5 9 9 11 11 13 (m)

0 0 0 0 0 0 3 7 9 9 11

0 0 0 0 0 0 5 7 9

0 0 0 0 0 3 7

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
6 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 5
7 7
9 9
11 11
13 7
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Degré d = 7 :

(n)

15

11 13 15

7 9 11 13 15

0 5 7 9 13 13 15

0 0 0 5 9 11 13 13 15

0 0 0 0 3 7 9 11 13 13 15

0 0 0 0 0 0 5 7 11 11 13 13 15

0 0 0 0 0 0 0 1 7 9 11 11 13 13 15 (m)

0 0 0 0 0 0 0 3 7 9 11 11 13

0 0 0 0 0 0 0 5 9 9 11

0 0 0 0 0 0 3 7 9

0 0 0 0 0 0 5

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
7 (α) nombres de α

1 1
3 3
5 5
7 7
9 9
11 11
13 13
15 8
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Degré d = 8 :

(n)

17

13 15 17

9 11 13 15 17

3 7 9 11 15 15 17

0 0 5 7 11 13 15 15 17

0 0 0 0 7 9 11 13 15 15 17

0 0 0 0 0 3 7 9 13 13 15 15 17

0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13 13 15 15 17

0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 9 11 13 13 15 15 17 (m)

0 0 0 0 0 0 0 0 5 7 11 11 13 13 15

0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 11 13

0 0 0 0 0 0 0 3 7 9 11

0 0 0 0 0 0 0 5 9

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
8 (α) 1 3 5 7 9 11 13 15 17

nombres de α 1 3 5 7 9 11 130 15 9
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Degré d = 9 :

(n)

19

15 17 19

11 13 15 17 19

7 9 11 13 17 17 19

0 3 7 9 13 15 17 17 19

0 0 0 5 9 11 13 15 17 17 19

0 0 0 0 0 7 9 11 15 15 17 17 19

0 0 0 0 0 0 3 7 11 13 15 15 17 17 19

0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13 15 15 17 17 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 9 13 13 15 15 17 17 19 (m)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13 13 15 15 17

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13 13 15

0 0 0 0 0 0 0 0 3 7 11 11 13

0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11

0 0 0 0 0 0 0 0 7

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
9 (α) 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

nombres de α 1 3 5 7 9 11 13 15 17 10
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Degré d = 10 :

(n)

21

17 19 21

13 15 17 19 21

9 11 13 15 19 19 21

0 7 9 11 15 17 19 19 21

0 0 3 7 11 13 15 17 19 19 21

0 0 0 0 5 9 11 13 17 17 19 19 21

0 0 0 0 0 0 7 9 13 15 17 17 19 19 21

0 0 0 0 0 0 0 3 9 11 13 15 17 17 19 19 21

0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 15 15 17 17 19 19 21

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 11 13 15 15 17 17 19 19 21 (m)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13 15 15 17 17 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 9 13 13 15 15 17

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 7 11 13 13 15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 11

0 0 0 0 0 0 0 0 5

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
10 (α) 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

nombres de α 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 11
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Degré d = 11 :

(n)

23

19 21 23

15 17 19 21 23

11 13 15 17 21 21 23

5 9 11 13 17 19 21 21 23

0 0 7 9 13 15 17 19 21 21 23

0 0 0 3 9 11 13 15 19 19 21 21 23

0 0 0 0 0 5 9 11 15 17 19 19 21 21 23

0 0 0 0 0 0 0 7 11 13 15 17 19 19 21 21 23

0 0 0 0 0 0 0 0 3 9 11 13 17 17 19 19 21 21 23

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 9 13 15 17 17 19 19 21 21 23

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 7 11 13 15 17 17 19 19 21 21 23 (m)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 11 15 15 17 17 19 19 21

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 11 13 15 15 17 17 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 7 11 13 15 15 17

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9 13 13 15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 11 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0

r
(0)
11 (α) 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

nombres de α 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 12



Annexe B

Tables des valeurs de r
(1)
d (α) pour

d 6 11

Degré d = 1 :

(n)

4

2 2 4 (m)

2

r
(1)
1 (α) nombres de α

2 3
4 2

Degré d = 2 :

(n)

6

4 4 6

2 2 4 4 6 (m)

2 2 4

4

r
(1)
2 (α) nombres de α

2 4
4 6
6 3

184
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Degré d = 3 :

(n)

8

6 6 8

4 4 6 6 8

2 2 4 4 6 6 8 (m)

2 2 6 4 6

4 4 6

4

r
(1)
3 (α) nombres de α

2 4
4 8
6 9
8 4

Degré d = 4 :

(n)

10

8 8 10

6 6 8 8 10

4 4 6 6 8 8 10

2 2 4 4 8 6 8 8 10 (m)

2 2 6 6 8 6 8

4 4 6 6 8

4 4 6

6

r
(1)
4 (α) nombres de α

2 4
4 8
6 12
8 12
10 5
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Degré d = 5 :

(n)

12

10 10 12

8 8 10 10 12

6 6 8 8 10 10 12

4 4 6 6 10 8 10 10 12

2 2 4 4 8 8 10 8 10 10 12 (m)

2 2 6 6 8 8 10 8 10

4 4 6 6 8 8 10

4 4 8 6 8

6 6 8

6

r
(1)
5 (α) nombres de α

2 4
4 8
6 12
8 16
10 15
12 6
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Degré d = 6 :

(n)

14

12 12 14

10 10 12 12 14

8 8 10 10 12 12 14

6 6 8 8 12 10 12 12 14

4 4 6 6 10 10 12 10 12 12 14

2 2 4 4 8 8 10 10 12 10 12 12 14 (m)

2 2 6 6 8 8 10 10 12 10 12

4 4 8 6 10 8 10 10 12

4 4 8 8 10 8 10

6 6 8 8 10

6 6 8

6

r
(1)
6 (α) nombres de α

2 4
4 8
6 12
8 16
10 20
12 18
14 7
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Degré d = 7 :

(n)

16

14 14 16

12 12 14 14 16

10 10 12 12 14 14 16

6 8 8 10 10 14 12 14 14 16

6 6 8 8 12 12 14 12 14 14 16

4 4 8 6 10 10 12 12 14 12 14 14 16

0 2 4 4 8 8 10 10 12 12 14 12 14 14 16 (m)

2 2 6 6 10 8 12 10 12 12 14 12 14

4 4 6 8 10 10 12 10 12 12 14

4 4 8 8 10 10 12 10 12

6 6 8 8 10 10 12

6 6 8 8 10

2 8 6 10

0

r
(1)
7 (α) 2 4 6 8 10 12 14 16

nombres de α 4 8 12 16 20 24 21 8
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Degré d = 8 :

(n)

18

16 16 18

14 14 16 16 18

12 12 14 14 16 16 18

8 10 10 12 12 16 14 16 16 18

6 8 8 10 10 14 14 16 14 16 16 18

6 6 10 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18

4 4 6 8 10 10 12 12 14 14 16 14 16 16 18

0 0 4 4 8 8 12 10 14 12 14 14 16 14 16 16 18 (m)

2 2 6 6 8 10 12 12 14 12 14 14 16 14 16

4 4 6 6 10 10 12 12 14 12 14 14 16

4 4 8 8 10 10 12 12 14 12 14

6 6 8 8 10 10 12 12 14

6 6 10 8 12 10 12

2 2 8 8 10 10 12

8 0 10

0

r
(1)
8 (α) 2 4 6 8 10 12 14 16 18

nombres de α 4 8 12 16 20 24 28 24 9
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Degré d = 9 :

(n)

20

18 18 20

16 16 18 18 20

14 14 16 16 18 18 20

10 12 12 14 14 18 16 18 18 20

8 10 10 12 12 16 16 18 16 18 18 20

8 8 12 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20

6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20

4 4 6 6 10 10 14 12 16 14 16 16 18 16 18 18 20

0 0 4 4 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18 16 18 18 20 (m)

2 2 6 6 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18 16 18

4 4 6 6 10 10 12 12 14 14 16 14 16 16 18

4 4 8 8 10 10 12 12 14 14 16 14 16

6 6 8 8 12 10 14 12 14 14 16

6 6 10 10 12 12 14 12 14

2 2 8 8 10 10 12 12 14

8 8 10 10 12

10 0 8

0

r
(1)
9 (α) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

nombres de α 4 8 12 16 20 24 28 32 27 10
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Degré d = 10 :

(n)

22

20 20 22

18 18 20 20 22

16 16 18 18 20 20 22

12 14 14 16 16 20 18 20 20 22

10 10 12 12 14 14 18 18 20 18 20 20 22

10 10 14 12 16 16 18 18 20 18 20 20 22

8 8 12 12 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22

6 6 8 10 12 12 16 14 18 16 18 18 20 18 20 20 22

4 4 6 6 10 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20 20 22

0 0 4 4 8 8 10 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20 20 22 (m)

0 2 6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20

2 4 6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20

4 4 8 8 10 10 14 12 16 14 16 16 18 16 18

6 6 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18

6 6 10 10 12 12 14 14 16 14 16

2 8 8 10 10 12 12 14 14 16

2 8 8 12 10 12 12 14

4 10 10 12 8 14

10 0 0

0

r
(1)
10 (α) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

nombres de α 4 8 12 16 20 24 28 32 36 30 11
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Degré d = 11 :

(n)

24

22 22 24

20 20 22 22 24

18 18 20 20 22 22 24

14 16 16 18 18 22 20 22 22 24

12 12 14 14 16 16 20 20 22 20 22 22 24

10 12 12 16 14 18 18 20 20 22 20 22 22 24

10 10 14 14 16 16 18 18 20 20 22 20 22 22 24

8 8 10 12 14 14 18 16 20 18 20 20 22 20 22 22 24

6 6 8 8 12 12 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22 24

4 4 6 6 10 10 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22 24

0 0 4 4 8 8 10 10 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22 24 (m)

0 0 6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22

2 2 6 6 10 10 12 12 16 14 18 16 18 18 20 18 20 20 22

4 4 8 8 10 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20

6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20

6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18

8 8 12 10 14 12 14 14 16 16 18

2 2 8 8 12 12 14 12 16 14 16

4 4 10 10 12 12 14 14 16

10 10 12 0 12

10 0 0

0

r
(1)
11 (α) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

nombres de α 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 33 12
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