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Abstract

This thesis in Diophantine approximation is divided in two parts. The first is
concerned with the parametric geometry of numbers, which was recently introduced
by W. M. Schmidt and L. Summerer. This theory approximates the behaviour of the
successive minima of those parametric families of convex bodies stemming from the
problem of simultaneous rational approximation to finitely many fixed real numbers.
In the case of one number, we show that knowing the qualitative behaviour of the
successive minima is equivalent to knowing the continued fraction expansion of the
distance from this number to its nearest integer. We also improve upon a result which
was conjectured by Schmidt in 1983 and proven by N. Moshchevitin in 2012, and we

show that this improvement is optimal.

The second part studies extremal numbers, introduced by D. Roy in 2003. These
numbers are real transcendental, and behave similarly to real quadratic numbers
with respect to certain properties of Diophantine approximation. We associate to any
extremal number a canonical sequence of symmetric matrices with integer coefficients.
In their paper |23], D. Roy and E. Villani consider a special class of extremal numbers
and study the corresponding sequences of matrices from both an analytic point of
view and an algebraic point view. We consider a subclass of those extremal numbers,
called Markoff extremal numbers. We start by establishing a conjecture generalizing
the results of Roy and Villani, based on empirical evidence. This conjecture depends
on an integer quantity called degree, and we prove that it holds for degrees up to 6.

The proof for these cases rely on a construction, itself valid in all degrees.
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Résumé

Cette thése en approximation diophantienne se divise en deux parties. La pre-
miére concerne la géométrie paramétrique des nombres introduite récemment par
W. M. Schmidt et L. Summerer. Cette théorie décrit, & des fonctions bornées prés, le
comportement des minimas successifs d’une famille de corps convexes a un paramétre,
a savoir celle qui intervient naturellement dans les problémes d’approximation ration-
nelle simultanée de nombres réels linéairement indépendant sur Q. Nous démontrons
dans le cas d’un seul nombre que le comportement qualitatif des deux minima est
équivalent a la donnée du développement en fraction continue de la distance de ce
nombre a I'entier le plus proche. Nous nous intéressons aussi & une conjecture de
Schmidt de 1983 démontrée par N. Moshchevitin en 2012, et nous ’améliorons. De

plus, nous démontrons que notre amélioration est meilleure possible.

La seconde partie de la thése concerne les nombres extrémaux introduits par
D. Roy en 2003. Ces nombres sont transcendants réels et se comporte similairement
aux nombres quadratiques réels quant a certaines propriétés d’approximation dio-
phantienne. On peut leur associer une suite canonique de matrices symétriques a
coefficients entiers. Dans leur papier [23], D. Roy et E. Villani considérent une classe
particuliére de nombres extrémaux et étudient les suites de matrices correspondantes
a la fois d’un point de vue analytique et d’un point de vue algébrique. Nous considé-
rons ici une classe plus restreinte de nombres extrémaux, dits de type Markoff. Nous
commencons par établir une conjecture qui généralise les résultats de Roy et Villani,

sur la base de résultats numériques. Cette conjecture dépend d’une quantité entiére

il
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appelé degré, et nous la démontrons en degré au plus 6. La preuve dépend d’une

construction, elle-méme valide en tous degrés.
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Chapitre 1

Introduction

Cette thése est divisée en trois parties. La premiére concerne la géométrie des
nombres en dimension 2, la deuxiéme porte sur une conjecture de Schmidt énoncée

en 1983, et la derniére touche les nombres extrémaux de type Markoff.

1.1 Géométrie paramétrique des nombres en dimen-
sion 2

Soit m > 2 un entier. Un corps convexe C C R™ est un voisinage compact convexe
de l'origine 0 stable sous multiplication par -1.

Par exemple, soient £ et ¢ des nombres réels avec ¢ > 0. L’ensemble
Kela) = {(z,9) € R o] < €7, |2 —y| < 79}
est un corps convexe de R? de volume
vol(Ke(q)) = 2e? x 2e77 = 4.

C’est le parallélogramme illustré sur la figure ci-dessous.
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FIGURE 1.1 — Le corps convexe K¢(q)

Le premier théoréme de Minkowski montre que si C est un corps convexe de R™

de volume vol(C) > 2™, alors il contient un point non nul de Z™, ¢’est-a-dire que
cCnNzZ™ +# {0}.

Dans I'exemple, comme vol(K¢(q)) > 4, le corps convexe K¢(g) contient un point non
nul de Z? quel que soit ¢ > 0.
Les deux premiéres parties de la thése s’intéressent a ’étude du comportement

des minima successifs de certaines familles de convexes. Soit C un corps convexe de

R™.

Définition 1.1.1. Pour tout j = 1,...,m , on définit le j-iéme minimum de C,
noté \;(C) comme le minimum des X > 0 tel que A\C contient au moins j éléments

linéairement indépendants de 7.

Ces minima forment clairement une suite croissante :

Le second théoréme de Minkowski montre que le produit vol(C)A1(C) - - A\, (C) est

borné inférieurement et supérieurement par des constantes qui dépendent seulement
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de m. Plus précisément, on a

% < Vol(C)M(C) -~ Am(C) < 27,

La géométrie paramétrique des nombres est une théorie qui fournit a des fonctions
bornées prés une description du comportement des minima successifs de certaines fa-
milles de corps convexes a un parameétre dans R"™. Elle propose une nouvelle maniére
d’étudier les problémes d’approximation rationnelle simultanée. Cette théorie a été
initialement développée en dimension m = 3 dans [31]| puis étendue en dimension
quelconque m > 2 dans [32], et complétée dans [27]. Nous aimerions lillustrer en
dimension m = 2 en donnant pour ce cas, une description exacte du comportement
qualitatif des minimas successifs. Pour cela, nous aurons besoin de la notion de déve-

loppement en fraction continue.

Soit € € [0,1/2]. Il admet un développement en fraction continue de la forme

1 .
éz[O,al,ag,...,as,l]: 1 Slfe(@,
a1+ 1

CL2+' 1

As—1

1 .
Oug:[07a17a2a"']:—1 si§ € Q,
wt

CL2+—

pour une et une seule suite (a,)i1<,<s dans N* avec as_; > 2 si £ € Q\{0}.

La n-iéme réduite de & est le nombre rationnel

P, 1
@: [0,@1,...,0,”] =

(1<n<s),
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Les réduites sont caractérisées par la propriété de meilleure approximation.

e Pour tout couple d’entiers (@, P) tel que 0 < Q < @11, on a

Nous aimerions décrire le comportement qualitatif exact des minimas de la famille

de corps convexes donnée par
Ke(q) = {(z,y) € R*; [z < e, o€ —y[ < e} (¢20),
pour un nombre réel ¢ fixé. Pour j = 1,2 et ¢ > 0, on pose
Le j(q) = log A;(Ke(q)),
olt A\;j(Ke¢(q)) est le j-iéme minimum de KC¢(g). Pour tout ¢ > 0, on a
Lea(q) < Lea(q) et —log2 < Lea(q) + Lea(q) <0.

La premiére inégalité découle du fait que les minima forment une suite croissante
tandis que la deuxiéme inégalité résulte du second théoréme de Minkowski joint au

fait que vol(K¢(q)) = 4 pour tout ¢ > 0. On définit Lg : [0, 00) — R? par

Le(q) = (Lea(q), Leo(q) (g >0).

On appelle graphe conjoint de la fonction Lg¢, noté I'e, l'union des graphes de L¢; et
de Le¢ o dans [0, co[xR.

Exemple 1.1.2. Le graphe conjoint de L¢ pour £ = 3/7 est illustré ci-dessous

r1 /

T
| q

<
(=)

Q
[

q0

-——— 3
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La courbe du bas représente le graphe de la fonction Ls/7; tandis que celle du
haut représente le graphe de la fonction L7 5. Les deux fonctions coincident sur les

intervalles [qo, ro] et [r1, ga].

Le développement en fraction continue de £ peut se lire sur le graphe conjoint

de L¢ si € € [0,1/2]. Ce serait faux sans cette hypothése car les graphes associés a

1/3 et 2/3 sont les mémes bien que leurs développements en fraction continue soient,
différents

1

2
-=10,3 t - =10,1,2].
3 [7]6 3 [77]

Théoréme (A. Keita, 2017, JTNB).

e Soient £ et ¢’ des nombres réels. On a Ly = Ly <= { = £ mod Z.

e Soit £ € [0,1/2]. Désignons par (¢, )ocn<s avec s € N*U {oo} la suite croissante
des points de [0,00) ot L¢; admet un maximum local. Notons a,, le nombre
des maxima locaux de la restriction de L¢ o & I'intervalle [g,,_1, g,] pour chaque
entier n avec 1 < n < s. Alors on a gy = 0, et le développement en fraction

continue de ¢ est donné par

0] sios=1,
§=110,a1,a9,...,a5s1] si 2<s< o0,
[0,a1,as,...] si s =o0.

avec as_1 = 2812 < s < o0.

Ci-dessous quelques exemples de graphes conjoints pour illustrer le théoréme.

a; =2 ay =3
q1
q0 t1 to t3

90 q
q ’ w

a) 0= [0] b) 1/3 = [0, 3] ¢) 3/7=10,2,3]
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La figure c) illustre le graphe conjoint de Lj/7. La courbe du bas représente le
graphe de la fonction L7 ; tandis que celle du haut représente le graphe de la fonction
Ls/75. La fonction Lg/7; admet trois maxima locaux aux points qo, q1 et go. Entre
qo et qi, la fonction L3/7, admet deux maximaux locaux aux points gy et ¢;, tandis
qu’elle admet trois maximaux locaux aux points t9, t3 et ¢o sur U'intervalle [g1, go].

Ainsi, on obtient a; = 2 et a; = 3 et par suite, on a

[0,2,3] = 3/7.

1.2 Conjecture de Schmidt

Parmi les conjectures proposées par W. M. Schmidt en 1983, il y en a une qui
porte en germe la géométrie paramétrique des nombres [29, Conjecture 2|. Cette
conjecture a été démontrée en 2012 par N. G. Moshchevitin [16, Théoréme 1]. Notre
but est de montrer une version forte de la conjecture de Schmidt et qui soit le meilleur
possible. Nous utilisons les notations de D. Roy dans [27] pour rappeler le résultat de
Moshchevitin.

A chaque point non nul ¢ € R™*! on associe la famille de corps convexe
Ce(g) = {x e R™™; x| <1, [x-¢[ <™} (¢20),

oil X - y désigne le produit scalaire standard dans R™ et ou ||x|| = (x - x)"/? désigne

la norme euclidienne de x. Pour tout j =1,...m+ 1 et ¢ > 0, on pose

Le j(q) = log A; (Ce(q))

olt A\j (Ce(q)) le j-iéme minimum de C¢(g). Clairement on a

Lg,l(Q) SRR Lﬁ,m+1(Q) (q Z 0)~

De plus, comme le volume de C¢(e?) est borné inférieurement et supérieurement par
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des multiples de e74, le second théoréme de Minkowski montre que

m+1

q— Z Le j(q)

< mlogm.

Donc la moyenne des Lg; est a peu prés g/(m + 1). Si les coordonnées de & sont
linéairement indépendantes sur Q alors pour chaque j = 1,...,m + 1, il existe des

valeurs arbitrairement grandes de ¢ telles que

Le j(q) = Le j11(q)

(voir [31, Théoréme 1|). Par contraste, on a

Théoréme (Moshchevitin, 2012 )= (Conjecture de Schmidt, 1983).
Pour tout ¢ = 2,...,m, il existe un point & € R™" 4 coordonnées linéairement

indépendantes sur Q tel que

lim (Lg,i—l(Q) - L) =—0c0 et lim (L&Hl(q) - L) =0

q—o0 q—o0 m + 1

Donc les fonctions L¢ ;—1(q) et Le;41(g) peuvent diverger 'une de 'autre de part

et d’autre de la moyenne ¢/(m+1). Notre résultat principal améliore ces estimations :

Théoréme (A. Keita, 2016, MJCNT).
Pour tout ¢ = 2,...,m, il existe une infinité non dénombrable de vecteurs ¢ € R™*H!

a coordonnées linéairement indépendantes sur Q telle que
Leiv1(q) 1

Leio
lim é—l(q) =0 et liminf = - .
g—00 q q—00 q m—1i+2

Il est aussi le meilleur possible :

Théoréme (A. Keita, 2016, MJCNT).
Soit 7 un entier avec 2 < i < m et soit £ un point de R™*! & coordonnées linéairement

indépendantes sur Q tel que
L i—

q—o0 q

=0.
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Alors on a

lim inng’iH(q) < 1, .
g—r00 q m—1i+2

La preuve du théoréme utilise la géométrie paramétrique des nombres.
Un (m+1)-systéme généralisé P = (P, ..., Ppy1) @ (0,00) — R™! est une fonction
continue et linéaire par morceaux telle que, pour tout g > 0, on ait
0<Pi(q) << Pusile) et Pi(q)+ -+ Pna(a) = ¢

et de plus le graphe conjoint de P est un recollement de morceaux de types suivants

r+s
r’ /
I ~
1/r - 1/r
|
I
|
| r
| 1/r’
l
l
I
’ ’ ’

s s —r

1/r

Les courbes en bleu représentent les graphes des composantes de P ayant une
pente nulle tandis que celles en rouge représentent les graphes des composantes de
P ayant une pente strictement positive. Le nombre 1/r (respectivement 1/r’) accolé
a un segment représente la pente du segment. C’est aussi l'inverse du nombre des
composantes de P dont le graphe coincide avec ce segment de telle sorte que la

somme des pentes compte tenu des multiplicités soit toujours égale a 1.

Dans son papier [28], D. Roy caractérise les (m + 1)-systémes généralisés en

relation aux points non nuls £ € R™1\{0}
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Théoréme (D. Roy, 2016). Pour chaque vecteur non nul £ € R™* | il existe ¢y > 0
et un (m + 1)-systéme généralisé P sur [go, 00) tels que la différence L — P soit
bornée sur [gy, o). Réciproquement, pour chaque (m + 1)-systéme généralisé P sur
un intervalle [g, 00) avec qo > 0, il existe un vecteur non nul £ € R™"! tel que la

différence Lg — P soit bornée sur [go, 00).

Ce théoréme permet de ramener la preuve de notre premier théoréme a la construc-
tion d’un (m + 1)-systéme généralisé P = (Py,..., Py,11) @ (0,00) — R™! dont le

graphe conjoint reprend le patron suivant a l'infini,

Pi1=-=PFPyun
3 L JURS)
:
1 :
m—+1—1 :
Pi1=-=PFPnn P | a
* ' i1
(ig1 ! o
! !
! 1
' |
1
| P =--=PF !
ai7 4
! :
! 1
! . 1
T Si t; Tit1

pour une suite strictement croissante (a;);cz de réels strictement positifs avec

a?+1 < @iy0a;,  lim a; =0 et limagq/a; = +oc.
1= i—00

—0o0

La courbe en bleu représente le graphe des (i — 1) premiéres composantes de P, tandis
que celle en rouge représente le graphe de la i-éme composante de P et celle en vert

représente le graphe des (m — ¢ + 1) derniéres composantes de P.
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1.3 Nombres extrémaux de type Markoff

Un nombre algébrique est un nombre complexe qui satisfait & une équation po-
lynomiale de la forme

™ + apy 12" P+ 4+ ag =0 (1.3.1)

avec ag, . .., a, € Q. Lorsque a, = 1, alors le polyndome associée a I’équation (1.3.1)
est appelé un polynoéme unitaire. Un entier algébrique est un nombre complexe qui
est une racine d’un polynéme unitaire a coefficients entiers. Un nombre complexe qui

n’est pas algébrique est appelé un nombre transcendant.

Soit S un nombre algébrique, il existe un et un seul polynoéme irréductible
P € Z[x] tel que P(3) = 0. Ce polynéome P est appelé le polynome minimal de (8. De

plus,  est un entier algébrique si et seulement si P est unitaire.

Exemple 1.3.1.

1+5

e Le nombre d’or v = =52 est un entier algébrique ayant pour polynome minimal

-z —-1=0.
e Le nombre v/13/12 est un entier algébrique ayant pour polynome minimal
1442* — 13 = 0.

Dans cette partie, £ désigne un nombre réel et n > 1 un entier. On note ||P||
la norme du polynome P € Z[z] ¢’est-a-dire le maximum des valeurs absolues de ses
coefficients et on désigne par H(«) la hauteur du nombre algébrique « ¢’est-a-dire la
norme du polyndéme minimal de « sur Z. La qualité de I’approximation d’'un nombre
réel par les nombres algébriques de degré au plus n peut étre mesurée au moyen des
exposants w,(§) et wy () introduits par Mahler en 1932 (voir [14]) et Koksma en 1939

(voir [11]) respectivement, qui sont définis comme suit
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e On note w,(§) le supremum des w € R pour lesquels il existe une infinité de

polynémes P € Z|x] de degré au plus n avec
[P < [P

e On note w; () le supremum des w € R pour lesquels il existe une infinité de

nombres algébriques o de degré au plus n avec
€ —af < H(a)™
Pour tout nombre réel £ et tout entier n > 1, on a

wy(§) < wa(8). (1.3.2)

De plus, il existe des réels £ pour lesquels l'inégalité (1.3.2) est stricte. En 1965,

Sprindzuk a montré que, pour entier n > 1, on a

wy,(§) = wn(§) =n

pour presque tout nombre réel £ par rapport a la mesure de Lebesgue (voir [33]).
Par ailleurs, si £ est un nombre réel transcendant, alors le principe des tiroirs de
Dirichlet implique que

w(&=n (0> 1),

L’un des problémes ouverts est de décider si le méme résultat reste vrai pour wj(§).

En 1961, E. Wirsing posa le probléme suivant (voir [34])
Conjecture. Pour tout entier n > 1 et tout nombre réel transcendant &, on a

wr (&) > n.

Pour n = 1, cette conjecture est résolue par le principe des tiroirs de Dirichlet

(voir Corollaire 1B de [30]). Par ailleurs, H. Davenport et W. Schmidt montrent
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en 1967 que pour n = 2, la conjecture est vraie. Pour étudier I'approximation des
nombres réels par des entiers algébriques de degré < n, lorsque n = 3, Davenport et

Schmidt considérent le systéme d’inégalités
|IL‘Q| < X, |(L’0£ — ZL'1| < CgX_l/,y, |ZL‘Q€2 — (L’Ql < CgX_l/,y. (133)

En supposant que £ n’est ni un nombre rationnel ni un réel quadratique, ils montrent
qu'il existe une constante ¢y = ¢4(§) > 0 telle que les inégalités de (1.3.3) n’admettent
pas de solution entiére non nulle (g, 21, T9) € Z* pour des valeurs de X arbitrairement
grandes (voir le théoréme la de [6]). En combinant ce résultat avec la dualité de
Mabhler , ils concluent (voir le théoréme 1b de [6]), qu’il existe un nombre infini
d’entiers algébriques o de degré au plus 3 sur QQ avec

2

€ —al <GH(a)™,
pour une certaine constante ¢j > 0, d’ot w3 (&) > 2.

Dans ses papiers [20] et [21], D. Roy montre que le premier résultat de Davenport

et Schmidt est optimal dans le sens suivant.

Théoréme (D. Roy, 2003). Il existe un nombre réel £ qui est transcendant sur Q et

une constante c5 = ¢5(&) > 0 tels que les inégalités
lzo] < X, |zo€ — 21| < s XV et |z0&% — 25| < cs X
admettent une solution non nulle (zg, 21, 72) € Z* pour tout X > 1.
Un tel nombre £ est appelé un nombre extrémal.

Théoréme (D. Roy, 2011). Il existe une infinité dénombrable de nombres extrémaux

&. En particulier, il en existe pour lesquels

.. 1
lim inf gllg¢]| = .
q—00 3

On les appelle nombres extrémaux de type Markoff.
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En 2003, D. Roy montre que si £ est un nombre extrémal d’un certain type

incluant ceux de type Markoff, alors pour tout entier algébrique o de degré < 3, on a
€ —al > cH(a)™"

pour une certaine constante ¢ > 0 (voir [20]). De plus, D. Roy et D. Zelo montre que
ce résultat reste vrai pour tout entier algébrique a de degré 4 et de trace 0 (voir [26]).
En 2010, B. Adamczewski et Y. Bugeaud montrent que, pour tout nombre ex-

trémal £ et tout polynome non nul P € Z[z] de degré < n, on a
()] > || P~ xpleton 3 oglog 3n)?)

pour une certaine constante ¢ > 0 (voir [1]). Une question naturelle qu’on peut se

poser est de savoir si on peut améliorer 'exposant de ||P||, ¢’est-a-dire :
Probléme : A-t-on |P(§)| > ||P||™"?

Dans l'espoir de résoudre un jour ce genre de probléme, nous nous proposons ici

d’étudier les propriétés des nombres extrémaux de type Markoff.

Caractérisation des nombres extrémaux de type Markoff

Soit £ un nombre réel fixé. Pour chaque matrice symétrique x = <x0 x1> dans

Tr1 T2
MatQXQ(Z), on définit

_ ) — J | — _
||X||—gg§<x2|%|, Le(x) gj&ggmﬁ z;| =< ||(& —-1)x|.

Pour tout k € N, on définit la matrice Mj par

=y )

Soient (ay)g>1 et (bg)r>1 deux suites a valeurs réelles positives. La notation ay < by
signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que a; < cby pour chaque entier £ > 1,

dire que a; =< by, signifie que a; <K by, et by < ay.
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Le prochain théoréme da a D. Roy fournit une caractérisation des nombres ex-

trémaux de type Markoff.

Théoréme (D. Roy, 2011). Soit £ un nombre réel extrémal de type Markoff. Alors

il existe une suite non bornée de matrices symétriques x; = (ik’o ikl) avec k > 1
k1l Tk2

dans SL(2,Z) telle que pour tout entier k£ > 1, on a

(’L) det(xk) =1 et Xk+2 = Xk+1Mk+1Xk = XkMka+1,
(i) [Pergall =< peell” et Le(ar) =[xl

Dans le but de comprendre 'arithmétique des suites de matrices (xx)g>1, on note
S l'anneau des suites modulo les suites éventuellement nulles. Pour tout ¢« € Z, on
définit une matrice symétrique

i i
£0) — (ié}i gi) € Matoys(S)
en posant
%g-i) = I'image de (Tog+ij)k>1 (j=0,1,2)

On choisit la suite (o4 ;)k>1 plutot que (zx4i;)k>1 dans la définition de %éi) avec
(j = 0,1,2) pour pouvoir étendre les conditions (i) du théoréme & X, On obtient

ainsi
X0 = xOpx0D = 20U 20 et det(xD) =1 (i€ 2)

o M; = M pour les i pairs et M; = M7 pour les i impairs.

On désigne par G&* le groupe des unités de G c’est-a-dire 'ensemble des éléments
[(ar)k>1] de & avec aj, # 0 pour tout entier k suffisamment grand. Etant donné des
éléments 3 = [(ag)p>1] et B = [(bg)k>1] de &*, on ecrit U ~ B si et seulement si

klim ar/br = 1. Avec cette notation, on obtient le résultat suivant :
—00

Y ~3xiPxliY (e
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On note 2 = Q[X(, X(=V] le sous-anneau de & engendré sur Q par les coefficients

des matrices X@ et =Y. On définit
o Ay ={P(xO,xD); PeQX,X*<q} pour tout d € N.

o X = <%(()0)>m (%((fl)y pour tout & = m+n/vy € Z[y|.

Théoréme (Roy-Villani, 2008). Pour tout entier d > 0, on a

Acq= P RY(a)

aEEéO)

ou E(go) ={m+n/yeZl]; m+n/y>0et|m|+|n| <d}
et RO (a) = {8 € Aoyg; 8] =< X* ou Y = 0}
De plus, on a
e dimg R'( ©
oR, (a) € {1,3,...,2d+ 1} pour tout o € E; .

e Le nombre de a € Eflo) tel que dimg Rgo)(a) =25+ 1 est
(0) 2541 SiOSS<d,
Xq (8)= —
d+1 sis=d.

Nous proposons une conjecture qui généralise ce résultat.

Conjecture (A. Keita). Pour tout entier d > 0, on a

Ay + A= EP RY(a)

aEEy)

ot RV (@) = {8 € Ay + Acy; Y] = X ou 4 = 0},

De plus, on a

e dimg Rfil)(&) € {2,4,...,2d + 2} pour tout o € E((il).
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e Le nombre de a € Eél) tel que dimg Rfll)(a) =25+ 2 est

4s+4 si0<s<d-—2,
Xg)(s)z 3d sis=d—1,
d+1 sis=d.

Cette conjecture est vérifiée numériquement pour d < 11. Le temps de calcul
augmente de maniére exponentielle avec d. Pour d = 11, cela représente une journée
de temps machine sur un ordinateur PC avec processeur INTEL 3. On n’a pas été
capable de pousser les calculs plus loin.

On observe que, pour d =1,2,...,6, ’ensemble Ey) est donné par

Eél):{m—l—n/y;m,nEZet |m| + |n| <d} (1<d<6).

Donc Ec(ll) est représenté par ’ensemble des points entiers dans le losange |m|+|n| < d
pour d = 1,...,6. Pour d > 6, ce n’est plus vrai mais on constate que le nombre de
points demeure égal a celui du losange.

Ci-dessous quelques exemples pour illustrer le résultat de Roy-Villani et ma

conjecture.

Exemple 1.3.2.

Table pour dimg Réo)(a) Table pour dimg Rgl)(a)
(n) (n)
7 8
3 5 7 6 6 8
00 3 57 4 4 6 6 8
000 1 557 (m) 224 4 66 8 (m)
00 0 35 2 2 6 46
0 0 O 4 4 6
0 4
Chaque élément @ = m + n/vy € Z[y] peut étre représenté par ses coordonnées

(m,n) dans le plan. Pour pouvoir lire la dimension dimg Réo)(a) sur la premiere
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table (respectivement dimg Rél)(a) sur la deuxiéme table), il suffit de connaitre les
valeurs de m et n. Par exemple, si on prend m = 1 et n = —1, cela correspond a

a=1—1/v, on lit sur les tables que
dimg Réo)(oz) =3 et dimg Rgl)(a) = 4.

Pour la preuve de notre conjecture pour d < 6, on construit explicitement Rﬁll) (),
pour chaque o« = m + n/vy de Z[y] avec |m| + |n| < d.

Pour cela, on utilise la propriété suivante
e,  0<ij<2

Elle est étonnante car les coefficients des matrices (72 et (1 sont réalisables en
degré au plus 2 donc on s’attendrait a ce que les neuf produits %572)%5-1) avec 1 <
1,7 < 2 soient réalisables en degré au plus 4.

Ensuite, on considére des produits

J1

ot W, = X®) M, pour construire une base explicite de Rg)(oz). On s’appuie sur les
valeurs numériques fournies dans 'annexe B pour conclure.

Le choix des suites (ki,...,k;) pour former les produits (&, —1)Wg, Wi, - - - W,
utilise des résultats combinatoires que nous développons au chapitre 7. Soit E = {a, b}
un alphabet de deux lettres et soit £* le monoide des mots sur cet alphabet. La suite

des mots de Fibonacci (w;);>—1 dans E* est donnée par
w-_1 = b, Wy = a et W1 W;W; 1 (Z 2 O)

Elle converge vers un mot infini w., = abaababaabaababaababa - - - qui est stable sous
le morphisme de monoides ¢ : E* — E* qui applique b sur a et a sur ab. On construit
un monoide E qui contient F* sur lequel le morphisme ¢ s’étend & un automorphisme

® : E — FE tel que, pour tout w € £, on a

d*(w) € E* pour tout entier k> 1 suffisamment grand.
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On définit un préfize fractionnaire de w., comme un élément w de E tel que ®F(w)
soit un préfixe de wy, au sens ordinaire (dans le monoide E*) pour tout entier k assez

grand. On montre aussi qu’il existe des morphismes de monoides
taille : F — Z[’}/]ZO et WU E — Matgxg(gl)

tels que pour tout k € Z, on ait
taille ((I)k(a)) =~F et \I]((Dk(a)) = x® M =W,

Au chapitre 7, on démontre les résultats suivants
1. La taille est surjective.

2. Si w est un préfixe fractionnaire de w,, on peut écrire
w = O (a)®™(a) - - - O™ (a)
pour un et un seul choix d’entiers ki, ks,...,k; avec k1 > ko > -+ > ky et

ki > kiy1+ 2 pour tout 1 <4 < /¢ —1.

3. Avec les mémes notations, on a

(@) = Wi, Wh, -+ W, (1.3.5)

—

(€ B ~ S (16)

ol a = m + n/vy = taille(w).
Ce sont les produits (1.3.5) associés aux préfixes fractionnaires de w,, qu’on

utilise dans (1.3.4).



Premiére partie

Géomeétrie paramétrique des nombres
dans R™
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Chapitre 2

Préliminaires

Ce chapitre a pour but de fournir au lecteur une base de la théorie entourant
le développement en fraction continue, la géométrie des nombres et la géométrie pa-
ramétrique des nombres en vue des chapitres 2 et 3. Il se compose de trois parties.
La premiére section est consacrée aux notions reliées aux fractions continues : ré-
duites, théoréme de la meilleure approximation, réduites intermédiaires, tandis que
la deuxiéme porte sur des rappels de géométrie des nombres : premier et second
théorémes de Minkowski, et dualité de Mahler. Enfin, la troisiéme section regroupe
des résultats sur la géométrie paramétrique des nombres notamment les résultats de
W. M. Schmidt et L. Summerer et le théoréme de D. Roy. Elle termine par la notion

de m-systémes généralisés.

2.1 Fractions continues

Une fraction continue est toute expression de la forme

1

ag +
a1+
as +

1
a3+...

ou ag, ai, ... sont des entiers avec a,, > 1 pour tout n > 1.

20
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Une fraction continue dont les quotients partiels sont en nombre fini est dite finie

et on la note

[ao,al, as, . .. ,an].

Une fraction continue qui n’est pas finie est dite infinie et on la note [ag, a, as, .. .|.

Pour tout £ € R, on désigne par [{] la partie entiére de £ et par {{} = & — [¢]
la partie fractionnaire de £. Dans cette partie, on s’intéresse particuliérement au
développement en fraction continue des nombres réels compris entre 0 et 1/2. Dans
ce cas, nous établissons quelques propriétés qui leurs sont reliées et dont 'importance
sera clairement révélée au chapitre 2.

Supposons que £ € [0,1/2]. Si € &€ Q, on pose s = oo et on définit récursivement
une suite de réels (&, )o<n<s et une suite d’entiers (a,)o<n<s de la maniére suivante.
On pose & =&, ag = [£] = 0 et pour tout 1 < n < s,

1

B gn—l — Ap-1

&n et a, = [&)].

Comme £ € Q, on a &, € Q pour tout n > 0, donc &, > 0 et I'algorithme peut étre
poursuivi indéfiniment. Si £ € Q.

Si € = 0, on pose £ = [0] sinon les mémes formules fournissent des suites finies
(€n)o<n<s €t (an)o<ncs OU s > 2 est le plus grand entier tel que {_; € Z. Dans ce

dernier cas on a

52 :[0,(11,CZ2,...,GS—1],
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avec as_1 > 2. En général

1
£ = N =[0,a1,...an-1,&] (1<n<s).
aq + 1
az + ' 1
N 1
Ap—1 -
&n
Si € € Q, on montre que
&= lim|0,aq,as,...,a,] =[0,a,as,...]
n—o0

Les quotients partiels a, avec 1 < n < s sont des entiers strictement positifs.

Exemple 2.1.1. Fractions continues finies

3
S =100,2,3] et = [0,3].
7
Exemple 2.1.2. Fractions continues infinies
T—3=10,7,15,..] et V2—-1=10,2,2,..]
Soit £ € [0,1/2] et soit (ay)1<n<s la suite des quotients partiels de £. On pose

P_1:1,P0:0
Q71:07Q0:1 ’

et pour chaque entier n avec 1 < n < s, on définit par récurrence

Pn:anpnfl—i_Pan
Qn - anQn—l + Qn—Z

Lemme 2.1.3. La suite (Qn)o<n<s est strictement positive et strictement croissante.
On dira qu’un point x = (g, ¥1) € Z?* est primitif §’il est non nul et pged(zg, z1) =

1. Le prochain résultat donne une propriété importante des couples (Q,, P,) avec

—1<n<s.
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Lemme 2.1.4. Les couples d’entiers (Qn, P,) avec 0 < n < s sont des points primitifs

de Z2. Plus précisément, on a
QnPn—l - Qn—an = (_1)n (O <n< S).

Par conséquent I'ensemble {(Q,_1, P,_1), (Qn, P,)} forme une base de Z? pour
chaque entier n avec 0 < n < s.

Le théoréme suivant est fondamental dans la théorie des fractions continues.

Théoréme 2.1.5. Les fractions P, /Q,, avec (0 < n < s) sont irréductibles et on a
Py
@n

La fraction réduite P,/Q, est appelée la n-iéme réduite de £. On pose Q5 = 00

=[0,aq,...,a,] (0<n<s).

sl s < oo.

Le théoréeme 2.1.5 admet la conséquence suivante.

Lemme 2.1.6. Pour tout entier n avec 0 < n < s, on a la relation

é _ Pnfn—f—l + Pn—l
ann—f—l + Qn—l '

La proposition suivante combine tous les résultats précédents.

Proposition 2.1.7. La suite (Qn,§ — P,)_1<n<s consiste de nombres réels de signes

alternés sauf le dernier terme qui est nul si s < co. De plus, on a

P, 1
|QTL€_'P7L’ < |QTL—1€_-P7L—1’ et ' - <—2 (0§n<5)
Qn Qn
(2.1.1)
Démonstration: Soit n un entier avec 0 < n < 8. Sis < oo etn =s—1

alors par le théoreme 2.1.5, on a P;_1/Qs—1 = £ et donc Qs_1& — Ps—1 = 0, dans
ce cas les inégalités de (2.1.1) deviennent évidentes. Par le lemme 2.1.3, on a £ =
(Pn£n+1 + Pn—l)/(Qngn—i-l + Qn—l) alors

ann—l - Qn—lpn (_1)71
nS — Pn = =
Q 5 Qn§n+1 + Qn—l ann—i-l + Qn—l

(2.1.2)
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La derniére égalité de 2.1.2 découle du lemme 2.1.4 et la premiére affirmation s’ensuit.

En prenant la valeur absolue de (2.1.2), on obtient

1
Qn£n+1 + an 1

D’une part, comme Q11 < Qnéni1 + Qn_1 < Qni1 + Qn, on déduit de (2.1.3)

|Qn§ — Pl = (2.1.3)

Qné— P — — < Qn— 5 - PTL— )
| ’ QTH- Qn + Qn— ‘ ! 1|
D’autre part, comme @), < ()1, donc on a
1 1
‘ | Q?’H-l Qn

Le théoréme suivant est appelé le théoréme de la meilleure approximation ( voir

Chap I de [30]).
Théoréme 2.1.8. Pour tout couple d’entiers (Q, P) tel que 0 < Q < Qn11, on a
Q€ — P| > |Qn§ — Pul.

Remarque 2.1.9. Si s < oo, alors pour n =s—1on a ,§ — P, = 0 et la relation

Q¢ — P| > |Qn& — Py| est évidente.
Démonstration:  Comme {(Q,, P,), (Qn11, Poi1)} forme une base de Z?, il existe
Qn Qn+1 a _ Q
<Pn ro)\s)=\p) (2.1.4)
Si a =0 alors (Q, P) = b(Qni1, Puy1) ce qui est impossible car 0 < @ < Q,,+1. Donc
a#0.5ib=0 alors (Q, P) = a(Q,, P,) et donc

des entiers a, b tels que

’Qf—P| = ‘aHan_Pn| > ‘an_Pn’
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Supposons maintenant que b # 0. Comme 0 < a@, + bQ 11 = Q@ < Qni1 et 0 <
@n < Qny1, alors a est de signe opposé au signe de b. Par la proposition 2.1.7, on a
que les nombres Q,§ — P, et Q.1 — P,.1 sont de signes opposés, on en déduit que

les nombres a(Q,& — P,) et b(Qn+1§ — P,41) ont le méme signe, donc on obtient

Q€ — P| = [al|@n€ — Pu| + [0]|Qni1€ = Poya| = |af|@n — Ful.

On conclut grace a a # 0 que |Q€ — P| > |Qn& — P,|. i

Considérons les entiers

Qn,t:anQ_Fthfl; Pn,t:Pan_'_tPnfl (Ogtgan71§n<5)
(2.1.5)

Les rapports P,;/Qn: avec 0 < t < ay, s'il en existe, sont appelés les réduites in-
termeédiaires de £ entre P, 1/Q,_1 et P,/Q,. La proposition suivante caractérise les
points X, ; = (Qnt, Pny) en relation aux points x, = (Q,, P,) avec —1 < n < s et

aux quantités

Ay =Qué~Pal (-1<n<s) et Apy=|QuiE—Pus

0<t<a,,l1<n<s).
Proposition 2.1.10. Soit n un entier avec 1 <n <s. On a

Qn,O = Qn72 < anl < Qn,l <. < Qn,an = Qn, (216)
An,an = An < Anfl < An,anfl <. < An,O = A11727 (217)

avec l’égalité Q1 = Qn_1 ssin =1 et l’égalité A,,_1 = A, 4,1 8815 <00 etn =s—1.
De plus, les points Xp 1 = (Qny, Pri) avec 0 < t < a, sont tous les couples d’entiers

(Q, P) non nuls satisfaisant

Qno2<Q<Qyn, |QE—P| <A s=1|Qn28—Ps|, QPr1—Qu 1P #0.
(2.1.8)
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Enfin, si s < oo, il n'existe pas de point non nul (Q, P) € Z* avec

|Q£ - P‘ < A372 = ‘stQé; - P372|7 QPsfl - stlp % 0. (219)

Démonstration: Comme @), 26— P, 5 et ), 1& — P,_1 sont non nuls et de signes

opposés, et que
Qné — P = (Qn2f — Pr2) + an(Qn 1€ — Poa)
est nul ou de méme signe que @), 2§ — P,_2, on a
Npr =0, 0 —tA, 1 (0<t<a,),

et Apg—1 = D, + Ay = A, +A,_. La premiere assertion s’ensuit grace aux
propriétés du lemme 2.1.3 et de la proposition 9.1.5.

Soit x = (@, P) un point non nul de Z? satisfaisant (2.1.8). Comme les points
X2 = (Qn_2,Prs) et x,_1 = (Qn_1,P,_1) forment une base de Z* (en vertu du

lemme 2.1.4), on peut écrire
X =TXp_ 9+ tXp_1.
avec (r,t) € Z*\{0}. La troisiéme des conditions (2.1.8) entraine r # 0. Alors Pégalité

Qg —P= T(Qn—2£ - Pn—Q) + t(Qn—1§ - Pn—l)

jointe a la proposition 9.1.5 et a la seconde des conditions (2.1.8) implique 7t > 0 et
aussi que t > a, si r > 1. Comme @ = rQ,,_» + tQ,_1, on conclut grace au lemme
213 quer=1et 0 <t < a,.

Enfin si s < oo et si x = (Q, P) € Z? satisfait (2.1.9), on peut écrire x = ax, o+
bxs_1 aveca,b € Zet a # 0. Comme A; 1 = 0, on en déduit |Q§—P| = als o > Ay o,
contre I’hypothése. |
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2.2 Géomeétrie des nombres

Soit m un entier m > 2. On note R™ l'espace euclidien pour le produit scalaire
standard de deux vecteurs u et z noté u - z.

La géométrie des nombres est un domaine de la théorie des nombres, qui a été
créé a la fin du X7X siécle par H. Minkowski. Elle fournit un moyen d’étudier des
- N . U ] . ’ " . . B . s .
phénoménes arithmétiques d’un point de vue géométrique. Ici, on s’intéresse spécifi-
quement aux théorémes de Minkowski concernant les réseaux et les corps convexes

de R™, et a la dualité de Mahler.

1°. Réseaux. Un réseau A C R™ est un groupe additif de la forme
A=Zvi+- - +Zvy, ={a1vi+ -+ anVm; a1,...,a, € Z}

ou {vy,..., vy} est une base de R™. L’ensemble {vy,...,v,,} est appelé une base de
A.
Le déterminant de A est défini comme la valeur absolue du déterminant de la matrice

dont les colonnes sont formées par vq,...,v,, c¢’est-a-dire
det(A) = |det(vy, ..., Vi)l

Ce determinant ne dépend pas de la base choisie.
En effet : Soit {wy,...,w,,} une autre base de A alors pour tout entier j avec 1 <

J < m, il existe des entiers a;; € Z avec 1 <1i < m tels que

m
Wj: E aijvi.
i=1

De fagon symétrique les éléments de {vy, ..., v,,} peuvent s’écrire comme combinaison
linéaire de {w1, ..., w,, } a coeflicients entiers. Par conséquent, la matrice de transition
(a;j) € GL(m,Z) et on observe det(vy,...,v,,) = £det(wy,...,w,,) . La conclusion

suit.
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2°. Corps convexe. Un corps convexe C C R™ est un voisinage compact convexe de

I’origine 0 stable sous multiplication par -1.

L’un des problémes fondamentaux de la géométrie des nombres est de décider si
un corps convexe C de R contient un point non nul d’un réseau A C R™. Le prochain
résultat da & H. Minkowski fournit une réponse a ce probléme (voir Chap 2 de [12]

ou Chap II de [30] ).

Théoréme 2.2.1 (Premier Théoréme de Minkowski). Soient A C R™ un réseau et
C un corps convexe de R™. Sivol(C) > 2™ det(A), alors C contient un point non nul

du réseau A, en d’autres termes
CNA #{0}.

Bien que la preuve de ce théoréme soit assez simple, il a beaucoup d’applications
dans différentes branches des mathématiques. L'une des applications est le théoréme

de Dirichlet sur I'approximation Diophantienne.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Dirichlet). Soient & un nombre réel et QQ un entier

avec (Q > 1. Alors il existe des entiers p,q avec 0 < ¢ < Q et

1
‘ - 2_9’ S qQ
q| ~ q@Q
Démonstration:  Supposons que () > 1. Considérons ’ensemble C défini par

C={(z,y) €R% 2] <Q, [v€ —y| <Q7'}
On prend A = Z2. Tl est facile de voir que C est un corps convexe de R? de volume
vol(C) = 4Q x Q7' =4 = 4det(A).

Ainsi le théoréme de Minkowski assure l'existence d’un couple d’entiers (q,p) €
Z*\{(0,0)} tel que

g <Q, l¢¢ —pl < Q7!
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Quitte a remplacer (g, p) par (—q, —p), on peut supposer sans perte de généralité que
q > 0.
Si ¢ =0, alors |p| < Q7! donc p = 0 ce qui est impossible. Par conséquent, on a

0<qg<Q. |

On introduit maintenant la notion de minima successifs de Minkowski.

Définition 2.2.3. Soient A C R™ un réseau et C un corps convexre de R™. Pour
tout entier j avec 1 < 7 < m, on définit le j-iéme minimum de A par rapport C
noté \;(C; A) comme le minimum des X > 0 tel que A\C contient au moins j éléments

linéairement indépendants de A.
Clairement, ces minima forment une suite croissante, on a
AM(CA) < Xa(CiA) <o < Ap(CGA).

Le résultat suivant est une réécriture du théoréme 2.2.1 en termes du premier mini-

mum, aussi di & Minkowski (voir Chap 2 de [12] ou Chap IV de [30]).

Théoréme 2.2.4. Soient A C R™ un réseau et C un corps convexe de R™. Alors on

a
det(A)
vol(C) "
Par conséquent vol(C) > 2™ det(A) implique A\ (C;A) < 1 et donc C contient

(A (C;A)" <2m

un point de A\{0}. Par ailleurs, si on pose A = 2(det(A)/vol(C))/™ alors on vérifie
facilement que AC est un corps convexe de volume 2™ det(A). Donc par le théoréme
2.2.1, AC contient un point de A\{0} et par conséquent, on a A\;(C; A) < A. Il s’ensuit
que (A1(C;A)™ < 2™ (det(A)/ vol(C)).

Le théoréeme suivant est une généralisation du théoréme 2.2.4.
Théoréme 2.2.5 (Second Théoréme de Minkowski). Soient A C R™ un réseau et C
un corps convexe de R™. Alors on a

% det(A)/Vol(C) < M (C: A) - - Am(C: A) < 2™ det(A)/ vol(C). (2.2.1)
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Les inégalités de (2.2.1) sont les meilleures possibles. Les exemples ci-dessous le

montrent pour A = Z™.

Exemple 2.2.6. On considére le corps convexe

m

Coo = {Xx €R™; > |ay| < 1}.

i=1
Il est facile de montrer que vol(C,,) = 2™/(m!). De plus, comme C,, contient la base

canonique de Z™ alors on a
Ai(CsA) =1 (1<j5<m).
Par conséquent la borne inférieure de (2.2.1) est atteinte par C,,.

Exemple 2.2.7. Soit a = (ay,...,a,) une suite de valeurs réelles avec a; < a;_;

pour 2 < 5 < m. Considérons le corps convexe
Ca={x€R™; |z;] <a;, 1<i<m}

Alors pour tout entier j avec 1 < 7 <m, on a

Ai(Ca; A) =1/a; et vol(Ca) = 2™ H aj.

J=1

Par conséquent la borne supérieure de (2.2.1) est atteinte par C,.

Définition 2.2.8. Soient A C R™. Le réseau dual de A noté A* est [’ensemble décrit
par

{weR™ VvelA v-welZ}.

Exemple 2.2.9. Soit m un entier avec m > 2. Soit N un réel avec N > 1 et fixons
un point & = (1,&y,...,&,) de R™TL On définit A(£, N) comme le réseau engendré

par les vecteurs

vo = (N"LNYme . NY™¢ ), vi=(0,—NY™, ... ,0),-- ,vin=(0,0, ..., —NY™).
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Le réseau dual A*(§, N) de A(, N) est le réseau engendré par les vecteurs suivants
wo = (N,0,...,0), wy = (=N&,N V™ ..0), -+ Wy = (—N&n, 0, ..., N7V/™).

Définition 2.2.10. Le corps convexe dual C* d’un corps convexe C est l’ensemble
décrit par

C={yeR" x-y<1 pourtoutx € C}.
Exemple 2.2.11. Soit B le cube unité de R™ c’est-a-dire ’ensemble
B={(1, . - yn) ER™; |y;| <1,i=1,...,m}.

Il est facile de voir que B est un corps convexe de R™. Le convexe dual B* de B est

donné par

B*: {<y17>yn) ERm; Z|yz’ S 1} .
i=1

Le prochain théoréme da & Mahler relie les minima successifs d’'un corps convexe

C par rapport & un réseau A avec ceux de son dual C* par rapport A* (voir section 14

du Chap 2 de [12]) .

Théoréme 2.2.12 (Théoréme de Dualité de Mahler). Soient A C R™ un réseau et C
un corps convexe de R™ et soient A* le réseau dual de A et C* le corps convexe dual

de C. Alors, on a
1< N(C; M)A (CH5AY) < (m!)? (1<j<m). (2.2.2)

Soient x,y deux points de R™, on rappelle que x - y désigne le produit scalaire
standard dans R™ et on note |x|| = (x - x)'/? la norme euclidienne de x. Le résul-
tat suivant est une application particuliére du théoréme 2.2.12, il fournit une série

d’inclusions d’ensembles qui nous seront utiles dans les chapitres 2 et 3.
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Proposition 2.2.13. Soit £ = (1,&1,...,&m—1) un point de R™. Pour chaque réel Q)

avec QQ > 1, on définit les corps convexes

ICE(Q) = {(x()a"'axm—l) € Rm? |$0| < Qa |x0£j _xj| < Q_l/(m_l)a j = 17--'am_ 1}

(2.2.3)

Ce(Q) == {x=(20,...,xm1) ER™; x]| <1, [x-¢<Q7'}. (2.2.4)
Alors si on désigne par Kg(Q) le convere dual de K¢(Q), on a

mlel/(mfl)CE(Qm/(mfl)) C KE(Q) C \/E Ql/(mfl)C§<Qm/(mfl))‘ (225)

La famille de corps convexes (2.2.3) est la famille sur laquelle W. M. Schmidt et
L. Summerer travaillent dans leurs papiers [31] et [32] tandis que la famille de corps
convexes (2.2.4) est celle qu’utilise D. Roy dans [27] et [28].
Démonstration: Soit y = (Yo,---,Ym—1) un point de R™ tel que y € KZ(Q)
c’est-a-dire tel que x -y < 1 pour tout x = (zg,...,Tm-1) € K¢(Q). On note tout

d’abord que

m—1 m—1 m—1
Xy =2oYo+  + Tme1Ym—1 = ToYo + Z T0Y;&5 — Z Toy;&; + Z il
- j=1 j=1

7=1
m—1 m—1
= Zo <yo + Z yjfj) + Z yj (x5 — o)
J=1 Jj=1

Le fait qu'on ait x -y < 1 pour tout x avec |zo| < Q et |zof; — x| < QY=Y
(1 <j <m—1) entraine que

m—1

ot > u&| QT et [y <@V j=1,...,m—1,
=1

Autrement dit, on a KF(Q) € K¢(Q) pour tout @ > 1, ot K(Q) est le corps convexe

défini par

]Cé(Q) = {y: (y077ym—1) eRm7 |Y£’ SQ_17 |yj| S Ql/(m_1)7 j: 177m_1}
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De plus, si on suppose que y = (Yo, ..., Ym—1) est un élément de K¢(Q), alors pour

tout x = (29, ..., Tm-1) € Ke(Q) on a

m—1 m—1
1 1 1 1 m-1
Xy = o <y0 + ]21 ?ijy) + m ;1 yj (zj — wo&;) < . +——=1

1
D’ott —y € K¢(Q). Donc, on obtient
m

K@) € K3(Q) € KHQ). (2.2.6)

D’autre part, on observe que Q™= HC(Q™/m~V) C K(Q) et aussi que pour tout

y= (%o, Ym-1) € /CE(Q), on a

ly -6 <Q7 et |yl <QYMY j=1,...,m—1
=y <Q et |yl < vm QY
=ye \/ﬁ Ql/(m—l)cg(Qm/(m—l))

Par conséquent, on a
Ql/(m_l)C§(Qm/(m_l)) C ng(Q) Cvm Ql/(m—l)CS(Qm/(m—l)» (2.2.7)

En combinant les inclusions de (2.2.6) avec celles de (2.2.7), on obtient le résultat

souhaité. ]

La proposition 2.2.13 admet la conséquence suivante.

Corollaire 2.2.14. Avec les mémes notations, on a

QU <y (Cel@ ), 2) A (Ke(@), 27) < Vimlml QY

pour tout entier 7 =1,...,m.
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Démonstration:  Les inégalités (2.2.5) de la proposition 2.2.13 impliquent

(Vm) QYU (Ce(@™ V), Z) < ) (KE(Q),2™)
mel/(mfl))\] (CE(Qm/(mfl))’ Zm)

IN

pour chaque entier 7 avec 1 < 5 < m. Il découle de ces inégalités que

m QYN (KHQ), Z™) < Ay (Ce(@™Y),Z2™) < vm QY VN (KE(Q), Z™) .
En multipliant ces derniéres inégalités par A,,_;+1 (K¢(Q), Z™), ensuite en appliquant

le théoréeme 2.2.12, on obtient le résultat escompté. |

2.3 Géométrie paramétrique des nombres dans R

La géométrie paramétrique des nombres introduite récemment par W. M. Schmidt
et L. Summerer est une théorie qui décrit, a des fonctions bornées prés, le compor-
tement des minimas successifs d’une famille de corps convexes & un paramétre, a
savoir celle qui intervient naturellement dans les problémes d’approximation ration-
nelle simultanée de nombres réels linéairement indépendant sur Q. Cette théorie a
été initialement développée en dimension m = 3 dans [31] puis étendue en dimen-
sion quelconque m > 2 dans [32], et complétée dans [27]. Nous en faisons une bréve
présentation en utilisant les notations de D. Roy dans [27], qui sont essentiellement
duales & celles de Schmidt et Summerer dans [31] .

Fixons un entier m avec m > 2 et un point non nul u € R™. On associe a4 u la

famille de corps convexe
Cu(@) = {x €R™; x| <1, [x-u[< Q') (Q>1),

oil X - y désigne le produit scalaire standard dans R™ et ou ||x|| = (x - x)'/? désigne

la norme euclidienne de x. On définit

Lu;(q) = log A; (Cu(e?), Z™) (=0, 1<j<m),
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ot A\ (Cyu(e?),Z™) est le j-ieme minimum de Cy(e?) par rapport Z™. Clairement, on
a

Lyi(q) <+ < Lum(q) (g >0). (2.3.1)

On considére le sous-ensemble A, := {(x1,...,2,) € R™; 21 < -+ <z, } de R™ et

on définit la fonction conjointe Ly, : [0,00) — A,, par

Lu(q) = (Lu1(q), - - - Lum(q)) (q>0).

On designe par I'y le graphe conjoint de la fonction L, ¢’est-a-dire I'union des graphes
de Ly, .., Luym dans [0, c0[xR.

Dans leurs travaux, Schmidt et Summerer établissent de nombreuses propriétés
de la fonction L,. En particulier, ils démontrent que ses composantes Ly 1, ..., Lum
sont continues et linéaires par morceaux de pentes 0 et 1. De plus, on a L,1(q) =
Ly2(q) aux points ¢ € [0,00) ot Ly; admet un maximum local. Il y a d’autres
propriétés plus difficiles a énoncer que nous n’aborderons pas ici. Nous aurons besoin

de la conséquence suivante du second théoréme de Minkowski [27, §2.3].
Lemme 2.3.1. Pour tout ¢ > 0, on a |Ly1(q) + -+ Lum(q) — q| < mlogm.

Nous introduisons maintenant la notion de m-systéme généralisé introduite par
D. Roy (voir [28]). Cette classe de fonctions a de trés belles propriétés, en particulier

elles fournissent de bonnes approximations des fonctions L, pour u € R™\{0}.

Définition 2.3.2. Soit I un sous-intervalle de [0,00) d’intérieur non vide. Un m-
systeme généralisé est une fonction P = (Py,..., P,) : I — R™ continue et linéaire
par morceaur avec les propriétés suivantes

(G1) Pour tout q, on a 0 < Pi(q) <--- < Pn(q) et Pi(q)+---+ Pn(q) =q.

(G2) Si H est un sous-intervalle non vide de I sur lequel P est différentiable, alors il
existe des entiersr,7 avec 1 <1 <7 < m tels que P., P41, ..., Pr coincident sur
tout Uintervalle H avec pour pente 1/(T—r+1) tandis que les autres composantes

P; de P sont constantes sur H.
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(G3) Si q est un point intérieur de I ot P n’est pas différentiable, si r,T, s,5 sont

des entiers pour lesquels

Pig™) = (r<j<7) et Piqg")=

1
r—r+1
et sir <3, alors on a P,(q) = P,y1(q) = --- = Ps(q).

Ici la notation Pj(q~) (respectivement P(q")) désigne la dérivée a gauche (res-
pectivement la dérivée & droite ) de P au point ¢. La propriété (G2) assure que toutes
les composantes P; de pente non nulle coincident sur un intervalle J ne contenant
pas de points singulier de P. Par conséquent, il existe un et un seul segment de pente
non nul sur le graphe conjoint de P au-dessus de tels intervalles. De plus la propriété
(G3) indique qu’aux points ¢ ou la fonction P n’est pas différentiable, I'extrémité
gauche du segment de pente non nulle se terminant en ¢ se situe toujours au-dessus

de 'extrémité droite de celle débutant a q.
Exemple 2.3.3. Cet exemple s’inspire du lemme 4.3 de [28].
Pour tout 7 =0,...,3, on pose ¢; = 1 +7/3 et on note que
l=qp<qg<q@p<g=2
On définit la fonction P = (Py, Py, P3) : [1,2] — R? comme suit.
e Chaque composante P; est continue et linéaire par morceaux sur [1,2] et on a

Pi(q) < Py(q) < Ps(q) et Pi(q)+ Pq) + Ps(q) = ¢q (1<qg<2).

e Pour tout j = 1,2,3, la fonction P; est constante égale & 1/3 sur [go, ¢3—;], a

pour pente 1 sur [g3_;,qs—;] et constante égale a 2/3 sur [qs4—;, gs).

On voit que la fonction P est différentiable sur [1,2] sauf aux points ¢; et g,. Par

construction, sur chaque intervalle [qo, ¢1], [q1, ¢2] et [go, g3, il existe une et une seule
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composante qui posséde une pente non nulle. Aux points ¢ = ¢y et ¢ = g3, on a

H@Z%@Z%@Z%

Au point ¢, la pente de P; passe de 1 a 0 tandis que celle de P, change de 0 & 1 et

Pi(q) = Px(q) < P3(q)-

Au point ¢, la fonction P, passe de la pente 1 & la pente 0 tandis que celle de P;

change de 0 4 1 et on a
Pi(q) < Px(q) = P3(q)-

Donc la fonction P ainsi définie est un 3-systéme généralisé et son graphe conjoint

est illustré sur la figure ci-dessous.

P2:P3

2
3

=)

w3
[
[\

g =1

FIGURE 2.1 — Graphe conjoint de P sur U'intervalle [1, 2]

Le Théoréme suivant di a D. Roy caractérise les m-systémes généralisés en rela-

tion aux points non nuls u € R™\{0} (pour plus de details, voir |28]).

Théoréme 2.3.4. Pour chaque vecteur non nul u € R™, il existe go > 0 et un m-
systeme généralisé P sur [qy, 00) tels que la différence L, — P soit bornée sur [qo, 00).
Réciproquement, pour chaque m-systéme généralisé P sur un intervalle [qy, 00) avec
qo > 0, il existe un vecteur non nul u € R™ tel que la différence Ly — P soit bornée

sur [qo, 00).



Chapitre 3

Géomeétrie paramétrique des nombres
en dimension 2

Dans ce chapitre, nous étudions la géométrie paramétrique des nombres en di-
mension m = 2 en donnant pour ce cas, une description exacte du comportement
qualitatif des minimas successifs avec la normalisation de Schmidt et Summerer. Ce
chapitre a fait ’objet d’un article qui été publié dans le Journal de Théorie des Nombre

de Bordeaux en 2017 (voir [10]).

3.1 Résultats préliminaires
On considére la famille de corps convexes donnée par
Ke(e?) == {(z,y) e R?; [z <e?, [z —y| < e} (¢20), (3.1.1)

pour un nombre réel £ fixé. Pour j = 1,2 et ¢ > 0, on pose L¢ ;(q) = log \;(K¢(e?); Z2).

On considére la fonction conjointe Lg : [0,00) — R? définie par

Le(q) = (Lea(q); Leala)) (¢ =0).

Schmidt et Summerer ont noté qu’elle jouit des propriétés suivantes (voir [31, §4]).

Lemme 3.1.1.

38
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o Chaque composante Lg j : [0,00) — R est continue et linéaire par morceauz de

pentes +1.
o On a Lgi(q) = Leo(q) auz points g € [0,00) o Ley admet un mazimum local.

. Pour tout ¢ > 0, on a -log2 < L¢1(q) + Leoa(q) < 0 (en vertu du théoréme de
Minkowski).

On désigne par [|£|| 1a distance de £ a D'entier le plus proche. Le théoréme suivant

montre que le graphe conjoint I'c de L¢ ne dépend que la distance [|£]].
Théoréme 3.1.2. Soit £ € R, on a
Nj(Ke(e): 2%) = Xj(Kyey(e7): 27) - (5 =1,2).
Par conséquent on a L¢ = Lyg).
Pour la preuve, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.1.3. Soit C un corps convere de R™. §i ¢ : R™ — R™ un isomorphisme

d’espaces vectoriels tel que p(Z™) = Z™, alors on a
MN(CZT) = Ai(p(C);27) (1< j<m).

Démonstration: Soit j € N avec 1 < j < m. Considérons z;,xs,...,7; €

Z™ N A;C linéairement indépendants. Les points

o(z1), p(xa), ..., 0(z;) € Z™ N Njp(C)
sont linéairement indépendants. Par conséquent, on obtient

Ai(p(C);Z™) < N(C,;Z™).

1

L’autre inégalité est obtenue par le méme procédé en remarquant que ¢~ est aussi

un isomorphisme d’espaces vectoriels tel que ¢~ 1(Z™) = Z™. |
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Démonstration: (Théoréme 3.1.2)
Soit £ € R. On choisit m € Z et e = £1 tels que & = m + €||||. L’application
¢: R*—R?
(CC, y) — (CC, €<y - m:c))
est un isomorphisme d’espaces vectoriels satisfaisant ¢(Z?) = Z2. D’aprés le lemme

3.1.3, on a
N(Ke(eh); Z%) = M\ (o(Ke(e)): 2%) (5 =1,2).

Il reste & montrer que p(IC¢(e?)) = K¢ (e?) pour conclure. Pour cela, on note simple-

ment que pour tout (z,y) € R? on a :

(z,y) € Key(q) <= [z| <e? et |o([lg]]) —yl <e™?

— |z|<e? et |z(—m)e—y| <e?
— |z| <e? et |z€— (ye+ma)| <e?
= (z,ye +max) € Ke(ef)
= ¢ (z,y) € Ke(e)
= (z,y) € p(K¢(e?)).
i
Dans toute la suite, on supposera que & = ||£|| € [0,1/2]. Dans ce cas, nous

montrerons que le développement en fraction continue de & peut se lire sur le graphe
de L¢. Ce serait faux sans cette hypothése car les graphes associés & 1/3 et 2/3 sont
les mémes bien que leurs développements en fraction continue soient différents

1 2
S=03 et $=[0,12
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3.2 Trajectoire d’un point

Soit £ un nombre réel fixé. On considére la famille des corps convexes (3.1.1).
Pour tout couple x = (Q, P) € R? et ¢ > 0, on définit \(x, ¢) comme le minimum des
A > 0 tels que x € MC¢(e).

Lemme 3.2.1. On a
A%, q) = max{e?|Q|, e)|QE — P|} (¢ >0).
Démonstration: Soit A>0et ¢g>0.0na:

x € MCe(e?) <= |Q| < Xe? et |x§—P| < Xe?
— e QI <A et Q- Pl <A

< max{e 1|Q[, ’|Q¢ — P[} <A,

d’ou la conclusion. [ |

Pour un nombre réel fixé ¢ > 0, la fonction \(-,¢) : R?* — [0, 00) définie par

A(x,q) = max{e™?|Q], e’|Q¢ - P|} (x=(Q,P) € R?),

est appelée fonction distance de K¢(e?). Si x = (Q, P) € Z*\{0}, alors A(x,q) est

strictement positive. On définit une fonction Ly : [0, co[— R par :

Lyx(q) = log A(x, q) = max{log |Q| — ¢, log|Q¢ — P|+q} (¢ >0).

Le graphe de Ly est formé de segments de droite de pentes —1 ou 1 ou les deux comme

illustré sur les figures ci-dessous.
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log |Q] — '\
/bg\Ql
0 \ 1

FIGURE 3.1 — Graphe de Ly si |Q¢ — P| = 0.

FIGURE 3.2 — Graphe de Ly si () = 0.

0] N\ Nwsieer

FIGURE 3.3 — Graphe de Ly si Q # 0 et |Q& — P| # 0.
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On fixe un couple d’entiers x = (Q, P) € Z*\{0}. On appelle trajectoire de x le

graphe de Ly c’est-a-dire I’ensemble

{(¢, Lx(q)); ¢ = O} .

Il est important de noter que le graphe conjoint de L¢; et L¢o est contenu dans la

réunion des trajectoires des points x € Z*\{0}. En particulier, on a
Lei(g) = min {Lx(q) ; x = (Q, P) € Z\{0}} (¢ >0). (3.2.1)
3.3 Le Premier Minimum

Soit £ € [0,1/2]. Le développement en fraction continue de £ € [0,1/2] est donné

par (voir section 1 du chapitre 1)

[0] si s=1,
§=110,a1,a9,...,a,1] si 2<s< o0, (3.3.1)
[0,a1,as,...] si s =o0.

pour une suite (a,)1<n<s dans N* avec a;_1 > 2 si 2 < s < 0o. La n-iéme réduite de

¢ est le nombre rationnel
P,
Qn

ou P, et (), sont les entiers définis par les récurrences

=10,aq,...,a,) (1<n<s),

Qn :Qn—2+anQn—1> Pn - Pn—2+anpn—1 (1 S n < 3)7

avec les valeurs initiales P.; = Qg =1¢et Py =¢_; = 0. On pose (s = 00 si s < 00.
Rappelons que ces nombres jouissent des propriétés suivantes
(i) La suite (Qn)—1<n<s €st une suite strictement croissante d’entiers positifs.

(i) La suite (@& — P,)—1<n<s consiste de nombres réels de signes alternés (sauf le
dernier terme qui est nul si s < 00), et de valeurs absolues strictement décrois-

santes.
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(iii) On a Q,Py—1 — Qu_1P, = (—1)" (0<n<s).

On désigne par &, = {x,, = (Qn, Pn); 0 < n < s} I'ensemble des couples d’entiers

associés aux réduites de §. Le résultat suivant montre que le graphe L ; est déterminé

par les trajectoires des points x,, associés aux réduites de &.

Théoréme 3.3.1. Pour tout nombre réel ¢ > 0, on a
Lei(q) =min{Ly,(q); 0 <n < s}.

Plus précisément

Lea(q) = Lx, (q) (0 < ¢ < Guy),
ot
1
4o =5 (108Qu —10g|Qu 1€ = Pua) (0= n<s),
et gs =00 81 § < 00.
Démonstration:  Soit ¢ un nombre réel positif. On pose

a=min{Ly,(q); 0<n <s}.
On note d’abord que tout couple d’entiers x = (Q, P) € N* x Z satisfait

Lea(q) < Lyx(q),

en particulier les couples x,, = (@, P,). Par conséquent on a L¢;(q) < a.

(3.3.2)

Pour montrer I'autre inégalité, on choisit un couple d’entiers x = (Q, P) avec

Q > 0 tel que Li1(q) = Lx(q). On choisit ensuite n € N tel que @, < Q < Qni1.

D’aprés le théoréme de la meilleure approximation on a |@Q,& — P,| < |Q¢ — P|. Donc

Lei(q) = Lx(q) = max {log |Q] — ¢, log|Q¢ — P| + ¢}
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Z max {log |Qn| —q, log |Qn£ - Pn| + Q} - LXn<Q) Z «.

Donc L¢1(q) = Lx, (¢) pour un entier n € N. Cela prouve la premiére assertion.

Soit n un entier avec 0 < n < s, et soit ¢ > 0. Si ¢, < g on a par définition de ¢,
log Q@ — q < log|Qn—1§ — Poa| +¢.
Par le lemme 9.1.5, on a |Q,§ — P,| < |Qn-1§ — P,_1|, on en déduit
Ly, (q) <log|Qn-1§ — Poa| + ¢ < Ly, (q) si 0<k<n. (3.3.3)
Si ¢ < qna1, par définition de ¢, + 1 on observe que

log |Qn§ - Pn‘ +q S 1Og|Qn+1| —q,

puis comme @, < Q,1, alors
Ly, (9) <10g|Qni1] + ¢ < Ly (q) sin < k. (3.3.4)

En combinant (3.3.3) et (3.3.4), on conclut que

LEJ(Q) = an (Q> (Qn <qg< QnJrl)-

Le graphe de L¢; est une ligne polygonale formée de segments de droite de
pentes —1 et 1. La fonction L; admet des maxima locaux aux points (g)o<n<s. Al
point g,, les trajectoires de x,,_; et de x,, se rencontrent et I’ordonnée de leur point

d’intersection est
Le1(gn) = Lea(qn) = L, (qn).

Le minimum local de Ly, (q) est atteint en ¢ = 3 (log Q,, — log |Q,& — P,|) qui est un

point intérieur de (g, g,11) (voir les figures ci-dessous).
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An QH—&- 1

Xn

FIGURE 3.4 — Graphe de Ly, sur [¢,,¢ui1] si0<n <s—1.

qs—1

Xs—1

FIGURE 3.5 — Graphe de Ly, , sur [gs—1,00) si s < oo.

3.4 Le Deuxiéme Minimum

Il résulte de la définition du deuxiéme minimum que pour tout réel ¢ > 0, on a

Leo(q) = min {max{Ly(q), Lw(q)} ; x = (Q, P),x' = (Q', P") € Z*\{0} , PQ' — P'Q # 0} .

Fixons un entier n avec 1 < n < s. On déduit du théoréme 3.3.1 que :

Lea(q) = L, —1(q) (g1 <9< ).
Donc sur le méme intervalle [g,_1,¢x,], on a :
Lealq) = min {Lu(q); X' = (@, P') € ZA\{0}, Q'Po i — P'Quy # 0}
En particulier, on a

Leo(q) < Lx, ,(q) et Lea(q) < Ly, (q) (1 <q<aq), (341)

Mais il faut aussi remarquer que

an—z (Q) = log ’Qn—Zg - Pn—2| +4q (Qn—l < q < Qn)a
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an(Q) = log Qn —q (Qn—l < q < Qn)

Alors, pour chaque couple x = (Q', P") € Z*\{0} avec Q'P,_; — P'Q,,_1 # 0 tel que
L¢ 2(q) = Lyw(q), les conditions (3.3.2) livrent

Q€ — Pl < [|Qn-2f — Pra] et Qno<Q < Q.
Ainsi, on obtient
Le2(q) = min{Lyw(q); X' € £} (gn1 < q < qn), (3.4.2)
ot & est 'ensemble formé par les couples (Q', P') € Z*\{0} satisfaisant :
Qn2<Q <Qn, |QE~P|<|Qn2§—Poa|, QP — P'Quy #0.

On déduit de la proposition 2.1.10 de la section 1 du chapitre 1 que
E = {xnt = (Qns, Puy), 0<t<a,} et & ={xs2=(Qs 2, Pi2)} sis<oo,
ou les couples d’entiers (Qn ¢, Pn) avec 0 <t < a, sont donnés par

Qn,t = anZ + th,1
Pn,t = Pn72 + tPnfh

et sont associés aux réduites intermédiaires P, ;/Qn et aux réduites P, /Q), de &.

On pose ¢no0 = ¢n-1 €t Gna,,1+1 = ¢n. On définit la suite de réels (Gn.t)1<t<a, DAL

(log Qn,t —log ‘Qn,t—lg - Pn,t—1|) (1 <t< Gn).

| —

dnt =
Les observations précédentes conduisent au résultat suivant.

Théoréme 3.4.1. Pour tout entier n avec 1 < n < s et tout réel ¢ € [¢u_1,qn], 0N a

Leale) = min { Ly, (@) 0 <1 < 0}
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Plus précisément, on a

L§,2(Q) = LXn,t(Q) (Qn,t <qg< Qn,t+1)-
(3.4.3)
Leo(q) = Ly, ,(q) pour tout ¢ > qe_1 S s < 00.

Démonstration: Soient n,t des entiers avec 1 <n < set 1<t <a,—1 et soit

q=0.

® Si gy < g, alors on a

lOg Qn,t —q S 10g |Qn,t71£ - Pn,t71| + q.

et comme |Qn & — Poit| < |Qni—1& — Pot—1| en vertu de la proposition 2.1.10, il

s’ensuit que
Ly, . (q) <log|Qni—1§ — Py +q < an’k(q) si 0<k<t. (3.4.4)
e Siq < ¢gu+1, On Observe que

10g |Qn,t£ - Pn7t| + q S log |Qn,t+1| —q,

et comme Q,; < Q41 en vertu de la proposition 2.1.10, on a
Ly, . (q) <log|Qnis1| +q < Ly, ,(q) sit < k. (3.4.5)
En combinant (3.4.4) et (3.4.5), on conclut que

Leo(q) = L, (@) (Gnt < 0 < Gnisr)-

Les cas t = 0 et t = a,, sont obtenus par le méme procédé en remarquant

Qn72 = Qn,O < Qn,l et Qn = Qn,an < QnJrl,l'
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Pour tout entier n avec 1 < n < s, le graphe de la fonction de L¢ o entre g,_; et
¢n st une ligne polygonale formée de segments de droites de pente —1 et 1. La pente
de L¢ o change de —1 & 1 aux points p,; avec 1 <t < a,. Par conséquent la fonction
L¢ 5 admet des maxima locaux aux points (gn+)i<t<a, entre g,—; et g, pour chaque
1 <n < s comme illustré sur la Figure 3.7 . Sin =1, le point ¢10 = ¢11 = qo est le
premier maximum local de la fonction L¢ o sur l'intervalle [go, ¢1] comme illustré sur
la Figure 3.6. Si s < oo et n =s—1, alors gs_14, , = ¢s—1 est le dernier maximum
local de de la fonction L¢o sur l'intervalle [gs_s, ¢s—1] comme illustré sur la Figure
3.8. En général si s < oo, on a L¢o(q) = Lx, ,(q) = log|Qs—26 — Ps_2| + q pour tout
q > gs—1 et alors L¢o n’admet pas de maximal local sur [¢s_;,00) comme illustré sur

la Figure 3.8.

FIGURE 3.6 — Graphe de la fonction L¢ o & droite de g.
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N ,
aN AN
1 A 7z 1 A
, 1 1 N
1 1 AN
qn—1 an Xn

qs—1 N Xs_1

FIGURE 3.8 — Graphe de la fonction L¢ 5 au voisinage de g, si 2 < s < oo.

On conclut avec le résultat suivant qui montre que le développement en fraction
continue d’un nombre £ € R peut se lire sur son graphe conjoint T'¢ si & € [0,1/2] et

qui constitue le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.4.2. Soit £ € [0,1/2]. Le graphe T'¢ est recouvert par les trajectoires des
points X, avec —1 < n < s et celles des points X, avec 1 <n <s et 0<t<a,. De
plus, la suite (an)1<n<s des quotients partiels de & peut se lire sur T'¢. Plus précisément,
pour tout entier n avec 1 < n < s, a, est égal au nombre de mazrima locaux de la

fonction Lo entre q,—1 et g,

La premiére assertion du théoréme découle directement de la réunion des théo-

réme 3.3.1 et 3.4.1 tandis la deuxiéme affirmation résulte du théoréme 3.4.1.
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Voici quelques exemples pour illustrer le théoréme 3.4.2.

Ly (q)

FIGURE 3.9 — Graphe conjoint I's;7  (3/7 = [0,2, 3])

Exemple 3.4.3. La figure 3.9 illustre le graphe conjoint de Ls,;. La courbe du bas
représente le graphe de la fonction Lj/7; tandis que celle du haut représente le graphe
de la fonction Lg/7,. La fonction Ls7; admet trois maxima locaux aux points qo, ¢
et ¢go. Entre g et ¢y, la fonction Lj/7 o admet deux maximaux locaux aux points go et
t1, tandis qu’elle admet trois maximaux locaux aux points t,, t3 et ¢o sur 'intervalle

[q1, g2]. Ainsi, on obtient a; = 2 et ay = 3 et par suite, on a

[0,2,3] = 3/7.
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Lx(q)

a; =2 ag =2 ag = 2 ag =2

FIGURE 3.10 — Graphe conjoint T' 5_, (V2-1=100,2,2,..])

Exemple 3.4.4. La figure 3.10 représente le graphe conjoint de L 5_;. La fonction
L5, admet une infinité de maxima locaux aux points (¢, ),>0. Entre deux maxima
locaux consécutifs de la fonction L 5 4, la fonction L 5 ;, admet toujours deux

maximaux locaux. Il s’ensuit que a,, = 2 pour tout entier n > 1 et donc

V2-1=100,2,2,...



Chapitre 4

Sur une conjecture de Schmidt pour
la géométrie paramétrique des
nombres

Parmi les conjectures proposées par W. M. Schmidt en 1983, il y en a une qui
porte en germe la géométrie paramétrique des nombres [29, Conjecture 2|. Cette
conjecture a été démontrée en 2012 par N. G. Moshchevitin [16, Théoréme 1]. Le but
de ce chapitre est de démontrer un énoncé qui va dans le méme sens et qui soit le
meilleur possible. Ce chapitre a fait I’objet d’un article qui été publié dans le Journal

de Combinatoire et de Théorie des Nombres de Moscou en 2016 (voir [9]).

4.1 Conjecture de Schmidt

Soit un entier m avec m > 2. Soit un réel N avec N > 1 et soit £ = (1,&1,...,&m)

un point de R™*1. Schmidt considére le réseau A(E, N) engendré par les vecteurs

vo = (N~L, NYme .. NY™¢),

23
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et definit
1 (6, N) = X (B; A(E, N)) (1<ji<m+1),

ot B={(yo, Y1, Ym) € R™ |y;| <1,i=0,...,m} est le cube unité de R™+1

Le théoréme de Minkowski donne

1
— < Nt ,N) <1,
donc u1(&, N) < 1. Si N > 1, cela assure l'existence d’entiers xg # 0, 21, ..., x,, tels

que
ToVo+ -+ TV € B.

Compte tenu en 1983 de la connaissance trés limitée sur les fonctions (€, N),

W. M. Schmidt proposa le probléme suivant (voir [29])

Conjecture 4.1.1. Soit k un entier avec 2 < k < m. Il existe un m-uplet (&1, ...,&n) €
R™ tel que
]\P_I};oﬂkfl(f, N)=0 et Nh_fgoﬂkﬂ(faN) = 0.
La conjecture est intéressante seulement si on demande en plus que les coordon-

nées de £ = (1,&,...,&,) sont linéairement indépendantes sur Q, comme 1’a observé

Moshchevitin. Pour un tel point &, on a

:U’k—l(éa N) - Nk(é? N)

pour des valeurs de N arbitrairement grandes. On a aussi

:uk(ga N) - ,uk—&-l(éa N)

pour des valeurs de N arbitrairement grandes. Donc si un tel ¢ satisfait la conjecture
4.1.1,on a

li]r\?inf ue(E,N) =0 et limsup pux(§, N) = oc.
—00

N—o0

C’est, pour cela que Schmidt choisit les indices k — 1 et k + 1.
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4.2 Résultat de Moshchevitin

Ce probléme a été résolu par N. G. Moshchevitin en 2012 (voir [16]) avec la
contrainte additionnelle que 1,&y, ..., &, sont linéairement indépendants sur Z sans la-

quelle il observa que le probléme devient trivial. Par exemple, si on prend £ = (1,0, 0)

alors on a
vo=(N"10,00 , vi=(0,—NY20) , wvy,=1(0,0—NY?).

Par conséquent, on obtient ui(&, N) = N~' et us(&,N) = p3(§, N) = N2, On en
déduit
(&, N) =0 et pusz({, N) = oo lorsque N — oo.

Dans ce contexte, le résultat de Moshchevitin s’énonce comme suit

Théoréme 4.2.1 (N. G. Moshchevitin, 2012). Soit un entier k avec 2 < k < m.

Alors il existe des réels &, ..., &m € [0,1) tels que

o 1.&,...,&, sont linéairement indépendants sur Z.
o lim pup1(§,N)=0 et lm pp1(& N)=oc0.
N—oo N—oo

Dans son papier Moshchevitin commence par observer que pour tout entier

j=1...,m+1,ona
(6 N) = i (Ke(N )y ZmH) (N 2 1), (42.1)
ot KC¢(N) est le corps convexe donné par
Ke(N) = {(x0, -, Tm) € R™ x| < N, |zo&y — 23] < N7THY™ j=1,...,m}.

Légalité (4.2.1) découle du fait que pour tout x = xqvg+ - - -+ x,v,, € A(E, N), avec

oy, Tm € Z, 0N a

X€B<:> |$0N71‘§1 et |I0N1/m€j—N1/m$]"S1 jzl,...,m
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<~ |ZL‘0|§N et |l’0§j—$j|§N_1/m j:]_,...7m

= (20,...,Tm) € Ke(N).
Par conséquent, la derniére assertion du Théoréme 4.2.1 se traduit par

lm A (Ke(N); Z™) =0 et lim Ay (Ke(N); Z™H)) = 0. (4.2.2)
N—ro0 N—o0

4.3 Reformulation de la conjecture de Schmidt

Rappelons que pour tout entier m avec m > 2 et tout réel N avec N > 1, le

corollaire 2.2.14 du chapitre 1 nous donne dans ce cas

1 m m/(m— m m m
m—HNl/ < Az (Ce(N™/ =) 7m0 \; (Ke(N), Z™) < Vm + 1((m+1))>NY™,

pour chaque entier j avec 1 < j < m + 1. Ces inégalités jointes aux conditions de

(4.2.2) entrainent que

lim N7 A g a(Ce(NTH/7); 27 ) = o0

N—oc0

lim N_l/m)\m—k—i-l (C&(N1+1/m), Zm+1)) =0.

N—o0

(4.3.1)

Si on pose N = e?/ (™1 alors on a
Cf (/i) = Cele?) = {x € R™'; x| < 1, [x- €| < 7).
Donc les conditions de (4.3.1) se traduisent par

(}Lrgloe_Q/(m+1)/\m_k+3(C5(eq); 7" =00 et ]\}iir(l)oe_q”m“)/\m_k“(Cg(eq); Z" ) = 0.
(4.3.2)

En prenant le logarithme dans (4.3.2), on obtient

lim (Lg’m+3_k<q> — L) =00 et lim (L§7m+1_k(q) — L) = —00

q—o0 m 4+ 1 q—00 m—|—]_

Par conséquent, le théoréme de Moschevitin s’énonce ainsi en termes des fonctions

Le j(q).
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Théoréme 4.3.1 (N. G. Moshchevitin, 2012). Pour chaque entier k avec 2 < k < m,

il existe un point € € R™ 4 coordonnées linéairement indépendantes sur Q tel que

lim (Lg,k_l(q) - L) =—o00 et lim <L§7k+1<q) - L) =00

q—o0 m+1 q—>00 m—+1

Le prochain théoréme améliore ces estimations.

Théoréme 4.3.2. Pour chaque entier k avec 2 < k < m, il existe une infinité non
dénombrable de vecteurs & € R™! 4 coordonnées linéairement indépendantes sur Q

telle que

Ler_ L 1
lim &A1) 1(9) =0 et liminf §’k+1(q) =

q—00 q q—00 q m—k+2

Ce résultat est le meilleur possible au sens suivant

Théoréme 4.3.3. Soit k un entier avec 2 < k < m et soit & un point de R™! 4

coordonnées linéairement indépendantes sur Q tel que

Lej—
lim &,k 1(Q)

q—o0 q

=0.

Alors on a

lim inf Lg’kJrl(q) < 1 )
q—o0 q T m—k+2

Pour la preuve du théoréme 4.3.3, on introduit en suivant le modéle de Schmidt

et Summerer dans |31, §1], les quantités

Ly
¢ . = liminf —’](q)
—u,] q—ro0 q

Lu;(q)

et Py ; = limsup (1<j<m+1).

q—00
pour un point u € R™*! fixé. Comme les fonctions L, ;(¢) avec 1 < j < m+1 forment

une suite croissante, il s’ensuit que

¥ <. < gu,m-{—l ) @u,l <. < @u,m—i—l' (433)

LTu,l —

D’autre part, on a

0<p,; SPu; <1 (A<j<m+1) (4.3.4)

5
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car les fonctions Ly ;(¢) sont continues et linéaires par morceaux de pente 0 et 1. De
plus, si on suppose que les coordonnées de u sont linéairement indépendants sur Z,

alors on a (voir [31, §5])

Cette observation découle principalement du fait que lorsque les coordonnées de u
sont linéairement indépendants sur Z alors il existe des valeurs de ¢ > 0 assez large

telles que
Luj(q) = Lujt+1(q),

pour tout j = 1,...,m (voir [31, §2]) et aussi du fait que pour tout g > 0, les fonctions
L, j(q) forment une suite croissante.

Démonstration: (Théoréme 4.3.3)

Fixons un point & € R™*! & coordonnées linéairement indépendantes sur Q. Soit

k € Z avec 2 < k <m tel que p,;_; = =0.

e pos
Les inégalités de (4.3.3) et (4.3.4) entrainent que

0 =P =0 (1<j<k-1).
Pour tout j =1,...,m + 1, on définit la fonction M ; : [0,00) — R par
Mei(q) = Lealq) + -+ Lei(q) (¢ =0).

Le lemme 2.3.1 implique

Me mii(q) = ¢+ O(1) (g >0).

Par conséquent, on a lim M¢ ,,11(¢)/¢ = 1. Comme les coordonnées de £ sont linéai-
q—0o0
rement indépendantes sur Q, alors I'inégalité (4.3.5) appliquée & j = k entraine que

Pe st < P i Ainsi pour conclure, il suffit de majorer B .
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Pour cela, on note simplement que

Lei(@) +- -+ Lemir(q)

(m —k +2)pe;, < limsup = lim sup
’ g—00 q q—o0 q
Donc @y, < =73 La conclusion suit. i

4.4 Démonstration du Théoréme 4.3.2

Le théoréme 2.3.4 permet de ramener la preuve du théoréme 4.3.2 a la construc-
tion de (m + 1)-systémes généralisés avec les propriétés requises. Elle se fonde sur la

construction élémentaire suivante.

Proposition 4.4.1. Soient a,b,c,a, 3,7 € (0,00) avec a < b < c. Il existe un et un
seul choiz de nombres réels r, s, t,u € (0,00) avec r < s < t < u et un seul triplet de
fonctions continues et linéaires par morceaux (A, B, C) sur [r,u] dont la réunion des

graphes est comme sur la Figure 4.1, c’est-a-dire que
i) pour tout q € [r,ul, on a

AW B@<CE) o AW+ 5B+ 0= ()

it) la fonction A est constante égale & a sur [r,t], de pente o sur [t,u] et satisfait

A(u) =b;

iii) la fonction B a pour pente [ sur [r,s] , est constante égale & b sur [s,u] et

satisfait B(r) = a;

i) la fonction C est constante égale o b sur [r,s|, de pente v sur [s,t] et est

constante égale & ¢ sur [t, u).
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FIGURE 4.1 — Graphe conjoint du triplet (A, B, C') sur I'intervalle [r, u]

Démonstration: Si de tels nombres réels r, s, t,u et de telles fonctions A, B, C'
existent, alors en remplacant respectivement ¢ par r, s, t, u dans la deuxiéme condition

de (4.4.1), on obtient

a+a+b a+b+b ’ a+b
r=—+-—-4+—, s=—+-—+—, =—4 =
a B v a [ v a B v a B

ce qui les détermine entiérement.
Maintenant, soient r, s, t,u donnés par (4.4.2). Comme r < s < t < u, il existe

un et un seul triplet de fonctions continues (A, B, C') sur [r,u] de pentes constantes

sur [r, s], [s,t] et [t,u] avec

Alors la fonction F' = éA + %B + %C’ est continue de pente constante sur chacun des

intervalles [r, s], [s, ], [t,u]. Par construction, on a F(q) =q si ¢ =r,s,t,u. Donc

F(q) = q pour tout ¢ € [r,ul.
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Comme A et C' sont constantes sur [r,s], cela implique que B a pour pente [ sur
[, s]. De méme, on trouve que la pente de C' est égale a vy sur [s,t] et que celle de A

est égale & «v sur [t, u). i

Proposition 4.4.2. Avec les mémes notations, supposons que b/a < c/b. Alors on a

A C b
max (4) _ et min cla) = -. (4.4.3)
q€lrul ¢ r q€lrul g s
Démonstration:  Gréace a (4.4.2), on note tout d’abord que
a b a b b ¢ ¢
- < =< - et < -< =< -
t uwu r s r u t

Comme a/r < « et que b/s < 7, il s’ensuit que le rapport A(q)/q décroit sur [r,t] et

puis croit sur [t, u] et aussi que C(q)/q décroit sur [r, s], croit sur [s,t] et puis décroit

sur [¢,u]. La conclusion suit. i

On désigne par A I'ensemble des suites (a,)nez de réels strictement positifs avec

An+1 An42
Ap < Qi1 < Apyo, < (neZ),
ap an—i—l (4 4 4)
. . an+1 T
lim a, =0, lim = +-00.
n——oo n—00

Le résultat suivant combine les propositions précédentes.

Proposition 4.4.3. Soit (a,)nez € A et soient o, 3,7 € (0,00). On définit

ap, ap Ap+1
T =—+—+ n € 7). 4.4.5
St e (4.45)

Alors il existe un et un seul triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux

(A, B,C) sur (0,00) dont la restriction & chaque intervalle [ry,, m41] remplit les condi-
tions de la proposition 4.4.1 avec a = a,, b = a,41 et ¢ = ayio pour chaque n € Z.

De plus, on a

A
lim A(g) = oo, limsup Ala) =0 et liminf ¢la) _ (4.4.6)
q—00 q—00 q q—0 q 6 +
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Démonstration:  Soit (a,)nez € A. On définit
Qp, QAp+1 QAn1 G, Any1 An+2
Sp=— + + et t,=—+ + n € 7). 4.4.7
o5 T oty Ty e 04D

Avec le choix de a = a,, b = a,11 et ¢ = a,,2, la proposition 4.4.1 et les égalités
de (4.4.2) fournissent un triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux
(AW B™ M) sur [r,u] = [rn, 7py1]. Comme les triplets (A1, BO=D (=1 et
(A BM M) coincident au point 7, et sont égaux a (ay, @y, @,11) pour tout n € Z,
il découle que la suite de triplets de fonctions (A™, B™ C™) avec n € Z détermine
un et un seul triplet de fonctions continues et linéaires par morceaux (A, B,C) sur

UZ[rn,rnH] = (0, 00). La proposition 4.4.2 donne
ne

A n . C n
max Ala) = et min cla) = ot (4.4.8)
q€[rn,rn+1]  ( T'n q€lrn,rnt1] Sn
Par conséquent, on a
hmsupﬁ: CL"—O et hmmfﬁ— 1 %—ﬂ
g—o0 q n—o00 1, g—00 q n—oo S, ﬁ + 7

Fixons un entier m > 2. La proposition précédente admet la conséquence sui-

vante.

Proposition 4.4.4. Soit k un entier avec 2 < k < m. Avec les notations de la
proposition 4.4.3, supposons a« = 1/(k—1), f=1ety=1/(m+1—k). Pour tout

q > 0, posons

P1(Q):'“=Pk71(Q):A(Q)7 Pk(Q):B(Q) et Pk+1(Q>:"':Pm+1(Q)

Alors la fonction P : (0,00) — R™! définie par

P(q) == (Pi(q),.--, Pnyi(q)  (¢>0)
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est un (m + 1)-systéme généralisé sur (0,00). De plus, on a

P._ P 1

lim P, (q) = 00, lim sup k—1@ =0 et liminf k+1<Q) _ .

e awoo 4 a0 m—k+2
Démonstration:  Les composantes Py, ..., Py, de P sont continues et linéaires

par morceaux sur (0, 00). Elles satisfont

0<Pi(q) <+ < Puyilg) et Pi(g)+ -+ Puilg)=q  (¢>0).

La fonction P est différentiable sur I'intervalle (0, c0) sauf aux points 7, s,,, t,, donnés
par (4.4.5) et (4.4.7). Sur chaque intervalle [ry,, Su], [Sn, tn], [tn, Tni1], les composantes
Py, ..., P, sont constantes sauf un certain nombre h d’entre elles qui coincident
sur Uintervalle avec pour pente 1/h. Au point 7,, la pente de Pi,..., P,_; passe de
1/(k—1) a 0 tandis que celle de P, change de 0 & 1 et toutes ses fonctions coincident,

¢’est-a-dire

Pi(ry) == Py(ry) (neZ).
Au point s,, la fonction P, passe de la pente 1 a la pente 0 tandis que celle de
Piy1, ..., Ppyq change de 0 a 1/(m — k + 1) et toutes ses fonctions coincident, ¢’est-
a-dire
Pulsw) = Pesa(sn) =+ = Pusa(s)  (n€2).
Finalement au point ¢,, la pente de Py.1,..., P,+1 change de 1/(m+k—1) a4 0 alors

que celle de Pj,..., P, passe de 0 a 1/(k—1) et on a
Pl(tn> == -Pk—l(tn) < Pk(tn) < Pk+1(tn) == Pm+1<t7l) (n - Z)

Cela montre que la fonction P ainsi définie est un (m + 1)-systéme généralisé sur

(0,00). La deuxiéme affirmation de la proposition découle de (4.4.6). i
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Démonstration du Théoréme 4.3.2

Soit P: (0,00) — R™"! le (m+ 1)-systéme généralisé donné par la proposition
4.4.4 pour le choix d’une suite (a,)nez dans A (c’est-a-dire une suite qui satisfait

A, . D’apres le théoréme 2.3.4, 1l existe un point non nu e tel que la
4.4.4 D’apreés le th 2.3.4, il exi i 1 & de R™*! tel |

différence L¢ — P soit bornée. Donc, on a

Le ; P; Le¢ s P
lim sup Les0) = lim sup £ita) et liminf Les0) = lim inf £ita) (1<j<m+l).
q—00 q q—00 q q—+0 q 900 q
Par conséquent, on a
Lej_ L 1
tim Leet@) o g g Lernn(@) . (4.4.9)
q—00 q q—00 q m—k 4+ 2

Comme lim P;(g) = oo, cela implique que la fonction L¢; est non bornée, donc les
q—00
coordonnées de & sont linéairement indépendantes sur Q. Par suite £ vérifie toutes les

conditions du théoréme 4.3.2.

Pour conclure, il reste & montrer qu’on peut construire une infinité non dénom-

brable de tels points . Pour chaque 0 € (0,00), on définit
a® = g2’ (n€Z),

de sorte que les conditions de (4.4.4) de la page 42 soient satisfaites. Alors la suite
( (6)
Qn

dessus un (m + 1)-systéme généralisé P sur (0, 00) et un point £©) de R™*1. Avec

)nEZ appartient & A, et les propositions 4.4.3 et 4.4.4 lui associent comme ci-

les notations évidentes, on a

r® = ka® + (m — k + 1)(15:?1 < (m+ 1)(129411
t9 = (k—1)a? + %, + (m -k +1)a'?, > o),
pour tout n € Z, et le rapport tgf)/n(f) tend vers I'infini avec n. Donc si 0,60 € (0, 00)

avec # < 6, on a

rO < 10— (g 1) < 40)
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pour tout n € Z suffisamment grand, et alors

3

[PC) = POGI = 1AV () = PO ()] = |l — )] = (0" — 0)2""

n n n

Cela signifie que la différence P®) — P est non bornée. Donc les points £ et £©)
sont distincts, et par conséquent I'application 6 — £© est injective sur (0, 00). Son

image est donc de la cardinalité de R.
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Sur les nombres extrémaux de type
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Chapitre 5

Nombres extrémaux de type Markoft

5.1 Nombres extrémaux

Dans cette section, nous commencons par définir un nombre extrémal, ensuite

nous en donnons quelques propriétés.

Définition 5.1.1. Soit £ € R un nombre irrationnel non quadratique. On dira que &

est un nombre extrémal s’il existe une constante ¢ = c¢(§) > 0 telle que les inégalités
lzo] < X, |zo€ — 21| < XV et |20&% — 25| < X
admettent une solution non nulle (zo, x1,22) € 72 pour tout X > 1.

Soit & un nombre réel fixé. Pour chaque matrice symétrique x = (xo xl) dans

1 To
Matgxg(Z) , On définit

_ ) — — J o
HX|!—0H<1;L<X2\%\, L(x) = L¢(x) gﬁé\x& ;.

Grace a la propriété de multilinéarité du déterminant, on a

ZTo T1 — xof

< L(x).
T < ize

On désigne par P l’ensemble des matrices 2 x 2 & coefficients entiers premiers

entre eux. Soient y; et yo deux éléments de P, on définit

Y1 *Y2 = 'yiy2

67
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ot c¢ le plus grand diviseur commun des coefficients du produit matriciel y;ys. On
montre facilement que P muni du produit * est un groupe. De plus, le groupe SL(2, Z)

est un sous groupe de P et on a

Y1 *Y2 =y1y2 pour tous yi, y2 € SL(2,Z).

Soient (ay)g>1 et (bg)r>1 deux suites a valeurs réelles positives. La notation ay < by
signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que a; < cb, pour chaque entier £ > 1,

dire que a; < by signifie que ay < by, et by < ay.

Le prochain théoréme dia a D. Roy (voir proposition 2.1 de [25]) fournit une

caractérisation des nombres extrémauz.

Théoréeme 5.1.2. Soit & un nombre réel extrémal. Alors il existe une suite non bornée

de matrices symétriques (Xi)r=1 dans P telle que
Iociesl| = e, Le(xe) = lixell ™ et | det(xe)] = 1. (5.1.1)

De plus, pour une telle suite (Xp)r=1, il existe une matrice M € P avec M # +M7T

telle que pour tout k > 1 suffisamment grand, on a

Xpaqx M xx si k est impair
Xpso = i{ el g Pt (5.1.2)

X1 * MT %%, si k est pair .

Réciproquement, si (Xi)r>1 est une suite non bornée de matrices symétriques de P

qui satisfait (5.1.2) pour une certaine matrice non symétriqgue M € P et si on a
Icsall > Ixeslllixel]l et | det(x)] < 1. (5.1.3)

Alors, il ezxiste un nombre extrémal £ tel que la suite (Xy)g>1 satisfait les estimations

de (5.1.1).

Cette suite (xg)r>1 est essentiellement déterminée de fagon univoque (section 4
de |22]). Plus précisément, toute autre suite satisfaisant les propriétés du théoréme

5.1.2 est obtenue par un décalage d’indice de la suite (£xx)g>1-
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La matrice M est alors dite associée & £&. Pour une matrice M donnée, on désigne
par £(M) lensemble des nombres réels extrémaux & qui admettent M pour matrice

associce.

Dans la prochaine section, on construit une classe particuliére de nombre extré-
maux suivant le modeéle de [20, 22]. Nous établirons quelques propriétés que satisfont

leurs suites associées au sens du théoréme 5.1.2 et nous seront utiles par la suite.

5.2 Construction de nombres extrémaux
de type Markoff

Définition 5.2.1. Soit £ € R un nombre extrémal. On dira que & est de type Markoff

si sa suite (Xi)g>1 associée au sens du théoréme 5.1.2 satisfait

det(xk) =1 et Xk+2 = Xk+1Mk+1Xk = XkMka—H (/{Z Z 1) (521)

= (i )

En particulier, un nombre extrémal de type Markoff appartient & £(M) ot

(4.

Pour construire un tel nombre, on choisit par exemple deux matrices symétriques

X = (xl’o $1,1) et xo = (@’0 IM) de P telles que

11 T12 To1 T12

ol

(i) 0<x1o<m11 <w10<3x11 et 0<wo <9y <xag <319,
(ii) det(x;) = det(xy) =1,

(ili) x9Mx; soit symétrique.

Les conditions (ii) et (iii) sont remplies pour toute suite (Xj)r>1 qui satisfait

(5.2.1) mais pas nécessairement la condition (i).
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Ensuite, on construit récursivement la matrice x; (& priori non symétrique) avec

k > 3 en posant
X = Xk_le_lxk_2 (]{7 Z 3) (522)

En effet, on peut montrer par récurrence sur k, que la matrice la matrice x;, est

symétrique pour tout £ > 1 et on a aussi
Xk+2 = Xk+1Mk+1Xk = XkMka—H et det(xk) =1 (k Z 1) (523)

Donc, la suite (x;)x>1 satisfait les conditions de la définition 5.2.1. Nous allons montrer

qu’elle est associée & un nombre extrémal de type Markoff.

[’exemple ci-dessous donne un choix possible de x; et de xs.
2 1 12 5

/433 179 (37666 15571\
X3 =\179 74 ) *7 \15571 6437 )

Pour la simplicité, on pose

Exemple 5.2.2. Si on prend x; = (5 2) et xo = (29 12). Alors on a

Xy = ||xx|| = max{|zkol, |Tr1], |Tr2l}-

Pour la preuve du lemme ci-dessous, on utilise les formules suivantes.

Six= ("0 M Y = Yoo 91 etz = [ ') sont trois matrices symétriques
Ty T2 Y1 Y2 21 22

telles que z = xMy, alors

3ToYo + ToY1 — T1Yo 3ToY1 + ToY2 — T1Y1
z= (5.2.4)

3T1Yo + T1Y1 — T2Yo 3T1Y1 + T1Y2 — T2l

Donc, pour tout a € N, on a

20 — az1 = 3(yo — ay1)xo + (y1 — aya)zo + (ayy — yo) 1 (5.2.5)

21— azy = 3(yo — ay1)z1 + (y1 — aye)z1 + (ayr — yo) 22 (5.2.6)
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Lemme 5.2.3. Pour tout entier k avec k > 1, on a
a) 0 <o <apy <@ < 31 et Xy = X,
b) Xiyo > (7/3) X1 Xk,
c) ]}LrgoXk = 400.

Démonstration: Pour montrer les assertions de a), on procéde par récurrence
sur k. Les cas k = 1 et k = 2 découlent directement de la condition (i) dans la
construction de la suite (xj)r>1. On suppose maintenant que pour un certain entier

k > 2, on ait
0<zxpo<xp1 <wno<3xh1 et Xp=xp0 pour h=1,... k. (5.2.7)
La relation @y 0742 — 77, = 1 jointe aux inégalités ci-dessus entrainent que
Tho < xp1 < 3T (1<h<k). (5.2.8)

e Si k est impair,on utilise Xz = xp_1MX, et on applique les relations (5.2.5) et
(5.2.6) avec a = 1 (respectivement a = 3), X = X;_1 et y = Xj. Alors z = x5 et les

hypothéses de récurrence (5.2.7) jointes a (5.2.8) entrainent que
Thi1,0 — Tht1,1 = 3(Th0 — Th1)Th—1,0 + (Th1 — Th2)Th1,0 + (Th1 — T0)Th—1,1 > 0
Thi11 — Tht1,2 = 3(Tho — Tt )Th—11 + (Th1 — Th2)Th-11 + (Th1 — To)Tr—12 > 0
Tht1,0 — 3Tpt1,1 = 3(Th0 — 3Tk1)Th—1,0 + (Tk1 — 3Tp2)Th—1,0 + (3Tp1 — Tho)Th—11 < 0.
Il s’ensuit que
0<wpy12 < @py11 < Trgr0 < 3Tpg11

et par suite, on a X1 = Xpy10.
e Si k est pair, on obtient les mémes conclusions en utilisant xp, 1 = X Mx;_1. Cela

démontre la partie a).
Comme X9 = XpMxXp1q si k est pair et Xgio = Xp1 Mxy si k est impair, on
déduit de 1'égalité (5.2.4) que
(3Zko — Tp1)Thi1,0 + Thi11%k0  Si K pair

Tp120 =
(3Tkt1,0 = Tht1,1)Tho + Thp1,0Tk,1 Si K impair .
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A T’aide des inégalités de a), on en déduit que

1
Tp12,0 = 2Thi1,0Th,0 + 3TR+L0TEO = TThA10TEO (k>1).
La troisiéme affirmation du lemme est une conséquence de b). i

On déduit de la partie b) du lemme 5.2.3 que
Xk+2 > Xk—i—l (k > 1)

Dans toute la suite, on va supposer que X, > X3, alors la suite (Xj)g>1 est une suite

strictement croissante d’entiers strictement positifs.

En particulier, la suite (xz)r>1 est non bornée, satisfait les conditions (5.1.2) et

(5.1.3) du théoréme 5.1.2; et on a
Xk = Xk70 (l{? Z 1)
Ces observations nous conduisent au résultat suivant.

Théoréme 5.2.4. Pour la suite (Xi)p>1 construite ci-dessus, il ecriste un nombre

extrémal de type Markoff £ € R tel que
Xpo1 < X1, Le(xp) < X1 et |det(xp)| =1  (k>1). (5.2.9)

Le théoréme 5.1.2 montre qu’il existe un nombre extrémal ¢ qui satisfait (5.2.9).
Comme notre suite (Xj)g>1 satisfait aussi les conditions de la définition 5.2.1, ce
nombre £ est de type Markoff. Cette construction ne fournit pas tous les nombres
extrémaux de type Markoff a cause de 'hypothése (i) faite au début de la section 5.2.
En effet, cette hypothése implique que

0<wps <wp1 < a0 < 311

pour tout k> 1, donc & € (1/3,1) car £ € Q.
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5.3 Quelques propriétés

Dans cette section, on fixe un nombre extrémal £ de type Markoff. On fixe aussi
une suite (Xj)g>1 de triplets d’approximation comme au théoréme 5.1.2 et on garde

les mémes notations. On pose
X =xell - (B=1).
Alors Le(x) =< X', et par suite on a
T = 108 +O(X,Y) (7=0,1,2). (5.3.1)

La proposition suivante, diile & D.Roy est démontrée dans la section 2 de [20],
elle regroupe deux conséquences des formules de récurrence (5.2.2). Nous en donnons

une démonstration ci-dessous pour illustrer la technique utilisée. On pose

0 1
J= (_1 0) _
On utilise le fait que si x,y et z sont des matrice symétriques, alors

det(x,y,z) = trace(JxJzJy) et xJx = det(x)J (5.3.2)

ou I désigne la matrice identité (voir section 2 de [21]).

Proposition 5.3.1. Pour tout entier k avec k > 2, on a
(1) Xpgo = 3Th,0Xpt1 — Xp—1,
(1) Xp—1 = —J Mp_1XpJXp41,

(#i1) det(xp, Xpi1, Xpr2) = (—1)*2.
Démonstration:  On déduit de la relation (5.2.2) que

Xpy2 = XpMpXpp1 = (X M) *Xp_1
= (trace(xp My )x My — det(xx My)I)x—1 (Cayley-Hamilton)

= (3xk,OXk’Mk — I)Xk_l
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La derniére égalité découle du fait que trace(x;M;) = 3x;0 et det(x;M;) = 1 pour
tout ¢ > 1. On conclut grace a l'égalité xj 1 = xp MiXp_1 que
Xpt2 = 3Tk 0Xpt1 — Xk—1-
La relation de récurrence x11 = X MpXy_1 jointe a la deuxiéme 1'égalité de (5.3.2)
entrainent que
I My 1Xp I X1 = J My 1X, I X My Xp—q
= My I MpxXp_1 = —Xp_1.
La derniére égalité découle du fait que JAT JA = —I pour toute matrice A € SL(2,7).
On déduit de (5.3.2) que
det(Xp, Xg+1, Xpr2) = trace(JxXgJXg 1o Xp11)
= trace(JXy JxXp MyXp11JXp11)  car Xgpro = XpMpXpiq
= — trace(MyJ)
= (—1)"2.

La partie (7) de la proposition 5.3.1 admet la conséquence suivante.

Corollaire 5.3.2. Pour tout entier k > 2, on a

1
X1 = 3Xp X ll +0 <T)] ,
X

Démonstration: On rappelle que X, = x4 pour tout & > 1. Si k > 3, la partie
(7) de la proposition 5.3.1 livre

Xpy1 = 3 X1 Xp — Xjpo X X1 X

Comme la suite (X)r>1 est une suite croissante non bornée, on en déduit que
X1 < X X1 pour tout £ > 2, donc aussi Xy < X1 X, o pour k > 3 et par suite

X X 1
3X k1 Xk 3 X1 Xy Xi1
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C’est aussi vrai pour k > 2. |

Le prochain résultat dia & D. Roy (lemme 3.3 de [25]) est aussi une conséquence

des formules de récurrence (5.2.2).

Proposition 5.3.3. Chaque triplet (11,0, Tk0, Th—1,0) satisfait a Uéquation de Mar-
koff, c’est-a-dire

Thiro0t Tho T Tho10 = 3Tk41,0Lk0Tk—1,0-
5.4 Les matrices W,
Pour tout £ > 1, on définit
Wy = xix My, € SL(2,7),
comme dans [24]. Alors la relation de récurrence Xy o = Xg1 Mjy11X) devient
Wise = Wi Wi (k>1). (5.4.1)

A Taide de ces matrices, on peut préciser I'estimation L¢(x;) = (&, —1)xx]| < X,

de la maniére suivante.

Lemme 5.4.1. Pour tout entier k > 2, on a

1 1

Démonstration: On rappelle que X}, = xy¢ pour tout & > 1 (lemme 5.2.3). 1l
découle de I'égalité (5.3.1) que

1 1
(& —-1) = Xprs (Try1,1, —Try1,0) + O (X2 )

1
= —XkJrl (1,0)Xk+1<] + O (XT) .
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Donc

(57 _1)Wk = -

(1,0)%p41J Wy + O (”VVkH)

2
Xk Xk+1

Comme |[|[Wy|| < X et Xgi1 < XpXi_1, on déduit que

(57 _1)Wk - -

(17 0)Xk+1JWk + O (

Xk+1 Xk+1Xk—1>

) car Xgi1J Wy = xXp_1J

Xe (1 g) ( 1 ) o .
=-—"—""°(1,0 J+ O —— race a la relation (5.3.1
X,m( Me & Xo X)) © (6:3.1)

X1 < 1 )
= —D+0(—).
Xk+1<€ ) Xk+1Xk71

Grace au corollaire 5.3.2, on a

e ol o) e o)
S ) - lito — 10 ,
Xpp1 3Xg X2, 33X, X2 3Xk X1 Xk

et la conclusion suit. |

Par la suite, on aura besoin de considérer des produits Wy, Wi, - - - Wy, pour des

suite (ky, ..., k) comme ci-dessous.

Théoréme 5.4.2. Soit k1 > ... > ky une suite d’entiers telle que k; > k; 1 + 2 pour

tout indice i avec 1 < i< /¢ —1. Alors on a

a) XlekQ N 'ng <

1
b) WkIWkQ o Wke = 36_1Xk1Xk2 cee Xké <£ 52) ng +0 (
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1 1
— D) Wi, Wiy -+ Wy, = —1)+0
c) (& —1)Wi, Wi, ke 3eXk1Xk2"‘Xke(€’ )+ (XlekQ-“Xkele_l)’

avec des constantes implicites qui ne dépendent que de & et de /.

La condition k; > kipq + 2 (1 < i < ¢ — 1) signifie que la suite (ky,..., k) est
strictement décroissante et ne contient pas de paire d’entiers consécutifs. La preuve

donnée ci-dessous s’inspire de la section 5 de [24].

Démonstration:  On procéde par récurrence sur /.

Pour ¢ =1, on a un seul entier k = k; > 2. Le corollaire 5.3.2 livre
X1 <X Xp X1,

donc

Xpt1

X < .
T X

(5.4.2)

Par ailleurs, on déduit de (5.3.1) que

et §)r0(d)

Wy = X, (2 §2> My +0 (Xi]) . (5.4.3)

Cela démontre a) et b) tandis que ¢) découle du lemme 5.4.1.

donc

On suppose maintenant que ¢ > 2 et que les conditions a)—c) sont vraies pour la

suite ko > -+ > k. Grace a (5.4.2), on obtient

ki1+1 Xk1+1 Xk2+1 Xk1+1

Xlekg“'szx XkQ...Xk£<<Xk 1.Xk 1 Xk 1
1— 0 0=

car on a Xg,11 < Xy, -1 puisque ko + 1 < k; — 1. Cela démontre a).

De méme, on trouve

Wi Wiy -+ Wy, = Xi, (

1 Wiy - W,
¢ 52) Mle,Q...WkﬁO(—” ke ’“f”)

X

1
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grace a (5.4.3). Comme
||Wk2 o sz” < ||Wk2|| e ||Wke|| < XkQ o 'ka

on en déduit que

¢ &

X, o X
= Xk, (é §2> My, [3£2Xk2 o X, (2 52) My, + O <I€2Tekl>]

X Xp - X
+O< 1 2 E)
Xz

1
WlekQ---Wke—Xkl( f)J\4,€1M/,€2.--M/,w+o(

= 3872Xk1Xk2 o 'Xke (; §2> Mkl (é §2) Mké

X Xy, -+ X, X Xy, - X,
+O< 1 2 [)_l_O 1 2 14
X,fl X,fe

B 1 ¢ 1 ¢ Xp X, - X
— 3Z 2Xk1Xk2 .. 'ng ( > Mk'1 ( ) Mk + O ! 2 £
¢ & ¢ gz) M X7

car on a Xy, > Xj,. Par ailleurs, comme

(¢ &) e &)= (oom(Joo=s(uo=s(c &)

on obtient

1 X Xe, -0 X
Wi, Wi, - - - Wk[ = 36_1Xk1Xk2 .- -AX]w (5 52) Mk@ + O ( il ;2 ké)
ke

Cela démontre b).

Pour conclure, il reste & montrer ¢). On déduit du lemme 5.4.1 que

X, .- X
(& D)W Wiy -+ Wi, = (&, = 1) Wiy - - - Wy, + O ( k2 ke ) ‘
X/fl-i-lel—l
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Grace a ’hypothése de récurrence, on en déduit que

1 1 1
_1 W W .--W = _1 O
(57 ) k1 VY ko ke 3Xp, [3[—1Xk2 .. ‘sz(f, ) * (ng .- 'szXIzgfl
+O(Xk’2"'Xke)
Xy 41Xk -1
1
(’57 _1)

3G, Xy - - X,

+0 . +O(—ﬁ——ﬂ>
Xy Xy -+ 'XkeXk:g—l Xy 41Xk -1

Grace a la partie a), on a

X, oo

2

Il s’ensuit que

Par conséquent, on a

Xy, - - X, 1

- 2
-1 Xkl Xk‘g—l

<

Xkl—‘rle‘l—l Xlek‘Z U Xk?lX’?[fl '

Donc

1
VDWW - W = (€ —1
(& =)W, Wiy - - - W, 57 Xe Xp, - X, & -1)+0 (

ce qui démontre c).

1

Xlek’z e Xk;ngZ,I

)

)



Chapitre 6

L’anneau d’approximation du triplet

(1,&,€2)

On reprend les notations de la section 5.3. En particulier ¢ désigne un nombre
extrémal de type Markoff, et (x;)r>1 une suite correspondante de triplets d’approxi-

mation satisfaisant (5.2.1).

On commence par introduire le formalisme de Panneau des suites de [23] (D. Roy
et E. Villani, 2008). On construit ensuite un sous-anneau de cet anneau comme dans
le papier cité mais pour le cas particulier des nombres extrémauz de type Markoff.
On démontre 'existence d’un développement asymptotique pour les éléments de ce
sous-anneau. Ensuite, on énonce le résultat principal de [23]| avec une esquisse de la
preuve. On termine avec une conjecture relative & une situation un peu plus générale,

et qui fera 'objet des chapitres ultérieurs.

6.1 L’anneau des suites

On désigne par S 'anneau des suites a valeurs réelles (aj)r>1 muni de 'addition
et de la multiplication composante par composante, et on désigne par Sy 'idéal des

suites éventuellement nulles.

On note G 'anneau quotient de S par Sy ¢’est-a-dire

& =5/5S,.

80
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C’est un anneau commutatif pour les opérations suivantes
e Addition : [(ar)k>1] + [(0k)e>1] = [(ar + br)e>1],
e Multiplication : [(ag)k>1] X [(bk)r>1] = [(arbr)g>1],
ou [(ag)k>1] désigne la classe d’une suite (ay)g>1-

De plus, G est une R-algébre car il contient R comme sous-anneau en identifiant

chaque élément a € R a la classe de la suite constante (a)g>1.

Par ailleurs, en restreignant les scalaires a (Q, on obtient que & est une Q-algébre,
ainsi on peut former la sous-Q-algeébre Q[U, ..., U,| engendrée par des éléments

Uy, ..., U, de &.

Dans I’anneau quotient &, on peut associer une classe a toute suite (z)g>x, dont
les termes sont définis seulement & partir d’un certain rang kg a savoir la classe de

n’importe quelle suite (yx)r>1 telle que yg = x pour tout k > k.

6.2 Le sous-anneau A = QX x(=1)].

Pour tout i € Z on définit une matrice symétrique
) %(i) %(i)
(35§> xy
en posant

XV = [(@orrigi>]  (G=0,1,2)

et en étendant la définition de x; ; comme on voudra pour 7 < 0, par exemple en
posant x; ; = 0 si ¢ < 0. Suivant les besoins, on considére aussi X comme un triplet

x4, x x)) € &3. Le contexte permettra de décider le sens de la notation X@.

On choisit la suite (zox4i;)k>1 plutot que (241 ;)k>1 dans la définition de %ﬁi)
avec (j = 0,1,2) pour pouvoir étendre la relation de récurrence dans (5.2.1) a X0,

On obtient ainsi

200D — xOpxEY = x0Da7 2D et det(XD) =1  (1€Z) (6.2.1)
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ou M; = M pour les i pairs et M; = M7 pour les i impairs. Par ailleurs, la proposition
5.3.1(ii) livre
20D = _JM X070 (e 7). (6.2.2)

Cette relation se déduit aussi de (6.2.1) en notant que (Z{(i)Mi)fl = —JM; XD ],

Définition 6.2.1. On note A = Q[X©, XY] le sous-anneau de & engendré sur Q

par les coefficients des matrices X0 et X(=1).

On définit de méme Q[X®, X0~V] pour tout entier 4. Alors les formules (6.2.1)

et (6.2.2) impliquent par récurrence
QY. XV =2 (i€2),

indépendamment de i. En particulier 2 contient les coefficients de la matrice X
pour tout ¢ € Z.
On utilisera aussi les formules des propositions 5.3.1(i) et 5.3.3 de la section 5.3

sous la forme suivante.

Lemme 6.2.2. Soit i € Z.
a) On a X0t) =3xiVx0 _ x6-2)

b) Le triplet (f{gﬂ), %g), %gi_l)) satisfait l’équation de Markoff

(365"“))2 + (368))2 + (363“))2 — 3 xOx0-D), (6.2.3)

Définition 6.2.3. On note Q[X, X*] l'anneau des polynémes a 6 variables
X = (Xo, X1, Xo) et X* = (X}, X7, X3),
et on forme l’homomorphisme d’anneaux

7 QX, X — A =Q[x©, 1]
P (X, X*) — P (X©, x7Y)
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Comme 7 est surjectif, il induit un isomorphisme d’anneaux
7 Q[X, X*|/ kerm — A

oil ker  désigne le noyau de 7. Comme det(X(®) = 1 et det(X"V) = 1, cet idéal

contient les polynomes
Li(X, X*) =det(X) =1 et Ly(X,X*) = det(X*) — 1.

Par ailleurs le fait que X = 2@ M2 est symétrique, se traduit par la relation

%[()—1) %(—1)

—1 —1
%g | fé | (0) 1(0)
E S &

x(()()) xg[))

%((]_1) %g—l)
x(()o) ng)

3 + =0.

Donc ker 7 contient aussi le polynéme

X5 Xi
X, X,

X7 X3

Ly(X,X*) =3 X X

Y

X; Xy

i

_ ’XS Xj

Proposition 6.2.4 (Roy-Villani, 2008). On a kerm = (L1, Lo, L3).

Une des preuves données dans |23, Section 6] consiste & montrer que I = (L1, Lo, L3)
est un idéal premier de rang 3 de Q[X,X*] et que le degré de transcendance de
Q[x©, x(=1] est au moins 3. Comme ker 7 contient I et que le degré de transcendance
de Q[X, X*] est 6, les deux idéaux sont égaux. L’autre preuve donne davantage de

renseignements sur I’anneau 2 et utilise les notions suivantes.

Définition 6.2.5. Pour tout entier d > 0, on désigne par Q[X,X*|<4 le sous-Q-
espace vectoriel de Q[X, X*] des polynomes de degré au plus d, et par A<y son image
sous , c’est-a-dire 'ensemble des éléments de 2 de la forme P(X© X(=1)) o0 P €
Q[X, X*|<4. On dit qu’un élément de A est réalisable en degré au plus d s’il appartient

i Ay,

On peut facilement majorer dimg 2(<4 pour tout entier d > 0 grace au calcul de

fonction d’Hilbert suivant (voir [23, Lemma 2.9]).
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Proposition 6.2.6 (Roy-Villani, 2008). Pour tout entier d >0, on a
dimg (Q[X, X*, U] /11) — (4d® + 6d + 8d + 3) /3,
d

ot U est une nouvelle variable et ot Iy est l’idéal homogéne de Q[X, X*, U] engendré

par det(X) — U?, det(X*) — U? et L.
On en déduit immeédiatement.

Corollaire 6.2.7. Pour tout entier d > 0, on a
dimg A<y < (4d® + 6d° + 8d + 3) /3. (6.2.4)

Démonstration: La composée

QX, X~ Ul/, — QX X*/I —A
PX,X*U)+ 1, — PX,X* 1)+ s P(X© xD1)
est un homomorphisme d’anneaux surjectif. Pour chaque entier d > 0, elle induit
un homomorphisme surjectif d’espaces vectoriels de (@[X, X*, U]/[l)d dans 4. Par
suite dimg A<4 est au plus égal a dimg (Q[X, X*, U]/Il)d. |

En vertu de [23, Theorem 2.10], on a en fait I’égalité dans (6.2.4) pour tout
d > 0, et cela fournit une seconde preuve du fait que ker 7w = I. On reviendra sur cet

argument plus loin.

6.3 Estimations

On désigne par G&* le groupe des unités de G c’est-a-dire 'ensemble des éléments
[(ar)k>1] de & avec aj, # 0 pour tout entier k suffisamment grand. Etant donné des
élements U = [(ag)k>1] et B = [(bg)p>1] de &*, on écrit |U| < [B| ou [B| > |U] §'il
existe une constante ¢ > 0 telle que |ax| < ¢|bg| pour chaque entier k suffisamment

grand. Par exemple, le corollaire 5.3.2 donne

0= x5V EY] ez, 0<5<2).
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On définit une relation d’équivalence ~ sur G* en posant
U~B <— limag/bp = 1.
k—oo

Avec cette notation, on obtient le résultat suivant qui se déduit de la relation xy ) =

a0+ O(X ) et du corollaire 5.3.2.
Lemme 6.3.1. Pour tout entier i € Z et tout entier 7 =0,1,2, on a
XV ~exl et 2TV ~ sV, (6.3.1)
Pour la suite, on note f: Z — Z la fonction déterminée par les conditions
fO)=f(1)=1 et f(i+2)=f(i+1)+ f(3) (i € Z). (6.3.2)
Alors (f());cy est la suite de Fibonacci. Cette fonction f jouit de la propriété suivante
f=i=2)=(=1)'f(i) (i€Z), (6.3.3)

qu’on démontre facilement par récurrence sur 7.

Cela permet de donner le comportement asymptotique de f{gl)

Lemme 6.3.2. Pour tout v € Z et tout entier j =0,1,2, on a

, , , f) _n\ =D
%52) -~ 3f(z+1)—1 5] (}:(()0)> (%[(] 1)> . (634)

Cela se démontre facilement par récurrence sur ¢ en utilisant les résultats du

lemme 6.3.1.

Pour tout k& € Z, on définit la matrice W, par
Wy = XW M.
La relation de récurrence X*+2) = x*+0 a7 ¥®) implique que
Wiyo = Wi W (keZ). (6.3.5)
On étend la relation ~ aux paires d’éléments de (&*)?, en posant

(ﬂl,ﬂg) ~ (%1,%2) < Lll ~ %1 et ﬂz ~ %2.
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R . o 111 ug o %1 %2 212
De méme, si U = s 114) et B = (533 %4> sont deux éléments de Matoyo(S),

la notation 4 ~ ‘B signifie que
ﬂl ~ EBl, 112 ~ SBQ, 113 ~ %3 et ﬂ4 ~ ‘B4.
Les résultats b) et ¢) du théoréme 5.4.2 admettent les conséquences suivantes.

Théoréme 6.3.3. Soit ky > ... > ky une suite d’entiers telle que k; > k; 11 + 2 pour

tout indice 1 avec 1 <1< ¢ —1. Alors on a

Wi Wiy« Wi, ~ gty k) k) .y (ke) (é 52) My, (6.3.6)
1 -
(& =W Wiy = Wi, ~ g (X002 x00) 7 (g, 1), (6.3.7)

6.4 Deéveloppements asymptotiques

Cette section est basée sur un document non publié¢ de D. Roy que nous déve-
loppons en détails. Le but est d’associer un développement asymptotique a chaque
élément de Panneau Q[¢, X(©, X(=1]. Pour y parvenir et pour énoncer le résultat prin-
cipal de cette section, on a besoin des notions suivantes, ott v = (1 4 v/5)/2 désigne

le nombre d’or.

1. Soit A un sous-ensemble de Z[v]. On dit que A est admissible si, pour tout
t € R,iln’y a qu'un nombre fini d’éléments a de A avec o > t. De maniére équivalente,
A est admissible s’il est fini ou si on peut ranger ses éléments en une suite décroissante
a1 > ag > az > -+ qui tend vers —oo. Dans ce cas, tout sous-ensemble de A est
admissible et A contient un élément maximal noté max A. De plus si B C Z[y| est
admissible, alors AU B et Pensemble A+ B = {a+ ; a« € A et § € B} sont aussi

admissibles.

2. On pose

X .— <%80))m (%8_1)>n pour tout a = m +n/y € Z[v],
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et on désigne par F I’ensemble des séries formelles
f= Zpa(f)%a
a€A

ou A est un sous-ensemble admissible de Z[7] et on p,(§) € Q[£] pour tout a € A. Le

support d’une telle série est

supp(f) = {a € A; pa(§) # 0}.

On convient que des éléments

f= palOX et g=) qa(6)X"

acA a€B

de F sont égaux si et seulement si d’une part ils ont le méme support et d’autre part
Pa(§) = qa(§) pour tout « € supp(f) = supp(g). Pour f et g comme ci-dessus, on

définit aussi

FH9= palOX+D ulOX et fg= pa(&)gs()x*.

acA aeB a€cA
BeB

Ce sont encore des éléments de F car AN B et A + B sont admissibles. Pour ces
opérations, F est un anneau, et son sous-ensemble F formé des éléments de support

fini en est un sous-anneau.

3. Les classes X avec a € Z[y] sont linéairement indépendantes sur R dans &.

Alors F s’identifie naturellement au sous-anneau de & donné par

06 @) 27 @) = @ adxce

Pour tout f =Y, .4 Pa(§)X* € F, on définit

If1l = {et ot t = max{a € A; pa(§) # 0} si f #0,
0 sif=0.

Alors || || est une valeur absolue sur F et F est dense dans F pour cette valeur absolue.

Enfin, on observe que F est complet pour cette valeur absolue. En effet, soit (f;)i>1
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une suite de Cauchy dans F. Posons A; = supp(fi) et écrivons f; = >, pd(&)xe
pour tout ¢ > 1. Pour tout ¢ € Z[y], il existe un entier N tel que ||f;i — f;|| < €
quels que soient ¢,7 > N. On en déduit que A; et A; possédent les mémes éléments
a avec o > t et que, pour chacun d’eux, on a pY (&) = Py (€). Soit A 'ensemble des
éléments de Z[y] qui sont communs a tous les A; sauf peut-étre un nombre fini de i.
Pour chaque o € A, on note p,(§) la valeur commune des pg) (&) pour i assez grand.
Alors A est admissible et la suite (f;);>1 converge vers f = Y, pa(§)X®. Ainsi F

est le complété de F pour la valeur absolue || ||.

Théoréme 6.4.1 (D. Roy). Soit 4 € Q[¢, X X(=V]. Il existe une et une seule série
formelle
U= Zpa(f)%a cF
acA
telle que, pour tout t € Z[v], on ait

U= pa(§)x
acA

L application L — U ainsi définie est un homomorphisme de Q-algeébres © de Q[€, X, XV
dans F, qui est injectif sur QX x=1].

< |xt’ ) (6.4.1)

On dira que 4 constitue le développement asymptotique de L1

Démonstration:  La condition (6.4.1) se réécrit
Hu =) palX|| < ¢ (6.4.2)
el

pour tout ¢ € Z[y]. Si elle admet une solution & = > _, ()X~ dans F, cette
solution est unique. On note R I’ensemble des éléments ¢ de Q[¢, X, (Y] pour
lesquels une telle solution existe. Alors R est une sous-Q-algebre de Q[¢, X, x(=1)]
et 'application ©: R — F qui envoie 4l sur Y est un homomorphime de Q-algébres.
Il reste & montrer que R = Q[¢, X, X(=V] et que O est injective sur Q[X©®, x(-1)].

1. On montre d’abord que X(()i) € R et que Z{(()i) est un élément inversible de F pour

tout entier ¢ > —1.
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Pour cela on procéde par récurrence sur . C’est clair pour ¢ = —1 et pour ¢ =0

car
i =x et x =%
Pour 7 = 1, on utilise la relation

2 2 2 _ .
Ti0 + Tj + 250 = 3%j41,0%5,0%5-1,0 (j=>1).

En appliquant cette formule avec 7 = 2k et j = 2k — 1, pour un entier £ > 2, on

trouve que Topy1,0 €t Top_20 sont racines de I'équation polynomiale :
2 2 2
17 — (3war0Tar—10)T + (T340 + T3p_10) = 0.

Comme Zo;_209 < Tog+1,0, on en déduit que

3 4
T2kt10 = 5T2k,0T2k—1,0 (1 + \/1 - 5((952k,0)_2 + ($2k1,0)_2)> .

Fixons un entier N > 1. Pour tout z € R avec |z| < 1/2, on trouve

N nZ:) (17/12> 2+ OV )

N

1 2n\ x"
—1— < O N+l'
;2n—1(n)4"+ (=)

Donc, pour k > 2, on obtient

N
1 27’L n
Tok+1,0 = 3T2%k,0T2k—1,0 (1 — Z - ( ) ((3$2k,0)_2 + (3$2k—1,0)_2) ) + Ong

n
n=1

avec |0y x| < (z21_1,0) 72V 2. En passant aux classes d’équivalence de suites dans &,

cela signifie que

N n
X = 3xPxY (1 -3 4n]‘_ ; (2:) ((3355)0))_2 - <3aeg”>_2) ) + €y
1

n—

avec ||€y| = e @N2/7. Done, XV € R et

o0

W (13 L () () () 7))

n=1
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En particulier, %(()1) est de la forme 3%(()0)%871)(1 — f) pour une série f € F de va-
leur absolue [|f|| = e™2/7 < 1. Comme F est complet, 1 — f est inversible avec
(1—=/f)t =30, f" Comme %(()O) et %(()71) sont aussi des unités de F, on conclut

que %él) est inversible.

Supposons maintenant que %((fl), %E)O), e ,%éi) appartiennent tous a R, pour un
entier 7 > 1, et que leurs images dans F soient inversibles. Comme R est une Q-
algébre,

%g’—&-l) _ 3%éi_1)%éi) B %((Jz’—2)

-1)

appartient aussi a R. Les séries ?éz et ?éz) étant inversibles, on en déduit que

~—=(i+1)

o =T 1 -

1—2 i—

avec f € Fet ||f] = [|X52)/113%5 Vx| = e

inversible, et cela compléte la preuve par récurrence.

=7 < 1. Donc, Z{OZH est

2. On montre ensuite que 3€§‘1) et %SO) appartiennent a R.

Pour cela, on utilise I'identité x; o Jx;11 = —x;M;J valide pour tout entier j > 1.
En comparant les coefficients de la ligne 1 et de la colonne 1 de ces deux produits

matriciels, on trouve
(=150 = Tj420Tj111 — Tj421T5110,

donc

Tjt1,1 1y Zj0 1 Lj+2,1 (6.4.3)
Tjr1,0 Tj+1,0T542,0  Lj42,0

Par suite, pour tout entier N > 1, on obtient

N
IJ‘+171:$J‘+N+171+ (_1)j+n—1 Ljtn—1,0

Tj+1,0  LTj+N+1,0

Y
— Lj+n,0Lj4+n+1,0

donc

x Titme
Tj+11 —1 j4+n—1,0

=&+ E ”" T (5N7j
Zj41,0 Tj4n,0Tj4n+1,0
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avec |0y ;| < (zj5n+10) % En appliquant cette formule avec j = 2k — 1 pour un

entier £ > 1, et en passant aux classes dans &, on en déduit

2 ﬁé X

S = (D) S+ E
0 n—1 n

W ETT A

avec || Ex|| < ||(.’£(()N))*2|| = 2" Comme ?éi) est inversible dans F pour tout i > —1,

que F est complet, et que la suite de réels

n—1

1% nmr_ ot

e At L L
[l kS

(n=>1)

est sommable, on conclut que 3€§°) appartient a ‘R avec

G+§: ngl>

%(n)

Pour traiter %5‘1), on applique la formule (6.4.3) avec j = 2k — 2 pour un entier

k > 2. En passant aux classes dans &, on en tire

:{g—l) B %(()—2) N %50)
%(()71) x(()fl)x(()o) x(()o) ’

Comme %(72) = 31{(71)%(0) — %(()1) et .'{(0) appartiennent a R et que ?éﬁl) et ?éo) sont
inversibles dans F, on en déduit que % ) e R.

3. Les égalités det (-1 = det ¥ =1 livrent

—1\ 2 0)\ 2
Li@iﬁ_etxpziiﬁfL

%é_l) - —1 0
x5 xy

Comme les séries %é_l) et %éo) sont toutes deux inversibles, cela montre que %g_ )
et 3€§°) appartiennent a R. Ainsi R contient les six générateurs %y) (i = —1,0 et
j=0,1,2) de la Q-algébre Q[X®, X(=Y]. Comme il contient aussi la constante &, on
aR=Q[xO x(=0],

4. 1] est facile de voir que ?E)O), ?é_l et ?5‘” sont algébriquement indépendants sur

Q et F. En effet, pour tout polynéme non nul P(z,y,2) = D 0<i i k<N pijrxiy ZF A
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coefficients dans QQ, on a

p (%80), XY, %571)) N ( Z pm’kfk)%

0<i,5,k<N
i+(+k) [y=a

ot @ = max{i + (j + k)/v; pijr # 0}, donc HP (% ?0 X )H = e* # 0.
Comme Q[X®, 2(~1] est un anneau intégre de degré de transcendance 3 sur Q (voir

[23, Corollary 6.2]), on conclut que © est injectif sur cet anneau. |

Les considérations ci-dessus permettent de calculer, a 'ordinateur, les dévelop-
pements asymptotiques des générateurs %;i) (i=—1,0etj=0,1,2) de Q[xX©® x(1)]

a la précision voulue. On trouve ainsi les développements initiaux suivants :

TV =%,
TV = xi,
U~ ex+ %361 + %363 + %3632/” + %365 + %3634/” +oe
ggfl) _exi %36‘1/7 B %%—3/7 _ 3333—2—1/7 _ %3{—5/7 _ %x—2—3/v 4.
_§2x+2§;—3% 253—!—3:{_ §§%_3 2/74_453-1-6% e
géfl) _ §2:{1/v _ %T_?)x—l/v _ 253_;3:{—3/7 ég;{ 2-1/y _ %x—&v 4.

Remarque 6.4.2. L’ensemble F des éléments de F qui possédent un développement
asymptotique de la forme ), po X a coeflicients p, dans Q forme un sous-anneau
de F qui est complet pour || ||. La partie 1 de la preuve du théoréme montre que %8_1),
:{éo) et %él) ont leur développements asymtotiques dans ce sous-anneau F,. Donc, il
en va de méme pour tout élément de Q[ 36(0) .’f ] et en particulier pour %

quel que soit ¢ € Z. La partie 2 de la preuve montre aussi que, pour ¢ = —1,0,
I’expression 3€§” — 5%(@ a son développement dans F, comme on l'observe bien sur

les développements limités ci-dessus.

Remarque 6.4.3. Il est fort probable que 'homomorphisme O soit injectif sur tout

Panneau Q[¢, X, x(=V]. Soit 4 un élément de cet anneau, représenté par une suite
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(ug)g>1. Pour montrer la conjecture, il suffirait d’établir que, pour tout entier k
assez grand, la série formelle ${ converge absolument vers u; quand on remplace
%80) par oo et Z{(()_l) par xor_1. La partie 1 de la preuve montre que c’est le cas
pour i = %éi) pour ¢ = —1,0,1. Donc c’est aussi le cas pour tous les éléments de

QI[¢, %(()_1), %(()0), %gl)]. La difficulté est de le montrer pour 3€§0).
Le théoréme 6.4.1 admet la conséquence suivante qui précise |23, Corollary 2.12].

Corollaire 6.4.4. Pour tout élément non nul 4 de QX X(=V] il existe un nombre

a € Z[] et un polynéme non nul p(§) € Q[&] tels que
U~ p(6)Xe.

En effet, il suffit de prendre le terme initial du développement asymptotique L
de L. Si la conjecture de la remarque 2 est vraie alors le corollaire s’étend en fait a

tout élément non nul de Q[¢, (@, x(=1)],

Définition 6.4.5. Si un élément Y de Q[¢, X, X"V posséde un développement
asymptotique non nul, on définit son ordre comme étant le nombre « de Z[y] tel que

1]} = e

6.5 Termes initiaux des éléments de 2,

Soit d > 0 un entier. L’espace vectoriel 2, étant de dimension finie sur Q (voir
section 6.2), il admet une base (Ll,...,4y). Quitte & ajouter a chaque élément de
cette base une combinaison linéaire des éléments précédants, on peut supposer que
les termes initiaux de leurs développements asymptotiques sont linéairement indé-
pendants sur Q ou que leurs développements asymptotiques sont nuls. En vertu du

Corollaire 6.4.4, la seconde éventualité est exclue. On a donc
Ui ~ pi(§)X™ (1<i<N),

pour des éléments «q, ..., ay de Z[y] et des polynomes non nuls p;(§),...,pny (&) de

Q[¢]. Par le méme procédé, on peut aussi supposer que les couples (a;, deg(p;)) sont



6. LANNEAU D’APPROXIMATION DU TRIPLET (1,¢,£?) 94

distincts. Enfin, quitte & permuter les indices, on peut ordonner ces couples par ordre
lexicographique de sorte que, pour tout choix d’indices 1 <4 < j < N, on ait ou bien
a; < o, ou bien o; = oy et deg(p;) < deg(p;).

L’ensemble résultant ne dépend pas du choix de la base car on peut en donner

la description suivante.

Proposition 6.5.1. Avec les notations ci-dessus, {(a;, deg(p;)); 1 <i < N} coincide
avec ’ensemble FCEO) des couples (a,n) € Z[y] x Z pour lesquels il existe U € A, et

un polynéme non nul p(&) € Q[¢] de degré n tels que L ~ p(£)X~.

Démonstration:  Soit 4l un élément non nul de A~,;. On peut écrire Y = Zf\;l i
pour des nombres rationnels ¢y, ..., cy non tous nul. On note j le plus grand indice
pour lequel ¢; # 0, et 7 le plus petit indice parmi 1,...,j tel que oy = oj. Comme les
couples (ay, deg(py)) sont rangés par ordre lexicographique, on obtient

J

U~ p()X* avee a=a; et p(§) = Z%m(f%

k=t

donc deg(p) = deg(p;), et par suite (o,deg(p)) = (aj,deg(p;)). Cela montre que
FCEO) est contenu dans {(ag,deg(px)); 1 < k < N}. Comme l'inclusion réciproque est

claire, ces deux ensembles sont égaux. |

Pour analyser la situation plus a fond, on introduit encore les notations suivantes.

Définition 6.5.2. Soit d > 0 un entier.

e On nole E((io) lensemble des nombres o € Z[y] pour lesquels il existe 4 € A,

avec |U| < | X% ou, ce qui revient au méme, avec ||LU|| = e*.

o Pourtout o € E(E{O), on désigne par REIO) (av) l’ensemble des polynomes p(§) € Q[¢]
pour lesquels il existe 4 € A<y tel que ||U — p(§)X*]| < e, et on pose

r((io)(a) = dimg R((io)(a).
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Proposition 6.5.3. Avec les notations précédentes, E((io) est ensemble {ay,...,an}
des premiéres composantes des éléments de FCEO). Pour tout a € E&O), [’ensemble
R&O)(a) est le sous-espace de Q[¢] engendré par les polynomes p;(§) pour les indices

ie{l,...,N} tels que a = «, et sa dimension rc(lo)(a) est le nombre de ces indices.

Démonstration: La preuve de la proposition précédante montre que tout élément
non nul Y de A<, satisfait U ~ p(§)X* pour un polynéme p(7") € Q[T] non nul et
un indice j € {1,..., N}, donc ||| = e*. Donc, Ec(lo) est contenu dans {ay,...,an}.
L’inclusion réciproque étant claire, on a I’égalité.

Soit o € Ec(lo). L’ensemble des éléments 4 de A<, avec ||U]| < e (resp. ||U]| < e®)
est le sous-Q-espace vectoriel de A<, engendré par les 4; avec oy < «v (resp. oy < ).
Donc R((io)(a) est le sous-Q-espace vectoriel de Q[¢] qui admet pour base les p;(§)

d’indices i tels que o; = a. |

La construction d’'une base iy, ...,y comme décrite au début de la section se
réalise facilement & l'ordinateur pour les petites valeurs de d, disons pour d < 11.
Ensuite les calculs deviennent rapidement trop lourds.

L’appendice A montre les valeurs de rﬁlo)(a) obtenues a I'ordinateur pour chacun
des degrés d = 1,...,11. Pour d fixé, on peut lire la valeur de réo)(a) au point de la
table de coordonnées entiéres (m,n) telles que &« = m + n/vy. Quand il n’y a pas de
valeur indiquée au point (m,n), ¢’est que réo)(m +n/v) = 0. Ainsi, pour d = 1, il n’y

a que trois valeurs non nulles de 7“50)(04), a savoir
) =1, 1) =3 et 1(1/7) =3,

donc B = {0,1,1/~}.

L’observation des résultats numériques suggére 1’énoncé suivant, démontré dans
[23].
Théoréme 6.5.4 (Roy-Villani, 2008). Soit d > 1 un entier.

(i) On a EY = {m+n/y € Zp]; m+n/y >0 et |m|+ |n| <d}.
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1) Pour tout a € E(O), Ventier r0(a) est impair compris entre 1 et 2d + 1, et
d d
Rg])(a) est le sous-espace de Q[E] formé des polynomes en £ de degré au plus
rc(lo) () — 1.

111) Pour tout s =0,...,d, le nombre de o € EY tels que () =25+ 1 est
d d

©0) 2s+1 s 0<s<d,
Xq (8) = .
d+1 s s=d.
Pour chaque degré d = 1,...,11, "appendice A contient aussi une table qui

permet de vérifier aisément la troisiéme partie de la proposition.

Démonstration:  On reprend les grandes lignes de 'argument de [23]. Par récur-
rence, la formule (6.2.2) montre que les coefficients %§-—i) (0 < 7 < 2) de la matrice
X sont réalisables en degré au plus f(i) pour tout entier i > 0. Par ailleurs, pour

tout i € Z, on a " = f(i) + f(i — 1)/~ et par suite le lemme 6.3.2 livre
() afi+1)=1 ¢jyy’
x93 ax7

Soit &« = m+n/y € Z[y]. Le Corollaire 4.4 de [23] montre qu’il existe des entiers

11,19,...,15 > 0 tels que
o=y ey et f(iy) -+ fis) < d (6.5.1)

si et seulement si > 0 et |m| + |n| < d (avec la convention qu'une somme vide
est nulle). Supposons qu’il existe de tels entiers. Pour chaque j = 0,...,2s, on peut

trouver ji,...,Js € {0,1,2} de somme égale a j. Alors, le produit

— (_Z) (_is)
m=x\ . x

Js

est un élément de A4 qui satisfait M ~ af/ X pour un nombre rationnel a non nul.
Donc, Réo)(a) contient I’espace vectoriel Q[¢]<as des polynomes en & de degré au plus
2s.

Enfin, soit £, 'ensemble des points a = m+n /v de Z[y] avec a« > 0 et |m|+|n| <
d. Pour chacun de ces «, on not Alors (iv) découle dee sq(a) le plus grand entier s > 0

pour lequel il existe des entiers iy, ..., 75 > 1 satisfaisant (6.5.1). Le théoréme 2.1 de
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[23] montre que, pour chaque entier s = 0, ..., d, le nombre de a € E; avec sy(a) = s

est donné par la fonction Xl(io)(s) définie en (iii). On en déduit que

dimg A<y > Y dimg R () > > (254(cr) + 1)
acky ackEy
d
(25 + 1)xy(s)
s=0

d—1
=(d+1)(2d+1)+ ) (25+1)°
s=0
= (4d° + 64> + 8d + 3) /3.

Comme le corollaire 6.2.7 donne dimg <4 < (4d® + 6d* + 8d + 3)/3, les inégalités
ci-dessus sont toutes des égalités. Cela implique que EC(IO) = FE; et que pour chaque

a € Eg, Tespace vectoriel Rg))(a) est le sous-espace de Q[¢] des polynomes degré au

plus 2s4(«), donc rc(lo)(@) = 2s4(c) 4+ 1. Les affirmations (i) a (iii) de la proposition

s’ensuivent. |

La preuve du théoréme montre aussi que l'inégalité (6.2.4) du Corollaire 6.2.7

est en fait une égalité, a savoir
dimg A<y = (4d® + 6d*> + 8d + 3)/3 (d > 0), (6.5.2)

et par suite le noyau de 'homomorphisme 7: Q[X, X*] — 2 de la définition 6.2.3 est
kerm=1= (Lla LQ, L&)

6.6 Termes initiaux des éléments de 2A-; + A,

Soit d > 0 un entier. On considére 'espace vectoriel
Aoy + EAg = {U+ 5 U U € Ay}

Comme les éléments de 2 sont reprsentés par des suites a valeurs rationnelles et que

¢ est transcendant sur Q, donc irrationnel, la formule (6.5.2) donne

dimg A<y + EA<y) = 2dimg A<y = 2(4d” + 64> + 8d + 3)/3. (6.6.1)
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Notons N cette dimension. En reprenant I'argument de la section précédante, on

peut construire une base (,...,4Uy) de A<y + A<y telle que, pour un entier M
avec 1 < M < N, les développements asymptotiques de 4, ..., U, soient non nuls
et linéairement indépendants sur Q tandis que ceux de /11, ..., 4y sont tous nuls.

On peut aussi supposer que
o~ p (X (1< < M),

pour des éléments aq, ..., ay de Z[y] et des polynomes non nuls p;(€),...,pu (&) de
Q[¢] tels que les couples (aq,deg(p1)), ..., (car, deg(par)) soient distincts et forment
une suite croissante pour 'ordre lexicographique c’est-a-dire que, pour tout choix
d’indices 1 <1i < j < M, on a ou bien o; < aj, ou bien o; = «; et deg(p;) < deg(p;).

Ici encore, ’ensemble de ces couples ne dépend pas du choix de la base car il

admet la description suivante.

Proposition 6.6.1. Avec les notations ci-dessus, {(a;,deg(p;)); 1 < i < M} coin-
cide avec [’ensemble chl) des couples (a,n) € Z[y] X Z pour lesquels il existe b €

Acg + A<y et un polynome non nul p(§) € Q[¢] de degré n tels que L ~ p(&)X?.

On omet la preuve car elle est semblable a celle de la proposition 6.5.1.

On introduit encore les notations suivantes.

Définition 6.6.2. Soit d > 0 un entier.

e On note Ec(ll) Uensemble des nombres o € Z[7y] pour lesquels il existe I € A4+
A<y avec |U| < |X*| ou, ce qui revient au méme, avec ||| = e*.

e Pour tout o € E((il), on désigne par R((il)((x) Iensemble des polynomes p(&) € Q[¢]

pour lesquels il existe 4 € A<q + E™A<q tel que ||U — p(§)X*]| < e, et on pose
rc(ll)(oz) = dimg Rél)(oc).

Comme dans la section précédente, on peut calculer ces objets grace a la connais-
sance des couples («;, deg(p;). La preuve de la proposition suivante est omise car elle

est semblable & celle de la proposition 6.5.3.
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Proposition 6.6.3. Avec les notations précédentes, E((il) est l'ensemble {a, ..., an}
des premiéres composantes des éléments de Fél). Pour tout a € E(gl), [’ensemble
R&l)(a) est le sous-espace de Q[¢] engendré par les polynomes p;(§) pour les indices

ie{l,..., M} tels que o = v, et sa dimension r((il)(a) est le nombre de ces indices.

A T'aide de l'ordinateur, on a construit des bases ;,... 4y de A<y + A<y,
comme ci-dessus, pour chaque degré d = 1,2,...,11. L’appendice B montre les valeurs
de rél)(a) sous forme de tableaux. Pour d fixé, on peut lire la valeur de Tc(ll)(a) au
point de la table de coordonnées entiéres (m,n) telles que o = m + n /7.

On observe que, pourd = 1,2, ...,6, ’ensemble Ec(ll) des points « avec rél)(a) #0

est donné par
EV ={m+n/y;mmnecZet|m|+n<d (1<d<6).

Donc E(gl) est représenté par ’ensemble des points entiers dans le losange |m|+|n| < d
pour d = 1,...,6. Pour d > 6, ce n’est plus vrai mais on constate que le nombre de

points demeure égal a celui du losange. Tout ce passe comme si

a) un certain nombre de points m + n/y du losange avec n autour de —d étaient
remplacés par un nombre égal de points m’ + n’//y hors du losange, dans le

second quadrant (c¢’est-a-dire avec m’ < 0 et n’ > 0),

b) un certain nombre de points m + n/vy du losange avec m autour de —d étaient
remplacés par un nombre égal de points m’ 4+ n’//y hors du losange, dans le
trosiéme quadrant (c’est-a-dire avec m’ < 0 et n’ < 0).

)

En particulier, le nombre d’éléments de E((i1 est égal au nombre de points entiers dans

le losange |m| + |n| < d qui est 2d?* + 2d + 1.

Cela explique la premiére affirmation dans la conjecture ci-dessous.

Conjecture 6.6.4. Soit d > 1 un entier.
(i) La cardinalité de E(gl) est card(Efll)) = 2card(E(§0)) —1=2d*+2d+1.

(ii) Pour tout o € Ee(ll); Pentier rél)(a) est pair compris entre 2 et 2d+2, et R[(il)(a)

est le sous-espace de Q[€] formé des polynémes en £ de degré au plus rél)(oz) —1.
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(11i) Pour tout s =0,...,d, le nombre de o € Ec(ll) tels que r((il)(a) =25+ 2 est
4s+4 s10<s<d-—2,
Xgll)(s) =< 3d sis=d—1,
d+1 sis=d.
(iv) Tout élément non nul Y de A<y + EA<q posséde un dévelopement asymptotique
non nul, donc satisfait s ~ p(&)X* pour un o dans Eg(ll) et un polyndéme non

nul p(&) € Q[¢] de degré au plus rl(il)(oz) — 1.

Cette conjecture est vérifice numériquement pour d < 11. Le temps de calcul
augmente de maniére exponentielle avec d. Pour d = 11, cela représente une journée
de temps machine sur un ordinateur PC avec processeur INTEL 3. On n’a pas été

capable de pousser les calculs plus loin.

La partie (iv) de la conjecture est une conséquence de (ii) et (iii) car selon ces
assertions, on a

dim(@ (ngd + £Ql§d) Z Z le’lQ Rél)(Oé)

aEEél)

QL

p—r (6.6.2)
= (d+1)(2d + 2) + (3d)(2d) + _ (45 +4)(25 + 2)

= 2(4d” + 6d* + 8d + 3) /3 = dimg A<y + EA<y.

Donc on a I’égalité dans la premiére inégalité. Dans les notations ci-dessus, cela si-

IS

Il
=)

gnifie que M = N, c’est-a-dire que tout élément non nul de A, + A4 posséde un
dévelopement asymptotique non nul.

Dans la suite, on va démontrer des cas particuliers de cette conjecture en construi-
sant explicitement des éléments avec des termes initiaux linéairement indépendants
en nombre égal a la dimension de 1’espace.

Pour d = 1,...,5, on y parvient en utilisant la formule (6.3.6) du théoréme
6.3.3. Pour d = 6, cela fonctionne pour tous les points sauf deux qu’on doit traiter
séparément. Pour d > 6, les choses se compliquent encore. On étudie aussi certains

points hors du losange en degré arbitrairement grand.



Chapitre 7

Matrices associées aux préfixes du
mot de Fibonacci

Dans ce chapitre, on commence par introduire le monoide des mots E* sur un
alphabet E' = {a,b} de deux lettres a et b, et on définit la notion de préfixe d'un
mot de E*. On construit ensuite le mot de Fibonacci sur E comme limite d’une
suite de mots obtenus par itération du morphisme de Fibonacci sur £*. On note
Z[y]so l'ensemble des éléments de Z[y] qui sont positifs ou nuls. C’est un monoide
pour l'addition. On appelle taille le morphisme de monoides de E* dans Z[y]>¢ qui
applique a sur 1 et b sur 1/v ot vy désigne le nombre d’or. On construit aussi le
plus petit monoide E contenant E* sur lequel le morphisme de Fibonacci s’étend a
en un automorphisme. La taille se prolonge de maniére unique en un morphisme de
monoides de E vers Z[7]>o, et on montre que ce morphisme est surjectif. Par ailleurs,
le morphisme naturel de monoides de E* vers MatQXQ(Q[) qui applique a sur W, et
b sur W_; s’étend aussi de maniére unique en un morphisme de monoides de E vers
Matgxg(Ql). Cela permet d’associer une matrice de Mat2X2<Ql) a chaque préfixe du
mot de Fibonacci dans E. En multipliant ces matrices a gauche par le vecteur ligne

(&, —1), on obtient de nombreux éléments de A + £ d’ordre négatif.

7.1 Monoide des Mots

Soit E' = {a,b} un alphabet de deux lettres.

101
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Définition 7.1.1. Un mot sur E est une suite finie de lettres (possiblement vide) de

E qui sont accolées. L’ensemble des mots sur E est noté E*.
Exemple 7.1.2. aa, aba, bba , aaa, abbaa sont des mots sur F.

On désigne par € le mot vide c’est a dire la suite vide de lettres. Soient u, v deux
mots sur F, le mot obtenu en prenant d’abord les lettres de u puis les lettres de v est
appelé la concaténation des mots u et v, on le note uv. Cette opération posséde les

propriétés suivantes
W = We = gw et (uwv)w = u(vw).

En d’autres termes, la concaténation est associative et admet le mot vide € comme
élément neutre. Ainsi, ’ensemble E* des mots sur £/ muni de la concaténation est un
monoide.

Soit w € E*. On définit par la k-iéme puissance du mot w par
w* = ww - w (k fois).
En particulier, on a
wo =e.

On désigne par |w| la longueur de w c’est & dire le nombre de lettres apparaissant
dans w et par |wl|, (respectivement |wl,) le nombre d’occurrences de la lettre a (res-

pectivement b) dans le mot w. On définit la taille de w par
taille(w) = |w|q, + |w|p/7.
Propriétés 7.1.3. Les applications
|-|: B —> N et taille(-): E* — Z[]
w — |w| w +— taille(w)
sont des morphismes de monoides. En d’autres termes, pour tout u,v € E*, on a

juv] = ful + ],

taille(uv) = taille(u) + taille(v).
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Définition 7.1.4. Soient u,w € E*. On dira que u est un préfixe de w s’il existe

v € E* tel que

Propriétés 7.1.5.
e Le mot vide € est un préfixe de tout mot (car w = ew pour tout w € E*).

e La relation de préfixe est réflexive et transitive. Car pour tout u,v,w € E*, on

a
i) w=we,

i) v=uv et w=ovw = w=ulWW).
Exemple 7.1.6. Soit w = abaaba un mot sur E. Ses préfixes sont
e, a, ab, aba, abaa, abaab, abaaba = w.
Soit w € E*, on désigne par P(w) 'ensemble des préfixes propres de w ¢’est-a-dire
P(w) ={u € E*; u#w et u préfixe de w}.
Par construction, il existe exactement |w| préfixes propres de w. Donc, on a

card(P(w)) = |w|. (7.1.1)

7.2 Suite des Mots de Fibonacci

Le morphisme de Fibonacci ¢ : E* — E* est le morphisme de monoides dont la

restriction a F est donnée par

p(a) = ab et o(b) = a.

A T’aide de ce morphisme, on définit la suite des mots de Fibonacci (w;);>_1 récursi-

vement en posant

w_1 = b et Wit1 = gO(’le) (Z Z —1)
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En particulier, on a
wo = a, wi;=ab, wy = aba, ws = abaab, wy = abaababa, ...
On trouve que
wiy1 = o' (w1) = P (Wow_,) = wiw;_, (1>0). (7.2.1)

Par conséquent, le mot w; est un préfixe de w;,1 pour tout ¢ > 0. Grace a cette
propriété, il s’ensuit que la suite des mots de Fibonacci (w;);>_1 converge vers un mot
infini

Weo = abaababaabaababaababa - - -

qu’on appelle le mot de Fibonacci.

Lemme 7.2.1. L’application taille est injective sur P(w;). De plus, pour tout w € E*,

on a
taille(p(w)) = ~ taille(w).
Démonstration:  Soient w,w’ € P(wy) tels que taille(w) = taille(w’). Il s’ensuit
que
wla = [w'a et Jwly = [w],
Par ailleurs, comme |w| = |w|, + |w]p, on trouve que |w| = |w’|. Donc les mots w et w’

sont deux préfixes de wy, de méme longueur, d’oti on a w = w’ et la premiére assertion

suit.
Comme taille(a) = 1 et taille(b) = y~1, il découle des relations p(a) = ab et
o(b) = a que
taille(p(a)) = v = ytaille(a) et taille(p(b)) = 1 = ~ taille(d) (7.2.2)
Soit w un mot sur £ de longueur n > 0. Si n > 0, il existe uy,...,u, € {a,b} = FE
tels que
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Il découle de (7.2.2) que taille(p(u;)) = v taille(u;) pour tout i = 1,. .., n. Par ailleurs,

comme ¢ est un morphisme de monoides, il s’ensuit que

ow) = @(ur) - ©(uy).

Par conséquent, on a

taille(yp Z taille(p Z v taille(u;) = v taille(ug - - - u,,) = 7 taille(w).

C’est, encore vrai sin = 0 car alors w =< et p(e) = €. |
2

Le premier objectif de ce chapitre est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 7.2.2. Pour tout o € Z[y] avec 0 < o < 1, il existe { € N et w € P(wy)

tels que

_ taille(w)
~ taille(w,)

7.3 Préliminaires

7.3.1 Quelques formules

Le prochain lemme fournit quelques propriétés fondamentales de la suite des mots

de Fibonacci (w;);>o en termes de la fonction f et de 7.
Lemme 7.3.1. Pour tout entier £ > 0, on a
|we| = f(L+1) et taille(w,) = ~*.

Démonstration:  La relation |wy| = f(¢ + 1) découle directement de la relation
wiy1 = w;w;—1 pour tout ¢ > 0 jointe au fait que la longueur est un morphisme de
monoides combiné & la relation (6.3.3) tandis que la relation taille(w,) = v* découle

du lemme 7.2.1 jointe a la relation de récurrence w; = p(w;_1). |

Le prochain lemme fournit une propriété de la fonction f qui nous sera trés utile

pour la suite.
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Lemme 7.3.2. Pour tout j € N, on a
J J
DR =F2j+1) et Y f2i-1)=f(2) -1
=0 i=1

Démonstration:  De la relation f(i +1) = f(i) + f(: — 1) avec i > 0, on déduit
FRI) = f2i+1) = f(2i—1) et f(2i—1) = F(20) — f(2i —2)

Il s’ensuit que

if(%) = i(f(ZH 1) = f(2i-1)) = if(QHl) —Sf(QH 1) =f(2j+1)
i;f(%— 1) = zj;(f(%) —f(2i-2)) = i;f(%) - j_: f(2i) = f(25) = f(0)
Con;_me f(0)y=1 etll_a conclusion suit. ) ) i

7.3.2 Les ensembles A,

Définition 7.3.3. Pour chaque entier £ > 0, on note A, ’ensemble des (€4 1)-uplets
(ag,...,ar_1,0) € {0,1}** avec la propriété que si aj, = 1 pour un entier k avec

1<k</{—-1, alors on a agy1 = 0.
Les trois premiers ensembles A, sont
Ao ={(0)}, A1 ={(0,0),(1,0)} et Ay={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)} (7.3.1)

Ces ensembles satisfont la relation de récurrence suivante ou le symbole LI représente

I’'union disjointe.
Lemme 7.3.4. Pour tout entier £ > 1, on a
Apr1 = (Ap x {0}) LU (Apy x {(1,0)}) . (7.3.2)

De plus, la cardinalité de Ay est card(Ag) = f(€ + 1) pour tout ¢ > 0.
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Démonstration:  Pour (ag, ..., a,0) € {0,112 avec ¢ > 1, on note que

(a07 <o Gy O) € Af+1

(ag,...,a,-1,0,0) avec (ag,...,ap_1,0) € Ay,
< (ag,...,as,0) =< ou
(ag,...,a0-2,0,1,0) avec (ay,...,ap_2,0) € Ay,

& (ag, ..., a0,0) € (Ay x {0V U (Ar_y x {(1,0)}),

'égalité (7.3.2) s’ensuit.
Grace a (7.3.1) on a

card(Ay) = f(£+1) (0<1<2).
On suppose maintenant que pour un certain entier £ > 2, on a
card(Ag) = f(k+ 1) pour tout k£ =0,...,¢.
Il découle de 1'égalité (7.3.2) que
card(Agy 1) = card (Ay x {0}) 4+ card (A1 X {(1,0)}) = f(l+ 1)+ f(£) = f(£ +2).

Dong, on a card(A,) = f(¢ + 1) pour tout ¢ > 0. i

7.4 Démonstration du théoréme 7.2.2

7.4.1 Les ensembles K,

Soit ¢ € N. Pour la preuve du théoréme, on introduit I’ensemble

[ taille(w)

= { o we P,

et on définit

K={a€eZh; 0<a<1}C|[0,1).
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Démontrer le théoréme 7.2.2 revient & montrer que

K =K. (7.4.1)
=0

On commence par 'observation suivante.

Proposition 7.4.1. Pour tout entier £ > 0, on a
card(K,) = f(£+ 1) et K, C K.
Démonstration:  On rappelle que pour tout w € E*, on a
card(P(w)) = |w|.
Le lemme 7.3.1 et le fait que Papplication taille est injective sur P(wy) entrainent que
card(K,) = card(P(wy)) = |we| = f(£+ 1).

D’oul la premiére assertion de la proposition. Pour conclure, il reste & montrer que

K, C K. Pour cela, on note tout d’abord que
K, C0,1) (7.4.2)

car 0 < taille(w) < taille(w,) = ¢ pour tout w € P(wy).
Soit w € P(wy). Comme v € Z[y]* et que taille(w) = |w|, + |w|yy™" € Z[1], il
s’ensuit que
taille(w)
~
Donc K, C Z[y|N[0,1) = K. i

e 7). (7.4.3)

Le prochain résultat établit une bijection entre K et Z qui fournit la clé de la

démonstration de (7.4.1).
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Lemme 7.4.2. La fonction
U K —7Z
est une bijection.
m4+n/y—n

Démonstration:  Soit n € Z. Il existe un et un seul entier m € Z tel que
0<m+n/y<Ll

Donc VU est bijective. i

7.4.2 Les ensembles A,

Pour chaque entier ¢ > 0 on définit

{neZ, 1—fl)<n< f({—1)} silest pair,
Ay =
K {neZ, 1—fl—1)<n<f)} silestimpair .

La suite (Ay)s>0 est une suite croissante d’ensembles. De plus on a
card(Ag) = f(L+1) et Z=|]JA. (7.4.4)
=0

Notre objectif est de montrer que W(K,) = A, pour tout £ > 0. Si on admet ce
résultat, on obtient (7.4.1), ce qui compléte la preuve du théoréme 7.2.2. En effet, on
trouve alors

v (GKJ = GAg:Z:\I/(K)
/=0

=0
donc |2, K¢ = K puisque ¥ est bijective. On commence par établir le lemme suivant.

Lemme 7.4.3. Pour tout entier £ > 0. On a
P(wy) = {w?ﬁ‘ll cewgs (agy ..., a0-1,0) € Ay} (7.4.5)

En vertu de la définition de A, cela signifie que les préfixes propres de wy sont

les produits wy, wg, - - - wg,, ou ki,...,k, sont des entiers avec

m

€>k’1>k’2>"'>k’m20 et k12k1+1+2 pourizl,...,m—l.



7. MATRICES ASSOCIEES AUX PREFIXES DU MOT DE FIBONACCI 110

Démonstration:  Posons
Qe = {w, ' -~ ws®; (ag,...,ar-1,0) € Ag}.
On rappelle tout d’abord que
Ao ={(0)}, A1={(0,0),(1,0)} et Ay={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)}.
Alorson a Qo = {e}, Q1 = {&,wp} et Q2 = {&, wp, w;}. Par conséquent, on a
P(wy) = Q, (0<1<2).
On suppose maintenant que pour un certain entier ¢ > 2, on a
P(wy) = Q pour tout entier & avec 0 < k < /.
On déduit de la relation Ay = (A x {0}) | (A1 x {(1,0)}) que

Qes1 = {wy* -~ wg®; (ao,...,ar,0) € A}

= {wgial o ‘w80§ (CL(),. . 70’57170> € AZ}

U {wgwgf‘;---wgo; (ag,...,ap-2,0) € Ag_l}
= P(wy) U (weP(we—1)) ( hypotheése de récurrence )
— P(wg_;’_l).

La derniére égalité découle du fait que P(wpyq) = P(wy) U (weP(we_1)) pour tout
¢ > 1. En effet, comme w1 = wywy_1, les préfixes propres de wy,q sont les préfixes
propres de w, ou les préfixes de la forme w,p’ ou p’ est un préfixe propre de wy_q.

Donc, on a P(w;) = @, pour tout £ > 0 et la conclusion suit. |

Ce lemme admet la conséquence suivante.

Lemme 7.4.4. Pour tout entier { avec £ >0, on a

/—1
Kz = {Z ai'}/i_e; <a07 ) >a’€—1>0) € Ae} :

=0

avec la convention qu’une somme vide est égale a zero.
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Démonstration:  Soit ¥ € K;,. Comme l'application taille est injective sur P(wy),

il existe un et un seul w € P(wy) tel que

9 = taillee(w).
f)/
Le lemme 7.4.3 assure l'existence d’un et d’un seul f-uplet (aq,...,a,-1,0) € Ay tel

que

— =100
w=w, ; - -wp’.

Par conséquent, on a ¢ = taille(w, ;" - - - w§*)/~*. La relation taille(w;) = +* jointe au

fait que la taille est un morphisme de monoides entraine que

-1
Y= Z ai’yi_g.
i=1

i
On conclut avec le résultat annoncé.
Proposition 7.4.5. Pour tout entier £ > 0, on a
U(K,) = A,
Démonstration:  L’égalité card(K,) = card(Ay) jointe au fait que la fonction W

est bijective entrainent que
card(W(Ky)) = card(Ay).

Ainsi pour prouver 1'égalité W(K,) = Ay, il suffit de montrer que W(K,) C A,.
Soit ¥ € K. Le lemme 7.4.4 nous assure d’un unique (¢+1)-uplet (ao, ...,a,1,0) €
Ay tel que

-1 /-1

ﬁ:Zami’éz a;f(i—10)+ (Z_:aif(i—f—l)) vt

=0 k=0 =0
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Comme f(i — ¢ —1) = (=1)"*11f(¢ —i— 1) (propriété de symétrie de f), il s’ensuit

que
-1 -1
V(W)= aif(i—0—1) = (=) (=)' f(t—i—1).
i=0 i=0
Comme a; € {0,1} et que f({ —i—1) > 0 pour tout ¢ = 1,...,l — 1, on a
forcément
L¢/2] -1 L(e-1)/2]
—Zf —2) < (=D)af(l—i—1)< fe—2i—1) (7.4.6)
i=0 =0

Si ¢ est pair, on a £ = 2¢' pour un certain ¢’ € N*. Des inégalités de (7.4.6), on
déduit que

-1 0—1 /7
=D QR0 =2i—1) SVW) == (~D'af(t—i—1) <Y f(20 —20)
Comme
V-1 4 4 V-1
DFRU-2i—1)=> fi—-1) et > fU—2i)=>_ f(2i),
=0 =1 =1 =1

on conclut grace au lemme 7.3.2 que

1= f(0) W) < f(£-1).

Si ¢ est impair, on a £ = 2¢ — 1 pour un certain ¢ € N* et alors

-1 -1 -1
=D fRO=2i—1) S TW) =) (—Diaf(l—i—1) <Y f(26 —2i-2)
=1 =0 =0

De plus, comme

-1 -1 -1 -1
DR -20i-1)=> fi-1) et > f20—2i-2)=> f(2i)
i=1 i=1 i=0 i=0
alors le lemme 7.3.2 joint au fait que ¢ = 2¢' — 1 entrainent que
— f(t=1) <U(@) < f(0).

Par conséquent, on a V() € A, pour tout ¥ € K,. D’ou V(K,) C Ay. |
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7.5 Construction du monoide E

On commence par rappeler la notion de limite inductive de monoides.

Soit I = (I, <) un ensemble partiellement ordonné filtrant a droite, c¢’est-a-dire
un ensemble partiellement ordonné avec la propriété que pour tous 7, ; € I, il existe
un élément k € I tel que i < ket j < k. Soit {M,}ic; une collection de monoides

indexée par I.
On suppose que, pour chaque (i,j) € I? avec i < j, la fonction f;; : M; — M;

est un morphisme de monoides satisfaisant les propriétés

(A) Pour tout i € I, on a f;; = idyy,

(B) Pour tout triplet (i,j,k) € I* avec i < j < k,on a fix = firo fij-
Alors la collection {M;, f; j, I} est appelée un systéme inductif de monoides.
Exemple 7.5.1. On pose [ = N et M; = E* pour tout i € N. Soit (i,7) € N? avec
1 < 7, on définit 'application

fij X —= E~
w = @ (w),

ou " désigne la n—iéme composée du morphisme de Fibonacci. Clairement, f;; est

un morphisme de monoides. Pour tout 2 € I, on a
fii(w) = @ (w) = w (w e E).
Soient 7,7,k € N avec 1 < j < k et soit w € E*, on a
firo fig(w) = (@ (w)) = "7 (@ (w)) = " (w) = fin(w).
Il S’ensuit que {E*, f; ;, N} est un systéme inductif de monoides.

Définition 7.5.2. Soit {M;, f;;, I} un systéme inductif de monoides. Soit M un
monoide et soit {f; : M; — M}, ., une collection de morphismes indexée par I avec
la propriété

fi=fjofij pour tout i < j.
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On dira que {M, f;, I} est une limite inductive du systéme inductif {M;, fi;, I} et on

note
{Mv fiv ]} = hm{M’M f’i,j) I}
—
si la propriété suivante est satisfaite

(LI) Propriété universelle de la limite inductive : S’il existe un monoide N et

des morphismes de monoides g; : M; — N tels que
gi = gjo fij pour tout i < 7,

alors il existe un et un seul morphisme de monoides g : M — N tel que g; =

go fi

La limite inductive de {M;, fi;, I} existe toujours et elle est unique au sens
suivant : si {M, f;, [} et {M’', f/, I} sont deux limites, alors il existe un et un seul
isomorphisme de monoides f : M — M’ tel que f/ = f o f; pour tout i € I (voir le
chapitre 1 de [18]).

7.5.1 Limite inductive de {E*, f; ;, N}

Dans cette sous-section, nous allons construire la limite inductive de { E*, f; ;, N}

(ot fi; : E* — E* est donnée dans I'exemple 7.5.1) que I'on notera E.

On pose F' = {(w,i); w € E*, i € N} et on définit une relation ~ sur F' comme
suit :
(w,i) ~ (w'g) st W' =@ (w),
pour tous (w, ), (w',j) € F avec i < j. Il est facile de voir que la relation ~ est une

relation d’équivalence. On note par [w, ] la classe d’équivalence de (w, ) et on pose

E={|w,i; weE* icN}.
Soient [w, ] et [w’, j] deux éléments de E. On définit le produit de [w,i] et [w’, j] par

[w,il[w’, j] = [¢" 7 (w), k][" 7 (w'), k]
= [" (W) (w), K]
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pour tout entier k avec k > max{i,j}. On montre facilement que cette opération est
bien définie, que E muni de ce produit est un monoide, et qu’il admet [, 0] comme

élément neutre.
Soit ¢ € N. On considére I'application f; : E* — E définie par
fi(w) = [w, 1] (w e E").

On note tout d’abord que f; est un morphisme de monoides pour chaque ¢ € N car

pour tous w,w’ € E*, on a
fitww') = [ww', 1] = [w,d[w',i] = fi(w) fi(w).
De plus, pour tout 7 < j on a
fio fiz(w) = [;(¢' 7 (w)) = [¢' (), j] = [w,i] = fi(w),
par la définition de la relation d’équivalence. Par conséquent, on a

fiofi;=1ri pour tout i < j.

Lemme 7.5.3. La collection {E, f;, N} est une limite inductive du systéme {E*, f; ;, N}.

Démonstration:  Soit N un monoide et soient ¢g; : E* — N (i € N) des mor-
phismes de monoides tels que g; = g; o f;; pour tout 7 < j.

On considére la fonction ¢ : E — N définie par

g([w,i]) = gi(w) pour tout [w,i] € E.

On note tout d’abord que g est bien définie car si [w, ] = [w', j] avec i < j alors on
aw' = !~ (w). Il $ensuit que
gi(w) = g; (¥’ (w)) = g; ().

Cette observation jointe a la définition implique que g est un morphisme de monoides.

On note aussi que

gi=go f; (i € N).



7. MATRICES ASSOCIEES AUX PREFIXES DU MOT DE FIBONACCI 116

Pour conclure, il reste & montrer I'unicité de g. Pour cela, on suppose que ¢’ : E — N

est un morphisme satisfaisant g; = ¢’ o f; pour chaque i € N. Alors, on a

g ([w,i]) = ¢'(fi(w)) = gi(w) = g([w,1]) (we E" i eN).

D’ott g = ¢’ et la conclusion suit. i

Soit ¢ : E* < E le morphisme injectif définie par
(w) = [w, 0] (w e )
Grace a cette injection, nous identifions E* au sous-ensemble de E donné par
E* ={[w,0]; weE"}.
Ainsi avec cette nouvelle notation, le morphisme de Fibonacci est défini comme suit
p: E*"— E*
[w, 0] = [p(w), 0]
On étend maintenant la notion de préfixe dans E.

Définition 7.5.4. Soient u, w € E. On dira que T est un préfize de W s’il existe

T € E tel que

w = uv.

Tout comme dans le monoide E*, le préfixe dans E définit une relation d’ordre

sur I c¢’est-a-dire une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemple 7.5.5.

o [a,1] est un préfixe de a car
a = [a,0] = [p(a), 1] = [ab, 1] = [a, 1][b, 1].
o [b,1] et [b,2] sont des préfixes de b car
b=1[b,0] = [a,1] = [ab, 2] = [a, 2][b,2] = [b, 1][b, 2]
et
b,1] = [a,2] = [ab, 3] = [a, 3][b, 3] = [b, 2][b, 3)].
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7.5.2 Extension du morphisme de Fibonacci 4 F

Proposition 7.5.6. Il existe un et un seul automorphisme de monoides ® : E — E
tel que
®([w,0]) = [p(w), 0] (w e E7).

Pour cet automorphisme, on a

O([w,i]) = [p(w),i] et & [w,i]) = |[w,i+1] (we E*, i eN).

Démonstration:  Soit i € N. On considére I'application ¢; : E* — E définie par

gi(w) = [p(w), ] (w e E7).

C’est un morphisme de monoides. De plus, pour tout w € E* et tout ;7 € N avec

1< 7j,0n a

gi © fig(w) = g;(¥* 7" (w)) = [o(¢" " (w)), 5] = [’ " (e(w)), ] = [p(w), 1] = gi(w)

D’ou gj o fi; = g; pour tout ¢ < j.
Pour cette collection {E, g;, N}, la propriété universelle de la limite inductive
nous garantit I'existence d’un unique morphisme de monoides ® : £ — E tel que

g; = ® o f; pour tout entier + > 0. Donc, pour tout w € E* et tout + € N on a

O([w, i]) = @ o fi(w) = gi(w) = [p(w), .

Nous allons maintenant montrer que le morphisme ® ainsi défini est un automor-

phisme c’est-a-dire montrer que ® est bijective.

Pour cela, on considére la fonction ¢ : E — E définie par
ol ]) = i 4 1] = foa(w) (we B, ieN).

On note tout d’abord que ¢ est un bien définie car si [w, ] = [w', j| avec i < j, alors

on a w' = ¢/ ~(w). Il s’ensuit que

(W', 7+ 1] = [ (w),j + 1] = [w, i+ 1].
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Par ailleurs, comme f; est un morphisme pour tout 7 € N, on en déduit que g est un

morphisme de monoides. De plus, pour tout w € E* et tout i € N on a

g o ®([w,i]) = g([p(w),i]) = [p(w),i + 1] = [w,1]
et
Do g([w,i]) = ([w,i+1]) = [p(w),i+1] = [w,1]

D’out ® est bijective et pour tout [w,i] € E on a
O ([w,1]) = g([w,]) = [w,i+1]
Pour conclure, il reste & montrer que ® est entiérement déterminée par la condition
®([w, 0]) = [p(w), 0] (w e E7).

Comme ® est un morphisme et que E* est engendré par a et b comme monoide, il

suffit de prouver que pour tout entier ¢ > 1, on a

® ([a,1]) = [p(a),] et @([b,i]) = [p(b), 1], (7.5.1)

sachant que ® (a) = [¢(a),0] et @ (b) = [p(D),0].
Si on suppose que les égalités de (7.5.1) sont vérifiées pour un certain entier i > 0,
on a
B([ayi+1]) = B(b, 1) = [p(8), 1] = [a,7] = [p(a),i + 1]
et

O ([ab, i+ 1]) = ([a,i]) = [p(a),i] = [ab,i] = [p(ab),i + 1].

Comme @ est un morphisme et [p(ab),i + 1] = [p(a),i + 1][¢(b), i + 1], on en déduit

que
O([a,i+ 1)) P([b, i + 1]) = ®([a,i + 1])[@(b), i + 1].

En utilisant les propriétés de cancellation a gauche dans E*, on obtient

O([b,i 4+ 1]) = [p(b),i + 1].
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La conclusion s’ensuit. |

On désigne par ®|g- la restriction de automorphisme ® sur E*.

Corollaire 7.5.7. Le morphisme de Fibonacci

¢: E*— p(EY) o
est bijectif.
[w, 0] = [p(w), 0]
Plus précisément, on a

o

Ex = @.
7.5.3 Préfixes du mot de Fibonacci dans E.

On définit d’abord la suite généralisée des mots de Fibonacci (w;);cz en posant

w; = ®'(a) (i €eZ).
Alors (w;);>—1 est la suite usuelle des mots de Fibonacci dans E*. On note que
w_; = ®([a,0]) = [a,i] = [wo, 1] (i € N).
Lemme 7.5.8. Pour tout+ € Z, on a
Wit1 = Ww;_1. (7.5.2)

En particulier, [’élément w; est un préfive de w;y 1 pour tout 1 € Z.

Démonstration:  Soit ¢ € Z. Comme a = [a, 1][a,2] on a
wir1 = @ ([a, 1[a, 2]) = @ ([a, 1)) ([a, 2])
= 6 (@7 ()2 (072 (a)
= ®'(a)®" ' (a)

= W;W;—1.

La conclusion s’ensuit. |
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Par transitivité, on en déduit que w; est un préfixe de w; pour toute paire d’entiers
1,] € Z avec 1 < j. Cela justifie d’étendre de la maniére suivante la notion de préfixe

du mot de Fibonacci wy, dans E.

Définition 7.5.9. Soit w € E. On dira que W est un préfize de woo dans E s’il existe

un entier i € 7 tel que w soit un préfize de w;.

Donc, tous les w; avec ¢ € Z sont des préfixes de ws.. En particulier, w_; = b
est un préfixe de ws, dans £ mais ce n’en est pas un dans E*. On appellera préfize
fractionnaire de w., tout préfixe de w,, qui ou bien n’appartient pas & £E*, ou bien
appartient & E* mais n’est pas un préfixe de w,, dans E*. Ainsi, w; est un préfixe

fractionnaire w., pour tout entier 1 < —1.

Exemple 7.5.10 (Exemples de préfixes fractionnaires de w.,). On a
i) wiw_; = abb est un préfixe de wy, car wy = WiwWy = WW_1W_9
ii) w? = abab est un préfixe de wy, car wW? = wyw_1 et w3 = Wow_jwW_ow_1.

iii) w2 = aa est un préfixe de wy, car wi = wyw_s et wy = WiwW_sw_zw_».
La proposition suivante caractérise les préfixes we,.

Proposition 7.5.11. Soit w € E. L’élément W est un préfize de wo, si et seulement

si il existe un couple (k,0) € N x N et un mot w € P(w,) tels que

w = |w, k.

Démonstration:  Soit(k, /) € N x N et soit w’ € E* tel que w, = ww'.

Sil >k, ona
[U), k] [wlv k] = [ww/7 k] = [U}g, k] = [(pg(wO)v k] = [gpe_k<w0>a O] = [wf—ka O] = Wr—k
Si ¢ < k. Alors wy € P(wy), par suite il existe w” € E* tel que wy, = ww”.

[w7 k][w”v k] = [ww”v k] = [wkv k] = [@k<w0)’ k] = [w070] = Wo
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Par conséquent, [w, k] est un préfixe de wq..

Soit W = [w, k] € F un préfixe de w.. 1l existe i € N et [w/, k] € F
w; = [w, k][w', K].
On pose m = max{k, k'}, il découle de la définition du produit que
[, 0] = [ ()™ ('), m] = [ ()™ ¥ ('), m + 28

Il s’ensuit que

m+2k—k’(w/) m+2k( m+k(

" (W) = " (w;) = " (wigk).

D’ott ™ (w) est un préfixe de o™ (w; 1), par conséquent w est un préfixe de w;,y.

La conclusion suit. |

On conclut avec une caractérisation plus pratique des préfixes de wq..

Théoréme 7.5.12. Soit W € E. Le mot W est un préfive de we si et seulement si
il existe une suite (k1, ko, ..., k,) d’entiers avec ky > ko > --- >k, et k; > kipq + 2

pour tout 1 <1 < p—1, telle que

w = Wi, Wiy * * -wkp.

Démonstration:  Soit (k, k2, ..., k,) une suite d’entiers comme dans le théoréme.
On choisit k£ € N tel que k! :== k+k; > 0 pour tout 1 < i < p. Puis on pose £ = k} + 1.

Alors, on a
C>ky>ky>--- >k, >0 et ki>kj,+2 pour i=1,...,p—1,
et, en vertu de la remarque qui suit le lemme 7.4.3, on obtient
W = Wy Wy - Wy € P(wy).
Par suite,

[U% k’] = [wkgwk; C Wiy, k] = Wk -k Wk —k * " Wiy —k = Wk Why = * - Wk
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est un préfixe de wy.
Réciproquement, soit w un préfixe de wy. Il existe un couple (k,¢) € N x N et
un préfixe w € P(wy) tels que

w = |w, k.
Pour ce préfixe w, le lemme 7.4.3 assure l'existence d’une suite d’entiers positifs
C>k >ky>--->k,>0aveck; > ki, +2 pour i=1,...,p—1 telle que
W = Wy Wiy, * W -
Il s’ensuit que
W = [w, k] = Wy Wy g+ Why —f = W, Wy " W,

ou k; = k! — k pour tout 1 <i < p— 1. Cela démontre le théoréme. |

7.5.4 Extension de la notion de taille

L’objectif de cette sous-section est d’étendre la notion de taille & E et de montrer

que son image est I’ensemble Z[v]so des éléments > 0 de Z[y].

Proposition 7.5.13. [l existe un et un seul morphisme de monoides
tatlle : E — Z[’Y]ZO

tel que
taille(Jw, 0]) = taille(w) (w e E).

De plus, pour tout w € E* et tout 1 € N on a

taill
taille([w, ) — 2HeC0)
/-y’l

Démonstration:  Soit ¢ € N. On considére 'application g; : E* — Z[y]>( définie
par
~ taille(w)

w € E).
v ( )

gi(w)
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Clairement ¢; est un morphisme de monoides. De plus, pour tout w € E* et tous

1,7 € Navec? < j,ona

 taille(¢’ " (w)) A/ " taille(w)  taille(w)
¢ ¢ ta

Donc, on a gj o f;; = g; pour tout ¢ < j. Ainsi la propriété universelle de la limite

g5 © fig(w) = g;(&" " (w)) = gi(w)

inductive nous assure d’un unique morphisme de monoides que l'on notera taille :
E — Z[7]>o tel que
g; = tailleof; (i € N).

Par conséquent, pour tout w € E* on a
taille(w
taille([w,i]) = tailleof;(w) = ¢;(w) = A
fyl
Donc en prenant ¢ = 0, on obtient taille(|w, 0]) = taille(w) pour tout w € E*.
Il reste & montrer que la taille ainsi définie est entiérement déterminée par la

condition

taille([w, 0]) = taille(w) (w e E).

Comme {[w,i]; w € E*} est le monoide engendré par w_; = [a,] et w_;_; = [b,1], il

suffit de prouver que pour tout entier ¢ > 0, on a

taille(w_,-) = —, (753)

)

sachant que taille(wy) = taille(a) = 1 et taille(w_;) = taille(b) = 1/~
Si on suppose que les égalités de (7.5.3) sont vérifiees pour un certain entier

1=20,...,7avec j>1,0na
taille (w_;;) = taille(w_;w_;_;) = taille(w_;) + taille(w_;_)

il s’ensuit que
. 1 1 1
tallle(w_j_l) = r}/j*l — % = »)/’L'+1'

La conclusion suit. [ |

La réunion des propositions précédentes admet la conséquence suivante.
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Corollaire 7.5.14. On «

taille(®([w,i])) = v taille([w, 1]) (we E*,i e N).

Démonstration:  Soit w € E* et soit ¢ un entier avec i > 0, on a

D) = taille(g?(w)) _ ytaillg(w)

taille(®([w,i])) = taille([¢(w), i 5

= 7 taille([w, ).

On conclut avec le résultat suivant qui étend le théoréme 7.2.2 et qui constitue

le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 7.5.15. Pour tout o € Z[y]|>o, il existe un et un seul préfive w € E de
Woo tel que

a = taille(w).
On dira que w est le préfize de wy de taille a.

Démonstration:  Soit o € Z[y]| avec a > 0. Il existe un entier i € N tel que

0< 2 1.
ry'b

Si on pose 8 = a/v', il s'ensuit que B € K. Donc le théoréeme 7.2.2 nous assure
Pexistence d’un entier £ > 1 et d’'un mot w € P(wy) tels que 8 = taille(w)/~*. Par

conséquent, on a
taille(w)
@ = —i
g

Sifl—1 <0, on déduit du lemme 7.2.1 que
a = v taille(w) = taille(¢"*(w)) = taille([¢"*(w), 0]).

Si ¢ —1 >0, il s’ensuit que

taill
a:-$£$2:tmmﬂwx—ﬂ)
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On déduit de la proposition 7.5.11 que [¢*~“(w),0] sii > £ et [w, ¢ —i] sii < ¢ sont
des préfixes de wyo.
Pour conclure, il reste a montrer I'unicité de w.

Pour cela, on suppose qu’il existe W' = [w’, k'] avec w’ € P(wy) tel que
taille(w) = taille(w')

Quitte k par k' et w par w’, on supposer sans perte de généralité que k > k’. Il s’ensuit
que
taille(w) = v** taille(w’) = taille(o" ¥ (w')).
Par ailleurs, comme la taille est injective sur P(wy,) pour tout h > 1, on a
kfk’(

" (W) = w.

Par conséquent, on a
w = [wlv k/] - [@k_k/(w/)’ k] = [wv k] = w,

et la conclusion suit. |

7.6 Morphisme de E vers Maty,o(2A)

Rappelons que 2 = Q[X©, X(=V] et que, pour tout k € Z, les matrices W,
définies a la section 6.3 par

Wy == XP g,

satisfont la relation de récurrence

Wk+2 = W}H_ka (k‘ € Z). (7.6.1)

Soit i € N. On considére le morphisme de monoides

gi . E* — Matgxg(gl)
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dont la restriction & E est donnée par
gila) =W_i et gi(b) =W_i
On note tout d’abord que
gi(wy) = Wi (k € Z). (7.6.2)

Cette relation se démontre par récurrence en utilisant la relation wy; = wywg_1 pour

tout k € Z avec w_; = b et wy = a jointe a la relation (7.6.1).
Nous allons maintenant montrer que pour tout (i,5) € N? avec i < j, on a
gi =9gjo fij

ou f;; : E* — E* est donnée dans I'exemple 7.5.1.

En effet : Soit (7,7) € N? avec ¢ < j, on note tout d’abord que

gjo fij(b) = g;(¢" " (w_1)) = gj(wj—ic1) = Weji(jmic1) = Weiz1 = gi(b)
et

950 fij(a) = g;(" " (wo)) = gj(wj—i) = W-ji(j—iy = W=i = gi(a)
Par ailleurs, comme g; est un morphisme, il s’ensuit que
gi(w) = gj o fi;(w) pour tout w € E* et tout i < j.

Donc, pour cette collection {Matoyxo(2A), g;, N}, la propriété universelle de la

limite inductive assure I’existence d’un unique morphisme
v E — Matgxg(m)

tel que
gi=Vof (i € N).

Lemme 7.6.1. Pour tout+ € Z, on a
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Démonstration: Soient ¢ € Z et k € N tels que i + k£ > 0. Par définition, on a

W; = [w’H—k’a k]7 donc

U(w;) = Y([wirr, k]) = (Vo fi)(witr)
= gu(wirn) =W, (grace a (7.6.2)).

7.6.1 Matrice associée & un préfixe de w,,
On commence par introduire la notion suivante.

Définition 7.6.2. Soit U € Matayo(2A). On dira que U est associée & un préfize de woo
s’il existe un préfive W de we, tel que U = V(W) c¢’est-a-dire, s’il existe (k,0) € Nx N
et w € P(wy) tels que

U = gip(w) = ¥([w, k]). (7.6.3)

Nous illustrons cette définition par quelques exemples.

Exemple 7.6.3.

e La matrice W7 est associée a un préfixe de w,, car
g2(w3wo) = ga(ws)ga(wo) = WiW_o = WS

et wawgy € P(UJ4) On a Wg = \If([wgwo, 2])

e Pour tout n € N, la matrice Wh, W_,, est associée a un préfixe de w,, car

q’([w4nw07 2”]) = gzn(w4n)92n(wo) = W, W_2p,

et wywo € P(Wypi1).

e La matrice Wh,Wh,, _2W_,,, est associée a un préfixe de w, car
\P([w4nw4n—2w07 2”]) = 92n(w4n)92n(w4n—2)92n(w0) = WouWan—oW_an

et WanWan—2Wo € P(Wyng1).
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Le prochain résultat caractérise les matrices associées aux préfixes de wy.

Théoréme 7.6.4. Soit U € Matoy (). La matrice U est associée a un préfive de woo
si et seulement si il existe une suite (ki, ko, ..., k,) d’entiers avec ky > ko > --- >k,

et ki > ki1 + 2 pour tout 1 < i < p—1 telle que

U= \I/(U}klwk2 . 'U}kp> = Wklka tee Wkp-

Pour une telle matrice, on a det(U) = 1.

Démonstration: Selon le théoréme 7.5.12 les préfixes de ws, sont les produits
W 1= Wiy Why - - Wy, Ol (K1, kg, ..., k) est comme dans 1'énoncé du théoréme. Les
matrices qui correspondent & ces préfixes sont leurs images sous W. Cela justifie la

premiére affirmation. La seconde s’ensuit car det(W)) = 1 pour tout k € Z. i

7.6.2 Taille des matrices associées a un préfixe de w,,
Rappelons que pour tout a = m +n/y € Z[7], on définit
= (x0)" (xf7V) e
On commence par les estimations suivantes.

Théoréme 7.6.5. Soit W un préfive de wo, et soit o =m +n/vy € Z[y]so sa taille.

On a

trace(U () ~ 3™EY et (€, —1)U(@)J ~ 3ml+n X1, 0).

Démonstration:  D’aprés le théoréme 7.6.4, il existe une suite décroissante d’en-

tiers k1 > ... > kpavec k; > ki +2 (1 <i</l—1) telle que
w:wklwkz-nwk

D

Alors W(w) = Wy, Wy, - - - W, et le théoréme 6.3.3 livre

(w) ~ 3R X X G f) M
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1 -1
et (57 —1)@(@)] ~ y (:{gﬂ)xé’m) - xé@)) (g) —1)J

, . . ¢ .
De plus, comme le préfixe w s’écrit wg, wg, - - - Wy, sa taille est m +n/y =S . ~F
) 1 2 D’ i=1 )

donc m 4+ n = Y0_, f(ki + 1). Puisque le lemme 6.3.2 donne
%(()j) ~ 3fG+)-1 <%(()0)>f(j) (%(()0)>f(j_l) _ 3G -1
pour tout j € Z, on en déduit que

x(()kl)x(()k&) . x(()k’e) ~ gmtn—tya

trace ((; 52) M) = trace ((2 52) MT> =3,

trace(W(w)) ~ 3f-1gmin—iHlxe  gminye

Enfin, comme

il s’ensuit que

et

1 1
(€ ~DB@)T ~ 53R ~ X0,

Cela démontre le théoréme. |

Par exemple, en appliquant le théoréme avec w = w; pour un entier ¢ quelconque,

on obtient 'estimation suivante.

Corollaire 7.6.6. Pour tout i € Z, on a

1

T X7 (L9, (7.6.4)

(& =)W (wi)J ~

Par ailleurs, 'estimation de la trace dans le théoréme montre que 1’application
w — (W) est injective sur I'ensemble des préfixes de wo, dans E. Cela permet de
définir la taille de la matrice U = W(w) associée a un préfixe w de wy, comme étant

celle du préfixe en question :

taille(U) = taille(w).
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Exemple 7.6.7. Comme wj = wjw_y est un préfixe de wy,, on trouve

taille(W;) = taille(w]) = 2,
taille(WoWW_,) = taille(wywow_s) = v* + 1+ 7% = 4,
taille W W_y) = taille(wyw_y) =yt +77 4 = 7.
A T’aide de ce concept, le théoréme 7.5.15 se reformule en disant que ’application

U ~ taille(U) établit une bijection entre les matrices associées aux préfixes de wq,

et les éléments de Z[7y]>o.



Chapitre 8

Preuve de la conjecture 6.6.4 en degré
au plus 6

Comme les coefficients des matrices X(=2) et X(1) sont réalisables en degré au plus
2, les neuf produits 362_2)%,(:) avec 1 < k,¢ < 2 sont réalisables en degré au plus 4.
Contre toute attente, on montre en fait qu’ils sont réalisables en degré au plus 2. Cela
fournit la clé pour les estimations de degré dont nous aurons besoin par la suite. Pour
la preuve de la conjecture 6.6.4 pour d < 6, on construit explicitement, pour chaque
a=m+n/y de Z[y] avec |m| + |n| < d, des éléments non nuls de A<, + A<, dont
le terme initial du développement asymptotique est un multiple rationnel non nul de
gx>avec j=0,1,... ,rc(ll)(a) ou rfll)(oz) est comme dans I’annexe B. On peut donner
une construction uniforme pour tous les a sauf pour « = —6/y et @« = —2 — 2/
lorsque d = 6. Dans ces deux cas, la construction est passablement plus compliquée

et requiert des identités additionnelles.

8.1 Estimation du degré des éléments de 2

Soit 2 = Q[X@, x(=Y]. Rappelons qu'un élément $ de 2 est réalisable en degré
au plus d (notation degil < d) 8'il s’écrit sous la forme U = P(X©® x(=1) pour un
polynome P € Q[X,X*] de degré total au plus d. Ces éléments forment un sous-

Q-espace vectoriel de A noté A<,. Plus généralement, un élément U de A + A est

131
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réalisable en degré au plus d (notation deg®U < d) s’il s’écrit sous la forme 4 + 81/

avec L 4" € A,

8.1.1 Reésultat clé et quelques conséquences

Le résultat suivant est la clé pour estimer le degré de nombreux éléments de 2.

Théoréme 8.1.1. Soient k et ¢ des entiers avec 0 < k, ¢ < 2, on a
xPxW e, (8.1.1)
Plus précisément, on a

x70x = x0xy) modulo QXY

Démonstration:  Rappelons que pour tout ¢ € Z, on a
, (1) (9)
x0 = (Yo 4 (i € Z).
XX

Soient m et n des entiers avec 0 < m,n < 1. Des relations ¥ = @) x(D et

X0 = 2 %D on déduit que
(=1)
(1) (0) %n
%m—i-n = (fgi)a %m+1) M (%(_1)> )

(-1)
- (e ) ar (3]
n+1

(8.1.2)

En multipliant la premiére relation de (8.1.2) par %572) avec (0 < j < 2), on obtient

(1)
xPx0,, = (36§‘2)3€§2>, 3€§‘2>3E£2>H> M (i?_1)> . (8.1.3)
n+1

On déduit de la relation X Jx(=2 = XV AL T que

X0 = V%0 mod QA ]<),
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Cette derniére relation jointe a la deuxiéme égalité de (8.1.3) entraine que

) o) e x5 B
X%, = 2 <3Efn 2, 3€fn+2)1> M 35(—1)) mod(Q[x™]<)
n+
d’ou le théoréme. i

Le théoréme précédant admet la conséquence suivante.

Proposition 8.1.2. Soient k et { des entiers avec 0 < k, ¢ <2, on a

2P cay e x0VxW e, (8.1.4)
Démonstration:  On note tout d’abord que
@ = xOpnx® ot 2 = —xCEVgxED N1 (8.1.5)

En multipliant la premiére égalité de (8.1.5) par %§_2) avec (0 < ¢ < 2) et la deuxiéme
égalité de (8.1.5) par %,(Cl) avec (0 < k < 2), on obtient

x7Px® = xOpx0x? et xx = —xVyxPMx).

)

(@) (i
X %b)) pour tout i € Z, on conclut grace a (8.1.1) que
2

Comme X = [0,
X

X70x0 eey ot XX € UAsg (0 <k l<2)

Corollaire 8.1.3. Pour tous entiers h et { positifs et tout entier j; € {0,1,2} avec

1<i<h, ona

365-,_3) € Matoyo (UA<spie)

(3

=

(i{(l)Ml)h (%(_1)M1)£

=1
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.'f;.*Q) € Matoyo (UA<spie) -

(3

8.1.2 Estimation du degré d’un produit

Rappelons que Q[X, X*] désigne I'anneau des polynomes en les 6 variables
X:<X0,X1,X2) et X*:(XS,XﬂX;)

Définition 8.1.4. On dit qu’un polynéome de Q[X,X*] est bi-homogéne de bidegré

(d,d*) s’il est séparément homogéne de degré d en X et de degré d* en X*.

La technique pour estimer le degré d’'un produit 91 = %ﬁl) - %52) dans A
consiste a écrire chaque facteur %? avec ¢ > 0 comme un polynome bihomogéne
en XM, O et chaque facteur .’fg»i) avec i < 0 comme un polyndéme bihomogéne
en X1 et X2 puis a appliquer le théoréme 8.1.1. Pour ce faire on introduit de

nouveaux triplets de variables
X0 = (X7, 207,57 et XOH = (0 X X,
On commence par le cas ¢ > 0.

Lemme 8.1.5. Pour chaque i € N, et chaque j = 0,1,2, il existe un polynome P, ;

dans Q[XW, X], bi-homogéne de bidegré (f(i — 1), f(i — 2)) tel que

V= Py (x0,x0).

Démonstration: On procéde par récurrence sur 7. Les cas ¢ = 0 et 7 = 1 sont
triviaux. Supposons I’énoncé vrai pour les classes %y*l) et %y) pour 7 = 01,2 et un

entier 7 > 1. Alors la relation

x+) — %(i)Mi}:(i_l)



8. PREUVE DE LA CONJECTURE 6.6.4 EN DEGRE AU PLUS 6 135

montre que chaque %g-iﬂ) s’écrit HHJ(Z{(U,%(O)) pour un polynome bi-homogéne

Py, € QXW, X] avec

degx ) Pip1j = f(i — 1)+ f(i —2) = f(i)
degx Piy1j = f(i —3)+ f(i —2) = f(i — 1),

comime requis. |

Le cas des %g-i) avec ¢ < 0 est semblable.

Lemme 8.1.6. Pour chaque entier i > 0 et chaque j = 0,1, 2, il existe un polynéme

P_;; dans Q[X*, X2] qui est bi-homogeéne de bidegré (f(i — 3), f(i — 2)) tel que

=P (Y, xY) (j=0,1,2).

Démonstration: Les cas i = 1 et © = 2 sont triviaux. Pour la récurrence, on
utilise la relation

XY = M X0 gD,
En supposant le résultat pour les coefficients de X(-% et de X(=**1 pour un entier
¢ > 2, on trouve que chaque Z{§_i_1) s'écrit Py 1 (XY, X2) pour un polynome
bi-homogéne P_; 1 ; € Q[X*, X(=2] avec
degx« P_i1; = f(i =3)+ f(i —4) = f(i — 2),
degx(_z) P—i—l,j = f(Z — 2) + f(Z — 3) = f(’l — 1)

Cela conclut le pas de récurrence. |

En combinant le théoréme 8.1.1 avec les lemmes 8.1.5 et 8.1.6, on obtient le

résultat suivant.
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Théoréme 8.1.7. Tout produit I = %ﬁl) .- %gz) s’écrit comme un polynéome multi-

homogéne en (%(1),%(0),%(_1),%(_2)). Si (e1,e0,e_1,e_9) désigne le multi-degré d’un

tel polynome, alors I est réalisable en degré au plus

2max {ej,e o} +eg+e_g.

Démonstration:  Soit 9 = }Zﬁl) » %gl) un tel produit. On écrit M = M'M” on

M’ et M sont les produits donnés par

m' =[x et ' =[x

k=1 k=1

x>0 i <0
Le lemme 8.1.5 assure I'existence d'un polynéme bi-homogéne P’ € Q[X®), X] tel
que M = P’ (XW, x®) tandis que le lemme 8.1.6 fournit un polynome bi-homogéne

P" e Q[X*, X)) tel que M" = P" (x1, x52). Donc
m= P (3{(1)7 x(O)) P’ (34:(—1)7 %(—2))

est représenté par un polynéome multihomogéne P.
Maintenant, supposons que (eq, €g, €_1, €_3) soit le multi-degré d’un tel polynéme
P. Comme x§—2)7 ?&”S) et %2_2)%,&1) sont réalisables en degré au plus 2 pour tout choix

d’entiers 0 < k, ¢ < 2, on obtient

deg(M) < 2max {ey,e_ o} +eo+e_y.

8.2 Quelques identités dans Matyyo(2)

Dans cette section, nous établissons quelques formules qui nous serons utiles pour
traiter le cas des exposants —6/v et —2 — 2/~ en degré 6. On note d’abord 'égalité

matricielle suivante.
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Lemme 8.2.1. Soit k un entier avec 0 < k < 2. Pour touti € Z et tout { € N, on a
Mx® = JxOM, 1 J + 3%01.
Démonstration:  Notons tout d’abord que pour tout i € Z et £ € N, on a
det (Mg%(i)) =1 et trace (Mgff(i)) = 3%((;).
Il découle du théoréme de Cayley Hamilton que
ME® = trace (MXD) T — [det (M,E®)] (MxD) "
Par conséquent, on a

ME® = 3%01 — (MxD)
—3x0T + JXOM,  car (MED) T = —JxOM,, T

La conclusion suit. [ |

Remarque 8.2.2. En fait le lemme 8.2.1 est vrai pour toute matrice symétrique A

au lieu de X®. On peut en donner une preuve semblable ou le vérifier directement.
Pour tout i € Z, on définit la matrice Y® par
Y@ .= cgrx9q, (i € 7).

)it ,
ou G; = << 10) (_13)i+1)' Les matrices Y avec (i € Z) sont toutes symétriques

par construction. Donc, si on écrit

alors un calcul simple montre que

%éi) si k=0,
v = x4 3(-1)i+ixy) i k=1,

20 4 6(—=1) x4+ 9x ) si k=2
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Par conséquent, on a
Y~ (€4 3(=1) k) 0<k<2). (8.2.1)
Le prochain résultat lie les coefficients des matrices Y (=3, (-2 %=1 of 50

Proposition 8.2.3. Pour tout choix d’entiers i, k et £ avec 0 < k <2, on a

(MxD) 2072 — 01 = (J2EIM, D) 207 + VL

La preuve de la proposition utilise le lemme suivant.

Lemme 8.2.4. Pour tout i € Z et tout entier k avec 0 < k <2, on a

3%1(;'—2)%((]1'—1) i %](;) _ Yk;(i_3)'

Démonstration:  La relation X = 3x 2 x6-D — (-9 gignifie que
20 =3xixl _x0 0<k<2).
Par conséquent, on a

3y Pay ) - xl =2 paxlPxlTY —3xy PV (0<k<2).

(8.2.2)
En substituant & = 0 dans 1'égalité (8.2.2), on obtient
i—2) an(i—1) i i3 i3
3 Pxi Y — 2l =27 = v
Par ailleurs, il découle de la relation X0~ Jx0=2 = X630, 1 J que
(—1)xi™ = x{ Va2 — g~ xli=? (8.2.3)
3%0 7Y +2(—1)xl™Y = xy VAl - xR, (8.2.4)

Le cas k = 1 découle directement de la relation (8.2.2) appliquée k = 1 jointe a la

relation (8.2.3) tandis que le cas k = 2 suit des relations (8.2.2) et (8.2.4). i
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Démonstration: (Proposition 8.2.3)
On déduit du lemme 8.2.1 que
(Mg%(i_l)) %l(gi_Q) o %](:)I — (J%(i—l)ME_HJ) %1(5—2) + 3:{}(5—2)%81'—1)1 _ ~%](;)[

(J%(iil)MnglJ) j{](jﬂ) + Yk(i*?’)[ ( lemme 8.2.4).

Proposition 8.2.5. Pour tout i € Z et tout entier k avec 0 < k <2, on a

(:{(H—l)) %](CZ'-FI) . (WH_I:{(i—l)) %g‘) _ 2(_1)i (le) %](Cz‘) . (%(i)) Yk(z'—?,) + (%(i—2)) :f;(j_z)-

Pour la preuve, on utilise le lemme suivant

Lemme 8.2.6. Soit k un entier avec 0 < k < 2. Pour tout i € Z, on a

xOx) _ @D x0 - x0-20x0 _ x0x0-2) (8.2.5)
W1 (36@365;‘“) - 36“‘“)365;')) = x(-2x0-D _ x0y ), (8.2.6)

Démonstration:  On déduit de la relation %,(;H) = B%E)i_l)%,gf) — %,(f_z) que

_ (%(z’Jrl) + %(172)) %l(j) . %(i)%l(:—m
7 i i— ) i 1—2
= x4 x0-2x0 _ x@xi)

Cela démontre la premiére égalité du lemme.

Il résulte de l'egalite 8.2.5 que
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— Wi, (-'{(Fz)%;(f) _ :{(i72)Mi72%(171):{](572)>
= =W, X072 [(Mi_ﬁ(i-l)) X7 - x|
= =X [(M 20 0) 2 - 21|
En posant ¢ = i — 2 dans la proposition 8.2.3, on en déduit que
Wit (X0x( - 200 E0) = —xO [(JxC0M ) 2P 4 v |
= x0-2x07D _ x0 y -9

car on a X JW, J = —X(-2_ Cela démontre la deuxiéme égalité. |

Démonstration: (Proposition 8.2.5)
De la relation M;; = M; + 2(—1)""1J, on trouve que
(%(ZJFI)) %](5‘5‘1) _ (Wz—s—l% i—1) )%](6) — <%(H~1 ) Z+1 (:{ (i+1) M % i—1) )%](C)
— (:{(i+1 ) (D) (% (i41) Mi + 2(_1)i+1{]>%(i71)) %](Ci)
:(%(Hl) xi+1) (:{z+1 M, %0~ 1)%1(4)
— 2(—1)"! (:{(i+1)Jx(i—1)) xl(ci)
=W, , <}:(i)%,(;+1) _ %(z‘—l-l):{](j)) +2(=1) W) :{g)
(grace a égalité 8.2.6 ) = (%(i”)) %,(;‘72) — (%(i)) Yk(i%) +2(—=1)" W,J) %,(;)

8.3 Construction d’éléments de 2 + £

Soit (a,b,c) € N? et soit j un entier avec 0 < j < a + b + c¢. La notation

a b c
((%;@) (%iﬁl)> <%£72)> ) représente le produit
2j

X0 XU KR 2,

k1



8. PREUVE DE LA CONJECTURE 6.6.4 EN DEGRE AU PLUS 6 141

o0 < h < <h, <3 << <k <+ < k. <2 sont des entiers pairs en

ordre croissant égaux a 0 ou 2 de somme
hi+-+he+u+-F+ip+ki+-+ k=27
Cette écriture étant unique, on a
()" @) @), e () (67 ()

La construction suivante permettra de traiter presque tous les cas de la conjecture

6.6.4 en degré au plus 6.

Proposition 8.3.1. Fizons (ez,e1,ep,6_1,e_9) € N° et (fo, f_1, f-2) € N3. Pour tout
entier 7 € N avec 0 < j < fo+ fo1+ f2, les éléments Py; el Pojyq de A+ & définis

par [’égalité matricielle

*

(Poj, Pypin) = (6, ~DW(uwf a5 u )T (20)" (x00) (202)7)

2j

sont réalisables en degré au plus

2max{es +ej,e_o+ fot+ea+eg+e_1+ fo+ fo1.

- €e_ €e_ pe .
De plus, si www?w”'w™y? est un préfize de w, alors pour tout i = 0,1, on a

Ppoji ~

£2j+i <x(0)>fo+f2—u <%(1)>f1—f2—v

Jutv+f_2 0 0
ol u et v sont les entiers donnés par
u=2e+e +e+eo e v=ey+e +e_|—e_s.

Démonstration: Soit j € Navec 0 < j < fo+ fo1+ fo2. On a (Pyy, Pojy1) =

(€, —1)Go; ont Gy désigne la matrice

Goj = WEWAWOWETIWE ] ((%io))fo (%i—l))ffl (xi_g))ﬁg)

2j
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En vertu du lemme 8.1.5, les coefficients de la matrice

€2

WEWEWse = (8P M)* (xW) " (2O M)

sont des polynomes bi-homogénes en XM et X(© de degré t; en X1 et #) en X(©) avec
tp =ex+e1 et t,=ey+ e

D’autre part, chaque coefficient de la matrice

e_2

Wiilwigz — (%(71)M1)€71 (%(72)M)

est un polynéme bi-homogéne en X et X(-2) de bidegré (e_;, e_s). Il s’ensuit que
les coefficients de Gy, sont des polynomes multihomogénes en XM, X© x(=1) et x(=2)

de multi-degré (t,to,t_1,t_2) avec

t1 = ey + ey, to =ty + fo = ea + eo + fo, ti=eq+fa et to=e o+ fo

Alors, selon le théoréme 8.1.7, les coefficients de G, sont réalisables en degré au plus
2max{t,t o} +to+ 11 =2max{es+e1,e 0+ f o} +eat+eo+ fote 1+ [

Comme (Py;, Pyj11) = (€, —1)Gy;, la premiére affirmation suit.
Maintenant, on suppose que wy?w wglw'w’,’ est un préfixe de wy,. Comme

sa taille est u + v/7, on déduit du théoréme 7.6.5 que

(€ W We W et ~ o (20) T (20) e,

3u+v

Cela implique que

(Pyj, Payi1) ~ % (ﬁ)o))‘“ (ﬁ)—l))-v <(%£0))f0 (%’(:1))]‘71 <%£72)>f72> 1,6

25

e () (=) (e () () (1)) g

S C: 10 I € ) I € ) B ROT
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N 1 <%(()0)> —u+fo+f-2 (%éﬁl)> —v+fo1—f-2 (fzj €2j+1)
Jutvtfoo ’ )

-1
La derniére estimation découle du fait que %8_2) ~ %.’{éo) <.’£é_1)> . i

8.4 Preuve de la conjecture pour d <6

Soit d un entier avec 1 < d < 6. Les tables de 'annexe B indiquent les valeurs
de rc(ll)(a) calculées par I'ordinateur pour chaque o = m +n/~v de Z[7] pour lequel ce

nombre n’est pas nul. Ces points a forment le losange
Es={a=m+n/y € Z[y]; |m|+ |n| < d}.

Pour chaque o dans FEy, on va construire explicitement, pour un entier r4(a), une
famille d’éléments P, ; de A4+ A<y avec 0 < j < ry(o) dont le terme initial du dé-
velopement asymptotique soit un multiple rationnel non nul de &X%. En conséquence,
on aura rc(ll)(a) > rq(a) pour tout a € E,. Pour conclure a I'égalité, il suffit de mon-
trer que la somme des r4(a) avec a € E, est égale a celle des 'r’c(ll)(a), c’est-a-dire égale
a 2(4d® + 6d* + 8d + 3)/3 en vertu de (6.6.2). Par commodité, on s’appuiera plutot
sur les valeurs numériques de r((il)(a) fournies dans ’annexe B. On vérifie directement
qu’on a ’égalité r((jl)(a) = rq(a) pour chaque o € E;. Comme la somme des valeurs
de rél)(oz) données par la table est la bonne, cela fournira en fait une démonstration
de la conjecture 6.6.4 qui est indépendante des calculs. Cela fournira aussi une base
explicite

{Paj;a€E et 0<j< ’I“C(ll)(Oé>}

de A4 + £A<,4 avec les termes initiaux de leurs développements asymptotiques qui
sont linéairement indépendants.

Fixons o = m +n/y € E4. On définit

o Jd=lml =
m,n 9 .
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Clairement, on a

0<amn<3 et im| + |n| + 2a,, < d.

On note aussi a\yh ( respectivement par al), ) le reste de Um.n (respectivement de

(In| + am,) modulo 2 déterminé par

A = 2 La’g—nJ + agg?n et 0| + amp = 2 {MJ + af%?n. (8.4.1)

8.4.1 1° Cas: m >0 et n# —6.

Dans ce cas, on pose
| /2] sin>0

62:6_2260:07 f():m’ 61:f_2: ,
L(In] + amn)/2] sin <0

agg?n sin>0 n+ Qpy sin >0
€1 = et fq1=
a%?n sin<0 A sin<0

Fixons j € N avec 0 < j < fo+ f-1 + f_2. Pour notre choix de paramétres, on

définit les éléments P, o; et P, 2541 de 20 + £ par I'égalité matricielle

(Pa,2j> Pa,?j-i—l) = (57 _1)\Ij(wf1we—_ll)‘] <(}:»(k0))f0 (%i—l))f_l (}:»(k_Q))el)

2j

1

1°. Nous allons tout d’abord montrer que w{'w;" est un préfixe de wey.

Pour cela, on note que 'inégalité |m| + |n| + 2a,,,, < d entraine |n| + @, < 5
sauf peut-étre si d =6, m = 0 et a,,,, = 0 et n = £6. Comme n # —6, on en déduit
que

L(In] + am,n)/QJ € {0,1,2} sin<0.

De plus, comme a,,, < d/2 < 3, les entiers |a,, /2], aﬁ,??n et a%?n sont tous égaux a

0 ou 1. On déduit de ces observations que

ey e—1 2 2
witw 3 € {e, w_y, wy, wyw_y, w7, wWywW_1}.
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Donc wi'w®;' est un préfixe de wiw_;. Comme

w%w,l = wlwowzl = W2W_1W_2W_3 = WaWoW_1

est un préfixe de w,, (en vertu du théoréme 7.5.12), il s’ensuit que w'w®;" est aussi
un préfixe de we.
2°. Nous montrons que pour tout 2 = 0,1, on a
g2ii
Poojyi € Ucqg + &)< et Phoojyi~ FBerte s ¢
Comme e; =e_9 =¢y =0 et e; = f_o, la proposition 8.3.1 donne
deg(Papjri) <2e1+ea+ fo+fa  (i=0,1).
On trouve que
A sin >0,
2e1+e_1 =
In| + am, sin <0,
(8.4.2)
m-+n+apy, sin >0,
Jot fa=

m —+ Q. p sin <0,

donc dans tous les cas
2e1 +e_1 + fo+ for =mA|n| + 20, < d

Ainsi P, 2;4; est réalisable en degré au plus d pour 7 = 0, 1.

1

Comme ww;" est un préfixe de wy, et que e = f o et e =e 9 =¢9=0, la

proposition 8.3.1 donne aussi

£2j+i 0 fo 1 f-1—2e1—e_1

Comme fy = m, les calculs de (8.4.2) livrent

faa—2e1—e 1 =(fo+f1)—(2e1+e1) —m=n,
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donc

27+1 m n 27+1
Pa,2j+i ~ f (fé())) <%871)> = g %a7

33e1te—1 - 33e1te—1
comme annonce.
3°. En vertu de ce qui précéde, les P, 5,4, avec 0 < j < fo+ f_1+ f2et 0 <i <1ont
pour termes initiaux des multiples rationnels non nuls de €%+ X% et sont réalisables

en degré au plus d. Cela implique que

2(m+n) +2amn + 2 [amn/2] +2 s n >0,
rd (@) > 2(fo+ for+ foo) +2 =
2m + 2au,, + 2 [ (|| + a@mpn)/2] +2  sinon.

Pour chaque o € Ey, on a ’égalité car le membre de droite coincide avec la valeur de
rc(ll)(a) donnée par la table de I'annexe B pour le degré d. Voici quelques exemples :

a) Soit  =14~"1. Onam=n=1et la table en degré d = 2 donne r{" (o) = 6.
Comme @, , = [(2—1—1)/2] =0, on a bien

2(f0+f71 +f72) +2 = 2<m+n) +2am,n+2 Lam,n/zj _'_2

= 2(1+1) +2(0) 4+ 2(0) + 2 = 6.

La table en degré d = 5 donne rél)(a) = 8. Comme @, , = [(h—1—-1)/2| =1,

on a bien

20fo+ faa+ f2)+2=2(m+n)+2amn+ 2 |[ann/2] +2

=2(1+1)+2(1) +2(0) + 2 = 8.

b) Soit « =1 — 1. Cette fois, on a m =1 et n = —1 et la table en degré d = 3
donne rél)(a) = 4. Comme a,,, = [(3—1—1)/2] =0, on a bien

2(fo+ fo1+ fo2) +2=2m~+ 2amn + 2| (In| + amn)/2] + 2

= 2(1) 4 2(0) +2(0) + 2 = 4.
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La table en degré d = 6 donne rél)(a) =10.0Onaap, =[(6—1—-1)/2| =2et

2(fo+ fo1 4+ fo2) +2=2m~+ 2amn + 2 (0| + amn)/2] + 2

=2(1) +2(2) +2(1) + 2 = 10.

8.4.2 2° Cas:m <0 avec (m,n) ¢ {(—1,-5),(—2,—2)} si d =6.

On définit des entiers u et v par

{\m] —a¥, sin>0, {[am,n/QJ +ald, sin >0,
u = v =

(1)

Im| — al, sin <0, L(In] + amn)/2] + alin sin <0,

et on pose
r = min{u, v}, es = [(u+2r)/3], eg=v—r,
ep = (u—r) mod 3, e =0, e_o=|(u—r)/3],
n+ Qpy sin >0,
Jo=0, 1= , foa=u+v—|m|,
m.n sin <0,

ou (u —r) mod 3 désigne le plus petit entier > 0 congru & « — r modulo 3.

Les inégalités m < 0 et 0 < ag@),n < 1 avec 7 = 0,1 entrainent que

Do>1-a¥) >0  (i=0,1).

Donc, on a u > 0. On en déduit que les entiers r, es, €1, eg, €_1, €_a, fo et f_1 sont
tous > 0. On a aussi f o > 0 car u+v > |m]|.
Fixons j € Navec 0 < j < f1 4+ f_5. Avec notre nouveau choix de paramétres,

on définit les éléments P, o; et P, 241 de A + {2 par I'égalité matricielle

(Pais Pagi1) = (6~ W(ugtof wiowss) (x00) (x02)7)

2j

o _— e el ey ,,.6—2 2
1°. Montrons que w = wy>wi'wyw_, est un préfixe de weq.

On note d’abord que si e; > 0, alors r < v donc r = u et par suite ¢g = e_5 = 0,
donc

er >0 = ey=e_y=0. (843)
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On note aussi que
im| + @y, sin >0,
U+ 20 = (8.4.4)
im| + |n| + amn  sin <O0.
On en déduit
3eo <u+2r <u+2v<d—ay, <6, (8.4.5)
donc
0 S €_9o S €9 S 2 (846)

(1) Supposons que ey = 2.

Alors on a I’égalité dans chacune des inégalités (8.4.5). Donc r = v et u+2r = 6,

et par suite e; =r—v =0eteg=u—r =u+2r =0 mod 3, donc ey = 0 et on

conclut grace a (8.4.6) que w est un préfixe de

UJSUJzQ = W3WoW_1W_q4 = W3W1W_4

qui est lui méme un préfixe de wy,. Ce cas est réglé.

(i) Supposons que e; = 1.

Dans ce cas on a 3 < u + 2r < 5, donc

34+2e < (u+2r)+2e;=u+2v<6

et par suite e; < 1. Sie; =1, alors eg = e_5 = 0 et W = wow; = w3 est un préfixe de

Weo. Supposons maintenant que e; = 0. Ona 0 <eyg <2et 0 <e_g < ey =1 (grace

a (8.4.6)) et alors
— 2 2
W € {wy, Watp, Waly, Wal_z, WallgW_g, WrWyW_o }
Donc, w est un préfixe de
2 _ 2 _
WaWaW—2 = WaW1W_9 = W3W-_1W—4

qui est lui méme un préfixe de w,, en vertu du théoréme 7.5.12.
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(iii) Supposons finalement que ey = 0.

Alors on a e_y = 0 en vertu de (8.4.6), donc w = wi'wg". Si e; = 0, on obtient
simplement w = wy” et comme 0 < ¢y < 2, on conclut que W est un préfixe de weo.
Supposons que e; > 0. Alors on a ¢y = 0 en vertu de (8.4.3) et par suite W = w{'.

Par ailleurs,

2e0+3r=2v+r<u+20<d—ay, <6 (8.4.7)

en utilisant (8.4.5). On en déduit que e; < 3. Si e; < 2, alors W est un préfixe de w?,

qui est lui méme un préfixe de w,, et on a terminé.

Supposons maintenant que e; = 3. Alors les inégalités (8.4.7) sont toutes des
égalités, donc r = u = a,,, = 0 et d = 6 et par suite v = e; = 3. Sin > 0, c’est
impossible car alors v = |am/2]| + alV, =0.Sin<0 onav= ||In]/2] + aly)n avec
alh = In| mod 2. Comme |n| < d—|m| <5, cela implique n = =5 et m = —1, ce

qui est exclus en vertu des hypothéses. Donc on a en fait e; < 2, ce qui conclut cette

étape.

2°. Nous montrons que pour tout 2 = 0,1, on a

£2j+i
Poojri € Ucqg+EA<q et Poojpi~ 3¢ X,
avec ¢ = 3es + 261 +eg + f_o.
On note tout d’abord que
ey + €1 Z e_o9 + f,Q. (848)

En effet, comme e =e_o+71, 64 =v—ret fo=u+v—|m|,ona
eater—(e ot fo)=(ea+r)+(v—1)—€eos—(ut+v—|m|) =|m|—u>0.

La proposition 8.3.1 jointe a I'inégalité (8.4.8) et au fait que e_; = fy = 0 entraine
que,

deg(Paojri) < 2(ea+e1) +ea+eo+ fo1 = 3ea+ g + 21 + f-1.
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Comme v —r = u + 2r mod 3, on trouve 3e; + ¢y = u + 2r. Comme on a aussi
e; = v —r, on obtient

Im| + amn sin >0,

3eat+eg+2e;=u+2r+2v—r)=u+2v= .
Im| + n| + amn sin <0,

n+am, sin>0

en vertu de 'égalité (8.4.4). De plus, comme f_; = { , il s’ensuit

Ay, sin <
que

3ea +eg +2e1 + fo1 = |m| + |n| + 2am,, < d.
Dot Py ojti € A<q + §R/_<4 pour tout ¢ =0, 1.

Comme ws?wi wiw™,’ est un préfixe de wy, et que e_1 = fo=0et e3 = r+e_o,

la proposition 8.3.1 donne aussi

2j+i f—2—3e_2—e1—eg—2r _ f-1—f-2—e1—1
Py ojii~ % (368”) 2 2—e1—eg (36(() 1)) 1—f-2—e1 (i=0.1)

ol c=3es+2e1+ey+ fo. Comme ey =v—7r,3¢_9+eg=u—ret fo=utv—|m,

on a d’une part que
fo—3ea—e—er—2r=wu+v—|m|)—(u—7r)—(v—7r)—2r=—|m|=m

mais aussi que
fa—foe—e—r=f1—(u+v—|m|)—(v—r)—r=f1—u—2v+|m|l=n

Par suite, on a

2j+i m n 2j+i
Pa,2j+i ~ 5 <:{(()0)> (}:(()_1)> = 530 x° (Z = 07 1)

comme annoncé.

3°. En vertu de ce qui précéde, les P, 9;4; avec 0 < j < fo1 4+ foet 0 <7 <1 ont

pour termes initiaux des multiples rationnels non nuls de £¥1X% et sont réalisables
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en degré au plus d. Cela implique que

20+ 2am 5 + 2 [amn/2] + 2 si n>0,
(@) = 2(f 1+ fa)+2=
20m.0 + 2 [(|n| + @mn)/2] +2 sinon.

Pour chaque a € Ey, on a I'égalité car le membre de droite coincide avec la valeur de

’I“C(ll)(Oé) donnée par la table de 'annexe B pour le degré d. Voici quelques exemples :

a) Soit « = —1. Onam = —1, n = 0 et la table en degré d = 1 donne ril)(a) = 2.
Comme a,,,, = [(1—1—-0)/2] =0, on a bien

2(f1+ foo) +2=2n+2amn + 2 |amn/2] +2

— 2(0) +2(0) +2(0) +2 = 2.

La table en degré d = 6 donne rél)(oz) = 8. Comme ap,, = [(6—1—-0)/2] =2,

on a bien

2(fo1+ fo2) +2=2n42amn + 2 |Gmn/2] +2

= 2(0) +2(2) +2(1) +2 = 8.

b) Soit o = 1 — 71, Cette fois, on a m = 1 et n = —1 et la table en degré d = 2
donne rél)(a) = 2. Comme a,,, = [(2—1—1)/2| =0, on a bien

2(fo1 4 fo2) +2=2amn +2[(In] + amn)/2] +2

= 2(0) +2(0) + 2 = 2.
La table en degré d = 4 donne ril)(a) =6.0naay,,=[4-1-1)/2] =1et

2(f-1+ fo2) +2=2amu + 2 [(|n| + amn)/2] +2

=2(1)+2(1) +2 =6.
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8.4.3 3°Cas:a=-1-5/y (donc d=6).

Fixons j € N avec 0 < j < 2. On définit des éléments P, o; et P, 9541 de A+ &2A

par I’égalité matricielle
Con 2
(Pa,2j7Pa,2j+1) = (§, =)V (wywiw_1)J ((fi 2)) )2.
j
qui correspond au choix de parameétres

62:6126_1:17 60:6_2:f0:f_1:() et f_2:2.

1°. Icies+e;1 =e o+ f o =2¢et eg = fo= f_1 = 0. Alors, la proposition 8.3.1 donne
deg(Paoj+i) <2(ea+e1)+ea+e1=22)+1+1=6 (1=0,1).

Ainsi P, 2;4; est réalisable en degré au plus 6 pour ¢ =0, 1.

2°. Comme wowqw_q = wzw_; est un préfixe de wy,, on trouve

2j+i
§ Xy Ay

3c 3 ’

Pyoji ~

pour un entier c.

3°. Ainsi les P, 2;4; construits avec 0 < 7 < f_o et 0 < ¢ < 1 ont pour termes initiaux
des multiples rationnels non nuls de £27°X“ et sont réalisables en degré au plus d = 6.
Cela implique que

ria) > 2f 5 4+2=2(2)+2=6

On a ’égalité car la valeur de rél)(a) donnée par la table de 'annexe B est 6. Cela

compléte le cas o = —1 —5/7.

844 4°Cas:d=6eta=-2—-2/y

Pour traiter ce cas et le cas suivant, on utilise une méthode qui différe de celle

utilisée ci-dessus.
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On note d’abord que

a=-2=-2/y=["+(" =7 - [2v+77"].

En changeant le signe — par un + dans le premier bloc entre crochets, on trouve

[7_1 42 +7—2] B [27_‘_7—1] = —4/~. (8.4.9)

On va construire deux familles de 8 éléments de degré au plus 6 et d’ordre —4/7, la

premiére sur la base de cette décomposition et la seconde utilisant la décomposition

L+ 477 = [V +7] = =4/ (8.4.10)

Les éléments d’ordre « seront obtenus par soustraction.
Soit j un entier avec 0 < j < 3, et soient h, k et £ les entiers pairs avec 0 < h <
E<tl<2telsque h+k+/{=2j.

La décomposition (8.4.9) suggére de définir Q9; et Q2541 par 1’égalité matricielle
(Q2j> Q2j+1) = (&, _1)W12W71J (%271)%15:72)%?2))

La proposition 8.3.1 montre que ceux-ci sont réalisables en degré au plus 6. Comme
wiw_; est un préfixe de wy, de taille 2y + v, la formule (8.4.9) montre que leur
ordre est —4/~.

De méme (8.4.10) suggere de définir @Q5; et (5, par

(@b @) = (& =W (207%™

La proposition 8.3.1 montre qu’ils sont réalisables en degré au plus 6. Comme wow;
est un préfixe de wy, de taille 4* + 7, la formule (8.4.10) montre que leur ordre est
aussi —4/7.

On définit maintenant P, o; et P, 211 par

(Pa2js Pazjt1) = (QIQja Q/2j+1)MJ — (Q2j, Qaj41)MJ
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= (& ~1)WaJ 201 - (M) X0 Mol x
= (&, —1)WsW,J [(Mlae@)) £ — (M x©Mx-?) 362_1)} MyxPxl?

Proposition 8.4.1. Pour tout i = 0,1, on a

2 it ©) 2 [ (-1 2
Pa,2j+i € ngﬁ + fmg(g et Pa,2j+i ~ @f (%0 > (%0 ) .
Démonstration:  La premiére affirmation est évidente puisque les éléments Q9;;

et Q’Qjﬂ avec © = 0,1 sont tous réalisables en degré au plus 6. Pour la preuve de la
deuxiéme affirmation, on note tout d’abord que pour tout entier h avec 0 < h < 2,

on a

() x2? — WpxtN) 20 = 20 x5V — (2CY) vIY 4 (x0Y) x5

Cette relation découle directement de la proposition 8.2.5 appliquée a i = —1.
Cette égalité jointe au fait que AJA'J = —I pour toute matrice A € SL(2,7)

entraine que
WiWod (M2 ) 27 — (Mpx2) x{"|

= [—2W3WOJM1W_1J3€,§‘” — WsWo M XD Y Y Wg,WOJMlae(—?’)aeg‘?’)]
= 2WsW_oJ] XY — W I M) Y + VW W J M) X

Il s’ensuit que

WaWo | (Mix©) 20— (MpxC2) 20| Mz x(?
—2WsW_o ) X200 o M) vVl )
+ VW W I M XY x0T x

Par ailleurs, comme wsw_o et wsw?, sont des préfixes de wy, on a

ordre ([(f, —1)WsW_,] %;;1)%(;2)%;2)) =y oy 2= 2 247
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ordre ([(5 , =) WsW_,] Y;f*4)3€;if2)3€§72)) =7 TP =P = =6y
ordre ([(5, — D)WW . W, %2_3)%,2_2)%§_2)) =2y 244 3 2y = 4,
Comme (—2 —2y71) > —69~' > —4, il s’ensuit que
(Pa2js Panji1) ~ 2[(& —)WaWiW o)) 217V %7
~ {%8]’ (x) (%é”)_Q] (1,6)

ou la seconde estimation utilise la proposition 8.3.1 et le fait que h +k +¢=25. |

Ainsi les P, 9j4; construits avec 0 < j <3 et 0 <7 <1 ont pour termes initiaux
des multiples rationnels non nuls de £27°X® et sont réalisables en degré au plus d = 6.

Cela implique que

On a I'égalité car la valeur de rél)(a) donnée par la table de I'annexe B est 8. Ce qui

régle le cas a = —2 — 2 /.
8.4.5 5° Cas:a= —6/v (donc d = 6)
On note d’abord que
a=—6/y=["=7"] - [2v+77"].
En changeant le signe — par un + dans le premier bloc entre crochets, on trouve
P+ - 2y + Y =22/ (8.4.11)

On va construire deux familles de 6 éléments de degré au plus 6 et d’ordre —2 — 2/,

la premiére sur la base de cette décomposition et la seconde utilisant la décomposition

'+ - [P +a] = —2-2/ (8.4.12)

Les éléments d’ordre « seront obtenus par soustraction.
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Soit 7 un entier avec 0 < j < 2, et soient h, k et les entiers pairs avec 0 < h <
k < 2 tels que h+ k = 2j.

La décomposition (8.4.11) suggére de définir ()2 et (2541 par 'égalité matricielle

(Q2j, Qaj41) = (&, —L)WW_1J (352_3)361(;2»

La proposition 8.1.3 montre que ceux-ci sont réalisables en degré au plus 6. Comme
wiw_; est un préfixe de wy, de taille 2y + 7!, la formule (8.4.11) montre que leur
ordre est —2 — 2/~.

De méme (8.4.12) suggere de définir Q5; et (0, par

(Qhys Qi) = (€ ~)Wowid (X7 Vx(?)

La proposition 8.3.1 montre qu’ils sont réalisables en degré au plus 6. Comme wow;
est un préfixe de wy, de taille 4% + v, la formule (8.4.12) montre que leur ordre est
aussi —2 — 2/7.

On définit maintenant P, o; et P, 2511 de A< + /A< par

(Poc,Zja Pa,2j+1) = (Q2j7 Q2j+1) - (Ql2j7 Q,Qj—',-l)

— (€& W [ XY (MxY) x| 27,

Proposition 8.4.2. Pouri=0,1, on a

(5 _ 3)h£k+z‘

e X = Py (X

Poz,2j+i ~

0l paj+i(§) € Q[E] est de degré exactement 2j + i.

Démonstration:  On note que pour tout entier h avec 0 < h < 2, on a

X7 (M) —x7V = v+ (7P 0) 27,

Cette relation découle de la proposition 8.2.3 appliquée & i = —2 et £ = 0.
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Cette égalité jointe au fait que JJ = —I entraine que

Wad |70 (M) = 2701 207 = [(We v 4 waggx 2| 2
= W] VVETY - s xCOMg) x VxS
Par ailleurs, comme w3 et w3w_, sont des préfixes de w.,, on a
ordre ( (¢, —1>W3J1 ViVE) = =P 4 R = 6y

ordre ([(f — W, x(=2 1(]} :{( 3)%](;2)> A I NPT ')

et comme —6y~1 > —4, il s’ensuit que

(Pasj, Panjir) ~ (&, —1)WsJ] VY202

1
( corollaire 7.6.6 appliqué a ¢ = 3) ~ E%Vs(l,g)} Y( 4 % 2

~ |- are] xR e

Cette derniére estimation découle la relation (8.2.1) jointe au fait que %gi) ~ & Z{(())

avec £ = 0,1,2. D’autre part, on a
2 1

(~4) 3o(-2) Loy _ eyt
X Vxy ~§3€7 x JXT = X

—4

Par conséquent, on a

1

]. —4 -2
(Pa2j> Pa2js1) ~ {@(f )k x 33%V (L6

Le—aperae(e).

~|ge-are | 2o -

La conclusion suit car (€ —3)"¢* est un polynome en ¢ de Q[¢] de degré h+k = 2;. 1

En vertu de ce qui précéde, on a r61 (=6/v) > 6. Comme 6 est la valeur de

rél (—6/v) donnée par la table de I'annexe B en degré 6, cela compléte le cas a =

—6/7, et donc termine la preuve de la conjecture pour les degrés 1 a 6.



Chapitre 9

Etude de quelques familles de 2 + £

Dans ce chapitre, on commence par établir quelques propriétés reliées a la trace
de v?* pour k € N qu’on utilisera par la suite pour donner la forme explicite de
certains préfixes de w., dont la taille est un multiple rationnel de la trace de 2.
Ensuite, on calcule le degré de quatre familles particuliéres associées a ces préfixes de

Woo-

9.1 Reésultats préliminaires

Nous étudions la trace de v2* pour k € N et nous en donnons quelques propriétés.

On rappelle que le nombre d’or 7 est une solution de I’équation polynomiale
??—r—1=0.
Par conséquent, on a v? =~ + 1; ainsi 72 satisfait a
O=(@—-1)?—(z—-1)—1=2>-3z+1.

Par suite, on a

7t =3y% - 1. (9.1.1)

Soit k un entier avec k > 0. En multipliant P’égalité (9.1.1) par v**, on obtient

I . e S (9.1.2)

158
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Comme la trace de Q() dans Q est Q-linéaire, il s’ensuit que

2k+4) 2k+2) Qk)‘

trace(~y = 3trace(y — trace(y
Par ailleurs, la définition de la trace jointe a 1’égalité (9.1.1) impliquent que
trace(7?) = 2 et trace(v?) = 3.

Pour tout k € N, on définit

qr. = trace(y?").

Alors, on a

Q=2 =3 et q=3q-1— Q-2 (k> 2).

Le lemme suivant caractérise la parité des entiers gy.

Lemme 9.1.1. Pour tout k € N, on a
g3r = O0mod 2 et G3k+e1 = Q3pa2 = 1 mod 2
Démonstration: La suite (gx)x>0 est une suite récurrente linéaire satisfaisant
Gk = Qr—1 + qr—2mod 2 (k>2),
et ses premiers termes sont

Ggo=2=0mod2, ¢ =3=1mod2 et ¢ =7= 1mod2.

Le prochain résultat donne une expression de g, en termes des valeurs de f.

Lemme 9.1.2. Soit n un entier avec n > 0, on a
o =2f2n—1)+ f(2n —4).
Démonstration:  De la relation 2f(i) = f(i + 1) + f(i — 2), on déduit que

2f(2n—1)+ f(2n —4) = f(2n) + f(2n — 2)
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= (f(2n) + f2n—1)/7) + (f(2n = 2) = f(2n = 1)/7)
— ,}/Zn +ny2n'

La derniére égalité découle du fait que v~ = (=1)*(f(i — 2) — f( — 1)/7) pour tout

1 € N*. La conclusion suit. |

Dans toute la suite, on notera ng (respectivement ny) le reste de n (respectivement

2n) modulo 3 déterminé par
n=3[n/3] +ng et 2n=3|2n/3| + ny.
Clairement, on a nq, = 2ng si ng < 2 et n; = 2ng — 3 si ng = 2. De plus, on a
Gn = f(ny — 1) mod 2.
Cela découle du fait que f(ny —1) =0si n=0mod3 et f(n; — 1) = 1 sinon.

Lemme 9.1.3. Pour tout entier n avecn > 1. On a

Qn_f<n1_1)_ —
= fen =1+ Y f(2n - 3K),
k=2
ot my = [2n/3| = (2n —nq)/3.
Démonstration: Il résulte du lemme 9.1.2 que
— -1 2n —4) — -1
0= =0) g,y S0 S =

Donc démontrer le lemme 9.1.3 revient a montrer que

f@en—4)—f(n—1) = 221:]“(271 — 3k).

k=2

En substituant ¢ = 2n — 3k dans I'égalité 2f(i) = f(i +2) — f(i — 1), on trouve que

2f(2n —3k) = f(2n — 3k +2) — f(2n — 3k — 1).
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Il s’ensuit que

mi

2> " f(2n - 3k) zif(Qn—3k+2)—§f(2n—3k—1)
k=2 k=2 k=2

mi1—1

= Zf(zn—%—l)—f:f@n—%—l)
:f(Qn—4)—f(n1—1). )

La conclusion suit. i
w— f(ny — 1
Le prochain résultat donne une décomposition de ¢ f(2n1 >7—|—f(n1 —1)y L
Proposition 9.1.4. Soit n € N\{0}. En posant mg = [n/3] = (n —ng)/3, on a
o — f(m — 1) - =
n 5 ~y + f(nl . 1)7_1 _ 72n—1 + 22727’1—6]6—‘1-1 +2 Z 7—2n+6k+1 + 7—2n+3
k=1 k=1
0 st ng =0,
+977° si ng =1,

42973 st ng = 2.
La preuve de la proposition 9.1.4 utilise le lemme suivant.

Lemme 9.1.5. Soit n € N\{0}. Alors en posant mo = [n/3] = (n—ne)/3, on a

2mo mo—1

FEn=3)+> f2n—1)=3k) =qu2+2 Y qusk1+f(2n0).  (9.1.3)

Démonstration:  Du lemme 9.1.2, on déduit la formule 2¢; = f(2i+2) + f(2: —4)

qui donne

2¢n—3x—1 = f(2n — 6k) + f(2n — 6k — 6) (1<k<my—1)

Donc,

mo—1 mo mo—1

G2 t2 Y ot +F(20) = [0 —4)+ > f2n—6k)+ Y f(2n— 6k —6)

k=1 k=1 k=0
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= f(2n—4)+2§02f(2n—6k)

k=1

Par ailleurs, comme 2f(i) = f(i + 1) + f(i — 2) = pour tout i € Z, on trouve que

23 f2n—6k) =) f(2n—6k+1)+> f(2n—6k—2)
k=1 k=1 k=1
mo—1 mo
= Y f2n—6k—5)+> f(2(n—1)—6k)
k=0 k=1
mo—1 mo
=fen—5)+ Y f2(n—1)—6k—3)+ > f(2(n—1)—6k)
k=1 k=1
2myg
= f(2n —5)+ > _ f(2(n—1) - 3k).
k=2
Ainsi, on obtient
mo—1 2myo
G2+2 Y skt + f(200) = f2n—4) + f2n—5)+ D f(2(n— 1) - 3k)
k=1 k=2
2myg
=f@n=3)+ Y f(2(n—1) - 3k),
k=2
d’on le lemme 9.1.5. |

Démonstration: (Proposition 9.1.4)

Pour tout n € N*; on pose

n - _'1 _
a, = g f(2n1 ) et by =apyy+ flng— 1)y L

Comme dans les lemmes 9.1.3 et 9.1.5, on pose
mo=(n-—mng)/3 et my=(n—ny)/3.

Grace au lemme 9.1.3, on a

an:q"_f(znl_l) :f(2n—1)+§:f(2n—3k).
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1

En multipliant cette égalité par v = 1 4+~ ", un calcul simple montre que

= Y e =3+ Y fRn - 1) - 3k) [ (9.04)
k=2 k=2

e Sing € {0,1}, alors on a n; = 2ng. L’égalité (9.1.4) jointe au lemme 9.1.5 entraine

que
2mg mo—1

Wy =" D T )y ey 2 ) sy
k=2 k=1

Comme @, = v*™ + ~v~2™ avec m > 0, il s’ensuit que
Gmy = AT T (9.1.5)

En substituant m = n — 2 respectivement m = n — 3k — 1 dans (9.1.5), on obtient

I L I ot g1y} = A2 Ok=3 2Bkl
On déduit de ces observations que
2myo

bn _ ,_)/2n—1 + Z,VQn—Sk’ + f(nl + 1),.)/—1 + (,.)/211—5 + 7—271-&-3)
k=2

mo—1

+9 Z (72’”‘76]@‘*3 + 772n+6k+1)
k=1

2mg mo—1

_ 72n71 _'_/y2n75 + Zv2n73k + Z 272n76k73 + f(nl + 1)7*1
k=2 k=1

mo—1

+ Z 2,y—2n+6k:+1 +/y—2n+3
k=1

mo mo—1

_ 7271—1 _'_,7/2n—5 + Zv2n—6k +3 Z 72n—6k—3 + f(nl + 1),)/—1
k=1 k=1

mo—1

492 Z 7—2n+6k+1 +,y—2n+3
k=1

Par ailleurs, comme 37° = 72 4 4"=2 pour tout i € Z, il s’ensuit que

mo—1 mo mo—1

mo
7271—5 + Z,YQn—Glc + 3 Z ,72m—6k—3 — Z,VQn—Gk-l—l + Z 72m—6k—5 . 72710—1'
k=1 k=1 k=1 k=0
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D’autre part, un calcul simple montre que si ng € {0,1}, on a

_ no— 0 si Ng = 0’
ano::f(n1+1)71_7201:{_3 ;
0 sing = 1.
Ainsi, on a
mo—1
bn ,y2n 1 +Z,y2n 6k+1 + Z ,an 6k— 5+6Ln0 +QZ’Y 2n+6k+1 + 2n+3
k=1 = k=1
mo—1 mo—1
72n 1 +Z 2n—6k-+1 + Z 2m—6k— 5+an0 +9 Z —2n+6k+1_'_,y—2n+3
k=1 k=0 k=1
mo—1
72n 1 _i_Z,YQn 6k+1 +Zv2n 6k+1 + ap, +9 Z ,y—2n+6k+1 +7—2n+3
k=1 k=1 k=1
mo—1
7271 1 +2272n 6k+1+an0 +9 Z ~ 2n+6k+1+,7 2n+3
k=1 k=1

D’ou les cas ng = 0 et ng = 1.

e e cas ny = 2 s’obtient par le méme procédé en remarquant que

FEn=3)+> f2n—1)—3k) =guo+2) Gusi1— L
k=2 k=1

9.2 Forme explicite de certains préfixes de w,,

Ici, nous donnons une écriture particuliére des préfixes de w, de taille ¢, ¢,7 ",

@y et ((gn — f(ny —1))/2)y + f(ny — 1)y~ avec n € N.

Lemme 9.2.1. Soit n € N. Le préfixe de w, de taille q, est donné par

921)
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celui de taille g,y par

’wgn_lw_gn_l, ‘ (922)
et celui de taille g,y par

’w2n+1w_2n+1. ‘ (923)
Démonstration:  Clairement, on a

WonW_2y, € P(wanwp), Wap_1W_g,—1 € P(Wa,_1wo) €t Wapp1W_op+1 € P(wap1wyp).
Par ailleurs, on a aussi

taille(wy,w_o,) = 72" + 772" = q,,
taille(w2n71w72n71> —_ ,}/anl i ,}/anl — (,}/271 T ,}/7271)771 — qn’flet

taille(wa1w_2n11) = 7"+ = (77" + 97"y = g

Les deux prochains résultats donnent une écriture du préfixe de wy, de taille
de ((gn — f(n1 —1))/2)y + f(n1 — 1)y~ d’abord pour n = 0mod 3 et ensuite pour
n # 0mod 3.

Lemme 9.2.2. Soit n un entier avec n > 0. Supposons que n = 0mod 3, alors le

préfixe de woy, de taille (q,/2)y est donné par

Wan 1 (Wap—5) -+ (w1)*(w_5)" - - (W o 47)*W_ 213 (9.2.4)

ot les indices 2n—>5,...,1, =5 ..., =2n+7 des carrés forment une progression arith-

métique de raison 6.

Démonstration:  On pose

P = wan_1(Wan_5)* - (w1)*(w_5)* - (W_2p17)*W_ 2543
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Comme la taille est un morphisme de monoides de E dans Z[7]>o, il s’ensuit que

3 5-1
tallle(Pn) _ ,VQn—l +2 Z 72n—6k+1 +2 Z 7—2n+6k+1 + 7—2n+3
k=1 k=1

= %"’y (proposition 9.1.4 avec ng = 0).

Pour conclure, il reste & montrer que P, € P(wsy,) pour tout n € N* avec n = 0 mod 3.

On procéde par récurrence sur n > 0. Pour n = 3, on a
2
P3 = w5(w1) W_3 = WsWaW_1W_3 € P(wg)

Le cas n = 3 suit.
On suppose maintenant que pour un certain entier n > 3 avec n = O mod 3, on
ait
P, € P(ws,).

Nous allons montrer que P, 3 est un préfize de wsy, ¢ ot le mot P, 3 est donné par
Ppi = wanis(woni1)*(won—5)% - (w1)*(w-5)% - - (w-2047)(w-2041)*w-2p3.
La relation (w;)? = w;y1w;_» avec i € Z donne
Poys= w2n+5w2n+3w2n71<w2n75)2 T (w1)2(w75>2 te (w72n+7)2(w72n+1)2w72n73-
Comme wayy, 16 = Wap 1 5Wapnt3WonWapn_1Way, il Teste a montrer que
Wan—1(Wan—5)" -+ (w1)*(w_5)* -+ (W_2047)* (W-2p41) W20 3 € P(wsy).
Pour cela, on note simplement que
(w72n+1>2w72n73 = W_optoW_9p1W_2p—3 € P(W_2p43).
Il s’ensuit que

Wap—1(Wan—5)" -+ (w1)*(W_5)* - - (W_2017)* (W_2n11)*W 9035 € P(Py) C P(wsy).

Donc P, 3 est un préfixe de wa, 6. |
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Lemme 9.2.3. Soit n un entier avec n > 2. Supposons que n Z 0mod 3, le préfixe

1

de wy, de longueur ((g, —1)/2)y + v~ est donné par

UJQn_1<w2n_5)2 ce (w3)2w_3(w_7)2 ce (w_2n+7)2w_2n+3 stn = 1mod3 (925)

et

UJQn_1<w2n_5)2 cee (w5)2w_1(w_3)2 s (w_2n+7)2w_2n+3 stn=2mod3 (926)

ot les indices des carrés forment une progression arithmétique de raison 6.
Démonstration:  Soit n € N\{0, 1} avec n Z 0mod 3. La proposition 9.1.4 nous
donne

qn_l
2

v4+7!
n—-l n—4

3 3 .
A2l 4 9 ST A2n=Cktl | =8 | 9§ = 2nebktl o —2nts si m = 1mod 3,
k=1 k=1

n—2 n—2
3 3
,y2n—1 1+ 9 Z ,}/2n—6k+1 + "}/_1 1+ 92 Z 7—2n+6k+1 4 7—271-&-3 si n=2mod3.
L k=1 k=1

On s’appuie sur cette décomposition pour considérer les mots (9.2.5) et (9.2.6). Le
reste suit facilement grace au principe de récurrence joint & la relation de récurrence

wi11 = w;w;_ pour i € Z et au fait que (w;)?* = w;1w;_» pour i € Z. |

9.3 Calculs de degré

Fixons un préfixe w de w,, dans F, et des entiers 71, ..., i, € Z. Le comportement

asymptotique des paires d’éléments P, Q) de 2 + £ données par
(P,Q) = (£, 1) (m)Jx ... 2 (9.3.1)

avec ji,...,7s € {0,1,2} se calcule comme suit. Si o = m + ny~! désigne la taille de

wetsionpose j=j;+---+7jset =714 -+t =k+ Ly alors le lemme 6.3.2
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et le théoréme 7.6.5 livrent respectivement

x(ll) . %gis) ~ 3k+f—1§j%ﬁ

J1

(& =D (w)J ~ 37" "X7(L,§).
On en déduit que
(P,Q) ~ 3MHmonlaixgf=a(1,¢).

En particulier () ~ £P sont d’ordre —«a. Comme j peut prendre toute valeur entiére
entre 0 et 2s (pour un choix approprié de ji,...,js € {0,1,2}, cela fournit au moins

25+ 2 éléements Py, ..., Pasyq de A+ &2 (de la forme aP ou a@ avec a € Q%) tels que
P~ X (0<i<25+1).

Si d est un entier tel que, pour tout choix de ji,...,7s € {0,1,2}, les éléments P, Q

donnés par (9.3.1) soient réalisables en degré au plus d, alors on obtient
r((il)(ﬁ —a) > 2s+2.

On va appliquer cette stratégie aux quatre familles de préfixes de wy, de la section

9.2.

Proposition 9.3.1. Soit n un entier avec n > 2 et soit w le préfize de wo, de taille

Gny- Les composantes des produits

(& -1 (@) x5 2 (9.3.2)

J1 Js

avec s = qp et ji,...,7s € {0,1,2} sont d’ordre —2q,v~! et sont réalisables en degré

au plus 4f(2n).

En utilisant les bases de Grobner, un calcul a l'ordinateur montre que la borne
4f(2n) pour le degré est optimale pour 2 < n < 10.

Démonstration:  Les composantes de (9.3.2) sont d’ordre

Y2 = @y = —2¢77"
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Il résulte du lemme 9.2.1 que le préfixe w de w,, de taille g,y est égal a

W = Wop41W_2p41-

Donc

V(W) = Wan1W-ant1

Grace au lemme 8.1.5, on a que les coefficients de la matrice W, . 1sont des polynomes
bi-homogénes en ¥ et en X de bidegreé

(e1,€0) = (f(2n), f(2n —1)).
De méme, le lemme 8.1.6 implique que les coefficients de la matrice W_o,, 1 sont des
polynémes bi-homogénes en X(=1 et en X(=2) de bidegré

(6—17 6L2) = (f(QTL - 4)7 f(zn - 3))
Il s’ensuit que les coefficients des produits (9.3.2) sont des polynémes multihomogénes
en (XM, xO 2D x2) de multi-degrés (ey, eg, e_1, e_3) avec
eo=€o4+q¢,=f2n—=3)+ f(2n)+ f(2n —2) = f(2n) + f(2n — 1)

Comme n > 2, on a e_y > e1. On déduit du théoréme 8.1.7 que les coefficients des

produits (9.3.2) sont tous réalisables en degré au plus
2e_g4+ey+e_1=2f2n)+2f2n—1)4+ f(2n—1)+ f(2n —4)
=2f(2n)+2f(2n—1)+2f(2n —2)
=4f(2n).

Proposition 9.3.2. Soit n € N et soit w le préfive de ws de taille q,. Les compo-

santes de la matrice
(& —-1)0(w)J (9.3.3)

sont d’ordre —q,. FElles sont réalisables en degré au plus d avec d = 2 sin = 0 et

d=3f(2n—1) sin > 0.
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L’ordinateur permet de vérifier que cette la borne est optimale si 0 < n < 10.

En appliquant successivement la proposition avec n = 0, 1,2, on obtient

riV(=2)>2, HP(=3)>2 et rP(=7)>2,

tandis que les tables de I'annexe B donnent r$"(—2) = 2, r{"(=3) = 2 et r{V(=7) = 4.

Démonstration:  Les composantes de (9.3.3) sont d’ordre —g, grace au théoréme

7.6.5. Sin =0, 0on aw=w? (car gy = 2), donc

a toutes ses composantes de degré au plus 2.

Supposons maintenant que n > 0. Le lemme 9.2.1 livre que
w = WonW—2n,

par suite, on a

Y (w) - WQnW—Q’m

En joignant les lemmes 8.1.5 et 8.1.6, on obtient que les coefficients de la matrice
(9.3.3) sont des polynomes multihomogénes en (X1, X XD x(=2)) de multi-degrés

(e1,e9,6_1,6_3) avec
e =f(2n—1), e = f(2n—2), e.1 = f(2n —3) et e_o = f(2n —2).

Comme n > 0, on a e; > e_5. Grace au théoréme 8.1.7, les coefficients du produit

matriciel Wh, W_o,, sont tous réalisables en degré au plus

2e1+egt+e1==2f2n—1)+ f(2n—2)+ f(2n — 3) =3f(2n — 1).

Les deux prochains résultats fournissent des éléments de A + £2( d’ordre —gq,y L.
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Proposition 9.3.3. Soit n € N avec n = 0 mod 3 et soit w le préfive de wy, de

taille (q,/2)7y. Les composantes des produits

(&, -1 (@) Jxs P % (9.3.4)

Js

avec 8 = qn/2 et Ji,...,js € {0,1,2} sont d’ordre —q,y~" et sont réalisables en degré
au plus d avec d =2 sin=0 et d=2f(2n) — 2 sinon.

La borne 2f(2n) — 2 est optimale pour n € {3,6,9}.
Pour n = 0, la proposition implique rél)(—%*l) > 4 et la table de 'annexe B en

degré d = 2 donne 'égalité.

Démonstration:  Les composantes de (9.3.4) sont d’ordre
G2 B _
9 g 9 gl any -

Sin=0,onaw=w; (car gy = 2), donc

(& D)Y@)T = (=€ YW I
(=€ )X M I

a toutes ses composantes de degré au plus 2 grace au théoréeme 8.1.1.

Supposons maintenant que n > 0. Le lemme 9.2.2 donne

w = w2n71(w2n75)2 e (wl)z(’wﬁ%)Q e (w72n+7>2w72n+37 (9.3.5)

donc,
V(W) = Wano1(Wan—s5)* - W1)?(W=5)" - - W-2n47) " W_snys.

Grace au lemme 8.1.5, les coefficients du produit
Wap—1(Wan_s5)? -+ - (W1)?

sont des polynomes bi-homogénes en XM et X© de degré e; en XM et de degré e

en X avec

n

21 :f(2n—2)+2if(2n—6k) = f(2n —2) +

k=1

f2n—=3)+1

5 , (9.3.6)
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f(2n —4)

;7 — 1 (937

eozf(2n—3)+2if(2n—6k—1):f(2n—3)+

k=1

De méme le lemme 8.1.6 implique que les coefficients de la matrice
W_5)% - W_2p47)*Wosnis

sont des polynomes bi-homogénes en X1 et X(=2) de bidegré (e_, €’ ,)

1y

ey =2 ; F(2n — 6k —4) + f(2n — 6) = ﬂZ”T_LL), (9.3.8)
e, :232f(2n—6k—3)+f(2n—5) = f(Q”_Q?’) -1 (9.3.9)
k=1

Par suite les composantes des produits (9.3.4) sont des polynomes multihomogénes

en (XM, xO xD x(=2) de multi-degrés (eq, eg, e_1, e_s) avec

e_g= %4—6'_2 =f(2n—-1)+

f(2n—4)+f(2n—3)—1

fen—2)—1
2 2 ‘

= f(2n—1)+ 5

Comme n > 3 et n = 0mod 3, on a e_, > e;. Donc ces composantes sont réalisables

en degré au plus

2e 9t+eyte1=¢q,+2f2n—3)+ f(2n—4) — 2
=q¢,+ f(2n—1)—2 car f(2n—1)=2f(2n —3) + f(2n —4)
—2f(2n) — 2.

Proposition 9.3.4. Soit n € N avec n £ 0mod 3 et soit w le préfire de w., de taille
((qn — 1)/2)y +~7 L. Les composantes des produits

(& -1 (@) x5 2 (9.3.10)

J1 Js

avec s = (g, — 1)/2 et j1,...,Js € {0,1,2} sont d’ordre —q,v~" et sont réalisables en
degré au plus 2f(2n) — 1.
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La borne 2f(2n) — 1 est optimale pour n € {1,2,4,5,6,7,8,10}.

Pour n = 1, 2, la proposition entraine
r:(,,l)(—?w_l) >4 et rél)(—77_1) > 8,

tandis que les tables de 'annexe B donnent rél)(—?ry_l) =4 et rél)(—77_1) = 10.
Démonstration:  Les composantes de (9.3.10) sont d’ordre

Gn — 1 —92 qn — 1

5 ! 2

T= =g

Il découle du lemme 9.2.3 que le préfixe w de wy de taille ((¢, — 1)/2)y + 1 est

donné par

w2n71(w2n75)2 T (w3)2w,3(w,7)2 s (w72n+7>2w72n+3 sin = 1mod 3,

w g
wgn_l(wgn_5)2 s (w5)2w_1(w_3)2 tee (w_2n+7)2w_2n+3 si n = 2mod 3.
Ainsi, on a
WQn—l(WQn—5>2 T (W3)2W—3(W—7)2 T (W—2n+7)2W—2n+3 sin = 1mod3,
V(w) =

Wgnfl(w%fg))? tee <W5)2W71(W73)2 te (W72n+7)2W72n+3 sin = 2mod3.

Un procédé similaire a celui de la preuve de la proposition 9.3.3 permet d’obtenir que
les composantes de (9.3.10) sont des polyndémes multihomogénes en (f{(l), xO xED, %(_2))

de multi-degrés (e, €9, €_1,€_9) ou les entiers ey, ey, e_1 et e_y sont donnés par

er = f(2n —2) —0—220f(2n—6k),

k=1
eozf(2n—3)+2§f(2n—6k—1):f(Zn—3)+w
k=1
e1:1—|—f(2n—6)+220f(2n—6k:—4):1+w

k=1

QTL_l
2

+f(1—no)+f(2n—5)+2io:f(2n—6k—3).

k=1

€_o9 =
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ou nyg est le reste de n modulo 3 et my = (n — ng)/3. De plus, on a
max{e;,e_o} =e_s.
Par suite, les composantes des produits (9.3.10) sont tous réalisables en degré au plus
2e_o+ey+e_q.

Par ailleurs, comme

2f(1—ng)—1—|—f(2n—5)+220f(2n—6k—3):2zof(2n—6k),

k=1 k=1
il s’ensuit que
mi
2¢_9=¢q,+ f(2n —5) + 2Zf(2n — 3k)
k=2
=¢+ f2n—=5)+ f(2n—4) -1 (grace au lemme 9.1.3)

=f2n)+ f2n—-2)+ f(2n—3) —1
=f2n+1)—-1

Ainsi, on a
2e g+tegt+e1=f2n+1)—14+f2n—-3)+ f(2n—4) =2f(2n) — L.

En conclusion, les composantes des produits (9.3.10) sont toutes réalisables en degré

au plus 2f(2n) — 1. i



Annexe A

(0)

Tables des valeurs de r;”(a) pour
d< 11

Degré d =1:
(n)
3 7’50)(04) nombres de «
1 1
0 1 3 (m) 5
0
Degré d =2 :
(n)
o Q)
5 (a) | nombres de «
0 3 5 1 ]
00 1 35 (m) 3 3
0 0 3 > 5
0

175
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Degré d =3 :
(n)
7
3 5 7 Téo)(oz) nombres de «
00 3 5 7 1 1
000 1 557 (m) ’ ’
00 0 35 7 I
0 0 O
0
Degré d =4 :
(n)
0 9 0
5 7 9
03 5 79 71(10)(04) nombres de «
000 3 779 ; il))
0000 1 5779 (m) 5 5
000 0 357 ; g
00 0 05
0 0 O
0
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Degré d =5:
(n)

11

79

05 7
003 5
0000 5
000O0O0 1
0000 O
000 O
00 0

0 0

0

Degré d =6 :

—_
—_

o O O W ot g9 ©o ©o

W ot 9 N © ©

N N © ©

11 (m)

réo) () | nombres de «
1 1
3 3
5 5
7 7
9 9
11 6




A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11 178

13
9 11 13
5 7 9 11 13
005 7 11 11 13 r(a) | nombres de o
0003 7 9 11 11 13 :1)’ :1),
00000 5 7 9 11 11 13 7 7
000000 1 5 9 9 11 11 13 (m) 7 7
00000 0 3 7 9 9 11 191 191
0000 0 0 5 7 9 3 -
000 0 0 3 7
00 0 0 0
0 0 0
0



A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11

179

Degré d =7:
11

79

05 7
000 5
0000 3
00 0O0O0 O
00 0O0O0O0 O
00 0O0O0 O
0000 O
000 O
00 O

0 0

0

S O O O o o O = ot 9 ©o ©o

SO O O O O W N 39 ©o

15
13
13
11

a9 O ©

15
13
13
11
11

15
13 15

13 13 15 (m)
11 13

11

r&o)(a) nombres de «
1 1
3 3
) 5
7 7
9 9
11 11
13 13
15 8




A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11 180
Degré d =8 :
(n)
17
13 15 17
9 11 13 15 17
37 9 11 15 15 17
005 7 11 13 15 15 17
0000 7 9 11 13 15 15 17
00000 3 7 9 13 13 15 15 17
000000 0 5 9 11 13 13 15 15 17
0000000 O0 1 7 9 11 13 13 15 15 17 (m)
0000000 0O 5 7 11 11 13 13 15
000000 0O O 5 9 11 11 13
00000 0 0 3 7 9 11
0000 0 0 0 5 9
000 0 0 0 0
00 0 0 0
0 0 0
0
r(a) 1 3 7 9 11 13 15 17
nombres de « 1 3 7 9 11 130 15 9




A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11 181
Degré d =9 :
(n)
19
15 17 19
11 13 15 17 19
7 9 11 13 17 17 19
03 7 9 13 15 17 17 19
000 5 9 11 13 15 17 17 19
0000 O0 7 9 11 15 15 17 17 19
00000 0 3 7 11 13 15 15 17 17 19
00000O0O0 0O 5 9 11 13 15 15 17 17 19
0000000 O0 0O 1 7 9 1313 15 15 17 17 19 (m)
0000000 0O 0 5 9 11 13 13 15 15 17
000000 O 0 0 5 9 11 13 13 15
00000 0O 0 0 3 7 11 11 13
0000 0O 0 0 0 5 9 11
000 0 0 0 0 0 7
00 0 0 0 0 0
00 0 0 0
0 0 0
0
r(a) 1 5 0719 | 11| 13|15 | 17 |19
nombres de ov | 1 5 7 9 11 13 15 17 | 10




A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11 182
Degré d = 10 :
(n)
21
17 19 21
13 15 17 19 21
9 11 13 15 19 19 21
O 7 9 11 15 17 19 19 21
00 3 7 11 13 15 17 19 19 21
0000 5 9 11 13 17 17 19 19 21
00000 0 7 9 13 15 17 17 19 19 21
O oo0O0OO0OTO0O 3 9 11 13 15 17 17 19 19 21
00000 00 0 5 9 11 15 15 17 17 19 19 21
0000O0OO0OO0OO0OUO O 1 7 11 13 15 15 17 17 19 19 21 (m)
00O0O0OOOOTUO O O 5 9 11 13 15 15 17 17 19
0000000 0 0O O 7 9 13 13 15 15 17
oo o000 0O O O O 3 7 11 13 13 15
000O0 O0O O O O 0 5 9 11 13
0000 0 0 0 0 0 7 11
00 0 0 o0 0O 0 0 5
0O 0 0 O 0O 0 O
0 0 0 0 0
0 0 0
0
9 () 3|5 o | 11 | 13 | 15 | 17 [19 |21
nombres de « 3 5 9 11 13 15 17 19 | 11




A. TABLES DES VALEURS DE r{”(a) POUR d < 11 183
Degré d =11 :
(n)
23
19 21 23
15 17 19 21 23
11 13 15 17 21 21 23
5 9 11 13 17 19 21 21 23
0O 0o 7 9 13 15 17 19 21 21 23
000 3 9 11 13 15 19 19 21 21 23
0000 0O 5 9 11 15 17 19 19 21 21 23
O o000 O0O O 7 11 13 15 17 19 19 21 21 23
o o0o0o0O0O0OO0OD O0 3 9 11 13 17 17 19 19 21 21 23
o0o000O0OO0OO0OO0O O O 7 9 13 15 17 17 19 19 21 21 23
0ooo0oo0o000O0OTO0GBG 0 O 1 7 11 13 15 17 17 19 19 21 21 23
0o000O0OO0OO0OO0O O O O 5 9 11 15 15 17 17 19 19 21
o o0oo0oo0o00 0 O O O 0 7 11 13 15 15 17 17 19
oo0oo0oo0o0 0 O O O o0 3 7 11 13 15 15 17
00000 o0 o0 o o0 0 5 9 13 13 15
oo0oo0o o0 O O o o o o 7 11 13
000 0 0 0 0 0 0 5 9
o 0o 0o 0 0 0O 0 0 o0
O 0 0 O 0 0 O
00 0 0 0
0O 0 O
0
() 1 5 07| 9] 11| 13| 15| 17 [19 |21 |23
nombres de v | 1 5 7 9 11 13 15 17 19 | 21 | 12

(m)



Annexe B

Tables des valeurs de r ]

d< 11
Degré d =1:
(n)
4
2 2 4 (m)
2
Degré d =2 :
(n)
6
4 4 6
2 2 4 46 (m)
2 2 4
4

184

(1)(04) nombres de «

2 3

4 2

rél) () | nombres de «
2 4
4 6
6 3




B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 185

Degré d =3 :
(n)
8
6 6 8 Tél)(oz) nombres de «
4 4 6 6 8 2 4
224 4 668 (m) . :
22 6 46 g 1
4 4 6
4
Degré d =4 :
()
10
8§ 8 10
6 6 8 8 10 Til)(a) nombres de «
4 46 6 8 8 10 Z ;L
2244 8 6 8 8 10 (m) 6 12
226 6 8 6 8 18O 152
44 6 6 8
4 4 6
6



B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 186

Degré d =5:
(n)
12
10 10 12
8 8 10 10 12 ri”(a) | nombres de o
6 6 8 8 10 10 12 2 4
446 6 10 8 10 10 12 1 :
2 244 8 8 10 8 10 10 12 (m) g 12
226 6 8§ 8 10 8 10 10 15
446 6 8 8 10 12 ’
4 4 8 6 8
6 6 8
6



B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11

187

Degré d =6 :
10

8 8

6 6 8

4 4 6 6
2 2 4 4 8
2 26 6
4 4 8

4 4

6

12
10
10

S O o O 0o 0o

14
12
12
10
12
10
10

S O o

14
12
12
10
12
10
10

10

14
12
12
10
12
10
10

10

14
12
12
10
12
10
10

14
12
12
10
12

14
12 14 (m)
12

rél)(oz) nombres de «
2 4
4 8
6 12
8 16
10 20
12 18
14 7




B. TABLES DES VALEURS DE 1{"(a) POUR d < 11 188
Degré d =7:
(n)
16
14 14 16
12 12 14 14 16
10 10 12 12 14 14 16
6] 8 8 10 10 14 12 14 14 16
6 6 8 8 12 12 14 12 14 14 16
4 48 6 10 10 12 12 14 12 14 14 16
0] 2 44 8 8 10 10 12 12 14 12 14 14 16 (m)
2 26 6 10 8 12 10 12 12 14 12 14
44 6 8 10 10 12 10 12 12 14
4 4 8 8 10 10 12 10 12
6 6 8 8 10 10 12
6 6 8 8 10
8 6 10
0]
r(a) 2 4 6 8 10 12 14 16
nombres de « 4 8 12 16 20 24 21 8




B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 189

Degré d =8 :

18
16 16 18
14 14 16 16 18
12 12 14 14 16 16 18
10 10 12 12 16 14 16 16 18
§ 10 10 14 14 16 14 16 16 18
10 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18
10 10 12 12 14 14 16 14 16 16 18
12 10 14 12 14 14 16 14 16 16 18 (m)
10 12 12 14 12 14 14 16 14 16

[o] [o]

gw%%m@ﬂ

=~ ke O e O Oy 0o

10 10 12 12 14 12 14

10 8 12 10 12
10 12

co O oo o

nombres de o 4 8 12 16 20 24 28 24




B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 190

Degré d =9 :
(n)
20
18 18 20
16 16 18 18 20
14 14 16 16 18 18 20
12 12 14 14 18 16 18 18 20
10 10 12 12 16 16 18 16 18 18 20
§ 8 12 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20
6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20
4 4 6 6 10 10 14 12 16 14 16 16 18 16 18 18 20
0] [o] 4 4 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18 16 18 18 20 (m)
2 2 6 6 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18 16 18
4 4 6 6 10 10 12 12 14 14 16 14 16 16 18
4 4 8 8 10 10 12 12 14 14 16 14 16
6 6 8 8 12 10 14 12 14 14 16
6 6 10 10 12 12 14 12 14
2] [2] 8 8 10 10 12 12 14
8§ 8 10 10 12
10 [o] 8
[0]
ri(a) 2 |46 |8 |10 12| 14 | 16 | 18 |20

nombres de o | 4 8 | 12 | 16 | 20 24 28 32 27 | 10




B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 191
Degré d = 10 :
(n)
22
20 20 22
18 18 20 20 22
16 16 18 18 20 20 22
14 14 16 16 20 18 20 20 22
12 12 14 14 18 18 20 18 20 20 22
10 10 14 12 16 16 18 18 20 18 20 20 22
8 8 12 12 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22
6 6 8 10 12 12 16 14 18 16 18 18 20 18 20 20 22
4 4 6 6 10 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20 20 22
0] [o] 4 4 8 8 10 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20 20 22
0] 2 6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20
2 4 6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20
4 4 8 8 10 10 14 12 16 14 16 16 18 16 18
6 6 8 8 12 12 14 14 16 14 16 16 18
6 6 10 10 12 12 14 14 16 14 16
2] 8 8 10 10 12 12 14 14 16
8§ 8 12 10 12 12 14
10 10 12 8 14
10 [0] [0]
[0]
() 2 6 | 8| 10| 12| 14 | 16 | 18 |20 |22
nombres de oo | 4 12 | 16 | 20 24 28 32 36 | 30 | 11

(m)



B. TABLES DES VALEURS DE r’(a) POUR d < 11 192
Degré d =11 :
(n)
2
22 22
20 20 22 22 24
18 18 20 20 22 22 24
16 16 18 18 22 20 22 22 24
14 14 16 16 20 20 22 20 22 22 24
12 12 16 14 18 18 20 20 22 20 22 22 24
10 10 14 14 16 16 18 18 20 20 22 20 22 22 24
8 8 10 12 14 14 18 16 20 18 20 20 22 20 22 22 24
6 6 8 8 12 12 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22 24
4 4 6 6 10 10 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22 24
[0] [o] 4 4 & 8 10 10 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22 22
[o] [o] 6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 18 20 18 20 20 22 20 22
2 2 6 6 10 10 12 12 16 14 18 16 18 18 20 18 20 20 22
4 4 8 8 10 10 14 14 16 16 18 16 18 18 20 18 20
6 6 8 8 12 12 14 14 16 16 18 16 18 18 20
6 6 10 10 12 12 14 14 16 16 18 16 18
8 8 12 10 14 12 14 14 16 16 18
8 8 12 12 14 12 16 14 16
10 10 12 12 14 14 16
10 10 12 [o0] 12
10 [o] [o]
[o]
(@) 2 | 4 |6 | 8] 10 | 12| 14| 16 | 18 |20 |22 |24
nombres de o | 4 8 12 | 16 20 24 28 32 36 40 | 33 | 12

24

(m)



Bibliographie

[1] B. Adamczewski and Y. Bugeaud, Mesures de transcendance et aspects quanti-
tatifs de la méthode de Thue-Siegel-Roth-Schmidt, Proc. London Math. Soc. |
101 (2010), 1-31.

[2] W. Banaszczyk, New bounds in some transference theorems in the geometry of
numbers, Mathematische Annalen, 296 (1913), 625-635.

[3] Y. Bugeaud, Approxzimation by algebraic numbers, Cambridge Tracts in Mathe-
matics Vol. 160. Cambridge University Press (2007).

[4] J. W. S. Cassels, An Introduction to the Geometry of Numbers. Classics in Ma-
thematics. Springer-Verlag, Berlin, 1997.

[5] H. Davenport and W. M. Schmidt, Approximation to real numbers by quadratic
irrationals, Acta Arith., 13 (1967), 393-416.

[6] H. Davenport and W. M. Schmidt, Approximation to real numbers by algebraic
integers, Acta Arith., 15 (1968/1969), 393-416.

[7] J. Esmonde, R. Murty, Problems in algebraic number theory. Graduate Texts in
Mathematics. 190. Springer-Verlag, New York, 1999.

[8] R. Fricke, Uber die Theorie der automorphen Modulgruppen, Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen (1896), 91-101.

[9] A. Keita, On a conjecture of Schmidt for the parametric geomet ry of numbers,
Mosc. J. Comb. Number Theory, 6 (2016), 282-292.

[10] A. Keita, Continued fractions and parametric geometry of numbers, J. Théor.
Nombres Bordeauz, 29 (2017), 129-135.

[11] J. F. Koksma, Uber die Mahlersche Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen
und die Approximation komplexer Zahlen durch algebraische Zahlen, Monatsh.
Math. Phys , 48 (1939), 176-189.

[12] P. M. Gruber, C. G. Lekkerkerker, Geometry of numbers, 2nd ed., North-
Holland Mathematical Library Vol. 37. North-Holland Publishing Co., Amster-
dam, (1987).

[13] M. Laurent, Simultaneous rational approximation to the successive power of a
real numbers, Indag. Math. , 11 (2003), 45-53.

193



BIBLIOGRAPHIE 194

[14] K. Mahler, Zur Approximation der Exponentialfunktionen und des Logarithmus.
I, II, MJ. reine angew. Math. , 166 (1932), 118-150.

[15] A. Markoff, Sur les formes quadratiques binaires indéfinies, Math. Ann. , 15
(1879), 381-409.

[16] N. G. Moshchevitin, Proof of W. M. Schmidt’s conjecture concerning successive
minima of a lattice , J. London Math. Soc. (2) 86 (2012), 129-151.

[17] M. O’Searcoid, Elements of Abstract Analysis. Springer-Verlag, London, 2002.

[18] L. Ribes and P. Zalesskii Profinite Groups. Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematics 40. Sprin-
ger-Verlag, Berlin, 2000.

[19] D. Roy, Approximation simultanée d’'un nombre et de son carré, C.R. Acad. Sci.
Paris, ser. I, 336 (2003), 1-6.

[20] D. Roy, Approximation to real numbers by cubic algebraic integers 11, Ann. of
Math., 158 (2003), 1081-1087.

[21] D. Roy, Approximation to real numbers by cubic algebraic integers I, Proc. Lon-
don Math. Soc., 88 (2004), 42-62.

[22] D. Roy, Diophantine approximation in small degree, in Number Theory , CRM
Proc. Lecture Note, 36, pp. 269-285. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2004.

[23] D. Roy and E. Villani, On the ring of approximation triples attached to a class
of extremal real numbers, Indag. Math. (N. S.), 19 (2008), 299-324.

[24] D. Roy, On the continued fraction expansion of a class of numbers, Diophantine
approzimation , Dev. Math. 16 SpringerWienNew York, Vienna (2008), 347-361.

[25] D. Roy, Markoff-Lagrange spectrum and extremal numbers, Acta Math., 206
(2011), 325-362.

[26] D. Roy and D. Zelo, Measures of algebraic approximation to Markoff extremal
numbers, J. London Math. Soc. 83 (2011), 407-430.

[27] D. Roy, On Schmidt and Summerer parametric geometry of numbers, Ann. of
Math., 182 (2015), 739-786.

[28] D. Roy, Spectrum of the exponents of best rational approximation, Math. 7. 283
(2016), 143-155.

[29] W. M. Schmidt, Open problems in Diophatine approzimation, Approximations
Diophantiennes et nombres transcendants, Luminy, 1982, Progress in Mathema-
tics (Birkhéuser, Basel, 1983) 271-289.

[30] W. M. Schmidt, Diophantine approzimation. Lecture Notes in Math. 785. Sprin-
ger-Verlag, New York, 1980.

[31] W. M. Schmidt and L. Summerer, Parametric geometry of numbers and appli-
cations, Acta Arith. 140 (2009), 67-91.



BIBLIOGRAPHIE 195

[32] W. M. Schmidt and L. Summerer, Diophantine approximation and parametric
geometry of numbers, Monatsh. Math. 169 (2013), 51-104.

[33] V. G. Sprindzuk, Mahler’s problem in metric number theory. Izdat. Nauka i
Tehnika, Minsk, 1967 (in Russian). English translation by B. Volkmann, Trans-
lations of Mathematical Monographs, Vol. 25, American Mathematical Society,
Providence, R.I., 1969.

[34] E. Wirsing, Approximation mit algebraischen Zahlen beschrankten Grades, J.
reine angew. Math. 206 (1961), 67-77.



