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PREFACE

Soit @ [Xn], 1'algébre associative libre sur n générateurs, & un gorps
"commutatif de caractéristique 0, et Vn le sous-espace des éléments multi-
1inéaires de degré n. Par 1'emploi d'une cor}espondénce biunivoque de V,
_avec 1'algébre de groupe ® [Sn], S, le groupe symétrique, on détermine dans
ce travail le caractére de la représentation de Vn sur la portion de ses

éléments, notée JV_, qui sont de Jordan, pour 1 <n <6.

Par le biais de cette correspondance, on donne aussi un générateur de

1'idéal a gauche correspondant E'JVn, pour 1 < n < 5.
. | }

Sommairement, au chapitre 1, on effectue une mise en situation en
présentant des définitions et résultats préliminaires. Le chapitre 2
concerne les caractéres en génédral, celui de 'H (Q[Sn],*) en particulier; gn
y calcule aussi la valeur d'un caractére irréductible quelconque sur une

classe de conjugaison de Sn qui nous intéresse plus spécialement.

Enfin, au chapitre 3 sont exposés les résultats Qertant sur la

structure de JVn.

Mentionnons aussi que la plupart des résultats ont été vérifiés i
1'aide de 1‘ord1nateur par des. programmes (utilisant le langage Fortran 77)
qui, entre autres, engendrent les permutations de Sn’ Tes 1demp0ten£s
centraux, divers polynomes, et multiplient ces différents objets.

Notamment, le générateur de JV5 a été calculé de cette matiére.



. Chapitre 1: Préliminaires

. .
11 convient tout d'abord de décrire ici le contexte de ce travail en

présentant les principales définitions et notations, ainsi que certaips

faits essentiels 3 l1a bonne coqpréhension de ce qui suivra.

Définition 1.1: On dira 'de A que c'est une algébre sur le corps @ (de

caractéristique quelcongue} si A est un espace vectoriel

-

~ sur @ muni d'une loi de composition binaire

A x A+ A satisfaisant
(a,b) + ab

1

1) a (b+c) = ab + ac
(atb) ¢ = ac + bc
2) {¢a@) b = « (ab) = a (ab) Ya, b, ¢ < A
De ptus 1'algébre A est dite associative si

3) (ab) ¢ = a (be)

et unitale si

W
-

4) I1 existe 1A t.q. l.a = a =a.l ya, b, ¢« A.

On peut par exemple construire une algébre assdciifive de 1a fagon
suivante: soient G un groupe fini et & un corps. Alors, 1'algébre du
groupe G sur le corps @ est 1'ensemble

3 [6] = {f \ f= 3 a, X ou a, « @}
xch
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oli 1'opérati®n interne de multiplication est naturellement induite par

cdile de G: (J.a_ x) (b, y) =
N -EX yy

. , -

yab, Xy. Les &léments de G forment une
X"y ' .

X,y ) )

base de @ [G] et Ta dimension de & [G] en tant qu'espace vectoriel sur @

/

est donc dim, @ [6] = |G].

A}

_L'algebre 1ibre est un autre exemple d'algébre associative. En voici

. o
la definition:

Définition 1.2: Soit X = {xp e, X} un ensemble fini de variables; on
définit Te monoide M(Xn} comme €tant 1'ensemble de tous les mots finis
(associatifs) en X1» X5 «-.X,, avec un €lément unité-1, qui a pour loi de

multiplication la juxtaposition. Alors 1'algébre associative libre unitale

@ [X ] est Pespace vectoriel sur @ qui a pour ‘base M(X), muni de 1a
muitiplication induite: '
() a; wi) (§ b, wj)=_l a;by wiwi. ]
1 J
, : .
On donne a“® [Xn] une”involution (un anti-isomorphisme de période 2)

notée *, qui fixe les générateurs, ce qui implique par d&finition:
Y

* i =1, 2
X. = X, i=1, 2,...
i i o
x  * % &
(xy) =y x
Kk
X =X Vxh%c o[ X ]

Dans ce qui suit, on accordera notre attention aux &léments hermitiens

oy (a[X, ], *) = {p ¢ afx ]| P* =p}-

On introduit maintenant un autre type d'algébre.

—

efinition 1.3: Une algébre de Jordan J Sur un corps @, car @ # 2, est une

~ .

N
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algébre sur & munie d'une loi de composition a.b satisfaisant
(1) asb.= b-a
-2 o .2
(2} (2 “+b)ea =-a “+(bea) VYa, b4
2

(ol a"“signifie en fait a-a) t

Par exemple, si A“est une algébre associative sur @, la loi de

composition a.b = % (ab+ba) induit une structure d'algébre de Jordan sur A,

que 1'on note at.

1
)

Définition 1.4: Une algébre de Jordan J est dite spéciale si J est
- -.'/l N - .-\/ * .
isomorphe & une sous-algébre d'une algébre At (ou A est une algébre

associative). |

On considére enfin 1'algébre qui se situera au centre des

préoccupations de ce travail. .

Définition 1.5: Soit @[Xn] 1'algébre associative libre sur d. Alors

1'algébre de Jordan spéciale libre, notée FSJ [Xn] est la sous-algébre de

rp[xn]+ engendrée par 1 et Ko+ Ses éléments sont appelés éléments de
'

Jordan de @[X_]. ' B

On verra facilement que H (é[xn],*)‘ést une sous-algébre de o[X ]
(s(xyryx)) ,

* *
(3(xy) .+ (yx) ) {

* * * *k
Ly x +-xy)

*
puisque (x.y)

n

F3
% (xy + yx) = (x.y) quelques soient x, y ¢ H (@[Xn],*).
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Aussi, les variables x, étant hermitiennes, 1'algébre qu'elles
engendrent est contenue dans H G@[Xn],*).

Donc FSI[X ] H (2[X

n],*). En fait i1 y a plus; le théoréme de Cohn

(2] nous apprend que FSJ[X ] = H (®[X ],*) si et seulement si n =1, 2, 3.

Le probléme général réside dans la description de 1'algébre FSJ[Xn].
Plus encore, la question se raméne & 1'&tablissement des conditions qui
font d'un &lément donné de @ [Xn] un’élément de Jordan. En caractéristique
zéro, il est possible de simplifier le probléme. En effet, soit W un sous-
espace de @[Xn] qu{ posséde la propriété suivante: si 1'on remplace une
variable dans un elément quelconque par une combinaison de variables, le
résultat se trouve encore dans W. Cette propriété permet donc ‘
(d'interchanger des variables entre elles et mieux encore) de Tinéariser,

en restant dans W. Inversement, en réidentifiant les variables, on peut

toujours obtenir un multiple d'un &l1ément quelconque & partir d'un &lément

multilinéaire; la caractéristique etant zéro, 11 suffit alors de diviser

pour éliminer le coefficient.

Donc, un tel sous-espace est déterminé par ses &léments multi-
linéaires. Or FSJ[Xn] et H (@[Xn],*) possédent cette propriété. Nous nous
bornerons .donc a 1'@tude de leurs &léments multilinéaires, et dans ce qui

suit, i1 sera toujours sous-entendu que la caractéristique est O.

-~

[
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-

Notation: (1) On dénotera V_Te sous-ensemble de ®[X, ] formé de tous Tes
polyndmes muitilinéaires de degré "n" en Xy peeesXpe

(2) ¥ =V 0 FSI[X J<v nH(a[x ],*)

Glenhie a calculé, dans un article paru en 1970, la dimension de
' 1'espace JVn pour 1 < n <« 75 les valeurs sont respectivement 1, 1, 3, 11,

55, 330 et 2345 {1].

Munissons maintenant Vn d'une structure de Sn-modu1e en posant

' z . ) =
1'action: O(Xil"'xi ) _xo(il)...xc(in)

Yo ¢S, X; «aaX: ¢ Vo
n n

i i n
1 n

)

Proposition 1.6: I1 y a un isomorphisme T de Sn—modules entre Vn et

(s ], 1'algébre du groupe symétrique S sur o.

démonstration: I1 suffit de considérer

T: ces
kst R am 7k e ’

On retrouve, par exemple, cette idée de correspondance chei 0Olsson et

Regev [7].

Note: Le produit de permutations exprimées sous forme cyclique

s'effectue de droite 3 gauche (Par exemple, {123) {134) = (234))



Si o correspond au mondme xd(l)...xg(n), insistons sur le fait qu'une
action a gauche par une permutation t agira sur les variables {c.-i-d.
Teurs ifdices), alors qu'une action & droite agira sur la position des

variables. Par exemple: si t = (23), — (12) = ¢

X2 Xl X3 X4-

‘1) (23) (12)

(132) < X3 X1 %o X, et les 1ndjce§ 2 et 3 ont ateé
permutés.

2) (12) (23) = {123) « x, x, ’;1 X, et-1a variable qui apparaissait en

2¢ place {c.-a-d. xll est maintenant en 3% place et inversement.

De cette fagon, 1'action 3@ gauche dans m[Sn] est synonyme d‘échange de
variables dans Vn. .Conséquemment, les images par T dég espaces Vn,
v,n H (@[Xn], *) et JV, constituent A¢s }déaux a gauche dans @[Sn]. Dans
ce travail, id@al signifiera désormais idéal d gauche, ef par abus de
notation, on continuera d'écrire Vn ou JV_ pour désigner leurs image? dans

&

als_ - | e

Par Te biais de 1a correspondance, appliquer * d un mondme x « Vn
n

revient & multiplier 1'é1ément correspondant de S, @ droite par "p " ol

Py = {1 n) (2 n-l)...(ﬂil.ﬂgl) si n est impair

Py = (1 n).(2 n—l)...(n/2 ﬂ;g) si n est pair ' v
Donc si ] BT
si x = a . , 0 =. a couX
one st x o5 o ol Mo(n)r O 2K 55 7 oopl1) T Nopy(n)
*
et x =x <+ a = a Yo« S
o % n



6 -

Proposition 1.7: I1 y a une correspondance biunivoque entre H (@[Sn],*)ﬂ v,

et oS ] (s ((1) + o }) (ol (1) désigne la permutation identité) .

démonstration: Tenant compte de la proposition 1.6, le travail se fait

dans 2[S_].

(1) Soit f =% § a_o ( (1) + Py dan; @[Sn] (% (1} + pn)) Alors
G(Sn
f*= I ): ag(cpn+cpn2)
gcS
n
=3 ] a_lop, *+ o =f
cecS o '
n
*x
(2) Par contre si f= | a o et f=f
cr,Sn g
*
Alors f=%(f+f)}
=3§(ZS a ot E LI crpn)
oS, ULSn n
=% ES a o ((1) +p) car a__ . B
%<y %n
. ' . _n!
Par conséquent, on note que d1m¢ H(@[Sn],*)n Vn = 5 \\w

Remarques: (1} I1 est connu qu'une aigébre de‘groupe d'un groupe fini
G sur un corps algébriquement clos peut &tre exprimée comme
une somme directe d'algébres de matrices. (Par exemple,
pour &= , voir [8] p. 48). De plus, dans une algdbre de

matrices, tout idéal & gauche est principal et



«

engendré par un jdempotent (qui n'est pas nécessairement

unigue) [6] p: 105.

(2} Etant donné que toute représentation de S, sur ¢ peut
dtre réalisée sur le corps des rationnels [3], nous allons

désormais fixer a Q le corps de base utilisé.

La structure de JV  nous est donnée par une formule de récurrence
déduite des identitds de base de Jordan et de leurs lindarisations. On
pourra retracer les éléments de la preuve qui suit dans Glennie [1] ou bien

dans Jacobson [2]. D'abord quelques faits et notations qui prennent place

dans Q[Xn]+'

On écrira: (1) a° b = ab + ba

(2) [a,b]

1]

ab - ba Va, b « FSJ[Xn].
N

Soit 1'application R{x): y »y - x. On peut alors définir les

opérateurs:
A (x,y,z) = R{x) R{yz) + R{y) R{zx) + R{z) R(xy)
B {x,y,z) = R{yz) R(x) + R{zx) R{y)} + R{xy) R(z)
C (x,y,2z) = R{x) R(z) R(y) + R(y) R(z) R{x).

En utilisant la commutativité, 1'axiome (2) d'une algébre de Jordan

peut s'écrire: (x « y)» y2 = (x-yz)- y VX,Y.
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Lindarisons cette identitd; en récrivant x - [y, y2] = 0 et en posant

y=y+r, AcQ

x = [y+rz, (y+lz)2] = x - ([Y:yz]

2]

+ 2x [y,yz)

2]

£ 22[y,22] + & [2y2] + 288[z,y2] + 23[2,22])

Et en posant le coefficient de A &gal @ zéro on a
T x + (2[y, yz} + [z, Y] = 0
Remplagons encore y =y + At, A c Q:

x o (2 [y + At, yz#xtz]+ (z, ¥

+2at + At =0

2 2 2])
Et donc:

2x « ([y, tz] + [t, yz] + [z, yt]} = 0

En divisant par 2 ‘et en utilisant la commutativité, on obtient

x « Aly, z, t) = x « Bly, z, t)

N

ou

(1.8) X « R{yzt) = x - A(y,i,t) - X - Cly,z,t)

Cette equation nous fournit uﬁe information supplémentaire sur la structure

de JVn, exprimée dans la proposition suivante:

Proposition 1.9: Si g , et g , sont générateurs de JV__, et JV .,
respectivement (encore une fois, vus comme idéaux d gauche d'un algeébre de
groupe), alors 9p-1 ° *n et g, 5 ° (xn_1 o xn) forment un ensemble de

générateurs de 1'idéal .

démonstration: Soit p ¢ JVn. Alors p peut s'écrire comme une somme

d"eléments M{xi) oil <i <n,Mest un mondme d'opérateurs R(x) et chague

x est qn monome en Xy, ..., xi—l’ xi+1,...xn.
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£t pér 1'8quation 1.8 obtenue plus haut, on peut récrire p de facon a ce
-que chaque terme appargissant dans la somme se termine par R(xjs ou

R(xk ® xl), 1 <3, k, £ <n. Dénc,-1‘ensemb1e‘de tous'les monomes
possédant 1'une ou 1'au£reude ce§ formes enéendre tout 1'espace e

Or puisque JVn‘est un "id&al", i1 suffit (via la correspondance avec s, )
de multiplier un tel mpnamé par ;ne permutation adéquate (donc par un

elément inversible de Q[Sn]) pour obtenir selon le cas un mondme se

terminant par R(x_} ou par R(xn_l ° xp)

. Par conséquent, on peut &crire:

Wy = Volgp g e (Xn—l_” X))+ Yy (9,1« *p)

la somme n'étant cependant pas directe.
1.2) Représentations de-Sn.
Cette section a pour but d'exposer briévement certains résultats sur
les réprésentations du groupe symétrique,_qui s'avéreront utiles ulté-
rieurement. Pour de plus amples détails, on pourra se référer i Serre [8],

chapitres 1 d 3.

e On rappelle qu'une représentation du groupe S, est un homomorphisme

m: Sn + GL(V) de S, dans le groupe des isomorphismes de 1'espace vectoriel

V $ur le corps @ et dim, V est appelé le degré de 1a représentation.’
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n sera dite représentation irréductible si les seuls sous-espaces de V

stables sous 1'action du groupe S_ sont {0} et V-lui-méme.
® Sing,...,n sont Tles degrés des représentations irréductibles de S,
2 2 -
ﬁjors ot e ¥ n!
Le némbre de représentations irréductibles de S est &gal au nombre de
types de décomposition cyclique des permutations de Sy C'est donc aussi:
(1) Te nombre de classes de conjugaison

(2) le nombre de partifions de 1'entier "n"

ees az) de nombres naturels

£

t.q. a; > aj, i<j(a moins qu'il en soit spécifié autrement}, et } a; =
' : i=1

oii 1'on entend par partition une suite a = (al,.

|a| = n. 11 sera souvent pratique 4'@crire a = (al,...,an) en comblant

avec n-k z&ros. Pour n > 2, il y a toujours exactement 2 représentations

de degré 1, soient la représentation triviale et la représentation

signature.

e Le caractére de la représentation n est donné par la fonction

-

xﬁ:Sn->(IJ

s+ tr (nlo))
Dans le cas du groupe Sn, les caractéres de n'importe quelle

représentation, irréductible ou non, sont a valeurs entiéres.

e Considérons maintenant 1'algébre de Sn sur & On peut penser &

®[S _] comme & un ensemble de fonctions:

n

(S, ] - (fes,»a2) f= 7] fl o) of

S
9 o
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et f désigne a 1a fois la fonction et la combinaison lingaire d'éléments de
Sn.' Alors toute représentation V, = de Sn s‘étend de fagon unique & une

représentation de #[S,] par la régle

n{f) = § f (o) o)

G(Sn

On peut de la méme fagon restreindre une représentation de @[Sn] a une

représentation de S .,

e A 1'aide des caractéres, on définit les &léments particuliérement

importants de ®[Sn]ﬁ les idempotents centraux:

d.
_d
e]'_Fr Z xi(c)o
g S
n
K
ot} e; = (1)
i=1
% = caractére de la i° représentation irréductible
d. = degré de la i® représentation irréductible

i
Alors @[S ] = e[S ]e e ...e oS ] e, -

+

e Soit H un sous-groupe de Sn, pour lequel on a une représentation W,o

P

S St
Ecrivons W " = { f : Sy W} et définissons

S
Ve {fou n | flop) = 0lp) fla} Vo o Sn’ Yo « H}

Puisque S, peut s'exprimer comme 1'union disjointe des classes & '
gauche aH, oll a est un élément de 1'ensemble des représentants de 1a
partition ainsi créée, on définit 1'action = de S, sur V par:

(% (o)) (F)] () = f (0, o))
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o
On dit alors que la représentation V, = de Sn est induite par la représen-

tation W, 6 de H et 1'on ecrit

Sn
V, n = IndH W, 8.

On peut aussi décrire le concept de représentation induite ainsi.
Soit une représentation V, & de Sn’ et W un sous-espace de V stable sous
1'action par = du sous-groupe H de S,- MNotons ¢ la restriction de = d H.
Alors le sous-espace n(a) W dépend seulement de la classe aH puisque

@) ulbIW = x(a), a « S, b < H, (x(b)W = W).

n’

Si R = {rl,...,rt} est un systéme de repfésentants pour 1'ensemble
Sn/H des classes a gauche, alors les sous-espaces n(ri)w, 1 <1 <t, sont

permut@s entre eux paf les nla), a « §,» et donc 5 n{r)W est une sous-
r«R
Sn .
représentation de V. On dira que V, x = IndH W, 8si ona la somme

directe V. = 7% xl{r)W
rc R

e Notation:  x = caractére de H(Q[Sn], *)

Xn caractere de JVn
Remarque: On ordonnera les partitions (et donc les représentations et les
idempotents qui leurs correspondent) dans 1'ordre anti-lexico-

graphique, tel que Tisté dans 1'appendice.
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Chapitre 2: Caractéres de H(Q[S ], *)
- . G i l
2.1) Décomposition de H (Q[Sn], *Y,

On rappelle qu'il est possible d'exprimer 1'anneau de groupe Q[Sn]

comme une somme'dir_'_ecte:
Qfs,] = als le; @ ... @Q[s Je,
ol e, = i® idempotent central, k = nombre de caractéres irréductibles de
S . . . :
Cette décomposition‘nous permet d‘écrire
HIQ[S, ],*) = Q[s,] Cs({1} + p )} = Q[S ], @ ... @ Q[ ]f,

ol chaque fo=e; . (3((1) + pn)) est un idempofent parce que % ({1) + pn))
en ?st un, et_ei est un idempotent central.
A cette etape-ci, i1 est 1égitime ge vouloir &tablir quelle sera la
contribution de chacun des id8aux Q[S ], & Ta dimension de H(Q[S, ],*) sur
Q. Pour ce faire, il convient d'examiner les représentations de S, (et
donc de QS }) car chacun des facteurs Q[S_Je, est &troitement associ€ a un

caractére irréductible de Sn.

/ N .
Par exemple, le générateur e (appelé polyndme standard) du dernier facteur

Q[S,]e, engendre une sous-algébre de dimension 1 et donc, dimQ Q[S,.Jf, = 1

n'k

ou 0 selon que T1'on a ou non 1'égalité

Yy (sgn o) o= Y {sgn op,) ap,

g tSn a CSn

Or cette égalité est verifiée lorsque p, est paire, c.-a-d. sgn (pn) =1 et
il appert que

1l sin=0,1mod (3)

sgn (p,) = 2, 3 mod (4)

-1 sin
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- Plus généralement, &crivons Ig = Q[Sn] (s ((1) + p)). (Ip est avant

n n
tout un espace vectoriel sur {, sur lequel le groupe Sn agit par /////A\\.

“

translation a gauche). ‘)

Premiérement, on peut vérifier que f(apn) = flag) VYo ¢ Sn — f ;-Ip

En effet:

f = lﬁ(f'}'fpn) =% ) fla) a+% ) flo) %,
o o

=% [} fla) 0’+If(o’pn) a]
g g

=% ¥ {flo) + flop V) e

g

Inversement f (op ) = fl o) Yo < S implique

f= 3 flc)o = Yo f cpn) g B
Gf'Sn ct'Sn .
c.-a-d
f=%( § .fla) o+ 1} f(cpn) o)
oS, oS,
=% { § flad ot ] fla) ap,,)
den 0<Sn
=% (f + fp, )

1]

Soit H {(1), pn}, un soué-groupe de s, 117a repfésentation identité de
S, et défihissons i'espace |

V= {f: S, >0 floph = 1p) flo) = f(o), Yo S, p H]
sur lequel Snlagira par le biais de 7'actijon

(el o) F) (o) = fl<8), =, o« s,

Sn
Alors V, = = IndH g, 1
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C'est la représentation réguliére 3 gauche; calculons son caractére. On se

r

souviendra qu'il peut s'écrire comme une combinajson linéaire, a

coefficients entiers, des caractéres irréductibles.

Proposition 2.1.1: x; = ] (1)) + x(p)) x
on y irred.

(On notera que pour avoir des coefficients entiers, x({1)} et x(p ) se

doivent d'avoir méme parité, pour tout caractére irréductible yx) e

]

démonstration:

-

e Si G est un groupe, ¢, ¢, 2 fonctions de classe sur G (au sens
ot ¢(o) = ¢t101-1), Yo, t « G)

alors

<o, v = 1/16] T ele™h) oo
G g G

e Si y' dénote le caractére d'une représentation quelconque sur

G, alors

| I ]
o= D et we X
y irred.

e Si K est un sous-groupe de G et y', x sont des caractéres de G
et K respectivement alors

<Ind y, x'> g <% Res x'= (Frobenius)

.

oii Res y' = restriction de ' au sous-groupe K.
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. ® Dans le cas qui nous occupe:

xy T Looex s ¥%rg o X
Pn x irred. P n

1]

<1, Res x>Hx
x irred.

P P+ xle ) x o

x irred.

; -3
2.2) Extension de la formule du degré.

C'est un fait connu qu'd chague caractére irréductible de Sn

correspond une partition faiblement décroissante p: p; > Py..-2 >0,
. 1 2 Pn

n

|p} = I p;=n, de 1'entier n (et donc 3 ume classe de conjugaison de S
i=1

aussi bien qu'a un type de décomposition cyclique d'éléments de Sn).

Frobenius a donné.une formule explicite qui donne le degré de la
représentation irréductible considérée en termes des p, de la partition p
qui Tui est associée. Or 1'intérét suscité i la section précédente par la
valeur que prend y pour 1'é&lément P souldve la question & savoir s'il est
possible d'&tablir une formule simiiaire (ou & tout le moins de calculer)
pour obtenir cette fois non pas le degré (c.-3-d. x ((1))} mais précisément

la valeur x(pn)

te fil conducteur des notions introduites ét des calculs effectués ici

pourra atre retracé dans Ledermann (4], p. 108 et suivantes.



Notation:

-~

1) Soit une permutation o s'Bcrivant comme le produit (disjoint)
de a l-cycles, ) 2-cycles,..., a n-cycles; on exprime ce
fait par a: a; + 2a2 T Na = n et o est un élément de la
classe de conjugaison Ca de Sn dont l1a cardinalité nous est

donnée par la formule de Cauchy [4]

2) St ar @ + 2a, 4. "“ﬁ et Ta partition p = (uy, «..op)

dénotent la méme classe de conjugaison Ca, alors les symboles
N .

'xa = xk(u) désigneront tous 2 la valeur du caractére

irréductible associé a la partition A, sur C,- Et donc en
particu1ie;, on s'intéresse & xh(pn) ¥ ol P, désignera le type
cyclique (2, 2, ..., 2, 0, ..., 0) si n est pair, ou (2, ..., 2,
1, 0, ..., 0) si n est impair. (pn continuera aussi de

désigner, selon le contexte, la permutation (1-n) (2 n-1)...)

o

e On peut dés & présent réduire le cas général au cas ol n est pair.

Littlewood donne diverses techniques de calcul des caractéres. L'une

d'entre elles affirme que si 1'on connait xk(pn), quelque soit A, on

[}

obtient x“(pn+1) par récurrence (oll A et u sont des partitions de n et n+l

respectivement)

k
De fait, si p = (p.l, ceey p.k), T 0, ) By = n+l alors
i=1

xfgpn+1) = g xh(pn) oti A parcourt les partitions (ul—l, Bos wees Hy)
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—

(;ﬁ, ;?-1, cer, pk), cees (‘ﬁ’ ceny pk—l) en négligeant les A pbur lesquels
1'ordre des By n'est pas décroissant [5] pp: 140-141. |

3,1,1) (2,1,1) %?

{ 1
Par exemple, si n = 4, x((2,2,1)) = x((é,é)) + x((2,

31 00) = 11 = 2

(voir les tables en appendice)

Si x = (xl, «ee, X ) est un ensemble de n variables et p = (pl,...,p )
LU n

’ P p
un n-tuple d'entiers non-négatifs quelconques on pose (x/p) = x; Lox M
Notons que si o< S et op = (pd(l), cens pc(n)) et ox = (xc(l),...,xc(n))‘
alors (ox/op) = {x/p).
Avec cette fagon d'écrire, on peut toujours exprimer un polyndme

P(x) = § a, (x/p}, la somme étant finie. Aussi, P(x) est dit polynome
p .

symétrique si P{ox) = P(x) vo <S, et anti-symétrique si P(ox) = (-1)°P{x)

Si 2= (21, 1n) et 47 L7 ... R 0, alors

3
1 A

X{ " eeneeenans X

v,= |t = T -1 %x/00)
" B S g
x, " x T
| reeresecees n

On a en particulier le déterminant de Vandermonde a = ) (x.-x.)

O<i< j<n-1 | 9

”_ . _ ni{n-1)
=V, ol v (n-1, n-2, ..., 1, 0} et |w| =

Définition 2.2.1: Formons s_ = X,  + x,7 + ...+ x ', r=1, 2../
r 1 2 n \\\h—’/;
Soit ta classe Ca, al oy + 2a2 + ...+ ng = n, a 1aqug11e on associe le

x a 14
produit 5, = S 1 S, 2...5 '+ On appelle 5, une fonction génératrice. .B
N

»
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On trouve dans Ledermann [6] p: 102-108 la preuve du résultat de
Frobenius qui fournit une relation entre les fonctions génératrices et les
caracteres jrréeductibles: si N E———Z——— et & R R L, > 0 avec
|2] = N, alors '

1
v {2.2) o s,h = % O
| 2

_lNous examinons maintenant 1'allure que prend Ta formule pour le cas

Spécifique xk(pn). En tenant compte du fait que les partitions strictement
~+

décroissantes 1: 27 2y 24,0 0 de N sont en correspondance
biunivoque avec les partitions non-croissantes PI Pp > Py 2.l P, de n,
par la relation 2;= p; *+n - i, i=1,2..., i1 sera sous-entendu que

(

Xy p)et xa£ désignent la méme valeur.

e Soit n =0 (mod 2) et Py = (2, 2, ...,2), n/2 fois, c.-a-d. @ =
n/2eta1=a3=...=an=0
. Alors la formule 2+2 se réduit i:

) n/, 2
S A=s a= ¥ x{p. )V
2 2 IR'ZN n 2

ol

o . (n/2)r | %1 2 ,

52 TR U P e SRR AT
Ir =n 1
z

et r parcourt toutes les partitions non-négatives et pas
nécessairement non-croissantes de n/2.

Récrivons
n/2 |
2 F ]rlzn ri?{?1%~4 (x/2r), v =(r;, ..., rds r] = 02
o

Zz

{
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/-/ A:\Vw= E(—l)c (X/cm), o= (n-1, ..., 1, 0)’ ]w‘ - n{n-1)

/ / .
.
4 2 e 1 (3t 2)
1

na=

i

Pour obtenir le coefficient de Vl, on doit imposer la condition
. i . {

n

ow + 2r = 13 pour une permutation t « Sn'

T - ow

Alors r S

Or ce procédé introduit inévitablement des composantes négatives, ou

non-entiéres si le numérateur est impair. Pour &liminer ces cas
indésirables, i1 convient d'adopter la convention suivante:

(cm)! =0 m»>0,meZ
(+a/b)! = 0 si a/b ¢ Z. .
n/ | n 2 ;. W g .
s, Ca=) 3wy (o (i syl Oy
L ag,T i=1 )

1

En mu1tip{jant chaque facteur du produit par t = et en posant = = 01-1 (en

.‘
notant que (-1} = (-1)™ (-1)%):

=3
—
o
-
1
£
a
—
-
—
—
p—]
1
[
—
1
p—
—
a
—
>
S
a
P
—

s, ta='y ) (-1)™n/2)! |

L m, i
Et en sommant sur t:

n/ n

s
2 L n 1=l

Donc:

! " moCi (i)
o) = 10T 2 [ (LB
Tt . =

.I
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Exemple: n =6,p=(3, 1, 1, 1, 0, 0} » 2= (8, 5, 4, 3, 1, 0}
w= (5,4, 3,2,1, 0)

On veut avoir (ii - wn(i)) 0 (mod 2)

(Ri - w'l‘[(i)) >0

On remarque qu'une ou 1'autre des conditions n'est pas satisfaite si
1) 1, 2, 3, ou 4 est fixéd par n.

1, 2, ou b

2) n{l) = 3 ou 5 n(d) =
n(2) =4 ou 6 w(5) = 1,2, 3,4, oué
x{3) = 1ou 5 x(6) =1, 2, 3, 4, ou 5
. \\\\
Les possibilités seront: ={l) = 2 ou 4 (4} =3 - ™
{2} =1 ou 3 %5) = 5
x(3) =2 ou 4 a{6) = 6

Les seules valeurs acceptab]eé pour 1 sont (1432) .et (12)(34).

{(3,1,1,1))

Et donc (p6) = (71)1(5)'P§;}'+ (6)'{%T "%T}

1+3=2
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Chapitre 3: Structure de JV . _ e

Dans ce chapitre, on présente le résultat obtenu concernant la

— g . 1 - -
structure de 1 ideal JVn. Mais d'abord quelques faits généraux.

.
Y

Définition 3.1: Un diagramme de Young est une représentatibn graphique

d'une partition « = (ay, +ovy ), la{ = n, de n.

ol a >G> ...

On écrit [a:l, . an]. ' g
A partir de maintenant, [al, cees an] désignera aussi le caractére
irréductible associé a la partitionf/. Si plusieurs compogantes d'une méme
partition sont identiques, on conviendra d'abréger 1'&criture par
1'exponentiation.

ex: [2,2,1,1,1] = [2%, 1°]

Définition 3.2: Un tableau de Young est un arrangement des symbo1es'

{1,...,n} dans un ordre défini par le diagramme de Young d'une partition «

de n. N - B
ex: 1 3 5 \ 8
2 4
6 7




I
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On généralise les notions de diagramme et de tableau comme suit.

Pl

Définition 3.3: Soient a = (ay, ovey ) et g = (Bys »ovs B,) avec m < n,

des partitions de n et m t.q. B, < e, L <1 <m Alors [«/B] désigne le

diagramme obtenu en éliminant de la i€ ligne de [«] les B; premiéres cases,

1< i <},r{ g

ex: [32, 2,1/ 2, 1]
v —

S—

Définition 3.4: Soient « = (al, cees an) et g = (Bl, . Bn), 2

partitions de n. Le tableau de forme « et de contenu B est obtenu en

plagant dans [« B fois 1'éntier i, 1'¢ i < n. B
ex: {‘/}/-2 3 est un tableau de forme [4:2] et de contenu
2 4 (2%, 1%).

" On dira d'un tableau de ce type qu'il est semi-standard si dans chaque

ligne, les nombres sont dans un ordre non-décqpissant, et dans chaque
colonne, }13 sont dans un ordre strictement croissant. Le tableau ci-haut
est un exemple de tableau semi-standard.

e On rappelle la remarque du chapitre 1 {prop 1.9) 3 1'effet qu'on
peut exprimer Jvn par récurrence en utilisant les @léments de JVn_1 et
WV, 5. Pour obtenir des informations sur la fagon de procéder en vue

d'obtenir les caractéres de JVn, i1 sera utile d'examiner la décomposition

des caractdres induits par les caractéres irréductibles de Sqo-1 et Sp2-
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Un résultat en ce sens, plus général qu'il n'est nécessaire ici, la régle

de Littlewood Richardson, affirme la chose suivante [3]:

Soient [«], [B] et [v], des caractéres irréductibles de S, S et S .
respectivement et &crivons {«][p] pour désigner la représentation induite
par le produit tensoriel (extérieur) de ces deux caractérés. Alors 1la
multiplicitd de [y] dans [«][8] est égale au nombre de_tab]eaux semi-
standards de forme [y/a] et de contenu [Bl, cens ﬁn] qui présentent 1a
caractéristique suivante: si 1'on aligne toutes les entrées du tableau en
lisant de droite 3 gauche et de haut en bas, on obtient une suite de
nombres, telle que pour chaque j, on retrouve le nombre i, au sein des J
premiéres positions, plus souvent ou aussi souvent que le nombre %+1, et ce

o

Vi o N v

i

[23,1] alors

(y/a] = et les tableaux possibles sont:
1 1 1 1 1 1 2
1 2 , 1 3 , 2 1, 3 1 , 2 3 , 3 2 , 1 1 ,
3 p 3 2 1 1 3
3 2 3 2 3
1 1 , 1 3 , 1 2 , 3 1 , 2 1
2 1 1 1 1

—
N =
[FLIN ]

Les seuls tableaux semi-standards sont: et
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Le premier fournit la suite 1 2 1 3 qui est acceptable et Te second donne

la suite 1 3 12 qui elle ne-1'est pas. Donc, [23

2,

,1] sera de multiplicité

. 1 dans la décomposition de [2,1][2,1 B

L'usage que 1'on se propose de faire de cette régle se limite 3 la

situation n = 2 ou n = 1. Dans ce dernier cas, la régle est connue sous le
nom de théoréme de branchement [3] et peut &tre &noncée comme suit: si

a = (al, ceey an-l) est une partition de n-1, la représentation induite

- S .+ o+
n . 1 - i
INdSn«—l [a] = 24 [‘I ] oU o = (al""’a'i—l’a1'+1’a'i+l""an-l)
'[I]- <(I,I-_l

S .

5o 2 2 3
Exemple: Ind [2,1%] = [3,19] + [2°,1] + [2,17]

S

4

Les lemmes qui suivent justifient 1'application de la régle de

Littlewood- Richardson, dans le cas qui nous occupe.

Note: En vue de simplifier, & 1'avenir on ne distinguera pas entre les

~espaces de polyndmes en x; et Tes sous-espaces de Q[Sn] en posant 1'égalite

13 ol en fait, 7l devraitﬁy avoir isomorphisme (=)’

Lemme 3.5: Soit M un sous-module irréductible du Sn_z—module LI {resp.
du S, _y - module Vn_l). Alor? le sous-module My du S -module V  engendré
par {p(xn_lo x ) p . M} {resp. {pxn | p . M} est isomorphe au sous-

module M, de V  engendré par {p- (x ;= x }p. ﬂ} (resp. {p v x, [ p M}).
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Démonstration: Soit p <M, o «S..

&P
¢ : Ml + M2

P Xp-1%n TP XpXpay TP Xpot¥p f P XpXp.1* Xn-1%XnP- ¥ *p¥n-1P

e { est bien définie: si my = px, X, +'pxnxn_l " et my = my

My = QXp_1Xp ¥ WXpXpy

alors p = q et ¢(m} = ¢(m,)

o )= P X1y aln) * Plo(m¥aln-1) ¥ *oln-1¥a(nPo ¥ *o(n)*oln-1)Ps
= c¢(m1) ol Pp_= op

e Si ¢(m1) =0 » p=0 ~ m=0 =~ ker ¢ = 0
On traite de la méme maniére le cas de S ;. ]

Si Mc Y““z est un S, _, - module irréductible et y = (x,_;° xn)

considérons

~

M > My o= {pxo Xt pxpXe g | P M)
My. Alors W

v Voo >

Ecrivons W = Mg Qy et 1'on peut voir W comme

n-1n n-1ln n-1n

une représentation du groupe S _, x S,, ol S, = {{1], {n-1 n}, et S 5
agit sur {xl, cees xn_z} tandis que S, agit "trivialement" sur {xn-l’ Xnte

Soit W = Q{S, M 1,
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S

n
Lemme 3.6: On a W= Ind W
—_— Sn-2 ><S2 n-1n

démonstration: 'Posons H =S, x S, et considérons 1'ensemble de

représentants des classes d gauche de Sn/H:

{i n-1363 n) | 1 <1< J <n} avec la convention que (a a) = (1},

1 <a«<n.

® On a Te nombre requis [Sn:H] = n(n-l)/g_ﬁde représentants.
Si {1 n=1){j n)H = (k n-2){2 n)H, alors £ = (2 n)(k n-1}{(i n-1)}{j n) . H.
On rappelle que n-1 et n sont soit fixés, soit envoyés 1'un sur 1'autre par
un élément de H.

Si i # k, disons i< k, (3 2nn-1 1) sij=k
£={(i k n-1) sij= 2 W E LN
(3 = n}{i k n-1) autrement

Sij # g, disons j < &, (k 2 nn-11) si k

=]
£=1(i & n) si k =13 . Ed H
._(.j 2 n}{i k n-1) autrement

i=k, j=2 etl'on a un systéme de représentants.

e Alors W = EG) wij
1< = j<n

oi Wi = (3 n-1)(3 IR = W, . | En effet,

1)  Puisque Wig = {Plxys «ovs xn_%, cee, xne,_..., xn-2”x1‘xj+xjx1')‘ p. M}
i N

on voit qu'en fixant une; paire (i,j), on doit avoir wij N ¥ Nkz = 0
1<k < 2<n
(k,2)#(1,3)
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2) Soit x « Wy x = Joc_alpx _yx + px X )

On peut clairement récrire x en r@unissant pour chague paire (1,3) les

deux mondmes qui se terminent respectivement par X; X3 et X5%i3

(de 2 monOmes) se trouve dans Nij' Donc X s'écrit comme une somme

cette somme
d'eléments des Hi

i

1a somme est directe. a

Note: Dans le cas de 5 _,, on refait le cheminement avec cette fois le

systéme de représentants {(1), {1 n), (2 n), ..., (n-1 n)}

Sommairement, si M est une'composante irréductible de JVn—Z’ chercher
le caractére de la représentation de S, dont le module est engendré par
[p° (Xn;l 0 xn) \ p « M} revient & chercher le caractére de
S
Sn-z 2
de Littlewood-Richardson.

Ind M ® Q(xn_l o xn), dont la valeur nous est donnée par la régle

x S

Dans les faits, un caractére irréductible [p;, ..., Brp ] de OV, 5

induira un caractére irréductible donné [al, vess an] de IV si Bi < oy

1 <1 <n-2, et si aprés avoir &liminé B; cases de 1a i% lifgne du diagramme

[al, cees an], 1 <i < n-2, les 2 cases restantes ne sont pa situées dans
.

1a méme colonne.
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Et le caractére [g] = [B;, ..., Byop] de JV__, induira le caractére
a] = [ay, ...,'an].de JV_ si le diagramme [«] peut &tre obtenu de (8] en

ajoutant une case 3 ce dernier.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le résultat sur V-
Noter que pour désigner 1'idempotent central associé i la représentation
(a).

_irréductible de caractére [al, cer, an] = [a], on &crira e'™’; et de méme

ffa) danotera 1'idempotent e(a)(%((l) + pn))

Théoréme 3.7: Le caractére X, de JVn pour 1 < n < 6 est donné par:

1) % = (1]

2) xy = [2]

3} x3 = [3] + {2,1]

4) X = (4] + [3,1] + 2[22] + [2,12] ’

5) x5 = (5] +2[a,1] + 3[3,2) + 2[3,12] + 3[2%,1] + [2,1°]

6) xg = (6] + 2[5,1] + 6[4,2] + 4[4,1%] + [32] + 8[3,2,1] + 4[3,1%]
4

+a[2%] + 3[22,12) + 12,14 -

De plus, pour 1 < n <5, un idempotent générateur de Jvn nous est

4
donné par:

1) (1)
2) % ((1) + (2))
3) % ((1) + (13))

4) 11724 ((1) + (14)(23)) - 1/24 | (-1)% "ol H, = [(1),(14)(23) ]

g Sq_Hq



"32— -

5} 1/120 [55{(1) + (15){24)}} + {-(35) + (45) - (34) + (15}(34)

+

+

-+

(25)(34) + (14)(35) + (26)(35) + (135) - (145) - (235) - (254)
(136) + (234) - (125)(38) - (135)(24) - (234)(15) + (235)(14)
(134)(25) + (345)(12) - (142)(35) + (354)(12) + (1235) + (1425)
(2345) + (2435) - (1354) + (1534) + (1342) + (12345) - (12435)
(13452) T (14352 - (12534) - (15342) - (12358) + (13542) )

3 (-(12)(35) - (12)(34)  + (345) + (354} (152)(34) + (124)(35)
(1345) - (1435) + (1352) - (2534) - (2354) + (1234) + (13425)
(14235) - (15234) -(13524)} + 5 {(15) + (25) + (14) + (24)
(14)(25) - (12)(45) - (125) - (245) - (154) - (142) + (1245)
(1452) + (1258) + (1542)} + 7 {-(13)(45) + (132) + (13)(254)
(1453) - (1532) - (1324) - (14253) :%(15324}} + 9 { -(23) + (12)
(15)(23) + (14)(23) - (152) - (124) - (143) + (243) - (15)(243)
(143)(25) - (154)(23) + (123)(45) + (1524i + (1543) + (1423)
(1432) - (14523) - (15423) - (12543) + (15432}} + 11 {(13)
(13)(25) - (13)(24) - (153) + (253) + (13)(245) + (153)(24)
(253)(14) - (132)(45) - (1325) + (1253) - (2453) + (13245)
(12453) + (14532) + (13254)} + 13 {(23)(45) - (123) - (145)(23)
(1523) -(2543) + (1243) + (14325) - (15243)}] i

Notons que le fait que le générateur d'un idéal I soit un idempotent

présente 1'avantage évident de rendre aisée la vérification 2 savoir si un

a1ément donné appartient 8 cet ideéal: si I = Me, alors

a=Dbe »ae = be2 = be = a, Qﬁ* M.

Vs S
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démonstration: L'argument de base provient du fait qﬁe dv < H (Q[Sn], *)
ce qui implique que les multiplicites des caractéres irréductibles dans la
décomposition de Jvn seront inférieures ou &gales a celles qui
apparaissent dans la décomposition de H (Q[S ], *). 11 sera aussi
nécessaire de garder en téte les dimensions de JVn, 1 ¢<n <6, donnees au

Chap. 1.

n=1:0naX = {x;} et Q[Sl] = Q. 11 est clair que tous les

Q JVl = 1

vV, = H (Q[Sl], *) = JV;.. Evidemment, (1) est le générateur de V.

éléments de vV, sont hermitiens et puisque dim

Jv, = 1

n=2: Ici, d'ImQ H (Q[Sz], *) = dimQ »

a N, = H[S,], %)

Aussi 2 =2 (mod 4) et le caractére [12] ne contribue donc pas d la

décomposition du caractére de H (Q[SZ], *). = {2]. Enfin,

ey,
2
L((1) + (12)) étant le générateur de H (Q[Sz], *), c'est celui de Jv,.

n = 3: Encore une fois, d1'mQ H (Q[$3], *) = dimQ W, =3

s JVy = H (Q[SS], *) et les deux espaces ont le méme générateur

1

5 {{1) + (13)) ainsi que le méme caractére xg3 = [3].+ [2,1] (obtenu de Ta
formule du chapitre 2).

n=24:0na dimQ H (Q[Sq], *) = 12 et dimQ JV, = 11. Conséquemment,
un caractére irréductible de degré 1 est i la fois présent dans H (Q[S,],*)

et absent de V- Du chapitre 2, on tire le caractére du premier espace
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= (4] [3,0] + 2[2%] + [2,0%) + [1%)

Or selon Smith [9], le polyndme standard } (-1)% n'est jamais un &lément
g

de Jordan, quelque soit n; cet @lément engendre un sous-espace de

H (Q[Sn]’ *) de dimension 1 correspondant au caractére [1"].

Ici on aura y, = [4] *+ [3,1]+ 2[22] + [2,12]

-

. 2 2
{4) o Q[Sq]f(3,l) o Q[Sq]e(z )@ Q[Sq]f(z,l )

Et puisque JV, Q[Sq] e

2 2
un générateur est donné par la somme e(q) +_f(3’1) + e(2 Vs f‘z’l )

et 1'on peut vérifier aisément que le résultat obtenu est 11/24 ({1) +

(14)(23})) - ) (-1)%
s S Sq-Hq

Cet @1ément est un idempotent, &tant la somme de quatre idempotents
orthogonaux. .

: Vs
Maintenant, soient x, y, z, t JVn, et soit 1'identité de Jordan
linBarisée (voir Chap. 1 et 1'équation 1.8)
(3.7): (xo y)o (ze t) +{xe 2)o (yo t) +(xo the (y o 2)

{({zo the x}o y+ {{te y)o x)o z+ {{y o2z)ox)o't

({x ot)e 2)e y+ ({te ylo z)o x+ ({yox)oz)ot
\__——‘1 -

Pour avoir une base de JV4, il s'agit de trouver 11 polynomes parmi
les 12 polyndmes de la forme {{a° b)o c)e d et les 3 de la forme
{a° b} ° (c °.d), a, b, c, d ¢ Xq, qui engendrent tout 1'espace. En

utilisant (3.7}, on vérifie que 1'ensemble suivant forme une base.
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((x ey oz)ot, (Ixoy)ot)oz, ((xsz)oy)ot, ((xo2z)at)oy,
((x et) o 2) ey, ((Xxot)oy)egz, {{yeoz)ox)eot, ({y et)eox)oz
({zet)ox)oy, {xoy)oflzot), (xeoz)e(y-e-t)} }

JV

n=5: Ici, dimQ H (QSg], *) = 68 et dim, JV. = 55. On accuse une

]

Q

perte de dimension égale & 5 et 1'on sait déjad que [1°] fait partie du

premier espace et est absent du second. Aussi le caractére de H (Q[SS], *)

est 4

Togxm 51+ 2[4,1) + 3[3,2) + 23,12 ) + 3[2%,1] + 2[2,1%) + [1°]

et Jes dimensions respectives de ces caractéres irréductibles etant 1, 4,

5, 6, 5, 4 {et f) les seuls caractéres encore suséeptib]es de.disparaifre

3]. Pour pouvoir déduire
- — s )

plus -avant, considérons les 55 po1ynomg} suivants: parmi les \2/.3.2 = 60

. . (5 \

polynomes de la forme {({x° y) = z) o t) < u et les 2).%.5 = 25 po]ynames

de H (Q[Sg], *} pour avoir JV. sont [4,1] et [2,1

5

de la forme ((x o y) » (z o t)) o p, choisissons ceux qui sont obtenus en
fixant la lettre p (5 choix pour le faire) et eﬁ formant avec x, y, z, et t
les 11 polyndmes de la base donnée plus haut, au cas n = 4. Ces 55

polynomes engendrgnt tout JV X, ¥, Z, t et v_%s.

5!.
1 . ' 13 - k‘\: . 1 I
En effet, 1'on doit s'assurer qu'il est pfss1b1e d'en obtenir tous les
polndmes des 3 formes 1) (((x e y) ° z} ° tTo
2) (Ix v y) o {z o t)) o p

) 3) ((x ° y)‘° z) e (t e ) /

Xs ¥s Z, T, o Xpm

. : _ b
. &
4
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De ™identjté (3.7), on obtient facilement les 2 premiéres formes
alors que pour la troisiéme, i1 suffit de penser & (t o p} comme 5_uné

variable et encore une fois par {3.7) on obtient:

((xeoy) oz)o (to )= ({z ox)o (to p))ey+ ((Xxeoy)o (to p)oz

+

({yo z)o (to p))o X - (((te we x) o z)o y

(((t o oy)ez)ox

Pui_sque’dimq.dv5 = 55, cet enﬁemb1e constitue une base de va; ce11e;
ci est d'autant plus intéressante qu‘e]Te nous assure qu'il suffit d'une
induction du nlgeau n =4 au niveau n = 5 pour avoir tout JVS. Rgvenant au
caractére de JVS, on remarque é]ors que le seul caractére irréductible de

qu qui une fois induit fait apparaitre [2,13] dans sa décomposition est le
caractére [2,12], (voir.figuré 3.8, plus loin}. Et Ta multiplicité de

[2,12] dans JV, est 1« celle de [2,13] dans JV pourra &tre au plus &gale

a 1 et donc

X ;.[5] +2[8,1] + 3[3,2] + 2§3,1%] + 322,17 + [Zslé]

Pour trouver un générateur de JVS, on commence par remarquer que JV.

s'ecrit:

. | .' 2 2
g = a5 le(Poqrsg I e arsg1r 32 015, 1631 a s e 1)

® Q[Ss]b

oli b est un génératenr du Q[SS] - module qui correspond & la représentation
irréductible [2,13]. Idéalement, on choisira b pour qu'il soit un

Ll

L4

Y

idempotent.
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Tout d'abord, pour trouver un b quelconque, il suffit de prendre

(2,13

j ¢« IV, et alors e «j=5b nous\dgz:fra Ta composante de j dans le
module de [2;13]. // - ' _—

Soit donc 1'&lément de Jordan j = ({{1° 2)° 3)° 4)° 5 ol 1'on

N
dénote Ta variable X; par son indice i. En effectuant le produit

3
9(2,1 ' j = b, on trouve

- (1 ° 4) Sa(vzs V3) VS) h (1 © 5) 83(‘!2: V3) Vq)
- (223) S3(Vy, Vg, Vg - (20 8) S5V, Vg, Vi)

-.(2 o 5) S3(V1, Vi, Vq)

N

“ A _ ' fsi - . ’ . .
ol s3tvr{ Ve, Vi) = 0(25 (1Y iy Vorsy Vore) €8 Wg = e sy m s dV.
3

Puis en convertissant en termes de permutations, on constate en

calculant que b% = 30b, et donc que 1/30 b est 1'idempotent désfﬂsg e

. rd
e

2y (52
Finalement, en prenant la somme e(5)+ f(4’1)+ f(3’2)+ f(3’l )+ f(z ’l)+ b,
on obtient un générateur de JVy qui, une fois de plus, est un idempotent
parce qu'il est la sommé de 6 idempotents orthogonaux. {voir &noncé du

théoréme).

| n_=6: dimy H (Q{Sg], *) = 360 et dimy OVg = 330. Donc de H (Q[Sg 1)
@ Vg, i1 y a une perte de dimension égale a 30. Le caractére de

H (Q[Sg], *} est donné par

N



'\ . i e

-

f
0 . T

or =161+ 2(5,1] + 6[4,2] + 4[4,12] + [3%] + 8[@1] +6[3, 1°]
s a[23] + 3[2%12] + 3[2,1%] '
On note que 1'unique apparitién possible du caractére [2,14] s'obtient par
1'induction de [2,13] (voir fig. 3.8). En outre, <yg, [2,1°]> =1 et
donc, on a < yg, [2,14]> < 1; puisque le degré de [2,14] est 5, nous
perdons une contribution de dimension 10 par rapport a H (Qfsg ), *). EL
de méme, [3,13] n'apparaitra que grace 3 2[3,12] et 2, 13] au niveau n =5
et [2,12] au niveau n = 4 (Littlewood-Richardson ) - < ¢, [3,13] > < 4.
Puisque le degré de [3,13] est 10, nous perdons cette fois une.contribution
de dimension 20 par rapport a H (Q[SG], *). (voir fig. 3.8). |
|

La dimension tota]é obtenue par la somme des degrés des irréductibles
Eestants atant &gale i 330, on en déduit que ce doit etre Te caractére de
Ve, c'est-a-dire: |

X6 - (6] + 2[5,1] + 6[4,2] + 4[4,12] + [3%] + 8[3,2,1] + 4[3, 13)
+ 4[23] + 3[22,1%] + [2,1%) B

Remarque: Pour trouver un jdempotent générateur de JV, la méthode
Refargqure » »

v jusqu'ici utilisée nous fait défaut. Pour la plupart des
modules, i1 suffirait de prendre 1'idempotent f comme générateur
tandis que pour [2,14], on pourrait procéder comme pour
1'idempotent b dans JV. Mais le cas de 4[3,13] s'avere plus
ardu car il faudrait dé1imiter'1a_coﬁtribution de niveau n = 4

{1 copie, c.-3-d. dim 10) et celle du niveau n = 5 (3 copies,

c.-a-d. dim 30).

e
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Conclusion

La méthode mise de 1'avant ici nous a permis d'établir le caractdre de
JVn, pour 1 < n < 6. Mais déja, pour le cas n = 7, les arguments déployés
présentent des 1$cunes empéchaﬁt de vider complétement la question. De
fait, pour pousser plus loin 1'investigation dans la méme voie et parvenir
i un résultat pour n'importe ‘quelle va1eqr de n, i1 faudrait certainement

faire la lumidre sur deux aspects du probléme, 3 savoir

1)1 Préciser les parties de Jvn gqui sont dues d la contribution de

JV et celles qui sont dues 3 JV_ ,; bref identifier leur

n-1? n-2?

intersection.

2) Si 2 caractdres irréductibles induisent 2 copies isomorphes d'un
module, chercher les.conditions qui permettent de prédire quand

ces 2 copies ne seront pas qu'isomorphes, mais désigneront

exactement le méme module.
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"Tables des caractéres de Sn’ 2 <n <6, extraites du livre de
James et Kerber [3]"

- sz = . .
caractére associé a la i~ partition

classe de conjugaison associée a la décomposition cyclique

Partition

2]
[1%]

Partition

NO

définie par la (n + 1 - i)€ partition

C C
Xl 1 1
X2 ]. -1

¢ C C3
X1 1 1 1
X3 1 -1 1

c C C3 C4 C
Xy 1 1 1 1 1
X2 3 1 -1 0 -1
X3 2 0 2 -1 0
X4 3 -1.-1 0 1
XS 1 -1 1 1 -1

c C2 C3 C4 C. €. C
X1 1 1 1 1 1 1
X, 4 2 0 1 -1 0 -1

X3 )5 1 -1 -1 0

X4 &6 0 -2 0 0 0 1
X5 5 -1 -1 -1 1 O
Xe 4 -2 0 1 1 0 -1
X 1 -1 1 -1 -1 1
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