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On détermine, dans ce travail, 1la structure des 1déaux

-

des algébres enveloppantes dﬁalgébres de Lie de dimension in-

férieure .ou égale & 3. :
?

#a

Soit U(Q}).l'algébre enveloppante de f‘algéﬁre de Lie.Q}.

La technique utilisée consiste 3 choisir une sous-algébre commu-

tative A de U(U}) et_dﬁ)reconstituer en partant des idéaux de A,
N

les idéaux de V(L) . Ea effet, si I eést un idéal de U alors:
I n A est un idéal de A stable par(g'.l On peut donC‘en partant

d'un idéal J de A stable parlg_, tenter de reconstruire les id&aux

'

de 1'algébre enveloppante.’

-
sor



I - Introduction : ' o . .

b

- "~

6n déterminé &ans cet ouvfagé, lafstfpcturé.des aléébres
énfe;oéﬁan%es d'algébres dé %ie‘de dimension inférieure ou
&gile - & tgéis._ Kirillov ayant AEja egplgré l'algébre'enveldppan;
Bie de ,4{42,@),7et'gémarqué: ‘“4% would be very interesting to
'obfain an analogous description of the structure of the ideals for
the enveiopping algeb;as of other Lie algebfas.h [K], nous exa-

minerons done quelques autres postibilités. . -

Dans la suite, k sera toujours un corps algébriquement

Fl

clos. de caractéristique zéro et les idéaux seront bilaté?ﬁs.

Nous serons satisfaits_ lorsque 1'étude des idéaux d'une

-

algébre enveloppante sera ramenée 3. une étude -d'id&aux d'une al-
gébre com@:?atfve. Nous procéderons dénc de la fagoa suivaﬁfe.
Soient A une sous—algébre,commutat;ve de U(A%), 1'algébre envelop-
pante de l'algébre de Lie *, et I un idéél bilatére dé U(UA).
Alors, In Arégt un idéal de A. On reconstruira donc les id&aux
I &é U(Lg) en partant des idééux‘de I.n A,
La 1ittérature concernant la cla;sification des idéaux
primitifs d'algé&bres envéloppantes a'algébqes de Lie en général,
est_abondaﬁte. En ce qui concerne les algébres de Lie ni;potentes

et résolubles, la classification des id8aux primitifs est due 3

Dixmier [DIZ}, [DI3], Conze et Vergne [CV], Dufloc [DUl], et



i

- . B

Rentschler [R1], R2] entre autres. Pour les hlgébrés de Lie semi~

~"§imeles, la classification ésﬁ(dﬁe d Duflo [DU2]. On renvoieEiDixmiér,

.Algébres enveloppantes [DI 1)lpour les détails et d'autres ééférenceé;

-
-
..
‘
’

En ce qui a trait, aux idééug arbitfaires des algébres enve-

loppantes, peu éem&le tre connu & l'exception de la classification

dg_ALAZ,C) par Kirillov tK] (et des‘algébres commutatives E€videm-

ment) . Nos résultats pour les algébres de Lie de dimension infé-
rieure’ ou &gale 2 3 donnent quelques "éyidences expérimentales"

~l
- ’

sur ce 3 quoi l'on .peut s'attendre-en général.
. ' o

Les méthodes-utilisdes -dans ce travail sont &lémentaires et

ne dépendent pas des xrésultats c0nce;nant les id&aux primitifs men-

~tionnés ci-haut. ' ' . ~



T %I - Algébres enveloﬁpantes.dés algébres de ﬁie de dimension 2
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b -

‘Il.ﬁfy a qu'une seule algdbre de Lie non-ab&lienne’ de dimen- .

. -

a . .

sion”2. Soient e}cefte.algébre et {x,y} une base’ satisfaisant la
relation [x,y] = Ve On‘notefd UQ%}) l'algébne'enveloppante de cafte

algébre de Lie;% et U(4rr) 1'algdbre enveloppante de l'idéal/u.dexg/_/)
‘engendré par‘l‘élémgnt y. Il ast clair que U(AAJ‘gst isomorphe &
k{y] 1'algébre des polynBmes & une iﬁdétérminéelgur le corps k. On

« " >

identifiera donc dans ce paragraphe U(c) & kiv].
_ N }

. I3 - . ‘e

X

- Soit I un‘idéai bilatére de U(lgaq alors J =:1 ao k([y] estr
N A} ! )
un idéal de k{y] stable parxg,. Etant donné& un id&al J de k[y] sta-

ble parL% , on procédera inversement de fagon & déterminer tous les

1

idéaux bilatéres I de U(L%) rencontrant kly]l en J.

L] .
- L)

. Tout idéal J de k[y) est engendré par un seul polyndme puis—'
- . . ¢. . N .
que k[{y] est un anneau principal [MC]- Montrons que les seuls idé&aux

non-nuls de k[y] stahbles parlg,sont ceux de la forme ymk[y], ot m
. Y . ' Ll

. .
est un entier non-négatif,

4 .
‘. -~

\ Définition 1: Un idéal J de k[y] est homogine si les composantes ho-

-

mogénes de tout El&ment de J appartiennent # J.

’
3
Lemme 2: Si J:est un idéal de k[y] stable parg&,, alors J est homogéne.

>
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Démonstration: On note kg[y] l'espace des polyndmes homogénes de

‘ degf:é n de k[y]. Supposons qué' J soit un idéal de kiy] stable 'ﬁér
. p : et

] Q » ﬁ/

'{ﬂ' . Montromns-~-que ST _ ' R .
i i . ! L . - e b .
h . . . . @ n . . ~ N

J=°V 3% en I =110k [yl ..

-

v

Posons kln[y] = kotj'] @ kl[y] B ... O k'n[y] et remarquons que J

est stable par ad(x), alors la restriction de.ad¢x) 3 kn[}'],.'
ad@'ﬁ!'k [v] , est .semi—simple. En effet, ad(x)-yn = n-ynA . On peut

n : ' , ; e
- donc &crire Jnkn[y] =‘(J‘nk'0[y])'® (Jnki{yl) @ ... @ (Jnkn[y]) .

ainsi J = °y o7, ' - . . . 0

Utilisant ce résultat, 1l est 'I‘nainte-nant clair que les iaéauk-non—-
- nuls de .k'[y] stables parué son't. tpus les idgaux de la forme J:lymk[}’],
| oi ™ .est 'un entier non-négatif. Avant dtaller plus ‘loin, notons
l'identite vy U(()A) = U(Lg)y . Ce.tte identité résulte de la sui-
vant-e:"'y x a(x—m) y . Soit uey U(Oa,), alors u = ymu"oﬁ
u' ¢ U(D}) u E £ (y)x (d aprés:le théoréme .de Poincaré-

Birkhoff Wict [DI 1 2.1. 11])

[_fk(y)ymxk

[

k )
T oE (y) (x-m) Ty & U(Lg)ym
L'inclusion inverse s'établit de fagon semblable.

L]

" Définition 3: Soit J = ymk[y]. "Un idéal I de U( %ESt d'ordre £

]

sur J.s'il satisfait aux conditions suivantes:



1) J =1 n~_k'[y]

.
m

\'k | 11) Ic_y'f-u-(‘g(y)

144) 1 ¢ ym-£+f|‘u(c’8) | . L

-

. Notons que les idé&aux recherchés sont des idéaux d'ordre

au plus m. sur 'J = ymk[y]_., De plus, on peut tbujo?rs se‘raﬁ
"mener au ca;-oﬁ I'est-d'or&fe m surli =_y¢kty]. ‘En egfet; soilt
I un idéal d'ordre' £ =zm éu; J = ymk[y], a%ors'; = ;Eﬂ_l est

‘. : ~ £ ' | Cor . -
d'ordre £ sur J = y k[y] comme on peut facilement le vérifier.’

On peut donc supposer hue les 1idéaux I ne sont contenus dans au-
F 4 - ! .

cun idéal ydU(CB) oi-d > 0.

I
-

Si I est un idéal de U(Q})'onpeut toujours le représenter sous

la forme 1 = y' I yn, oi I < k[x] . Les I ‘sont &videmment i
‘n n n n
des i1déaux de k[x] puisque x1I ='y xI yn ¢ I. Ecrivomns dont

-1 n
I = En <‘gn(x} > yn,.nﬁ <g;(x)> est 1'idéal de k[x] engendré par -
gn(x). De l'inclusion Iy ¢ I on obtient <gn(3)> = <gn+1(x)>’ ce

qui est &quivalent 3 gn+1(x)|gn(x). Regardons malntenant ce que

la condition yI < I nous permet de dire concernant les gh(x).

]

. n
yI =y < g (x)>y .

PR A NORS S

+1

Ip <gg(x-1)> y"

n

I, <g (x)> y"
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' Donc, <gn(g-l)> c <gﬁ+1(x)> . Ainsi, g +1(x)|g (x—l), et om peut_

-

établdir le-théoréme'suivanﬁ:

r

L4

Théoréme 43 Solit J = y k([y], m = 0. Les idéaux I deAU(LB) d'ordre

m sur J sont en correspondance biunivoque avec les suites'{gn(x)}

de pélynames unitaires dée kix} satisfaisant aux conditions sui-

vantes:

v
o
i
=
o
A
2

1) deg-g (x)

fl
o

‘deg gm(#)
i1) gn+1(X) | g_¢x)

iii) g, (% | g x-1)

De plus, une fois go(x) fiﬁé, il n'y a qu'un nombre fini de telles

suites. ' . .

L
-

Démonstratidn: Soit I = zn <gn(x)? yn, oii les gn(x) sont des poly-

ndmes unitaires. Supposons gque I soit un idéal d'ordre m sur
J = ymk[y]. . La discussion précédant le théoréme nous donne les

conditions ii) et iii). ~Supposons qu'il existe n, < m tel que

n )

deg g, (x) = 0, alors dans ce cas y ¢ I, mais ceci est impossi-
: n . .

ble puisqu’on aurait vy 0 € I n k[y] = J. .Ainsi, deg gn(x) > 0

sin <m et deg gm(x) = 0 puisque vy e I.

'
-

- -

Inversement, supposons que {g (x)} soit une suite de poly—

!’

‘ndmes unitaires satisfaisant aux condltions i), ii) et iii) et

-

’
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considérons I = : Z ”<gn(k)> yn. I est un idéal (L'inclusion

xI c I est evidente . D'autre part Ix c I puisque ynk ?-kyn—nyn.
: ‘ ¥

De plufg, 1° inclusion yI I résulte de %fidentité.ygnﬁx)= gﬁ(x~1)y'

alors que la derni&re inclusion résulte de 1la condiﬁion,ii) ).

Il reste é'montre£ que- I est d'ordre:m sur J = ymk[y]; Il est
clair queé I h k[y] = J puisque &, (x) = g e (X) = o= L D'autre
part I ¢ ydU(ﬂk) quel que soit d > @ car autrement on aurait

I c yU(&%J, fe qui est impossible puisque ga(x) ¢ 0.

.-
s

Une fois go(x) fixéd, il est é&vident qu'il n'y a qu'un nom-

bre f£fini de suites. vérifiant _1es.con&itions 1), 11i) et 1d4i}.

-

Ceci termine la démonstration du théor&me. : - . g

Examinons maintenant le cas des ideaux premiers de UQ? Y.

Il est clair que si I est un idéal premier de U(yn) alors

EH

J = :I n k[y] est un idéal premier de k[yl. Le seul id&al pre-
Fl .

mier non-trivial et homogérﬁé de k[y] est yk{y]l. On obtient donc le

Corollaire 4.5: Les id@aux premiers non-triviaux de UM%),sont

'YU(UB) et tous les idéaux (o+x)k[x] @ yU(Q}) ol a € k

Démonstration: Les idéaux premiers non-—triviaux de U(Lﬁ) égnt des
idéaux d'ordre 0 ou 1 sur yk[y] . Dans le premier céé, on obtient
yU(A%); Maintenant, d'aprégs le théoréme, les id€aux T tels que

I n k[y] = vk[y] sont en correspondance biunivoque avec les poly-

nomes unitaires go(x) de k[x]. Mais, pour que I soit premier il



- .
0 :
* t

. N ' .
faut et il syffi; Qué'go(x) §§i§ irréductible. Eiﬁsi;‘ilfy a_ung
correspondance.entre I et go(xj'é a;Fx puisqug go(x) est unitaire
ou, plus précisémert, dne correspondance entre les idéaq;_premiers.,

s

de U(&g) d'ordre 1 sur yk[y] et les scalaires de k. -0
Si J = 0 (respectivement k[y]), alors le seul id&al pouvant

intersectex k[&] en J est I = 0 (respectivement U(Lg)).

-
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- IIL- - Algé&bres enveloppantes des algébres de Lie de dimension 3.

.o -

. .Soitcg une algdbre de Lie de. dimension 3. Notons D:,L(ﬁ,
le sous-espace de¢3 engendré par tous les commutateurs, c'est-
d-dire Dk& = [Lﬁ,ﬁ%]. Remarquons que D%g, est un idéal dé(a‘.

* On procé&dera & l1l'étude des algébres enveloppantes des algébfes

de Liegj selon la dimension, dim D%ﬂ , de D%j .

1. dim 15})) -0 .

Tous les commutateurs &tant zéro, il .s'agit d'une algébre

de. Lie abélienne,. ce qui n'a pas d'intér&t 'pour nous..

2. did DJZ)}= 1. ' ! , 7
I1 y a deux algibres.de Lie non-isomorphes de dimension 3
vérifiant cette condition. Soit {x,y.z} une hase de:ub ;‘ On ca-

ragtériseU% par les commutateurs des &léments de la hase.

-

2.1, [x,y1 =%, [x,z] = [y,z] = 0.
L'algdébre de Liecg ainsi obtenhue est Evidemment isomorphe 3

[ﬁl Xlgz oﬁ'igl est 1'algdbre de Lie non-abélienne de dimen- .

sion 2 et zgq est 1'algibre de Lie unidimensionnelle. L'al-

g&bre enveloppante U(lg) del%,est isomorphe au prodult tenso-

riel des algébres enveloppantes:U(égl) et U(€}2) de/%?i et
. ) _=_ a3 -~
(3qlrespect1vement. C'est-i-dire U(L%) U(U§) @ U(i%z).

I
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S 2.2 [x,y]"—-'.é [v;z] = [x,z} = 0.

Lt algebre de Lieo(}‘ verifiant " ces rel'ations est habituelle-

-ment appelee algebre de Heisenberg de dimension 3.
On peut facilement vérifier que le centre Z(%I), ‘de 17al-
'gebre enveloppante U(%) de 0{] est 1 algébre des polynfmes & une
indeterminee._ C'est-3-dire, 2(2}) = kfz].
. : J - .‘.h
D'aprés le thEor&me de Poincaré&-Birkhoff-Witt, tout &lément.

u de U(?B) s'écrit u = E _ j(Z)xiyi. On classifiera les idéaux
i,] ? ' } ’ S

v

bilateres I de U(Cé) dat apres leur intersection J avec le centre de>
1! algebre enveloppante. Remarquons que J est un 1déal de qug),

donc engendrié par un polynome‘fo(z), puisque k[z] est un anneau prin-
X ot | _

eipal.

Réalisons une filtratlon suxr UQO)) en posant

(LB? = {u € U(LB)IU = +. £, j(z)xiyj}
i+jsn ?

S§5i I est un idéal de. U(L%) -on note I( )l‘espaceIWWU(n)(C}): Notons
| (0) |

U(n)

v

LY

que I In ZQSB). Tout idéal J de Z((3\) peut 8tre représenté sous
la ‘forme J = zﬂp(z)z(g%),'oﬁ p(z) est un pelyﬁame de k([z] tel . -3

que p(0) = 0 et £ un entier non-négatif.
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1) si & =

' Théordme 2.2,12 Soit»J.=lz£p(z)Z(19)4-bﬁ p(0) = 0, un idéél.de

A <’U3 ) , 8101“5 i S, ' ' - .. S ’

\

s 1e seul idé&al de U(ﬁg) rencontrant 2(15) en J est

0
I=p(z)U(lﬂ) o : R

_ii) si £ > 0; 11 y a une correspondance biunivoque ehtre les idéaux

I de U(Cg) rencontrant Z(Cg) en J et 1es idéaux propres .

1! /zU(CB)_ de UG{})/ZU(?}) = k[x,y] donnée par I = P'“]'p(z.)l'

Démonstration: i)'Puisque J c 1 on.obtient 1'ineclusion

p(2)U{y ) = JU(Cg) ¢ I. Il reste donc & &tablir 1'inclusion inverse.

Soit u ¢ I, alors u ¢ I(n)

(n)

pour un_certain-n. On montre, par Té-

currence sur n, que I < p(z)U(Cg) Cela suffit pﬁisque.

r=y1™ . sia=o0, 19 s 1y -3 P(2)2(0)) cp(z)u“ﬂ)
Supposoné le résultat vérifié& pour I(n—l) et choisissons u e‘I(n),
. . ot o
alars - u = E £, .(z)xlyJ et
i+j<n *° .
’
[u,x] = ~ad(x) =« u
.. . »
= 1 g, L@xTIy),x |
i+j=n »J :
>0 .
=-3 jz (z)xTy -1
i+j=n
j»0
(n_l) "
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U

..?Phc ;zfi,j(z) . ;<Z)U(D)), 'si j ? 0.

Ainsi, 3 j(zl.esp(le@UB); éiAj->_0,'puiéque -p(Q) = Q. _:;'

De fafon -similaire on obtient,en prenant le crochet de u

avec y, (z) € p(z)U(Ub) , si i > 0. On'a aussi
£0,0(2) = u - ,X | fi,j(z)xfly:l
- O<i+j<n

e I n Z(UB)

puisque p(z)U(LB) < I. Et par conséquent, u ¢ p(z)UQOA).
ii) On considére,.dans un premier temps, le é;% ol -J = zZ(UB)
Les 1deaux bilatéres I de U(A%) rencontrant ZLU&) en J sont les
ideaux non—-triviaux de U(C%) contenant zU(L%) En effet, st ‘

zU(C%) c I = U(Cé) on a I n Z(GB) ) zU(ﬁB) n Z(Q}) = zZ(CB)'et \\
I o= U(L%) => 1 n Z(ig) x Z(ﬁg) La maximalité de zz(ﬂb)
implique que I n Z«S}) = zZ(C%) I1 ¥y a une cbrreSpondance biuni-
'voque entre ces id&aux et les idéaux non- triviaux de k[x,y] puls—

que U(UB)/;U(_GA)  klx,v] . -

. > ~

Considérons maintenant le cas J = zp(z)Z(U}). Soient I un

ideal de U(Lg) rencontrant k[z] en J et u un &lément de I, alors

(n)

u € I pour un certain n. Montrons par ré@currence Sur n que
Lo _ p
u = z fi .(z)xly:i oli les £, .(z) appartiennent i p(z)Z(LB). Si
i+j£n ’J . 1!J
n = 0, alors u ¢ I(O)

= zp(z)Z(L%)- Ainsi done, u ¢ p(z)Z(Q¥)

- PR . n-1
Supposons le résultat vy8rifié si u ¢ ( ). Choisissons u € I

-

(n)

b

L)
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[u,x] = —,LE jz fi;j(z)xiyj'.
i+jsn '
i j>0 .
DoP;, si 3§ >_0, ZEi;j(21 e.p(z)ZCp}) eg'par'sgite,.

fi;j(z) € Pﬁz)z(ﬂ%) pu%squg.p(O) £ 0. ‘De géﬁe, fi;j(z) € p(;)z‘(g),
) .. N ’ - | . i j . e
si 1 > 0. f (z) = - : £ (z)x . Ainsi,
' 0,0 : 0<1£an i, . - L
= - -l i j . - = : N
\f fo’o(z)l. uz 0<i§j5n 2€, 4 (2)x 2 e I n z(U}) ‘ Zp(z)z«%y)

Par conséquent, fO,O(Z) e_p(z)Z(U})l. _On peut don; gcrire

u = p(z) 1 fi j(Z)xly1, oli fi‘j

(z) = P(Z)fi'l(z). On considére
i+jisn d :
1'idéal 1I' = L I. (Ce'qui a tOujoﬁrs un sens si I = 0, car
o p(z)} ; .

dans ce cas p{(z) = 0 ; en effet, supposons p(z) = 0 , alors

J = 0. Soit- u, ¢ I, .alors

' m n
= 3 +,..+f° Z)> .
u fo’o(z)+fl’o(z)k+f0,l(z)y fm,n( iw v
' +
(ady)n(adx)mu'= z f n(z) € I n kiz] = J =0,
. . m, :
ainsi ‘donc, f (z)'¥ﬁ0. De mgme, £ -.(z}) = 0 quels que soient 1
m,n 1,.] .
et j. F'est—ﬁ—dire uf%“D, et par conséquent I = 0,) Alors

I' n Z(A%) = pgé) Z(L%) = zZQO}). Ainsi, I = p(z);', ol

I'/zUQG}) est-un idéal non-trivial de.U((%)/zU(AQR = k[x,y] . On

]

montre facilement, par ré@currence, que si I est un idéal de U(U%)

vérifiant I n Z(CB) = zﬂp(z)z(ﬁ%j o p(0) = 0 et £ 2 1, alors



1= zﬁ_;p(z)I"'dﬁ I'/zU(ﬁB) est un ideal U(O})/zU(%%) x k[x,y]
Ceci termine la demonstration du theoreme.-~ . . Dr
ﬂ-: Examinons maintenant le cas des ideaux premiers de U(ﬂ%)

‘premier de Z(U}). Les seuls ideaux premiers non- triviaux de 2(0%)

. ’ ° fl
sont zZ(UB) et (z- u)ZCQB) En effet, tout idéal non-trivial. dé

Z(L%R est de la forme 2z p(z)ZQL%) ol 2:0 et p(0) = 0. Srf‘”
p(z) n'est pds un polyndme constant on a-'zgp(z) € J mais zﬂ'é'igf
et qonc.p(z) é J puilsque J_est premier . Mais cela n'est possible:
que lorsqug 2 =0 . Un raisonnement iaentique nous permer de con-
clure que é(z)lesr de éegré L. Ainsi J = (z- a)zQO}) Maintenant,

si p(z) est un polynome constant 1l est facile de voir que J =zZ(ﬁ%)

Il est clair que (=z- a)z(ﬁ%) et zz(bk) sont‘des idéaux premiers de

Z(ﬁ})

Corollaire 2.2.2: §i J = zZQ%), alorslesideauxpremiers IdeTJQg)

tels que J = I n Z(L%) sont en correspondance blpnlvoque avec
. - '

"les id@aux premiers non-triviaux de k([x,vl.

Si°J = (z- a)ZLqB), le seul 1deal premler de U((g) rencons

tranr k[z] en J{est I = (z a)U(&B)

'Soit I un'idéal premier de U(k%), alors J-= & I n Z(L%) est un idéal . .
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I4 y a deux familles d’algdbres de Lie de dimension 3
dans cette catégdpie. Toutes ces algiébres vérifient les relations:
[x,y]'= y + az, [x,z] = Bz et [y,z] = 0 . La premiére faﬁille

ééant-cel{e oti "a = 0 .et B'arbitfaire;‘la seconde f = 1 et a amp-

- AR : - .
~bitrairéy” On. tentera de tralter simultanément ces deux cas tout

'en précisant certains. détails propres 3 chacuné des familles. Re-

marquons que le cas B = 0, a déjad 8té etudi&; par conséquent

‘cette possibilité sera dans la suite toujours exclue.

Dans- te paragraphe, 4 sera 1'id&al ky + kz de[g et Ulg .,

‘son algébre-envélopbante. U (AL) est évidemment isomofphe'a ki{y.z],

1'algébre des polyndmes & deux ind&termines, le crochet de yvet z

gtant nql; On identifiera donmec U(wc) 3 k[y,z] pour simplifier la

visualisation. T

Soit I un id&al bilatire de U(Ag)} alors on peut associler
3 I un 1d8al J = : I n kly,z] de kly,z] stable p\'ar,u}-. Le but
étant de se ramener 3 1'&tude des id&aux d'une algdbre commutative,

an essaiera.donc'de classifier les idéaux de U(cg) d'aprés les

idéaux de kly,z] stables pari%,.

+Dans 1la suite,'J sera toujours un idéal de k[y,z] stable

parkmlet PO sera l'ensemble des polyndmes en y et z sans termes



est un idéal maximal

conétants (c'est-3-dire P0 = <y,z>). P

0
~de kly,z]. ‘
\Qr"

Définition 3.1: Soit ‘I. un. id&al de A=LU(A%) ou k[y,z], alors on

appellé idéal quotient de I par P

[

o dans A’l'idéal * 1

I: APO = {u ¢ A|uP0 c I et PO“‘C I} .
s '
Remargués:‘i) On &crira simplement I: P si aucune confusion n'est

J

0
possible..

J: U )Eb i;;): k[y,z]PO et on écrit donec, sans risque de con-

fusion; J : P0 dans les deux cas.

{ib Si J-est un idéal de kl[y,z] sEahle.par 5}, alars

' | ’ ‘ ,
iii) S1i 4 = k[y,z], 11 est clair que I : APO est un idéal

de k[y,z]. Scient B un sous—ensemble quélconque de kly,z] et I un

4

idéal de k[y,z]; on définit de mani8re évidente I:

. B qui est
k[y,z] "

K
évidemment un id&al de kly,z].

iv) Si A = U(Lﬁ), il n"est pas du tout évidemt que

U(%)Po

est stable par ad(x). Choisissons un &l&ment queléonque, u, de

I APq soit -unm idéal de A, Montrons premi&rement que I :

I : alors

U(UBJPO’ ‘ )

(ad(x)~u)y

XUy ~ UXy
= Xuy - uyx - Ey - oauz
= ad(x) * uy - uy - auz ¢ I,

XUz - UxXz

‘ et {(ad(x)*u)z

= xuz -~ uzx - BRBuz ¢ I.-



‘Maintenant, soié.v e I : APO; alors il est évidént‘que vy, yv, .
vz et zv sont gﬁééi des éléments de I : APO . De plué,_ -
Povx'c Ix ¢ I et vxPO.c vaO -‘(ad(x)v)ﬁo e© I, puisque I : P

est stable paf ad(x). Ainsi, vx e¢ I : ,P

AFpe De mﬁmelxv e I : ,P_.

Par conséquent, T-: ,P. est un idéal de Aé-

A°O
£ . 2_1 - . . . .
APO > (I 'APO VK PO, pour tout entier £ 2 1.

k{y,z] 1'inclusion inverse gst'aﬁssi verifiéew,

f

vy I

]

En oﬁtre,si A

- . £-1 . -1
Soit u ¢ {I : APO )y EO’ alors uPO c I : APO et
v
£-1 ‘ £-1 £-1 £-1

Pou c I : QPQ . Ainsif uPORO s PO uPO, POuPO et

2-1 : | ; - 2

PO Pou sont tous Inclus dans I. En particulier, uPo e I et

'& . y . : £ _ . 1 . |A
Pou < I . Dong¢, u € I .-AP0 . 8i A = k[y,z]y1l'inclusion inverse est

évidemment vérifiée.

vi) T Pg est stable.parlg , quelque soit £ 2 0, En.

effet, il suffit de mont;er que J :‘P0 est stable par ad(x)._ Mais,
ceia é déjd 8té fait (voir remarque iv) ci-haut).
vii) Soit J un idéal de k([y,z] stable parxg, alors
JU(L§) =MU(C%)J. Soit f(y,z) € J et u = i fz(y,z)xﬁ € U«% ¥,
alors f(y,z)u = Z f(y,z)fi(y,z)xg = z ff.(y,z)f(y,z)x£ . 11
s'#git donc de montrer que f(y,z)x£ appartient & U(L%)J, mais pour
”cela il es£ suffisant de montrer que f£(y,z)x ¢ U((%)J,'ce qui
est évident puisQue fly,z)x = xf(y,z)—ad(x)f(y,i) et que J eét

stable par ad(x). L'inclusion inverse s'é&tablit de la méme fagon.



o vii) L'idéal bilatsre JU(U}) rencontre k[y,z] en J .
fSoit‘u e.JU(u}) n k[y;;] s dlors u = f(y,z) € JU(QB)' Ainsi,

ue J., o
On peut maintenart &tablir un premier ré&sultat.

Lemme;3;2: Soit J un idéal.dek[y,z}spableﬁarU} , alors les id&aux

I de U(A%) rencontrant - kiy,z2] en J sont compris entre les

. C J . ’ ] .
idéaux JU(U}) et (J : POO)U(UX) , Pour un certain entier 20 ..

Démonstration: Puisque I est un idéal bilatZre de U(p}) et que J
- - - l . /_\’ . l - - :
est contenu dans I,/nggbfient la premiére inclusion; c'est-3-dire

JU(U}) ¢ I. Il est facile de montrer par récurrence les identités

suivantes:

x"z = z(x?-B)n; ‘xny'= y(x-*l)n +‘nazf£-kl)n-l

n-1

. n . n, ,n-£ £ N D v o.n, 4 : T n-1
[x ,z]l. =z 7} (f_)B x7; Ix,yl =y ] (£)x + naz(x+1) .
. &=0 ' £=0 o
n - ‘ { ‘ _ §
Soit u = | lfi(y,z)x un é€lément de I. Montroms par récurrence
' i=1

s n, le degr& en x de u, que u appartient 3 U(L%)(J : Pg).‘ I1

Suffit donc de montrer que les fi(y,z) appartiennent a J : Pg .
Si n = 0, il n'y a rien & démontrer . Supposons le résultat véri-
) £ L
fié pour n = £-1 > 0, Soit u = { fi(y,z)xl e I, alors’
: i=0Q )

e .
lu,2] = ] £.(y,2)[x",z]

i=1

i-1 '
SCI T NN G R
1 m=0 "

]
[
I~

i
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Notons que ju,é].eét de de%ré_ £-1 en x et appartient aussi 5‘1.

Le coeffis;ent du terme de degré £-1 en x de [u,2] est fﬁ‘fz(y;i)z.

Ainéi, fz(y,z)z'appartient a Jo: ngl-. De plﬁs,:“ |

A 1

[u,y] z fi(Y}z)[x_ 3Y]
i=1 - ‘

" 2 : i-1 ‘

= E f (y,z){y E (i)xm + iaz(x+l)i—1}

L i - m
1i=1 i m=1 .

\

Le coefficient de degté,£7l en x de [u,y] est f£(y,z){y(£fl)+£a;f-
Puisque f (y,z)z apparfient a J s Pﬂ-l, on obtient que
£ : 0 ‘

gﬂl , et par sulte fz(y,z) e J Pg . En regardant

de prés les expansions de [u,z] et [u,y] , on s'apergoit que cha-

cun des f;{(¥5%) .appartient aJ: PE. En effet, le coeffilcient de

fz(y,z)y € J : P

0

degré £-2 en x de [u,z] est

g{<£-1>e £,y (v,z) + HEL g2 fﬂcy,z)}

- qui appartient 3 J Pg_l,'d'aprés l'hypothése de récurrence,
L C 2-1 k-1
Ainsi, puisque zfz(y,z) e J PO ’_;fﬂ—l(y’z) € J-. P0

D'autre part, le coefficient de degré £-2 en y de [u,y] est

(y+az) (L-1)f, ;(y,z) + (% + az)L(L~1)£,(y,2).

Ainsi, (Y+az)(£—l)f£_l(y,z) € ngl, et d'aprés le résultat
.. o oL-1 . "
précédent yfz_l(y,z) e J : P0 . Par suite, fﬂ_l(y,z) e J 3 PO .

De fagon générale, les coefficients de degré j en x de [u,z] et

[u,¥] sont



--‘.

JAR | |
s Yo () 8TIE ey et
1=3+1 ‘ |
. .
! 1-1
y ) (Df (y,z) + az 107,7)E,(y,2)
- i=§+1 3l - 1=Z+1 S

respectivement.' On en dé&uit-dénc,'dé proche en preche, que
fj(y,z) e J Pg,'quelgque goit j entre 1 et £ . Op'; donc
montré que si u est un él&ment de degré p en x de I, alors

ue (J: PS)U(L%). De plus J ¢ J Py 3 Py ... Cette
suite doit se stabiliser, k[y,z] &tant une "algébre ﬁoethérienne.

On obtient donc l'inclusion I < (J : POO)U(UX) pour un certain

20. Ceci termine la démenstration du lemme. a

Définition 3,3: Un idéal I de U(L%) est -d'ordre £ sur‘% si les -

conditions suivantes sontusatisfaites,

I n kly,z]

i) J =
, L,
" i) I c U(U))(J i Py)
et ‘ ii1) I ¢ U(L})(J : ngl)'

Pour chaque idéal bilatére I de U(C%), il existe un idéal

J dé k[y,z] et un entier £ tels que I soit d'ordre £ sur J.

s

On montre dans le th2oréme suivant que T'on peut, &tant

{donné J, classifier les idéaux I recherché&s d'aprés leur ordre sufr

J.
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Théoréme-334: Soit I' un idéal d'ordre £-1° (£> 1) sur J, un ideal
de kiy,z] stable par ad(x) Alors, il y ‘a une correspondance

biunivoque entre les ideaux I4' ordre £ sur J verifiant‘

In U(C%) (J : Pg l) = I' et les sous-k[x]-modules non-nuls M

de (I': P )/I' s stablés par ad(x), ne rencontrant pas
U(u&)(J :_P0 )/I'. Cette correspondance est donn&e par-M = I/I',

Si. £ = 1 le ré&sultat reste valable & la condition que
A

Ld
-

. * . oA
kM n {((J : PO)/JU(LK)) = 0 , ‘ s

Avant de procéder‘a la démodstration de ce théoréme,

notons que si I est un idéal d'ordre £ sur J(L“U)s alors

»

f'Lé "I n U(%?)(J : £ L) est un idéal 4 ordre £~1 sur J. En effet,
Y _ £ 1, Ce-1,
I' n k[y,z] = I n U(p})(J : ) n k(y,z]l = J n U(Aﬁ)(J : P0 y=J

puisque J <« J : Pg-l quel que soit £ > 0, De plus,

I' - T U)W pf— 1y ¢ VO p'g'“l).

Il reste 3 montrer que I* ¢ U(A%)(J : Pg—z).
.lIl.ekiste un &€lé&ment u de I n'apﬁartenanf pas 3 Ugb})(J : Pg_l)
“tel que uy et uz appartiennenﬁ a U(L%)(J :‘Pg_l) pulsque
I < U(AQeQJ_f Pg) et I ¢ ﬁ(i%)(J ) Donc; au moins un ?e )
‘ uy ou uz n'appartient pas 3 U(ﬂ\)(J Pg_z), car autrement u
appartiendrait‘ﬁ U(c%)(J : £ l), ce qui n'est pas le cas. Par

conséquent, il existe au moins un &lé&ment de I (uy ou uz) appar-

tenant 3 U(Cﬁ)(J : E ) mais non & U&% )(J : Pg_z)n Par Suite;

I' ¢ U(L%)(J : Pg ) &tant donne que uy et uz appartiennent 3

-

',

*: On &crit par abus de language (J:PO)/ JU(LB) pour l'image de J:P

0
dans U(DB)IJH(UB).



BRI

Démonstration du thiordme 3.4: SoffItn\idéaldfordrejﬂsurilteique

I'*'= I n U(D})(J :;p’g-l), alors M‘ = I/I‘..- est un sous-k[x]-

module de (I' : P )/I' stable par ad(x). En effet M est stable

par multiplication par x et par ad(x) puisque I 1'est, Si

& 1 1

£ > 1, I/I' n U(U})(J /1t =0 pgisque In U(L%)(J : g y=1',
) =

=Jn (J : P Jc 1'.

o’

8i £ =1, In (J:PO) ¢ (I n k[y,zl) n (I : P 0

M est mon-nul puisque I ¢ U(Mh)(J : Pgwl) > I', Inversement, soient

I1' unh idé&al d'ordre £-1 sur J et M un sous- k[x] -mcdule non-nul de
-1

I' Pg/l' ‘table par ad(x) et ne rencontrant pas U(L“)(J : P0 )/I'
si £ > 1 (ou (J : PO)/I,.si £ = 1), Alors, M s'écrit de fagon
unique sous la forme I/I' . I est un idéal de U(Lﬁ) 2tant stable

© par multiplication 4 gauche (s1 le module en est un 3 gauéhé)

\

"wfbﬁr x et stable par ad(x). De plus, yIcy(I: PO) c I''<c I, et de

méme pour z et les multipI;éations d droite. Montrons maintenant

1'identité I' = I n U(Uk)(J : £ l). L'inclusion

lI' c I n U(L%)(J : P£ ) est évidente et l1'inclusion inverse reSulte
de M n (U(O})(J : )/I ) = 0si £ > 1 (et si £ = 1, de

In U(U})J c U(U%)J‘= I'). Montrons maintenant que I est d'ordre

£ sur 7J.

iy I < 1' : PO c U(U})(J : ngl) : PO < U(A%J(J : Pg) d'aprés la

remarque v) ci-haut.
£-1

ii) I ¢ U(D})(J : P0 ) car autrement I = I' et par suite M serait nul,

1iii)I n kiy,z] = I' g k[y,z] = J. Il reste donc & montrer 1l'in-

clusion I n kly,z] ¢ J




T

o) 0 kly,z] |

Inkly,z] ¢ (I' :
© (I' ' kly,z]) : Py
| = J : P0 |
D'autre part, si £ > 1 . (J i,PO) c U(ig)(J : ngl);
_ . 2-1 ) o
Donc,_l I n (J: PO) C'll n _U(ALE‘)(_J R ) = I'., Ainsi,

1 n.k[y,z] c (J : PO) ﬁ I1' ¢ ;‘ n k[y,z] = J. Et si L= 1,
I.n (J: PO? c I ﬁuisque.FIYI'] n [(J :_PO)/Jﬁ(AB)] = 0.

Alors, I n k[{y,z] ¢ I n QJ_: PO) ¢ I' + Par suite, on obtient

“

le résultat. Ceci termine la démonstration du théoré&me.

. , ‘ - | ) | : 0

v Remarquons que si J : PO = J il n'y a qu'un seul idéal

de U(UB) rencontrant k[y,z] en J. Cet idéal est JU(K%).

Pour illustration, nous donnons ici un exemple de 1"wtili-
sation du théoréme dans le cas ol @ = 0, B est arbitraire et
2 : L s . P ,
J = <y“,z> . On tentera donc, & l'aide du th@oréme, de retrouver

tous les idéaux I de U(Dk) vérifiant I n k[y,z] = J. Les id&aux

I recherché&s peuvent &tre au plus d'ordre 2 sur J puisque la suite

J < J : PO c J : Pg € ... se stabilise au troisiéme terme, c'est-.
a-di J : P2 = J : P3 = En effet, J : PH = P
a-dire f 0 2 Py .o . s P Py 0’

‘ PO': PO = ki{y,z]. Montrons la premidre de ces identité@&s. Soit



A!:342;

E(y,z) ¢ Py alors f(y,z)y ¢ <y2,z$ = _-..T.‘ De m@me pour f(y,z)z.
_Soit'f(y,ﬁ)'e J PQ’ alors f(y,z)y et f(y,z)z € 4&2,§>,

donc f(y,z) € <y,z> = PO le seul id&al d'ordre O sur J est

_ U(ﬂy)J. Cherchons maintenant les ideaux d'ordre Y sur J.

U‘(,U&_)‘J : P, T U(UP<y,z>' (Notons que U(U&)<y,z> =_' <y,z>U(%), car’
ky + kz est;un.idgal deL? [DI 1, 2.2.14)). En effet,
yPO c <y2,yz>-§.<y%,z> c U(L%)<y2,z$, de méme de C—U(L%)?y2,2>. DSnc,
y;e U(L?)J : PO . ‘De plus,-zPOW:<zy,zz> C<z%CU(A3)<y2;z> et

POZ.C U(lﬂ)<y2’2>i Donc,.z c U(CQ)J : PO" Ainsi, U(ZB)J : PO D <y,z>,
S,O‘i_t u ¢ U(,(%)J : P,0 aloré uPO c 11(,uéf)<y2,2'> et Poucﬂ(%)wz’??_; par |

P « 2
conséquent uy, uz, -2u et yu appartiennent & U([})<y »2>. Par suite

u € UQOk)<y,z> 'C'est—é-dire UQUB)J : P c U(L%)<y,z$. Ainsi done,
(U([%)Jj. P)/U([&)J = U(lﬁ)<y,z>lu(£5)<y ,z> = k[x]. .

On a aussi ~ J : PO/JU(D}) = ky/JU(Db) ok

Les sous-— k[x]—modules M de U(U})J : P YU(LQ)J soh; téus stables par
ad(x) (car adg : m = m quel que soit m € ﬁ{i&)J :.PO/ELQ}jJ; les
éléments de U({%) ='P0/U(A%)J gtant de la fO?me X G£Xy+U(L})<y2,z>).
Puisque les sous-k[x]-modules recherchés.né_doivent pas intersecte;
ky/J[I(AE), ce sont ceux de la forme {U(A%)g(x)y + U(A%) < yz,z>}/U(LB)<y2;z> y
oi g(x) = %. Les %déaux d'ordre 1 sur J sont par copséquené_ious léé

idéaux de la forme U(Dk)g(x)y + U(Uk)<y2’z>, odi g(x) est un poly-

ndome unitaire = 1.

£
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Cher;hons maintenant les idéaux d'ordre 2 sur j. Sqip
‘iI'Vﬁ U(DB)g(x)y + U(L%)<y ,2>, 0ol g(x) = 1. _ _ |
' ; PO = k[xl)ycm{g(x) g(x+l)} ® U(}%)<y S 2> ..,éaleffep, soit
= ¥ gﬂm(x)yzzm € 1':P, alors uy = i glem(x)y‘ zm e;: on obt:iem: donc

goo(x)y € U(Mk)g(x)y, c_eét-a-dire goo(x) ¢ g(x)k[x]% be m@me,_

5 yg£m(x)y£z E gﬂ {x- l) £+1 m ; on obtiénﬁ aiors

goo(x 1) ¢ g(x)k[x], c'est-a-dire goo(x) € g(x+1)k[x] Ainsi
SOO\K) e g(x)klx] n g(x+l)k(x] = k[x]ppcm{g(x),g(x+1)} . Par
consequent, uwo= 3 gzm(x)_yﬂzm, ol goo(x) e kix]ppem{g(x),g(x+1)}.
Iﬁversemgnt, solt u € k[x]ppcm{g(x),g(x+i)} ® U(b}) <y,g¥_alogs
ue I' : Pg. Dome I' : P = kixlppem{g(x),g(x+1)} @ U(,oé)qy,z:.

0
k[xlppem{g(x),g(x+1)} @ [klx]/<g(x)>]

I

' v 1
et (I .POYI

U(b})(J : PO)/I' .U(UE)<y,z>/(U(U})g(x)y+U‘(Ag)<y2,2>)-: [k[x]/<g(x)>].

_Soit M un sous—k[x]—module stable par ad(x) dé(I' i PdVI"‘
M=Ml @ M2 ou Ml-est.un sous—k[x]vmoduie_stéble de"
k[x]ppcm{g(x),g(x+l)} et M, un squs-k[x]émodule étable‘de
[k[x]/<g(x)>] Si de plus M n [U(U})(J : P )/I'] = 8 on a M = Ml.
Mais, les seuls. sous-k[x]~ modules de kix]ppem{g(x),g(x+1)} sont
les idéaux engendrés par les multiples communs h(x) de g(x) et
g(xfl), Ainsi, les idéaux I d'ordre 2 sur.J tels que

In U(U})<y,z> = I' sont les id&aux k[x]h(x) @ I', ol h(x) est un

commun multiple de g{x) et g(x#l). (C'est-é—dire que les idéaux

I d'ordre 2 sur J sont tous de .la forme



.
by

T klxlem{a(i),g(er)) 8 D@y + U<y he0)

T

ol g(x) # 1 et cm{g(x),g(x+1l)} est un multiple;goﬁmun de'g(xf et
g{x+1) ).

On a précédemment rem&%qué que’si J : Py = J,_ql?fé le
§eu1 idéal I .de ﬁ(UU) fencontrant_k[y;z] en J ésﬂ JU(A%).. Le
théoréme 5qivah; donne gerta?nes conditions équivalénges a cellg
mentionnée. Avan; de 1l'énoncer, il faut dé%inir certains termes.

.

. Définition 3.5: Un polyndne £(y,z) de k(y,z] estB-homogéneldeB—degré

"A si £(y,z) est une somme de termes de la'forﬁe‘aijy%zj, ol

L+ Bj o= A .
Si a = 0, f£f(y,z) est B-homogéne de B-degré A si et seu-

lement s41 ad(x)f = Af (veir démonstration p.29)..

. Définition 3.6: Unidéal Jdekly,z] est Béhoﬁogéne si les composan-

tes B-homogénes de tout €lément de J appartiennent aussi & J.

Théordme 3.7% Soit J un iddal de k[y,z]. Les conditions suivantes

sont &quivalentes.
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i) fy, £z ¢ J => £ e J ' B . o
ii) (J : PO) = J
iii) PO n'est pas une composante premié&re de J.

De plus, si J est un idéal B—homogéne, on peut.ajoutér la con-—

dition suivante.
iv) J est principal..

La démonstration de ce théoréme sera donnée plus loin

(p. 36), demandant quelques ré&sultats préliminaires.

Corollaire 3.8: S5i 1 est un idéal premier de U(A%) alors
J=:1nk[y,z] est un idéal stable par ad(x) et premier de kly,z].

De plus: ' ‘ ' '

.i) ' si J = PO est un idéal stable par ad(x) et premier de
kfy,z], alors I = JU(D}) est L'unique idéal premier de

U(Uh) rencontraqt'k[y,z] en J.

ii) Si J = PO’ alors il y a une correspondance biuniyoque
entre les id&aux premiers I.de U(L%) rencontrant k[y,z]

en P0 et les idéaux premiers propres. de k[x] .
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1) - Les id&aux premiers I de U(U%) tels que I n k[y,z] = P

0

Démonstration: .1) Soif J = P un idéal stable par: ad(x) et

.premier'de k[y,z], " Montrons que J ¢ P_ = 3; Si J = k[y,z],

-0

'céla est clair, sinon supposohs ie contraire, alors il éxiste

f ¢ k[y,z]\J tel que fy et fz appartiennent & J. Alors, puis-—

que'J_est premieg y et z sont des Eléments de J. Ainsi J ='P0,

puisque PO est maximal, ce qui contredit notre hypothgse.

Puisque J:P0=J5 le seul idéal premier I de U(L%) tel que

I k(y,z) =.j est.I = JU(UB)

sont des idéaux propres de U(b?) contenant POU(A%)' Mais, ces
derniers intersectent tous k[y,z] en J. 'En effet, solt T un
idéal de U(A%) satisfalsant P U(Ok) c I = U(Q}), alors‘

In kiy,z] » POU(O%) n k[in] = P, et 1'inclusion inverse';ésulté
du fait que Polest maximal et que I = U(Cé). Les idéaux I re-
cherchEs.soht donc tous les id@aux propres et premiers de U(L%)

conténant POU(UX)' " Ceux-ci. sont en corréespondance biuniveque avec

les idéaux ﬁremiers propres de U(D})/éOU(L%) < k[x]. O

Lemme 3.9: Sia=10, alors J est B-homogéne si et seulement si J est

stable par ad(x). ' - , .

Démonstration: Supposons que J soit f-homogéne. Soit £ ¢ J,

alors on peut écrire f = Z fh , ot 1es_f3'sont'les composantes
A
B-homogénes de R-degré A de f. Puisque J est B-homog&ne, les



fA'apparﬁienn%nt'aiJ: Pa% éopéééuent; ifk é J et'ad(x)-f==z kaE‘J.
Aiﬁsi, J est stable par'a&(xj._‘ ‘ *

' éuppbsons qué J soiéastable'par ad(x). Notdns.kx[y,z]
1'ensemﬁlé des polyndmes B-hoﬁ&géne de f-degré A de k[y,z]. Etant
donné que k[y,é] = ez #n[y,z] est la decomposition de k[y,z] en
‘sous- espaces propres de ad(x) il s'ensuit, de la stabilitcé de J,

queJ=$2Jx,ouJA'=Jnk[y,z]

X » K

Remargue: Supposons que B soit irrationnel, alors les .seuls
polyndmes B- homogenes de kl[y,z] sont les mondmes o jyizj . En
~effet, supposons que 1 + Bi = L + Bm(i=L, j=m), alors B = %Ef.

‘est rationnel, contredisant notre hypothése,
"Lemme 3.10: Si B est irrationnel,'alors J © k[y,z] est un idéal
B-homogsne si et seulement si il est engendré par un nombre fini

de mondmes .

Démonstration: Supposons que J soit B-homogé&ne. k[y,z] &tant une

algébre noethérienne, J est engendré par un nombre fini de poly-

-ndomes, disons f,,f

1 2""’fn . De plus, J est R-homogéne, donc on

peut supposer que ces polynfmes sont P-homogénes. D'aprés la re-

marque ci-haut, ces polyndmes doivent &Etre des mondmes. L'impli-

cation dinverse est &vidente. O
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RemarguE:' Montrons que.éi'fg, le produit de deux polyndmes de
"o kly,zl, est B-homogé&ne, alors £ et g le sont aussi. Si B est
irrationnel cela est clair (voir 1la remarque précédente). On

P . 1 . .
peut donc toujours supposer que f est rationnel:. Soient

L1

I
g

-
[N

-

1)

n
i e~—19

= Ly Bys Ay le deegre de f,, My le B-degré de
8- On peyt supposer;que Ai < Aj et LPI pj si 1 < j,. Supi

=f ---‘ | - . 8 k :
posons que fg 181t . + ﬁmgn soit B-homogé&ne, alors

X1-+ My o= Am +-un « Done, f et g ne pedavent avoir qu'une seule

composante chacun.

Lemme 3.11l: Soit J un idéal B-homogéne, non-trivial et premier de

k[y,z]. Alors,

i) si B est ifrationel,-J = <y> , <z> ou PO. . )
. P -
ii) si B = 1 o, q > 0 et pged(p,q) = 1,
J = <y> P__q i ‘
y>, <z> PO ou <ay " -z*> si p > 0
<a—y_pzq> si p < 0

ou 0 # aek .

Démonstration: Supposons que B soit irrationmel. D'aprés le
P q , p

o
lemme précé&dent, J est engendré par un nombre fini de mondmes.
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Soit ygzm‘e J, "alors pﬁisqhe J est premier, y ou z appartient
a J. Alnsi J = <y>, <z> ou Py .

. ) . ’ '
. . ’

Supposbns méintenant que B =‘% , 00 q >.D et pged{(p,q) = 1.
Soit f(y,z) un'pblyane B-homog&ne de B-dégré A de kly,zl, alors
. on obtient f(y,z) = yxf(l,y_sz)- En-egfet;'soit o - -\
f(y,z) = Z . azmyﬁzm;_!alors |
L+Bm=2 - :
Y } Sy .
yheL,y Py =yt 1 ap Y fm, o
. £+Bm=2 ’ ?
- " _
; = ) Com? 2" = f(y,z)
# L+Rm=X ) .
Considérons mainten%ﬂt.l'équatipn £(l,u) = 0. 51 u est une solution

. - ]
. et € une racine q% de 1'unité (c'est-i-dire eq=l), alors

Q= £(L,u) = EAq f(e_q,u) = f(l,spu). Ainsi, éipu est une racine

«

de f(l;z); alors epu 1'est aussi. Soit £ une racine qe de 1'unit@d,
alors.&‘.p l'est aussi 3 de plus g = Tp pour une racine_qe de 1'unité
ST . En'effet, £ = el‘# Epm+qn = spmsqn = Epm = (Em)p, pour des en-
tiers m et n-convenaﬁlementfchoisis. Alors, si u est une raaine de
fX1,z), €u l'est aussi quelle que soit é, une racine q? de l}unité.

. , ' , e’ A e
Soit rp une racine de f£(1,z) et € une racine q de l'unité primitive

~ »
alorsrﬂ,trﬂ, [ ri s s e s eq—lrﬁ'sont des racines distiﬁbtes

de £(l,z). Par conséquent,‘(z—rﬂ)(z—erz)...(z—eq-lrﬂ)ﬁ=(zqirzq)

divise f(1l,z). Faisant de mEme avec toutes les racines non-nulles
~

de £(1,z) on en déduit de proche en proche que f(1,z) =20

E (aﬂ—zq),

£=1

‘aﬂ z 0.

L



Ainsi, f(i;Z)'= y f(lefp/gz)
X—Rnin L -p
= y q Z ]T. (aﬂ';y zq)
£=1
A—En-Lp L q
=y q z 1 (aay -z7)
£=1 .
- On &crit donec -
: : m n L P g '
‘ . y 2 I (apy -z7) sip>0
, £=1. '
£(y,z)
n L -
yOz 1 (aﬂ_y Pzﬂo 'si p < 0
£=1

r

od m = A - %n -~ Lp ou m= A - %n . Puisque f(y,1) est un

polyndme en y, m doit &tre un entier supérieur ou &gal & zéro,.

Puisque J est premier , ses polynOmes gé&n&rateurs Sont donc de

« "la forme (aﬂyp—zq) si p.> 0 ou bien (az—yupzq) si p< 0, 2 la

- condition que J ne contienne ni y ni z. Dans ce

dernier cas J = <y>, <z> ou RO.- Si on a déux facteurs de la forme
(aﬁ—y_pzq) ou (aﬂyp-zq) linéairement indépendants, alors J = PO'

Ceci termine la démonstration du lemme.

S
Lémme 3,12: Si J est un 1déal B-homogeéne - de kly,z] , ,alors J peut
. \ :
. 8tre représenté@ par une intersection finie d'id&aux primaires

B-homogénes.
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Démonstration: Soit J un idéal B-homogéne de kly,z], alors

J = Ql.a gé:n eve N QS, oii les Qi sont des 1d&aux primaireé'dé
k[y,é]h[vw vol. 2 p.128], Ssit Qi 1'id&éal B-homogne maximal contenu
déns Q (c'est—a—dire'l'idéal engen&ré par les &léments |
B—homogéneé de'qi)l Monﬁr&é% premi2rement que Qi est\griﬁairé.-
So?ent f,g € k[y,é]itelsgqué fg € Q; ef supposons que f n'appar- .
tienne pas E'Qi. Ilhfaut donclmontrér que gﬁ.appartient a Qi

pbﬁr un certain .entier £. Supposons que fg soit B-homogéne,

‘alors f et g.lé sont aussi. Mais f ¢ Qi , ainsi £ ¢ Q, puisque

Qi est maximal parmi les idéaux B~homogénes contenus dans Qi'
Par_conséquent, g£ € Qi pour un certain £ puisque Qi est primaire.
Ainsi ng, gtant B—hoquéne, appartient E'Qi. Sup?osons mainte-

nant que'fg ne soit pas B-homogé&ne. Soient

E
£ = £ et g =

£ .
£=0 C

[ e =

Bp »
o L

oi les f£ et g, sdnt des composantes B—hcmogépes non-nulles telles
que d?g fﬂ < deg fm si £ < m, et de méme pour g. On peut suppo-
ser fﬂ d Qi , quel que so%t £, ‘(Autrement on construit un nouveau
polyndme f', en prenant la somme des fﬂ n'appqrtenant pas ELQ£ .
On a alors les mémes conditions qu'auparavant, c'est-d-dire

f'g ¢ Qi et £' ¢ Qi. En effet, il suffit de remarquer que

f=f' + f'{ oli £f'" est la somme des composanﬁes de £ appartenant
i Qi o) fogo , la compésanfe R-homogéne de B-degré minimal de fg,

appartient & Qi, ce dernier €tant PB-homogéne. fO ¢ Q' implique
i



e A : |
0 . Qlf pour un certain entier.e,. Maintenant, soit g' = g-g4»

' - o ' - . e

v 0

et on a donc fg! e _ f(g_go) P Qi

g0
. | .
ainsi g gl + g, + ... +‘gm

eo '

.car fg ¢ Ql et fgo € Qi-: On en diéduit de proche en proche-que

e

n

j'e Q' .pour certains entiers ¢©

P 1 © rf )& '
N . ar suite, g ( 8£ € Qi

1 . £=0

pour € assez grand. Les Q' sont donc primaires., Il reste & montrer
_ i p _

8y

que J = Qi n‘Qg A vee N Q; . Il est clair que Qi nQyn ... nQ; < J.

Soit £ ¢ J = Ql n QZ N ... nN Qs’ et supposons que'f soit

.B—homogéne (ce quell'on peut faire puisque J est B-homogeéne), alors

v
i

f ¢ Ql n,Q; Noees an;_. Cecli termine la‘démonstration.du lemme,

2 | | 0

Lemme 3.13: Seoit an1idéaihprimaire non—-trivial et\B-homogéne

(B = z&/m, h, m > 0, pged(£,m) =1) de k[y,z] , alors YQ = P, <y>,<z2>, -

L £ m y X

m . . .
<ay  + bz > ou <a+by z >. Dans les deux dermiers cas,

Q = <(ay£+bzm)n>'ou <{a+by

03

ﬂzm)n

> respectivement, ol n est unr entier.

Démonstration: Si Q est primaire, alors YQ est premier, De plus_

si Q est B-homogdne, VQ 1'est aussi. Supposons le contraire, alors
on,peut trouver un &lément £ de /6 dont au moins une des composantes

B-hoﬁogénes n'appartient pas & VQ . Soient fl’ f2’ .y fr ces com-

pesantes f-homogeénes de P-degrés dl, d2, ...,'dr respectivement et
supposons que dl < d2 < «e. < d. . On peut Ecrire
£ = £' F(fl+f2+...+fr), ot f' est la somme des composantes B-homogines

de f appartenant 3 /Q . Ainsi f1-+f2-+...-+fr = £-f' ¢ /Q . Par
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suite, (fl+f2+..;+fr)m € Q pour un-entier m. f? est la composante
4 . , "

- B-homogé&ne de B—dégré'maximal'de (f1+f2+.;.+f£)m qui appartient &

Q, un idéal B-homogéne.  Ainsi done, fz ¢ Q et donc fr e /Q , ce

qui contredit notre hypothise.

. -

.

Déterminons maintenant la structure de vQ. vQ é&tant
B-homogéne et premier, on utilise le lemme 3.11. pour

obtenir le résultat,

.o

I1 reste & déterminer quels sont les id&aux Q qui correspon-

dent 3 ces id&aux YQ qui sont différents de P Soit VQ = <g>, ol

00

g = (ay£+bzm) ou (a+by£zm). Soit f un polynGme f-homogeéne de Q,
alors f = gf(l). Deux choix sont donc possibles: g ¢ Q,
ou (f(l})m € Q pour un entler m. Dans le premier cas. il est

clair que.Q = {a = <g>., Dans le dernier cas, f(;)-

(1) | r (D

e Y/Q . On répéte
A 21z - ' ‘ . J2.(2)

le méme procédi en Ecrivant £ : c'est-i-dire f = g f .

Ca 2 (2) .

Dans ce cas, g ¢ Q, ou £ € /6 domme cil-haut. f

étant de degré fini, on en déduit de proche en proche que gn € Q

pour un certdin entier n. Ainsi, Q > <gn>. D'autre pért Q, &tant

un idéal B-homogéne d'une algé&bre noethérienne, est engendré& par un

nombre fini de polyndme B—hoﬁogéngs, disons fl’fZ""’fr' Pour

. R o a
chacun de ces fi-on trouve n, tel que Q > <g 1>, soit

i
n = min{ni | i=1,2,...,r}, alors Q > <g™> . De plus, si f ¢ Q,
r n,
£ = 5 a,f, ; mais chacun des f, appartient i <g ~> et par consé-
g ii . i
i=1
- n ‘n ' e ! .
quent & <g' > . Done, f € <g >3 c'est-da~dire Q.= <g > . Cecl

~

termine 1la démomstration du lemme.’ g



" On peut maintenant pro@édez,& la démonstration -du théoréme
3.7 donnant des conditions éﬁffisantes pour n'avoir qu'un seul

.1déal intersectant k{y,z] en J.

Démonstration du théor8me 3,7: i) => ii):Soit £ € J : PO, alors fy;

fz ¢ J . vAinsi, d'aprés i); f ¢ J. Donc, J : P0 « J. L'incluéion

inverse est évidente.

~

LI

H

i1) => iii): Cela provient directement d'un fésultat de van der

Waerden [VW'vol.ij.IBZ]. ; : . ,ﬁ:

iii) => 1i): Supposons que la condition i) ne soit pas satisfaite,
alors il existe -f ¢ kly,z]\J tel que fy et fz ¢ J. Ecrivons
J ='Q1 n_Q2 noee. o Q oli les Q; sont primaires, propres et tels

que Qi # n.Q. Alors, £ ¢ Q pour un ceftain io. .fy, fz appar-

jei d g
s A 2 m s
tenant a Qi-’ on a donc y et z € Qi , pour certains entiers £ et
_ 70 0 ‘ T L
m.,  Ainsi, P, = vVQ, > <y,z> , - Done, P, = P_, car autrement
iy ig ‘10 0

1 ¢ Pi , ce" qui est impossible puisque Qi =z k[v,z]. P0 est, par
0 ’ 0

conséquent, une composante premié&re de J, contredisant la condition

iidi).
Supposons, maintenant que J soit B-homogéne.
iii)} => iv): Supposons la condition iidi) vérifiég, alors
les lemmes 3.12 et 3.13 permettent d'écrired = n <g£i>, ol
i=1



.y ou 2z éilB est frrationnel

q

g, =\ ¥ ouzou (ayP-z) s18 =250
l "y ou z ou (aiﬂympzq) si B = % <0

(Rﬁppel: q > 0, pged(p,q) = l‘. De ﬁius on peut supposer gi 2 gi
. L L, £ 2

'si 1 = J puisqu'autrement <8y > ¢ <gjj> ou <gij> c <gii> .} Montrons
. ] S o AE, ) M 3
~que J = < I gii> . Soit f un polyndme B-homogéne de J, alors f
1=1 . R
peut s'écrire de fagon unique sous la forme f = I gk , ol les gk

sont de la méme forme que les 8, (voir lemme 3.11 p.31). De plus

2 ‘ 2

£ = gii fi‘ quel que soit i = 1,2;...,5 (fi € kiv,z1). Ainsi, gii
. ﬂi
- divise f, quel que soit i et par suite ,f = (I i YE'. Par consé-
: ‘ ' i=1
s ’Ei . ¢ ] . 5 ﬂi .
quent, £ € < I gi > . S8i £f ¢ J, alors f ¢ < I g, > puisque c'est
i=1 ‘ : i=1 C

une somme de polyndmes B-homog&nes de J. L'inclusion inverse est

évidentq.

iv) => i): ‘SuﬁpOSSns que J soit prinéipal; alors J = <f> pqur'uﬁ
certain polyndme f, de k[y,z].' Supposons que py-et'pz appartiennent
32 J; alors py = fh et pz = fh'., Ainsi fhz = pyz = pzy = fh{y.
Donc, hz = h'y et par suite, h .= hyy et h' = hiz . On a®%donc les

1

termine la démonstration du théoréme.

. 0

identités py = fhly et pz = fhlz, " Par conséquent, p € J. Ceci

]

Notons que si J est principal, les trois autres conditions

sont vérifiées peu importe 8i J est B-homogéne ocu pas.
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4. dim nlg =3,

,Dané ce cas L5£ D%U}; k étaﬁt aléébriqﬁeﬁentlclgs, il n'y—_

_a'qu'une seule élgébre de Lie vérifiént cette condition, Il
s'agit dei%=;4L(2,k):qui ést isoﬁorpﬁe E l‘algébre de Lie des ma-
triges_carrées d'orareh2-ayant'trace z8rg, Les -1d8aux bilatéges de
l'algébre énveloppahte_de‘cqtt;:éléébfé de Lie on até décrits par
Kirillov [K,§18.3]. No;s.repfenons.ici) paf souci d'intégralité,
les rééultats‘de ce dernier. Soient x, y et z les &lémernts d'une
base deA%V vérifiant‘ les relations [x,y] = z; [y,z] = X et

[z,x] = y, on appelle r 1l'Elément x2 + y2 + zztde U(i%d. Le céntre
.chy) de i'algébre Ulm) est'engendré'par 1'"€lément U(r), ol

g S%) -+ U(ak') est%;asymétrisa‘tion_de S(Lg_ )" dans U(,(j‘}). [DI-_l,‘

2.4.6] . Il stensuit que si I C,U(qk) est un i1déal bilat8re, alors
. ! i . ' -
1= I

- . ‘ . .
. InU(Hn),;éu les Inlsont des.ideaux de Z(g}) et Hn l'espace

0

des polyndmes harmoniques homcogénes de degré n (c'est-3-dire les

".polyndmes p satisfaisant \\\
2 2 .2
d 3
s+ 2 v 20y ip = 0.

ax”  ay® Bz
Les In sont de la forme fn(c(r))z(i}), pulsque Z(?é) est une algébre
.(\_//de polyndmes & une indéterminée. Ainsi, tout idEal bilatire

I ¢ U(Oﬁ) peut &tre caract@risé par wune collection {fn} de polynfmes

.m'

une indéterminée. Ces polynBmes ne sont cependant pas quelconques,

‘gt le rapport fn/fn gtant un diviseur

.&\J +1

fn epant divisible par fn+l



~ S o .
du mondme - g(r)+n2—1._ ‘Inversement, si {fﬁ} est une suite de poly- :

nomes satisfaiSant_hﬁx conditions précitées, alors

-

8

v

ja)
Lol

ne~1
o

. 'fn(&(gl)z([ﬁjc(ﬁﬁ) est un idéal Pilaté?eAde U(A%J.

Examincns de‘plus prés les suites {fﬁ} vérifiant nos . con-
ditions: On peut supposer que: les fn sont ‘des polyndmes unitaires.

I1 est clair que la suite‘{fn} se stabilise, c'est-d-dire

fN = fN+1 = fN+2 = e ppur un certain entiler Nx. On &crit £ _pour

cet &lément fN. Soit § la suite de nombres naturels n pour lesquels

£ = £ - .. On obtient ainsi
n . n+l &

o= £ (x) LT [x + 2(L+2)].
- LeS
£zn

Comparons la structure des idéaux I de UQq}) avec lg struc-
ture des idéaux de Z(bk)' Toute intersection d'un idéal I de UQU})

avec_Z(A%) est un iddal I

0 de ZQU}) engendré par le polynbme

£qlo(r)) = £,(o(r)) T [o(r)+&(L+2)].
. _ " Les ‘

Si f0 n'a pas de racines de la forme ;£(£+2),'£ = 0,1,2 ... L)

alors I est uniquement déterminé par IO;

1 - : =
c'est-3~dire 1 IOU(L%).
Si fo a des racines de la forme (1), alors il v a plusieurs idéaux

I c U((%) ayant méme intersection I0

_avece Z(ﬁ}). Il y a, en effet,
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2™ jdéaux de cette forme, ofi m est le nombre de racines de.._.-f0 de

1a forme_(l).

En particulier, .pour les 1d&aux premiers de Z(LB) pour

lesquels fd(ﬁ) = x-k! il ¥y a oy bien un, ou bien deux idéaux de

,'U(_O)). o



v —.Concluéion

La méthode utllisée dans cet ou?rége pour ca;actér;ser
1eé,idéhu£ des algébrés enveioppantés (c'est~d-dire reconstruire
les id&aux des algibres.enveloppantes en prenant'pour'terraiﬁ de

’ ’ - . ' .
départ des idéaux d'algébres commutatives) a permis de donner des
classifications compldtes des algdbres enveloppantes d'algibre de

Lie de Q}mension moindre gque gquatre. Ces classifications sont

explicites si dim Du%< 2 et récursive si dim ﬁb} = 2 .l
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