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Résumeé

Le probleme de tester une tendance monotone dans les proportions a été fréquem-
ment discuté dans la littérature et dans plusieurs applications. Le populaire test
de Cochran-Armitage a requ beaucoup d’attention dans le passé. Il se base sur la
mesure de la corrélation entre les proportions de succes observés a n’importe quel
temps et un ensemble de constantes monotones qui imitent une tendance dans le
temps. Malheureusement, le test de Cochran-Armitage est sensible au choix de ces
constantes ainsi qu’aux tailles d’échantillons. Dans cette thése, on propose deux tests
non-paramétriques basés sur les rangs des données. Ces tests se basent sur la notion
de compatibilité introduite par Alvo et Cabilio et requierent la spécification d’une
fonction de distance entre les permutations. Nous avons dérivé les tests statistiques qui
correspondent aux distances de Spearman, Kendall et Hamming. Il est démontré que
les distances de Spearman et de Kendall ménent au méme test statistique. On montre
que les distances asymptotiques sous 'hypothese nulle des statistiques de Spearman
et de Hamming sont toutes deux normales. On étudie les distributions non nulles par
simulation sous des scénarios variés. On conclut que la statistique de Spearman a
généralement une puissance plus élevée et est donc le test recommandé. On remarque
cependant que la statistique de Hamming modifiée obtient une puissance plus élevée
que celle de Hamming et obtient une puissance tres pres de celle de Spearman dans

certain cas.
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Abstract

The problem of testing for a monotone trend in proportions has been frequently
disccussed in the literature and in various applications. The popular Cochran- Armitage
test has received much attention in the past. It is based on measuring the correlation
between the proportions of observed success at any time point with a collection of mo-
notone constants which mimic the time trend. Unfortunately the Cochran-Armitage
is sensitive to the choice of these constants as well as to the sample sizes. In this
thesis, we propose two nonparametric tests based on the ranks of the data. These
tests rely on the notion of compatibility introduced by Alvo and Cabilio and required
the specification of a distance function between permutations. We derive the statis-
tics tests which correspond to the Spearman, Kendall and Hamming distances. It is
shown that the Spearman and Kendall distances lead to the same test statistic. We
show that the asymptotic null distributions of the Spearman and Hamming based
test statistics are both normal. We study the non-null distributions through simula-
tion under various scenarios. We conclude that the Spearman statistic has generally
higher power and is therefore the recommended test. We also note that the modified
Hamming based statistic yield a higher power than the Hamming statistic. Further-
more, in some cases the power of the modified Hamming statistic is very close to the

power of the Spearman statistic.
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Chapitre 1

Introduction

Il y a plusieurs exemples dans la réalité ou il serait intéressant de tester s'il y a
une tendance dans les proportions. En effet. on peut se demnander s’il y a une tendance
dans le taux de naissance, le taux de mortalité ou 'incidence d’une certaine maladie
dans une région en particulier. Dans cette these, comme ensemble de données réelles,
nous allons utiliser des données sur les déces en Afrique du Sud pour les années 2000

a 2008.

Année | Nombre de déces | Population
2000 416 155 43 789 115
2001 454 882 43 997 828
2002 502 050 44 187 637
2003 556 779 44 344 136
2004 576 709 42 718 530
2005 598 131 42 768 678
2006 612 778 43 647 658
2007 603 094 43 586 097
2008 592 073 43 421 021

TAB. 1.1 — Données sur les déces en Afrique du Sud entre 2000 et 2008.



Pour d’autres exemples d’applications, le lecteur peut consulter Chen et al [6] et
Arase et al [3] pour des essais cliniques controles, et Ku et al [13] pour des sondages
populationnelles

Dans ce type de probleme, on observe au temps t, un échantillon aleatoire
constitué de k variables aléatoires mmdépendantes {y,} suivant une distribution
Binomaale(N, p,) Notons que les {¢,}, ou t; < to < < tk, 1epréscutent des
valeurs croissantes de temps Nous sommes intéresses a mesurer et tester la signi-
ficativité d’une tendance croissante dans les p, Il existe différentes approches au
probleme comme en discute Armitage [4] Une approche basée sur l'analyse de la
régression et 'analyse de la variance, qui est décrite dans le chapitre 1, meéne au test
Cochran-Armutage ([7], [4]) Cette méthode requiert 'utilisation de scores {z,} chor-
s1s arbitrairement tel que z; < 73 < < x Williams [17] et Chen et al [6] ont
noté que lorsque les valeurs espérees de N,p,, ou N,(1 — p,) sont petites, I’'approxima-
tion normale peut devenir peu fiable Par conséquent, le test de Cochran-Armitage
devient conservateur et peut mener a un taux d’erreur de type I plus grand que le
niveau de signification prescrit Portier et Hoel [16], Horthone et Bretz [12], Coico-
ran et al [8] ont notes que le test de Cochran-Armitage est trés sensible au choix
des scores et conclut que 'utilisation général de ce test est suspecte Effectivement,
a la page 3045 de l'article [8] on remarque que le seuil du test varie non seule-
ment par rapport au choix des scores, mais également selon les tailles N, Wilhams
(1998) propose un test conditionnel exact ou la statistique est calculée pour chaque
table 2 X k possible avec des totaux marginaux egaux Ceci est le modele d’attribu-
tion aléatoire par lequel les groupes ou les traitements se font assigner aleatoirement
les unités expérimentales Les modeles d’attribution aléatoire sont choisis de fagon
prédominante en recherche biomédicale Neuhauser [15] propose une modification de
la statistique de Baumgartner-Wei3-Schindler pour deux echantillons [5] qu utilise
des rangs au lieu des scores Une étude par simulation est peu concluante et ne révele

pas clairement lequel est le meilleur entre ce test et le test de Cochran-Armitage
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Dans le chapitre 2, nous allons nous attarder aux approches utilisant les méthodes
de rangs. Les tests basés sur les distances de Spearman et Hamming sont étudiés au
chapitre 3 et 4, respectivement. Finalement, dans le chapitre 5 on fait 1’étude des
simulations pour étudier la puissance des tests dans plusieurs cas sous I'’hypothese
non-nulle, c’est-a-dire lorsqu’il y a une tendance. On traite également d’un exemple

avec ensemble de données réelles.

1.1 L’approche par P’analyse de la régression et
I’analyse de la variance

Considérons les données comme étant sous la forme d'un tableau de contingence
2 x k représenté dans le tableau suivant. Les y,, proviennent des Bernoulli(p,) et par

conséquent les y, = Z] Y., proviennent des Binomuale(N,, p,).

t1 to ts e tr Total
Ligne 1| Yo Ys e Yk Y=Y
Ligne2 | Ny —y1 No—y2 Ny—ys -+ Ne—w |2, N—w)=N-y
Total Ny N, N3 e N >, N.=N

TAB. 1.2 — Table de contingence 2 x k

Sans perte de généralité, nous sommes intéressés a mesurer et tester 'importance

d’une tendance croissante dans les p,. Soient {z,} des scores choisis arbitrairement tel

que
T < To < -+ < T
N,z .
Alors T = Z—ZNl P, = % est la proportion de succes dans la 1*™¢ colonne et
1
p= ;ﬁ% est la proportion totale de succes.

On peut maintenant procéder a ’analyse de la régression selon le modeéle suivant

ElY,|z,)=p =a+ B(z, — Z). (1.1.1)
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Le modele en (1.1.1) peut étre ajusté & l'aide de la méthode des moindres carrés
pondérés avec les poids {w,} satisfaisant & la condition ), w,(x, — &) = 0. Ceci nous
permet de tenir compte des différentes tailles d’échantillons. On minimise alors la
somme pondéré des erreurs au carré par rapport aux parametres « et .
Soit
Q=Y w(p —a-pfx 1) (1.1.2)
v

On détermine « et 8 en dérivant 1'équation (1.1.2) une fois par rapport & a et une

autre fois par rapport a 3 et en mettant les équations résultantes égales a zéro.

== ==2Y w(z, - 3){p - a— Bz, - 7))

Les estimateurs des parametres o et § sont les solutions aux deux équations suivantes :
Zuh(ﬁz - o= B(xz - f)) =0
(2

sz(xl -z)(p,—a—Bx, —1)) =0

On a alors que les estimateurs de o et § sont respectivements

Zl W,y 2 ZZ wlﬁz(xl - j)

d: =

Zz w, Zz wz(xz - j)Q

N,
Maintenant, si on prend comme poids w, = Nl’ on obtient

21N151:Zzyl:ﬁ B:ZzNiﬁl(wl_i)
SN, N ’ S N, (z, — 7)2

Donc le modele de prédiction devient

o =

B(x — %), pour tout z
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L’hypothese nulle est qu’il n’y a pas de tendance et que § = 0. Dans ce cas, p, = p

pour tout 7. On sait que

Ui e

D’autre part B est un estimateur non biaisé pour . Donc si p, = p pour tout 7, § = 0.

Aussi,

5 p(1 - p)
V =
RAD S¥ ArA=
que l'on peut estimer par
— = 1 _m
Vard = p(1—p)

Zz N, g (xz - )2
On peut maintenant procéder a I'analyse de la variance. On peut définir la somme des
carrés de la régression, la somme des carrés du manque d’adéquation, la somme des
carrés de l'erreur pure et la somme totale des carrés de la maniere suivante (Kutner,

Nachtsheim, Neter et Li, p.126)[14].

SSReg = N,(p, — p)*
= 3 ZNl(IZ —7)*

— [Zz Nlﬁz(xl _ i‘)]2
21, N,(z, — T)*

SSLF = N,(p, — 5,)’
= Z Nz(ﬁz —15)2 - BZNlﬁl(wl - f)

e s [ NAG - B
= ZNl(pz —-p) - S~ Nz, —7)
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SSPE = ZNzﬁz(l —ﬁz)

SSTO = Np(1 — p)

ou SSTO = SSReg + SSLF + SSPE.

Voici, dans le tableau (1.2), un résumé de l'analyse de la variance

Sources degrés Sommes Carrés
de variation de liberté des carrés moyens
(9) (M)
Régression linéaire 1 SSReg SSReg/1
Manque d’adéquation k-2 SSLF SSLF/(k-2)
Sous Total k-1 SSReg + SSLF | (SSReg + SSLF)/(k-1)
Erreur pure N-k SSPE SSPE/(N-k)
Total N-1 SSTO

TAB. 1.3 — Tableau d’analyse de la variance

Pour expliquer la somme des carrés de Perreur pure, considérons le tableau (1.3)

suivant :
total
proportions | P = y; /Ny P2 =1ya/Na -~ Pk = Y/ Ni %? =P
variance | p1(1 —p1)/N1 Pa(1 — P2)/No -+ Pu(l — Pr) /N
SS p(l—p) po(1—=p2) - B(l—=p%) | B(1-D)

TAB. 1.4 — Tableau de la somme des carrés de I'erreur pure

D (1 —'E)

A chaque temps, t,, la variance de P, est estimée par — et donc la somme des

(3
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carrés est p,(1 — p,). En tenant compte des poids w, = N,, on a que la somme des

carrés de l'erreur pure est
SSPE =Y Np(1-p,)

De plus, en utilisant l'identité

> N.(p. —p)* = SSReg + SSLF

on peut déduire que

SSLF =Y N.(p, — p)".
2
Nous sommes intéressés a calculer le coefficient de corrélation entre les p, et les x,.

Pour ce faire, notons que 'on peut écrire § comme suit

21 Nz(ﬁz _ﬁ)(xz — f)
>, Nz, —2)2

A partir de cette dernierce expression de 3, on peut calculer le coeflicient de corrélation

3=

de Péchantillon, p, entre {p, — p} et {x, — T} comme suit (Hogg et Tanis, [11])
> NP — p)(z, — T)

\/Zz Nl(‘rz - f)Q ZZ Nz(ﬁz - ﬁ)2

— ZlNl(ﬁl—ﬁ)(‘rl——f) ZzNz(xz_a_:)2

ZzM(‘Z‘Z_'f)Q ZlNl(ﬁZ_ﬁ)Q

Zz Nl(xl — j’)z

Zz Nl(ﬁl - ﬁ)z

Notons que le test F' habituel est fondé sous I'’hypothese que le terme d’erreur du

p=

=

modele est distribué normalement, ce qui n'est pas vrai dans le cas de données binaires.
On se retrouve alors face & deux problémes. Le premier étant de tester que toutes
les proportions soient les mémes. Ceci peut étre fait en comparant deux estimations

de la variance en calculant le rapport

(SSReg + SSLF)/(k—1) _ [¥, N.(B, — 5)?)/(k — 1)

(SSPE)/(N — k) 22 Nap(L = )]/ (N — k)
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qui a une distribution de F(k — 1, N — k) pour de grands échantillons.
Le deuxieme probleme est de tester la validité de la régression linéaire, ce qui peut
étre fait en calculant

SSReg _ B2, N(z, — z)°
SSPE/(N—-k) >, N&,(1-p)/(N—k)

~ F(1,N — k)

qui a une distribution de chi-deux avec 1 degré de liberté, i.e. x*(1), pour de grands
échantillons. Cependant pour pouvoir utiliser ce test, nous devons spécifier les {z,}.
Pour le deuxieme probleme de tester 'hypothese que § = 0, on peut, pour de grande

taille d’échantillon, calculer le rapport suivant

S’SReg _ [Zz Nzﬁz(xl _ :Z)]Q
SSTO/N  p(1—p)> . Nz, — 7
[Zz Nz(ﬁz - ﬁ)(xl —Z

)2
) ik
p(1 —p) Zl N,(z, — Z)?

Py Mo 2 (1.1.3)
T B(1-p)
Bz
B Vm"[;’

qui sous ’hypothese nulle suit une distribution de chi-carré avec un degré de liberté.
Maintenant, si p est trés petit, d’ordre de 1% — 2%, tcl que p? est négligeable, on peut
substituer (1 — ) ~ 1 et on trouve que la statistique en (1.1.3) devient
2, Ni(p, — p)(z. — T))*
— — (1.1.4)
> BN, (z, — 7)

Au numérateur de Péquation (1.1.4) on a que la différence entre les fréquences ob-

servées et les fréquences espérées, NV, (p, — D). est multiplié par V'effet des scores (x, — %),
tandis qu’au dénominateur on a une somme de carrés pondérés des écarts a la moyenne
des z, ayant comme poids les fréquences espérées. La statistique donne un test de ten-

dance sur les fréquences au lieu d’un test de tendance sur les proportions.
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1.2 L’approche par tableau de contingence

Une alternative pour tester que toutes les proportions soient les mémes est de
traiter les données comme provenant d’un tableau de contingence 2 x k. En général,
pour des données d’un tableau 2 x k on calcule le test de chi-carré de Pearson de
(k — 1) degrés de liberté de la maniere suivante lorsque nous avons une grande taille
d’échantillon. C’est-a-dire, lorsque N, — oo nous avons

X{k-1) = Xk: i O ];UE”)Q

=1 j=1

eme colonne et la 7°™¢ ligne

ou les O, représentent les valeurs observées dans la ¢
du Tableau (1.1) et les E,, représentent les valeurs espérés correspondantes. Pour le
probléme qui nous intéresse le test chi-carré de Pearson se calcule comme suit a partir
des données du Tableau (1.1). Les valeurs observées de la ligne 1 sont O,y = y, et les
valeuts observées de la ligne 2 sont O, = (N, — y,). Pour obtenir les estimations des
valeurs espérées de la ligne 1, on effectue le calcul suivant. Quand p; = py = -+ =
pr = P, on peut estimer la proportion p en commun par p. Par la suite, £,y = N,p,
Es = N,(1—-p).

Par conséquent. le test de chi-carré de Pearson est calculé de la maniere suivante

Oe _'Ez 2 Oz '_Ez 2
Xi—1=z( 1 1) +Z( 2 2)

. Ezl . Ez?
- (v, — Nzﬁ)Q (N, — y,) — V(1 — 13))2
=2 Tme X NI
= (Vp = Nop)? (N(1 = p,) = N,(1 = p))?
D oY N.1-p)
_ Nl(pz _p)2
_Z p(1—p)
_ SSReg+ SSLF
~ SSTO/N

On rejette hypothese nulle quand x2_, > x2_,(a) ot x2_,(«) représente la valeur
k—1 ke—1 k—1
provenant de la distribution du chi-carré avec (k — 1) degrés de liberté pour laquelle

Paire & droite est égale a a.
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Il est important de noter que pour utiliser I'approche par la régression il faut
spécifier les {z,}. Ceux-ci sont habituellement choisis de fagon arbitraire. Pour ce qu
est de l'approche par tableau de contingence. on utilise cette méthode pour tester
I’hypothese nulle Hy : p, = p pour tout ¢, contre ’alternative H;, : p, # p pour au
moins un ¢ Ce test ne sera pas aussi puissant pour 'hypothése alternative d’une

tendance dans les p, car cette hypothese est trop générale.



Chapitre 2

L’approche par les méthodes des

rangs

2.1 L’approche par les méthodes des rangs, sans
exactos

Dans le chapitre précédent nous nous sommes attardés au probleme de tester
une tendance dans les proportions en attribuant des scores. Dans cette section, nous
allons examiner le probleme sous un autre angle, en utihsant des méthodes basées sur
les rangs sans avoir besoin de spécifier des scores. Nous commencerons par une bréve
mtroduction aux méthodes statistiques basées sur les rangs sans exactos.

Un classement de NV objets identifiés par 1, - - - . N est une permutation des entiers
(1,---, N). Pour deux classements p = (u(1),--- ,u(N)) et v = (v(1),--- ,v(N)),
on peut définir, respectivement. les distances de Spearman et Kendall de maniére

suivante

A(pv) = 5 S(0(e) ~ v())? (211)

11
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di(p,v) =Y 1= sgn(u(i) — p(2))sgn(v(i) — v(2))]

1<y

2.1.2
1 siz>0 ( )

ou sgn(z) =
-1 siz <0

Ces deux distances peuvent étre écrites sous la forme
d(p,v) =c— Ay, v)

ou A(p, v) représente une fonction de similarité centrée a la moyenne entre u et v,

tandis que ¢ représente une constante. Dans le cas de Spearman, on a

2[5 (o222

=1 (213)
N+1\* &/ . N+1 N+1
-5 (- M) - > (k- 51 (vt - 55)
=c¢; — As(n.v)
ou ¢; = w et Ay = As(p,v) = Zf\il (M(i) - %) (V(i) - E_2+_1)
Pour le cas de Kendall, on a
di(p,v) = Y {1 = sgn(u(i) — p(5))sgn(v(i) — v(7))}
= Z 1-— ngn(u(i) — w(g))sgn(v(i) — v(j)) (2.1.4)
= M2 S son(uti) — wi)son(v) — v(3)
Donc ¢, = E(]\;—_l) et Ay = Ax(p,v) = qu sgn(p(z) — u(j))sgn(v(z) — v(j))-

La corrélation entre deux classements u et v est définie par

2d(p, v)

=1 T
Pl v) max,, , d(y, v)
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ol le maximum est pris sur les V! valeurs possibles de u et v. Notons que

—1§P(MaV)§1-

Calculons la corrélation entre p et v sous la distance de Spearman et Kendall, res-

pectivement. Pour ce faire nous devons calculer la valeur maximale de d(y.v) dans

chaque cas. Pour la distance de Spearman, on a

maxd, (s.v) = max 5 Y (ulo) - v(0)’

Dans le cas de Kendall, on a

v

= N_(NQ_—Q_;(ﬁl)
=N(N -1)

= ZCk

max dy (t, v) = max D {1 = sgn(u(e) — u(3))sgn(v(e) — v(2))}
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La corrélation pg(u,v) est donc

de(:ua l/)
max,, , dy (4, v)

_ Q[Ck — .Ak]

QCk

pe(p,v) =1-

=1
— Ak
ey
On remarque que dans le cas de ces deux distances la corrélation peut étre définie
comme suit

2A(1, v) A, v)

= = 2.1.
plu.v) max,, , d(y, V) c (2.1.5)

Il est possible d’obtenir des corrélations définies en (2.1.5) en utilisant des fonctions
de distance autres que celles de Spearman et Kendall définies respectivement aux
équations (2.1.1) et (2.1.2). Diaconis et Graham [9], nous proposent trois autres
exemples de distances pouvant étre utilisées. Alvo et Cabilio [1] nous offrent un ap-
percu des résultats concernant 1'analyse des données de rang basée sur le concept de

distance.

Définition 2.1.1 Une statistique de rang linéaire est une statistique qui peut étre

écrite de la forme suwante
N
S=>afs,v(i))
1=1
ou {a(i,j)} est une matrice N x N arbitrasre.

La statistique de Spearman peut étre écrite sous cette forme, i.e.
N
A . N+1 (i) N+1
= 1 —— |l v(i) — ——
® 2 2
1=1
Par contre, la statistique de Kendall ne peut étre écrite sous cette forme. donc elle
n’est pas une statistique de rang linéaire. Nous trouverons sa projection sur la famille

des statistiques de rang linéaire. Ceci nous permettra de démontrer certains résultats

comme on le verra.
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Théoréme 2.1.2 (Hdjek-Suddk : [10])

Soit une statistique de rang

et posons a(,7) = E{T|v(z) =3} ou 1 <1, 3 < N.
Alors la statistique
N
Z (N = 2)E(T)
est la projection de T sur la famalle des statistiques de rang linéarre.

On veut obtenir la projection de la statistique de Kendall sur la famille des statistiques

de rang linéaire Soit la statistique de Kendall définie en (2.1 4)

Ae =Y sgn(p(e) = n(5)sgn(v(2) — v(2))

1<J
= 3 sgnle - 2)sgn(v() - v())
17
st on prend. sans perte de généralité, u = (1,--- , N)

Pour commencer, calculons

0 sik#1et k#
Elsgn(v(x) — v(9))|v(k) = h] = %1 sitk=1et 1 <h<N
-]X;—l_‘lih Sik=jet1<h<N
Alors
BlAy | sgnt - sgn(v(0) = )l =
= 38| 3 sons — s)sgn(vt0) = vo)Ivth) = 1)
) 1#)
= % ngn(k — 7)E(sgn(h )+ ngn 1 — k)E(sgn(v(s) — h))}

k) B (28
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[ S () S
SRS S
A S 3 ]

- [(e- ) (n- 2]

= a(k, h)

En appliquant le théoreme (2.1.2) on obtient

z

Ap = %}1 a2, v(1)) — (N — 2)E[A]

=1
N+1 . N+1 4
NZ (2 - —) (”@) - T) -y
Notons que E[Ax] = 0 sous I'hypothese que toutes les permutations sont équiprobables.

Définition 2.1.3 Une statistique de rang hnéawre, S, est dite ssimple si

N
S=>Y"ca(v(i)) (2.1.6)
=1
ot (1, ,cn) et (a(l), - ,a(N)) sont des vecteurs.
Sotent
XN
a= N Z a(1),
1=1
N
1
c= N Z C,,
=1
et
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Théoréme 2.1.4 [10] Sous Hy on a pour une statistique de rang linéasre sumple que

(i)

(i)

On souhaite calculer

_ Var(Ayg)
A= Var(Ag)

Si cette expression tend vers 1 lorsque N — o0, alors les deux statistiques A et Ay

(2.1.7)

sont asymptotiquement équivalentes. Puisque Ay est une projection sur la famille des

statistiques de 1ang linéaire, clle peut s’écrire sous la forme (2.1.6) ou

;(z - ﬁ;—l) et a(v(i)) = <u(¢) _ %)

¢, ==

On peut donc utiliser le théoréme (2.1.4) pour calculer sa variance. Nous devons avant

tout calculer @, € et 02 définies & la définition (2.1.3).
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18

Donc la variance de A, est

N

Var(A) = o2 Z(C’ ~ )

1=1

—UZC
zv+1é§{ ( AHJ)F

N—“%L—”ib 2 (-5
:MJF_U<4>2J_V(N+1)(N—1)
12 N 12

On doit maintenant calculer la variance de A;. Tout d’abord, définissons

1 1, h>0 1, h>0
U(h) == [1+sgn(h)] = ou sgn(h) =
2 0, h<0 1, h<0
Pour un échantillon Xy, -+, Xy, on a que le rang de X, est
N
Rang X, = Z\IJ(Xl - Xy)+1
=1
Donc,
N-1 N-1
sgn(v(i) — v(N)] = ) _[2¥(v(2) — v(N)) — 1]
1=1 =1
N-1
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Pour le calcul de la variance de A, notons que A, peut s'écrire comme suit :

=3 sgn(v(i) - v(j))

<]

Ecrivons maintenant A; sous forme d’une équation récursive :

Z sgn(v(i) - v(j))
{Z sgn(v(i) — (i) + 3 sgn(vla) - u(N))}
1<7 =1 (2.1.8)
= 3 sgn(vli) — v() + 3 sgn(vle) — v(V)

= AN = 1) 2 (V) = 5V + )

On a alors que les deux termes du c6té droit sont indépendants. En utilisant I’équation

(2.1.8) prouvons que

Var(Au(N)) = Var(Ay(N — 1)) + %(N2 ) (2.1.9)

En prenant la variance des deux cotés de 'équation (2.1.8), on obtient
Var(Ay(N)) = Var (Ak(N 1) 42 <V(N) _ %(N + 1)))

— Var(Ad(N — 1)) + 4Va'r’<<u(N) _ %(N + 1)))

= Var(Ay(N — 1)) + 4Var(v(N))

(2.1.10)

— Var(AdN — 1)) + %(N2 _ )
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Soit u, = 02 = Var(A(i)). L’équation (2.1.10) devient

1
m:uhr+§#—1) (2.1.11)

Soit la série télescopique suivante

N

Z[uz —U1] = (ug —up) + (ug —u1) + -+ (un—1 — un-2) + (uy —uUn_-1)

=uy —Ug, Ouuy=29

(2.1.12)

En isolant uy de I’équation (2.1.12) et en utilisant 'équation (2.1.11), on obtient

Ce qui nous donne

o2 — T%N(N C1)(2N +5) = Var(Ad(N)) = Var(Ay)

I1 est maintenant possible de calculer A définie a I'équation (2.1.7).

A Var(Ag)
~ Var(Ag)
_ SIN+1P(N-1)

T%N(N —1)(2N +5)

2(N +1)?

N(2N +5)

Maintenant regardons ce qui se passe lorsque NV tend vers I'infini.

. . 2(N+1)?
lim A= lim ————~<
Nooao Noso N (2N +5)

1 (2.1.13)
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Donc la distribution de Ay est asymptotiquement celle de Ax. Nous savons grace a

Héjek-Sidak ([10]) que premierement

[N(N + 1)J?

Var(A;) = (N - 1) o

(p. 61)

et
124,

N(N+1)yN~1

Donc par cet énoncé et le résultat obtenu a l’équation (2.1.13) et celui de la page

—ast IV(0,1) lorsque N — oo (p.160)

15. nous avons que les deux mesures sont équivalentes et asymptotiquement normales

lorsque N est grand.

Les tests non-paramétriques basés sur les distances de Spearman et de Kendall
ci-dessus peuvent étre utilisé pour tester l’hypothese qu’il n'y a pas de tendance crois-
sante dans des données continues. Dans le cas de Spearman, on mesure la corrélation
entre les rangs des données et la permutation (1,2, --- , V) selon la fonction A, tandis
que dans le cas de Kendall on utilise la fonction A;. Dans le chapitre 3, on utilisera le

concept de compatibilité pour modifier les fonctions A, et Ay dans le cas des exactos.



Chapitre 3

L’étude du test basé sur la distance

de Spearman avec exactos

3.1 Concept de compatibilité

Définition 3.1.1 Un classement complet de t objets est compatible avec un classe-
ment exacto de ces mémes objets, si chaque paire d’objets qur recoit un rang distinct

obtient le méme rang relatif dans les deux classements.

Définition 3.1.2 La classe de compatibilité d’un classement est un ensemble quu

contient tout les classements compatibles avec celui-c.

Le concept de compatibilité nous permet de généraliser la défimition de distance entre
les deux permutations dans le cas des exactos ([2]). Par conséquent, la mesure Ay
sera remplacée par 'espérance conditionnelle sur 'espace des classements complets

compatibles,
$ = BLAJC(1)C)

By W - - ew)| Bvwicw)

Les espérances conditionnelles a I'intérieur de la sommation représentent des moyennes
prises sur les classes de compatibilité.

22
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Voici un exemple pour illustrer ceci. Soient p = (110/10), le classement des
observations et v = (123|45) est le classement du temps. Dans cet exemple on a deux
temps, t; et to, donc k = 2. Il y a trois observations au temps ¢; (V; = 3) et deux
observations au temps t3 ( Ny = 2). Pour p = (110[10), il y a deux succes (‘1°) suivi
d’un échec ( ‘0’ ) au temps t1 (y; = 2, Ny —y1 = 1), et un succes (‘1’) suivi d’un échec
(‘0’) au temps to, (y2 = 1, No — ya = 1). On se retrouve donc avec un total de trois
succes (y = 3) et de deux échecs (N —y = 2). On a donc des exactos aux rangs 1, 2
et des exactos aux rangs 3, 4, 5.

Pour le classement du temps, v = (123]45), on a que la classe de compatibilité
correspondant & v contient les 12 classements obtenus en permutant les rangs 1, 2, 3

entre eux et les rangs 4, 5 entre eux.

o) (123]45), (132]45), (213|45), (231]45), (312]45), (321]45),
| (123]54), (132[54), (213(54), (231[54), (312]54), (321]54)

L’espérance conditionnelle E[v(7)|C(v)] sera donnée par la moyenne des rangs sur la

classe C(v). Dans cet exemple on obtient

. 2, pouri=1,2,3
Ev@)|Cv)] = _
4.5, pour ¢t =4,5
Dans notre exemple, il y a un total de 6 configurations de rangs avec (2 succes et 1

échec) dans le bloc 1 et (1 succes et 1 échec) dans le bloc 2 comme suit :

(341]52), (351|42), (451]32), (342(51), (352|41), (452|31)

En permutant les entrés dans les blocs 1 et 2 respectivement, on obtient un total de
72 rangs compatibles. Donc la classe de compatibilité correspondant a j¢ = (110]10)

est
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(341]52), (431|52), (143|52), (314]52), (413|52), (134]52),
(341]25), (431]25), (143|25), (314]25) (413(25), (134]25),
(351]42), (531|42), (153|42), (315]42), (513]42), (135]42),
(351]24), (531|24),

( (
( (
(153]24), (315(24), (513]24), (135(24),
( (

(352|41), (325/41), (523|41), (532]41), (235/41), (253[41),

) ) ) ) ) )
) ) ) ) ) )
) ) ) ) ) )
) ) ) ) ) )
) ) ) ) ) )
(352]14), (325/14), (523|14), (532(14), (235]14), (253]14),
(452]31), (425/31), (542|31) (52431), (254]31), (24531),
(452]13), (425]13), (542|13), (524|13), (254]13), (245[13),
(451]32), (415]32), (514]32), (541|32), (145|32), (154|32),
(451]23), (415(23), (514(23), (541|23), (145/23), (154|23),

) ) ) ) ( ) )

342|51), (324]51), (423|51), (432]51), (234|51), (243/51),

Dans la section 3 2, on calcule ces espérances conditionnelles en général

3.2 Calcul des espérances conditionnelles

| (342]15), (324/15), (423]15), (432{15), (234]15), (243[15) |

N

Soit un echantillon aléatoire constitue de k variables aléatores indépendantes

suivant une distribution Binomzale(N,,p,) On s'intéresse maintenant au cas ou 1l y

a des exactos dans les données A cet effet, supposons que les données sont obtenues

aux temps ¢,

,tr avec N, observations au temps ¢, En procédant au classement

des donnees de temps, on voit quil y a N, rangs qui sont exactos au méme rang

Par conséquent, on assigne aux /Ny premieres observations les rangs 1,2,

, Ny, en

utihsant le concept de compatibilité, on assigne aux /V; premieres observations un

rang égal a la moyenne des rangs 1,2, , Ny Ce qui nous donne le rang

N +1
==

g1
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les Ny observations suivantes auront le rang moyen

Ny +1
2 ?

g2 = Ny +

et ainsi de suite jusqu'au Ny dernicres observations qui prendront le rang

k-1

N.+1
1=1

Notons que

k k
ZNZQZZN(%Q, ot N=)» N,
1=1 1=1

Soit v le classement du temps de longueur N

v=A{gi-ql|lge- o)

ou chaque g, est répété N, fois.
Supposons que y observations ont la valeur 1 et donc que IV —y observations prennent

la valeur 0. On a alors que N —y observations sont exactos et obtiennent donc le méme

N-y+1 : :
rang moyen [; = ———— tandis que les y autres observations sont exactos au rang
1 1
lo=N-y+ Q_’;_ =N - g + 5 Soit u le classement des observations de longueur
N
p=( il g ||l Do 1),
S N—— S—— N——
Ni—u1 Y1 Ni—yk Yk

3.3 Développement de la statistique de Spearman

La distance de Spearman définie en (2.1.1) peut s'éerite de la maniere suivaute

4, v) = 5 S (u) — v(0)?
_ N(N+ 125(2N +1) S o)
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En omettant la constante, la somme dans le second terme devient

N
Z p(@)v(i) = (N1 ~ y)ligi + yilagy + - -+ + (N — yi)ligr + Yrlage

=1
k

(Nl - yl)glll + Z Y Gulo

1 1=1

[
E

-
i

k
N _
= 5 {(N + 1)l1 + Z Nzgzpz:l
=1
Nous avons vu en (2.1.3) que la distance de Spearman pouvait étre écrite sous la

forme

ds(p,v) = cs — As

En omettant la constante ¢s on a que la statistique de Spearman S = A, devient

=38 [ - L2 ow) svwicw)

_ ; 9~ 5;—1} lzgyu + (Nz —;%) L
_ ; - N_;lJ (s — 1)y, + N]

o .]Y_;_l} gy . szl}
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On calcule de la méme fagon la statistique de Kendall, K, d’apres I’'équation vu en
(2.1.4) et en omettant la constante c,. Notons qu’au cours d’une période de temps
donnée, la différence entre les exactos est zéro et donc il n’y a pas de contribution a
la distance. Entre les périodes de temps différentes, nous avons :

N

A= sgn(u(i) — u(5))sgn(v(i) — v(7))

K = E[A|C{p)C(v)]

= Z[(N’ - vy, — (N, — 1))

1<
k
= Z[Nzyj N,y
<7
Notons que
k k k
ZNjyl = Zyz Z N]
<] =1 71=1+1
k r k 2
= Zyz ZN] - ZN]}
=1 - =1 7=1
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et que
k k 71—1
DNy =D u ) N
1< 7=2 1=1
k
Z _ N] + ].
= Y519 )
7=2
B z’“: N +1
- yz gz 2
1=2
- yz gz 2
1=1
N +1
car g — = 0.

2
Donc la statistique de Kendall devient

K => [Ny, — Ny

1<7
= Z Nzy] - Z N Y
1<] 1<]

=Zk:yz[gl N+1] Zy[N e 1}
_ Z[ N+1]y,

A présent, si on éerit les statistiques de Spearman et de Kendall cote a cote, on voit

clairement la similitude entre les deux

_ %zk: { N+ l}yl (3.3.1)

=1

5; [ N+ 1] Ys (3.3.2)
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3.4 Distribution asymptotique de Spearman

Soient £ variables indépendantes, Y, ~ Binomiale(N,,p,), 1 <1 < k. Supposons
que l'on veut tester I’hypothese nulle ot il n’y a pas de tendance, c'est-a-dire, Hy :
p,=poui=1,---, k. En premier lieu, considérons la statistique de Spearman (3.3.1)

qui est sous la forme dune combinaison linéaire de binomiales indépendantes, > ¢,Y;,

N +1 1 (N]+1

olc =g, — 5 et g, => 1N, +

Hy:p =p, S ¢,N,p, devient

). Notons que sous 'hypothese nulle,

Dans la plupart des applications, la situation asymptotique d’intérét se présente

lorsque

N,
N, — o0, a,vecﬁ—>&>0, r=1,---,k (3.4.1)

Donc, sous (3.4.1), nous avons approximativement
Y; xd N (szza szz(l _pz))
Par l'indépendance des {Y,}, on a

S = ZCZY; ~d N (Z CZszz’ ZCZQNlpZ(l —pl)>

et donc

(>_aY, = > aNp) ~y N(0.1
V> ENp,(1-p,) 01
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Puisque sous Hy, ZZ o N,p, = 0, on a donc

Y., aY,
\/Z C?szz(l - pz)

On peut estimer p, par soit p, ou p. Dans le premier cas, la statistique correspond

~q N(Oa 1)

exactement & (1.1.3) lorsqu’on choisi z, = g,. Le test rejette ’hypothese nulle lorsque

Y aY, -
\/Z C?Nzﬁz(l - ﬁ?) B

ol z, est le point au niveau 100(1 — )% d’une distribution normale standard. Une

2o

forme alternative du test statistique de Spearman qui sera utilisé plus tard pour une
comparaison avec le test de Hamming est
> N.c(p. — D)
\/Z Nzcgﬁz(l - 131)

De plus, 'expression pour l'estimation de la puissance asymptotique devient

(3.4.2)

1—@&» 2 alVp. ):@( 2 alVp, -%)
" \/Z CZQN'Lﬁl(]‘ “ﬁz) \/ic?Nzﬁz(l _151>
A
\/Z ag)‘zﬁz(l "252) ¢

N . C . N . .
ou a, = lim —. La puissance semble converger vers 1 tres rapidement lorsque N croit.
2
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3.5 Etude par simulations

3.5.1 L’étude par simulations sous I’hypothese nulle

Pour procéder a 1'étude par simulations, on géneére des binomiales (V,,p,) On
choist p egale a 01 jusqu’a 0 5, des valeurs de k = 5, les valeurs 10, 20, 30, 50, 100
pour N, et un seuil de significance de 5% Sous I’hypothese nulle qu’il n’y a pas de
tendance, on a que p, = p

Les simulations ont éte effectuées a | aide du logiciel statistique SAS Apres avoir
généré les binomiales et calculé la statistique de Spearman pour les différentes valeurs
de k, N, et p, on remarque que 'histogramme des valeurs de la statistique, sous
I’hypothese nulle, semble tel que prévu étre distribué normalement, comme on peut

le vour dans les figures 31 a4 39

Histogramme de [a statistigue de Spearman
avec k=5, p=0.1 et Mi=10
0.5 4
0,4 I T o
0.3 ] [
=
L]
2
0,2 4 ,
H 3!
M
* %
0.1 4 s b
0,0 ; . T T : T
-2,4 -1,2 0,0 1.2 2,4 3,6
s

Fic 31 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N, = 10 et
p=01
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Histogramme de la statistique de Spearman
avec k=5, p=0.3 et Ni=1D
0,4
3; o
}?
i
0,3 - -
~<.2 4
= .
c
8 0,2
H i
8,1 - o
3 Ve
[ P H
g -5.4 -3,6 -1,8 0,0 1.8 3.6 5.4
s

FiG. 3.2 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque k& = 5, N, = 10 et

p=0.3.
Histogramme de la statistique de Spearman
avec k=5, p=0.5 et Ni=10
0,5 4
0,4
ww 0,34
‘% /; z%}"’m
- N
0,2 e
’ H
:
0‘1 T 2 f?’ & i
% “
e aEN =
O,U T T T L T T T
-4,5 -3,0 -1,5 0,0 1,5 3.0 4,5
S

FiG. 3.3 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N, = 10 et

p = 0.5.
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Histogramme de la statistigue de Spearman
avec k=5, p=0.1 et =30
0,4 -
0,3 4
&
=
§ 0,2 - -
|4
2.1 3
— I
0,6 J T v T Y 1 Y T I
-3.6 2.4 -1,2 0,0 1.2 2.4 3,6
s

Fic 34 Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque £k = 5 N, = 30 et

p=01
Histogramme de [a statistique de Spearman
aves k=5, p=0.3 et Mi=30
0,4
0,3 + .
%
i
= »
2 0,2 - h o
8 L3
#
#
0,1
¥
- 2
0,0 = : : : : :
~3,0 -1,5 0,0 1.5 3,0 4,5
s

Fic 35 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N, = 30 et

p=03
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Histogramme de la statistique de Spearman
avec k=5, p=DB.5 et Ni=30
0,5 -
0,4 -
- 334
.‘:"_n
=
a 0,2
0,1
0,0 T
4,5
Fi1G. 3.6 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque k£ = 5, N, = 30 et
p=0..
Histogramme de la statistique de Spearman
avec k=5, p=0.1 et =100
0,4 -
0,3 -
‘.;I;_)
§__§ 0,2
8 2
0,1
0,0 T T
4,5 4,5

Fi1G. 3.7 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N; = 100 et

p=0.1.
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Histogramme de la statistique de Spearman
aver k=5, p=0.3 et Mi=100
8,4
4
e qi
0,3 - tet
s
A
)
§ 0,2 4
. %
%
0,1 - ‘ .
0,0 . = . e . L ;
-1,5 -3.0 -1,5 8,0 1,5 3,0 4.5
s

Fic. 3.8 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N, = 100 et
p=0.3.

Histogramme de [a statistique de Spearman
avec k=5, p=0.5 et Mi=100
0.5 4
0,4
@ 0,3+ S
-g S . I
bat W o
0,2 -1 B %
0,1
A
# 5/
g,0 - T 7 T
0,0 1,6 3,2 4.8
s

Fic. 3.9 — Histogramme de la Statistique de Spearman lorsque & = 5, N, = 100 et
p=035.

Ces histogrammes nous donnent confiance que la distribution asymptotique de

Spearman est une normale sous 'hypothese nulle
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3.5.2 L’étude de la puissance

La puissance d’un test est la probabilité de rejetter 'hypothese lorsque la statis-
tique dépasse une certaine valeur, que 'on appelle le point critique. Dans le cas de
Spearman, la distribution asymptotique est approximée par une Normale(0, 1), donc
a un seuil de significance de 5% on obtient le point critique théorique unilatéral de
1.645.

Nous devons tout d’abord vérifier que sous I’hypothese nulle le test atteint effec-
tivement le seuil de 5%. Dans le cas de Spearman, on peut approximer p; par soit p;
ou p et donc on doit vérifier que la statistique atteigne le seuil. Voici les seuils obtenus

lors des simulations lorsque &k =5 :

p/Nl 10 20 30 a0 100

0.1 |0.0182]0.0347 | 0.048 | 0.0544 | 0.0532
0.2 0.048 | 0.0564 | 0.0554 | 0.0547 | 0.0536
0.3 | 0.0616 | 0.0598 | 0.0576 | 0.054 | 0.0529
0.4 0.067 | 0.0569 | 0.0574 | 0.0553 | 0.0535
0.5 0.071 | 0.0549 | 0.0585 | 0.0527 | 0.0559

TAB. 3.1 — Seuils de la statistique de Spearman lorsque p, est estimé par p,

On constate ici que le seuil n’est pas tres bon lorsque la taille d’échantillon est petite,
mais qu’il se rapproche de 5% lorsque la taille d’échantillon croit. Jetons maintenant

un coup d’oeil au seuil lorsqu’on estime p; par p :
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p/Nz 10 20 30 90 100
0.1 |0.0442 | 0.0477 | 0.0495 | 0.0527 | 0.0512
0.2 | 0.0513 | 0.0535 | 0.0517 | 0.0503 | 0.0531
0.3 |0.0517 | 0.0533 | 0.0523 | 0.0516 | 0.0519
0.4 | 0.0519 | 0.0492 | 0.0522 | 0.0516 | 0.0526
0.5 |0.0477 | 0.0524 | 0.0492 | 0.0513 | 0.051

TAB. 3.2 — Seuils de la statistique de Spearman lorsque p, est estimé par p

Dans ce cas-ci, le seuil est atteint beaucoup plus rapidement et est également

beaucoup plus prés de de 5% lorsque la taille d’échantillon est grande Puisque la

statistique atteint le seuil de 5%, on peut alors procéder aux simulations sous les

hypotheses alternatives. Dans ce cas, les simulations sont calculées lorsque p, est

estimé par p. Dans le chapitre 5, nous comparerons les puissances obtenues en utilisant

la statistique de Spearman avec celles obtenues en utilisant la statistique de Hamming,.



Chapitre 4

L’étude du test basé sur la distance

de Hamming

4.1 Développement de la statistique de Hamming

Dans ce chapitre, nous étudierons un test statistique basé sur la distance de
Hamming. La distance de Hamming entre deux classements est le nombre de disparités
entre les deux classements. Pour deux classements p et v, on peut définir la distance
de Hamming comme suit :

N N

du(p,v) = N =Y > Iu@) = Iv(i) = 5.

=1 37=1
ot I[u(i) = j] représente la fonction indicatrice prenant la valeur ‘1’ si le ieme objet
recoit le rang 7. Nous allons nous concentrer sur la statistique de Hamming définie

de la maniere suivante lorsqu’il n’y a pas d’exactos.
Ar = > 1Ip(E) = )Iv() = j] (41.1)

Alvo et Cabilio [2] ont étudiés le cas ou il y a des exactos en utilisant le concept
de compatibilité. Nous sommes intéressés a trouver une formule pour pouvoir calculer
cette statistique plus facilement.

38
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Nous devons tout d’abord définir le concept de compatibilité Pour ce faire regardons
un exemple ot u = (110[10) est le classement des observations et v = (123|45) est le
classement du temps Dans cet exemple on a deux temps, ty et t5, donc k=2 Ilya
trois observations au temps ¢; (N; = 3) et deux observations au temps ¢,
( N2 =2) Pour p = (110[10), 11 y a deux succes (‘17) suivi d’un échec ( ‘0 ) au temps
t1 (y1 =2, Ny —y; = 1), et un succes (‘1°) smvi d’'un echec (‘0’) au temps o
(y2 = 1, Ng —yo = 1) On se retrouve donc avec un total de trois succes (y = 3) et
de deux échecs (N —y = 2) On a donc des exactos aux rangs 1, 2 et des exactos aux
rangs 3, 4, 5

Pour le classement du temps, v = (123|45), on a que la classe de compatibilité
correspondant a v contient les 12 classements obtenus en permutant les rangs 1, 2, 3

entre eux et les rangs 4, 5 entre eux

o) (123|45), (132]45), (213|45), (231|45), (312(45), (321]45),
V) =
(123]54), (132]54), (21354), (231]54), (312]54), (321|54)
Les rangs 1, 2, 3 apparaissent chacun deux fois pour les objets 1, 2, 3 et aucune
fois pour les objets 4, 5 Les rangs 4, 5 apparaissent six fois pour les objets 4, 5

et aucune fois pour les objets 1, 2, 3 La compatibilité nécessite que 'on prenne la

moyenne de la fréquence d’apparition ce qui nous mene a la matrice suivante

g |1 23|45
1 |33+ 3100
2 | 45400
3 135 331]100
4 1000|313
\5 000 |1}

ou les lignes représentent les objets et les colonnes représentent les rangs
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En général, pour 'objet [ dans le bloc de temps 4, on a

1 1—1 . 2
N, qul Ng+1l<i< Zq:l Ny

0, sinon

E[I(v(l) = j|C(v)] =

ou C(v) est la classe de compatibilité correspondant au rang v.

On considére maintenant le classement des données selon le modele binomial.
Notons premierement que le nombre de configurations différentes par lesquelles les
rangs correspondant aux succes (et de méme aux échecs) sont assignés aux k blocs

est donné par
y! (N —y)!
vl g (N =yt - (Ve — 4!

Le nombre de permutations a l'intérieur de chaque bloc de temps, pour chaque confi-

guration est donné par

AR

Donc le nombre total de classements compatibles est donné par le produit

y!(N —y)! ()
TR )!HNZ!zN!————(Z)

Supposons maintenant que 1’on veut compter le nombre de configurations dans les-

quels le 7 succes occupe une certaine position. Ceci est donné par

!H(ifj) Y,
(3) Ny

Y

(y — DN —y)!
Iy, (y. — DTN, — v,

On procede de méme pour trouver le i¢ échec. Alors, pour [ dans le bloc de temps ¢,

[=1,---,N,

)HJ#N]!(NZ ~ 1) =N

ElI(u(l) = 1)IC(w)] = P(u(l) = F|C(u))

(Nz_yz) .
—_— A
S NIy TR
1 . A
lea J € Ay

OﬁAoy:{l,Q,"',N*y}etAlY:{N_y+1a"'7N}‘
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Dans notre exemple, il y a un total de 6 configurations de rangs avec (2 succes et 1

échec) dans le bloc 1 et (1 succes et 1 échec) dans le bloc 2 comme suit :

En permutant les entrés dans les blocs 1 et 2 respectivement, on obtient un total de

72 rangs cowmpatibles. Donc la classe de compatibilité correspondant a p = (110]10)

est

En prenant la moyenne des fréquences d’apparitions de chaque rangs, ceci nous

(341]52), (351|42), (451|32), (342|51), (352/41), (452|31)

\

(341]52), (431]52), (143]52), (314]52), (413]52), (134/52),

(341]25), (43125), (143]25), (314]25),
( ( (

(

( (413]25), (134]25),
(153[42), (315]42), (513]42

(

(

351|42), (531[42),

b

(

(

,(135]42),

(351]24), (531]24), (153|24), (315|24), (513]24), (135]24),
(

(
(352]41), (325(41), (523]41), (532|41), (235(41), (253/41),
(
(452|31), (425/31), (542|31), (524/31), (254|31), (245|31),
(452|13), (425|13), (542|13), (524]13), (254/13), (245|13),

(451]32), (415]32), (514|32), (541|32), (145(32), (154|32),
(

) ) )
) ) )
) ) )
) ) )
) ) )

(352]14), (325|14), (523|14)
) ) )
) ) )
) ) ) (

(451|23), (41523), (514]23), (54123), (145]23), (154|23),
) ) )

) ) )
) ) )
) ) )
) ) )
) ) )
, (532]14), (235]14), (253]14),
) ) ) |
) ) )
) ) )
) ) )
) ) )

342|51), (324/51), (423|51), (432|51), (234]51), (243|51),

| (342]15), (324/15), (423]15), (432]15), (234/15), (24315) |

mene a la matrice suivante :
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(i

~
—
[\]
w
o
(&3]

J

ot W Lo [\W] p—t
Blm B (D= Ol O
oM o= (oI O Ol
o= o= [l v i
®I= o= ol o ol

N N e [= i =] e )

Définissons 'ensemble d’entiers

1—1 7
Bz:{ZquLl,m ,ZNq}, i=1,--k
g=1

et soient

Wo, = CCLTd(Aoy N Bz)

wy, = Card(Ayy N B,)

ouwy=0siY=Netw,=0s1Y =0.
On note que le modele dans des lignes dans le i€ bloc sont répétés N, fois. La statistique

de Hamming devient alors,
H = E[Ag(p,v)|C(1)C(v)]
—ZE i) = JIC(W] EI(v(i) = 5)IC(v)]

_ZP ) =3ICIPI(E) = 51C()

Y (Nz - yz)
= Z Z 1 TN 1<y [‘N—yf[yeAly] + mfue/aay]

=1 3=1

Zk y (N, ~ )
— w s (2 +w02 2 k3 }

=1 |: ' Nzy Nl(N _y)

]
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Puisque wq, + wy, = N, et Zf;l wy, = ¥, il en suit que

k k
1 1
H=—— 1_ﬁzwz+— ﬁzwz
1 & i
= N —y Z(l —ﬁz)(Nz _wlz) + ;;plwlz

=1

k k
1
= -2- Nzl__z'—l_‘_z 2 _E D, W1,
N_y [ ( p) ( p)w1]+y121pwl

1=1
k
2 1_;51 (1_‘51)
= wy, | — — + N,
2w (y N—y) ; (N —y)

TR

{
=3 o (v ) i )
{

1
= — — Wi A\P, — P +1
V7 29
k
1 1—2p
= _ WP, + —
Np(1—p) = —p
k
1 1-2p
= — WY, + —
Np(l—p); 1

w . :
ol w, = ﬁ On voit que la statistique de Hamming en (4.1.2) ressemble au test de
1
chi-carré du manque d’adéquation sauf que les poids sont aléatoires. On peut alors

écrire les poids de la fagon suivante :

0, N-y+1>3 N
w=q Y N, —(N-y), Lo iNg+1<N—y+1<Y N,
N, N—-y+1<YlIN+1L
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4.2 Distribution asymptotique de Hamming

Théoréme 4.2.1 La moyenne et la variance conditionnelle de Zle w,Y, sous ’hy-
pothése nulle et sous la condition que Zle Y, =y sont données par yp

et Np(1 — p)&2, respectwement, ot &, = S (w, — B)2A,.

72=1
Preuve 4.2.2 On remarque que sous Hy,

k

o =TI ()

=1 ’

En conditionnant sur > Y, =y, la distribution conjointe des {Y,} devient

[T (e (1 —p)New
(5)p¥ (1 —p)N-v

leyzZZJ(yl’ L Yk) =

(4.2.1)
IS (G
N
(y)
qui est une hypergéométrique multivariée.
Il en suit que
N,
B(Y.|Ho) = "ty (42.2)
N,(N = N,)
Y,|Hy) = ——=y(N — 2.
N, N, .
Cou(Y,,Y)|Hy) = _NQ(Tl_)y(N —Y), iF#] (4.2.4)

Donc,

k
E (Z wY,
1=1

foN,
y’H°> B <§wwy> (4.2.5)

=yp

et


http://pothe.se
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k
Var (Z w,Y,

1=1

Y, Ho) = ZwEVar(YAHO) + ZCOU(K, Y,|Ho)
¢ 177

= 2
= myw - y) ;Nz(N - NJw; — ;NzN]wlw]}

= W(Wl——l—)y(N k) NZNzUJ? - (Z Nzwz)2]

= W\lf_—l)y(N —y) |N?Y Al - N*(Y Alwl)Q}

~ Np(1—p) ) _(w, —p)*\, n
(4.2.6)

Dans le prochain théoreme, on démontre qu’asymptotiquement la statistique de Ham-

ming converge vers une distribution normale.

Théoreme 4.2.3 Sous (3.4.1) et conditwonnel sur Uhypothése nulle, Hy : p, = p,
1 <1 < k, la statistique Zle w,Y, converge vers une distribution normale pour de

grande valeur de N.

Preuve 4.2.4 Soit (3.4.1), il en suit que

Hf:l (]yv) R < Yy
(J:) YilY2 - Yk

Donc on voit que la densité conjointe des {Y,} conditionnelle sur > Y, =y tend vers

une distribution multinomiale indépendante de p.

On considere maintenant la distribution de la statistique de Hamming. Supposons
que les poids {w,} sont les valeurs obtenues & partir d’un échantillon i.i.d. provenant
d’une population ayant une moyenne y. Considérons un échantillonage bootstrap ou
on pige de I'ensemble des poids {w, } un échantillon aléatoire W7, - - - , W} avec remise

qui suit la distribution
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PW*=w)=X\, 1=1,--- k.

La moyenne et la variance sont respectivement

et

@ o
I
g
|
=
[\
>

o

Donc la somme de 1’échantillon bootstrap est

1=1

Le théoreéme central limite affirme que pour y grand mais fixe. S* est asymptotique-
ment normale. Maintenant y deviendra grand presque certainement puisque N — o0,
autrement y/N -~ p presque certainement, ce qui contredit la loi forte des grands

nombres.

Nous voulons faire le lien entre la distribution de Hamming et celle du bootstrap.
Soit X, le nombre de temps que w, est sélectionné dans le rééchantillonage. Il en suit
que le vecteur (X, -, Xx) a une distribution multinomiale(y, A1, -, Ag) et S* peut

étre écrit comme suit :

k k
S* = szXz =d Zwl}fl'
=1 =1

Par conséquent. sous ’hypothese nulle pour de grands N,

k _
1}/1 -
ORI (%Y
Np(1 - )03
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Il en suit que sous ’hypothese nulle et en conditionnant sur y,

EH|y|=E Np(f*_p_) + 11'_25 =1 (4.2.7)
et
_ Np(1 - p)5;
Var{H|y| = NQ[_El —p)J? (4.2.8)
= N 7]

Notons qu’en (4.2.7), E[H] = 1. Il en suit que

H-E[Hy  H-1
V/Var[H]y] \/ 52
N[p(1 - p)]
1 k L
_ Np(1-p) 2 (0P = 7)) (4.2.9)
ly

Nip(1 - p)]
_ Zf:l[Nth(pz "ﬁ) sy N(O, 1)

G4/ N[p(1 — Pp)]

et alors la statistique en (4.2.9) tend vers une distribution normale standard non

conditionnelle sur y. Un test semblable & (3.4.2) qui rejette I'hypothese nulle sera

Zf:l Nl(wz - ﬁ) (ﬁz - 15)
VIR Now, - 52 /ET - B)

> Za, Y#O0,N. (4.2.10)

ou les poids



4.3. ETUDE PAR SIMULATIONS 48

4.3 Etude par simulations

4.3.1 L’étude par simulations sous I’hypothéese nulle

Comme pour la statistique de Spearman, on génere des binomiales (N,,p,). On
choisi p égale a 0.1 jusqu’a 0.5, des valeurs de k = 5, les valeurs 10, 20, 30, 50, 100
pour N, et un seuil de significance de 5%. Sous I'hypothése nulle qu1il n’y a pas de
tendance, on a que p, = p.

Les simulations ont été effectuées a 1'aide du logiciel statistique SAS Apres avoir
généré les binomiales et calculé la statistique de Hamming pour les différentes valeurs
de k, N, et p, on remarque que 'histogramme des valeurs de la statistique, sous
I’hypothese nulle, semble tel que prévu étre distribué normalement, comme on peut

le vour dans les figures 4.1 a 4 9.

Histogramme de {a statistique de Hamming
avec k=5, p=0.1 et Bi=10
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Fi1G. 4.1 - Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque £ = 5, N, = 10 et
p=0.1.



4.3. ETUDE PAR SIMULATIONS

49

Histogramme de Ia statistique de Hamming
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Fic. 4.2 — Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque & = 5, N, = 10 et

p=0.3.
Histogramme de la statistique de Hamming
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Fic. 4.3 - Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque & = 5, N, = 10 et

p = 0.5.
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Histogranmme de la statistique de Hamming
avec k=5, p=0.1 et =30
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Fic 44 Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque £ = 5, N, = 30 et
p=01
Histogramme de la statistique de Hamming
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p=03

Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque & = 5, N, = 30 et
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Histogramme de la statistique de Hamming
avec k=3, p=0.5 et Mi=30
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Fic 46 Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque £ = 5, N, = 30 et
p=05

Histogramme de la statistique de Hamming
avec k=5, p=0.1 et =100
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Fic 47 — Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque & = 5, N, = 100 et
p=201
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Histogramme de [a statistique de Hamming
avec k=5, p=0.3 et k=100
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Fic 4 8 — Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque & = 5, N, = 100 et
p=03
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Fic 49 Histogramme de la Statistique de Hamming lorsque k£ = 5, N, = 100 et
p=05
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Ces histogrammes nous donnent confiance que la distribution asymptotique de

Hamming est une normale sous I’hypothese nulle.

4.4 L’étude de la puissance

La puissance d’un test est la probabilité de rejetter I’hypothese lorsque la sta-
tistique dépasse une certaine valeur, que 'on appelle le point critique. Dans le cas
de Hamming, la distribution asymptotique est approximée par une Normale(0,1),
donc & un seuil de significance de 5% on obtient le point critique théorique unilatéral
de 1.645. Nous devons tout d’abord vérifier que sous I'’hypotheése nulle le test atteint
effectivement le seuil de 5%. Pour la statistique de Hamming voici les seuls lorsque le

test en (4.2.10) est utilisé :

p/Ni 10 20 30 o0 100

0.1 | 0.0558 | 0.0638 | 0.0608 | 0.0564 | 0.0558
0.2 | 0.0544 | 0.0561 | 0.0561 | 0.0547 | 0.0534
0.3 | 0.0540 | 0.0524 | 0.0520 | 0.0519 | 0.0530
0.4 |0.0543 ] 0.0554 | 0.0516 | 0.0526 | 0.0516
0.5 | 0.0525 | 0.0526 | 0.0503 | 0.0500 | 0.0499

TAB. 4.1 — Seuils de la statistique de Hamming selon I'équation (4.2.10).

Ici les seuils sont pres de 5%. Donc, on peut alors procéder aux simulations sous les
hypotheses alternatives. Dans le chapitre 5, nous comparerons les puissances obtenues
en utilisant la statistique de Spearman avec celles obtenues en utilisant la statistique

de Hamming.



Chapitre 5

Analyse et discussion

5.1 Etude par simulations

Un des objectifs de I'étude par simulations est de comparer les méthodes de
Spearman et Hamming selon leur seuil de signification sous l'’hypothese nulle. On

veut également comparer leur puissance sous différentes alternatives.

5.1.1 L’étude par simulations sous I’hypothése nulle

Nous avons constaté dans les chapitres 3 et 4 que les statistiques de Spearman
et de Hamming atteignent toutes deux le seuil de 5%. Dans le cas de Spearman, les
simulations sont calculées lorsque p, est estimé par P, puisque le seuil est plus pres
de 5% dans ce cas. Pour Hamming, les simulations sont calculées en utilisant le test

défini en (4.2.10).

5.1.2 L’étude de la puissance

Lorsqu’on fait des simulations sous ’hypothese alternative, on compare la puis-
sance des tests de Spearman et de Hamming. Comme nous avons vu au chapitre 3 et
au chapitre 4, le point critique théorique unilatéral est de 1.645. On procede mainte-

nant aux sumulations sous les hypotheses alternatives. Dans le cas de Spearman, les

54
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simulations sont calculées lorsque p; est estimé par p. Pour ’étude des puissances, on
considére plusieurs cas :

1 Les p; sont strictement croissants monotones

2 Les p; sont non-décroissants avec répétitions

3 Les p; ne sont pas croissants ou non-décroissants
Pour chacun de ces cas, on a choisi £k = 5, N; = 10,30 ou 100. Les résultats sont
présentés dans les tableaux (5.1), (5.2) et (5.3). On remarque dans les tableax (5.1) et
(5.2) que Spearman a une plus grande puissance que Hamming, cependant lorsqu’on a
de grandes tailles d’échantillons la puissance des deux tests est semblable et tres élevé.
Regardons maintenant les puissance lorsque les p; ne sont pas en ordre croissant ou
non décroissant. Pour les cas présenté dans le tableau (5.3), lorsque les p; ne sont pas
croissants ou non-décroissants, les résultats sont mixtes. Dans certains cas Hamming
a une puissance plus élevéc que Spearman et vice-versa. Il se peut que la statistique
de Hamming puisse détecter d’autre alternatives que la croissance monotone des p,. I
ne semble pas y avoir de modele pour prédire lequel de Hamming ou Spearman aura

la meilleure puissance.
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o N, =10 N, =30 N, =100
Pr | P2 | P3| P4 | Ps H S H S H S
0.05| 02 | 03 | 04 | 0.5 |0.6387 | 0.818 | 0.9606 | 0.9981 1 1
0.05| 0.1 | 0.15| 0.2 | 0.25 | 0.2693 | 0.3875 | 0.5275 | 0.7989 | 0.9003 | 0.9984
0.05] 0.1 | 0.2 | 0.3 | 0.4 | 0.552 | 0.7346 | 0.8815 | 0.9916 | 0.9994 1
011102104 ]| 05 | 06 |0.7668 | 0.8926 | 0.9917 | 0.9996 1 1
01102 (03] 04| 05 |0.5943 | 0.7285 | 0.9422 | 0.9897 1 1
0.15| 0.2 | 0.3 | 0.4 | 0.5 ]0.5521 | 0.6352 | 0.9134 | 0.9606 1 1
02 1 05| 06 | 0.7 | 0.8 |0.8305 | 0.9024 | 0.9978 | 0.9998 1 1
02103 |04 | 05| 06 | 0.5879 | 0.6622 | 0.9344 | 0.975 | 0.9999 1
0.2 (025 03 [0.35] 04 | 0.2512 | 0.2886 | 0.4965 | 0.601 | 0.9028 | 0.9623
03 06 | 07| 08 ] 09 |0.8775 | 0.9398 | 0.9996 1 1 1
03 (04 |05 | 06 | 07 ]0.5768 | 0.6328 | 0.9458 | 0.9669 | 0.9999 1
03 |04 |06 | 07 ] 08 |0.8141 | 0.8493 | 0.997 | 0.9988 1 1
035] 05 | 0.7 | 0.8 | 0.9 | 0.8741 | 0.9296 | 0.9992 | 0.9999 1 1
0.35] 0.7 |0.75| 0.8 | 0.9 | 0.8295 | 0.8665 | 0.9988 | 0.9992 1 1
04 | 05 | 06 | 0.7 | 0.8 |0.5789 | 0.6631 | 0.932 | 0.9742 | 0.9998 1
0.4 1055 0.6 |065] 0.7 ] 0.3472 | 0.3985 | 0.7118 | 0.7874 | 0.992 | 0.9984
0.45| 06 | 0.7 | 0.75 | 0.8 | 0.5295 | 0.5704 | 0.9108 | 0.9331 1 1
05106 | 07|08 09 | 0583 |0.7247 | 0.9395 | 0.9907 1 1
0.55| 0.6 | 0.7 | 0.8 | 0.9 | 0.4949 | 0.6562 | 0.8716 | 0.9741 | 0.9994 1
0.6 {065 0.8 {085 0.9 | 0482 | 0.6015 | 0.8276 | 0.9538 | 0.9972 1

TaAB. 5.1 — Puissances de Hamming et Spearman lorsque les p, sont strictement crois-

sants monotones
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N, =100

YS!

D2

D3

D4

Ds

H

S

H

S

0.05

0.1

0.1

0.2

0.3

0.4529

0.5084

0.7889

0.9009

0.9949

0.1

0.3

0.3

0.4

0.5

0.5054

0.6373

0.8796

0.9653

0.9999

0.1

0.2

0.4

0.4

0.6

0.6852

0.8506

0.9769

0.9982

0.15

0.2

0.2

0.3

0.4

0.3949

0.4002

0.7439

0.7781

0.9928

0.9966

0.2

0.3

0.3

0.4

0.5

0.4084

0.4444

0.7773

0.8259

0.9969

0.9989

0.2

0.2

0.3

0.3

0.5

0.4427

0.4625

0.823

0.8429

0.9985

0.9992

0.2

0.2

0.3

0.4

0.5

0.502

0.5417

0.8783

0.9087

0.9999

0.2

0.3

0.3

0.5

0.6

0.658

0.6738

0.9723

0.9761

1

0.3

0.5

0.5

0.5

0.9

0.5778

0.8096

0.9431

0.9975

1

0.3

0.4

0.5

0.5

0.7

0.45

0.5502

0.8551

0.9341

0.9996

0.35

0.5

0.6

0.6

0.8

0.5329

0.6517

0.9161

0.9731

0.9998

0.35

0.6

0.6

0.6

0.7

0.3026

0.3966

0.628

0.7854

0.977

0.9985

0.4

0.5

0.6

0.6

0.8

0.4625

0.5692

0.8549

0.9415

0.9994

0.9999

0.4

0.5

0.6

0.8

0.8

0.6231

0.7498

0.9457

0.9918

0.9999

0.45

0.5

0.5

0.7

0.75

0.3965

0.4825

0.7556

0.8822

0.9929

0.9998

0.5

0.6

0.7

0.8

0.8

0.4894

0.5359

0.8777

0.9101

0.9999

0.55

0.6

0.6

0.7

0.9

0.3315

0.5404

0.6524

0.9253

0.9807

0.9999

0.6

0.7

0.8

0.8

0.9

0.4371

0.5026

0.7986

0.8957

0.9961

0.9999

0.6

0.7

0.7

0.8

0.9

0.3579

0.486

0.6918

0.8884

0.9958

0.9999

0.6

0.6

0.7

0.8

0.9

0.3962

0.5679

0.7387

0.9425

0.992

1

TAB. 5.2 - Puissances de Hamming et Spearman lorsque les p, sont non-décroissants
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N, =10 N, =30 N, =100
D1 D2 D3 | P4 | Ds H S H S H S
005 04 | 02 |05} 09 | 0979 | 09967 1 1 1 1
0.05| 0.3 | 0.2 [ 0.1]0.45|0.5441 | 0.4179 | 0.917 | 0.8248 1 0.9994
0.1 { 0.7 ] 09 |02 0.5 |0.0284 | 0.095 | 0.1032 | 0.2180 | 0.0021 | 0.6245
0.1 ] 09 ] 02 |06 05 {0.0884 | 0.1986 | 0.2328 | 0.5234 | 0.667 | 0.9696
02105 1] 04 107] 03 |0.2022 ] 0.1700 | 0.4688 | 0.3935 | 0.9180 | 0.8408
0.2 | 0.7 {00505 03 |0.0935|0.0427 | 0.1727 | 0.0431 | 0.3784 | 0.0425
0.2 | 0.8 ] 0.1 {03 0.5 |0.0596 | 0.0603 | 0.0949 | 0.0855 | 0.2062 | 0.1387
0.2 105 |03 08) 04 |0.5139 | 0.3904 | 0.9283 | 0.7986 1 0.9989
03 1] 09 | 0.7 {05 0.6 |0.083 | 0.0944 { 0.0796 | 0.1609 | 0.0777 | 0.3489
03 05 02 06| 04 |0.2473 | 0.1467 | 0.5615 | 0.2764 | 0.9669 | 0.6098
0354109 | 05 |08 0.7 |0.2310 | 0.3500 | 0.3903 | 0.7123 | 0.7443 | 0.9937
04106 {03 07} 05 |0.1578 | 0.1352 | 0.294 | 0.2622 | 0.6153 | 0.5914
0.5 04 | 01 |08 0.3 |0.2856 | 0.0443 | 0.0921 | 0.0436 | 0.9929 | 0.0438
0551 09 | 06 |0.8] 0.7 | 0.1689 | 0.1226 | 0.2861 | 0.1984 | 0.5601 | 0.4121
06 { 0.2 [ 04 (08| 0.5 [0.4596 | 0.1837 | 0.8771 | 0.3925 | 0.9997 | 0.8266
06 | 0.5 0.1 |09} 04 |0.1925 | 0.0389 | 0.3233 | 0.0408 | 0.6097 | 0.0428
06 | 0.1 | 0.8 0.4 0.5 |0.1524 | 0.0648 | 0.2248 | 0.0872 | 0.4121 | 0.1551
0.6 | 09 [055]0.7] 0.6 | 0.0412 | 0.0228 | 0.025 | 0.0106 | 0.0074 | 0.0018
0.7 05104 08| 0.6 | 0.0716 | 0.0683 | 0.0664 | 0.0899 | 0.0668 | 0.1496
0.9 1005| 03 [ 05| 0.7 |0.1337 | 0.0171 | 0.4034 | 0.0257 | 0.9301 | 0.0435

TAB. 5.3 — Puissances de Hamming et Spearman lorsque les p, ne sont pas croissants

ou non-décroissants
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Sachant que pour le test de Cochran-Armitage, le seuil varie selon les valeurs de
N; (Corcoran, [8]), nous avons également fait I’étude par simulations avec des valeurs

de N; différentes. Nous avons considérés quatre cas pour k = 5 :
1. Ny =10, Ny =10, N3 =5, Ny =15, N5 = 10
2. Ny =5, Ny =8, N3 =5, Ny =16, N; = 16
3. Ny =16, Ny =16, N3 =5, Ny =8 N5 =5

4. N1:3aN2:87N3:137N4:187N5:8

p=0.1| N, | Ny | N3 | N, | N5 | H S
10| 10| 5 | 15 | 10 | 0.0552 | 0.0633
518 |5 (16|16 0055 | 0.053
16 16| 5 | 8 | 5 |0.0771 | 0.069
3|8 |13|18| 8 |0.0634 | 0.0741

TAB. 5.4 — Seuils des statistiques de Hamming et de Spearman avec p=0.1.

p=0.2 | Ny | Ny | N3 | Ny | N; H S

10 | 10 { 5 | 15 | 10 | 0.0551 | 0.068
5 | 8 | 5 |16 | 16 | 0.0582 | 0.071
16 |16 | 5 | 8 | 5 |0.0648 | 0.0703
3|1 8 | 1318 | 8 |0.0555 | 0.0696

TAB. 5.5 — Seuils des statistiques de Hamming et de Spearman avec p=0.2.
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p=03 | Ny | No | N3 | Ny | Ns H S

10110 5 | 15| 10 | 0.053 | 0.0662
5} 8 5 | 16 | 16 | 0.0549 | 0.0702
16 | 16 | 5 8 5 10.0597 | 0.0678
3 8 {1318 | 8 |0.0519 | 0.0705

TAB. 5.6 — Seuils des statistiques de Hamming et de Spearman avec p=0.3.

p=04 | Ny | Ny | N3 | Ny | N; H S

10 | 10| 5 | 15 | 10 | 0.053 | 0.0661
51 8 | 5 11616 | 0.052 | 0.068
161167 5 | 8 | 5 |0.0589} 0.0701
3 | 8 | 13|18 8 |0.0565 | 0.0697

TAB. 5.7 — Seuils des statistiques de Hamming et de Spearman avec p=0.4.

p=0.4 | Ny | Ny | N3 | Ny | N; H S

10 [ 10 | 5 | 15 | 10 | 0.0555 | 0.066
5 | 8 | 5 |16 | 16 | 0.0553 | 0.0672
16 |16 | 5 | 8 | 5 |0.0586 | 0.0677
3| 8 | 13|18 | 8 |0.0574 | 0.071

TAB. 5.8 — Seuils des statistiques de Hamming et de Spearman avec p=0.5.

Il est intéressant de constater dans ces cas que la statistique de Hamming est beaucoup
plus prés du seuil de 5% que la statistique de Spearman.

Pour ce qui est des hypotheses alternatives, nous avons testés les mémes valeurs
de p, que celles utilisées dans les tableaux (5.1), (5.2) et (5.3). Voici quelques-uns
des résultats. On constate que méme avec des tailles différentes, la conclusion ini-

tiale ne change pas. C’est-a-dire que lorsque les p, sont strictement croissant ou non
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décroissant, la statistique de Spearman a une meilleure puissance que celle de Ham-
ming. Par contre dans le cas ou les p, ne sont pas croissants ou non-décroissants, il

est difficile de prédire lequel des tests aura la meilleure puissance.



Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

Pr | P2 | Ps | Pa | Ps H S H S H S H S

00502 ] 03| 04| 05 |0.6450 | 0.8799 | 0.5165 | 0.7656 | 0.6976 | 0.8893 | 0.4569 | 0.6205
0.05| 0.1 |0.15] 0.2 | 0.25| 0.2563 | 0.4798 | 0.2472 | 0.4042 | 0.3413 | 0.4607 | 0.1966 | 0.3379
0.05| 01 | 02 | 0.3 | 0.4 |0.5389 | 0.8055 | 0.4682 | 0.7415 | 0.6222 | 0.7402 | 0.4162 | 0.6281
0.05( 03 | 05 | 0.7 | 0.9 |0.9974 | 0.9999 | 0.9909 | 0.9988 | 0.9931 | 0.9997 | 0.9317 | 0.9830
0.05]0.15} 0.3 | 0.6 | 0.9 | 0.9989 | 0.9999 | 0.9986 | 0.9999 | 0.9962 | 0.9989 | 0.9846 | 0.9975
0357 05 | 07 | 0.8 | 0.9 | 0.8982 | 0.9472 | 0.8605 | 0.9059 | 0.8248 | 0.9227 | 0.7169 | 0.8090
045 0.6 | 0.7 | 0.75 ] 0.8 | 0.5534 | 0.6137 | 0.4694 | 0.4983 | 0.5228 | 0.6264 | 0.3448 | 0.4079
04 055 0.6 |0.65| 0.7 | 0.3748 | 0.4636 | 0.2965 | 0.3716 | 0.4181 | 0.4874 | 0.2293 | 0.2941
035 0.7 {075 | 0.8 | 0.9 |0.8475 | 0.8926 | 0.6984 | 0.7772 | 0.8949 | 0.9236 | 0.4329 | 0.5795
055 06 | 0.7 | 0.8 | 0.9 | 0.5342 | 0.7285 | 0.5864 | 0.7177 | 0.3582 | 0.6004 | 0.4412 | 0.6087

TAB. 5.9 — Puissances de Hamming et Spearman lorsque les p; sont strictement croissants monotones
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5.2. LA STATISTIQUE DE HAMMING MODIFIEE 65

5.2 La statistique de Hamming modifiée

Nous avons vu que les tests de tendance prennent tous la forme

ZNz(xz_j)(pz_p) ol F = ZszEz
VY Nz, — 2)2/p(1 — p) >N,
Dans les cas de la régression et de Spearman, z; < 3 < --- < xg. Ce n’est pas le

cas pour Hamming. On consideére donc une modification. Soit z, = le nombre d’entier
en commun entre {1,---,> " Ng} et {N —y+1,---,N}. De cette maniere {z,}
représente une suite non-décroissante monotone.

Dans un exemple pratique, Neuhduser [15] utilise des données sur le temps de
réaction des souris a un stimuli sur leur queue. Il y a quatre groupes qui contiennent 10
animaux chacun. Un temps de réaction d’au moins 3 secondes est considéré comme un

succes. Dans son article, il effectue des simulations avec les valeurs des p, suivantes :
Lpr=po=p3=01,p4=01+2z
x
2. P1 = P2 = 0.1,])3 =01+ §,p4 =01+=x

3. p1=p2=01,p3=ps=01+x

z 2z
4. P = O.l,pQ == 01—|— g’pB = Ol—Jr— -3_
T
0. m=01p=p3=014+=,p,=01+zx

2
6. ;1 =01, ps=p3=p,=01+=z
On procede donc a des simulations avec les mémes valeurs de p, pour les statis-
tiques de Spearman, Hamming ct la statistique de Hamming modifiée et on construit
un graphique de la puissance des différents tests pour chacun des cas. Les graphiques
(5.2) et (5.3) sont construits en suivant le méme modele mais en utilisant 0.3 et 0.5,

respectivement, comme valeur de départ. Aussi, N, = 20 pour tout i.
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On constate que la puissance de la statistique de Hamming modifiée est presque
toujours plus élevée que celle de Hamming. De plus, lorsque la valeur de départ est
plus grande, la puissance de la statistique de Hamming modifiée est presque toujours

égale a celle pour la statistique de Spearman.

5.3 Exemple

Nous voulons comparer les différents tests de tendance présentés dans cette these.

Nous avons utilisé des données sur les déces en Afrique du Sud pour les années 2000

a 2008.

Année | Nombre de déces | Population
2000 416 155 43 789 115
2001 454 882 43 997 828
2002 502 050 44 187 637
2003 556 779 44 344 136
2004 576 709 42 718 530
2005 598 131 42 768 678
2006 612 778 43 647 658
2007 603 094 43 586 097
2008 592 073 43 421 021

TAB. 5.12 — Données sur les déces en Afrique du Sud entre 2000 et 2008.

On veut tester I'’hypothese que tous les p; sont les mémes, i.e. Hy : p; = p contre
I’hypothese qu’il y a une tendance croissante. Notons que dans cet exemple les y;
représentent le nombre de déceés a chaque année et N; représentent la population a
chaque année. Puisqu’il y a 9 années, alors k = 9.

On procede donc au test de tendance en utilisant les méthodes suivantes : la

méthode par tableau de contingence, le test de Spearman, le test de Hamming et le
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test de Hamming modifiée.

5.3.1 La méthode par tableau de contingence

Cette méthode consiste a calculer

et on rejette 'hypotheése nulle si x7_, > Xk_l(a) avec o = 0.05. Donc nous devons

calculer
2

9 2
Z Z ” Eu) _ s3353.07 > x2(0.05) = 15.5

avec un p-value < 0.0001. On rejette donc tres fortement I’hypothese nulle.

5.3.2 Le test de Spearman

Nous devons calculer la statistique de Spearman :

SN (0= 50 B -p

\/z N, %—M) 51— p)

et on rejette 'hypothese nulle si S > z,, pour a = 0.05. On a que S = 260.0833 >

2005 = 1.645 avec un p-value < 0.0001. donc on rejette tres fortement ’hypothese

nulle.

5.3.3 Le test de Hamming

Nous devons calculer la statistique de Hamming :
_ 2w — p)(p — P)]
V2, Ni(w, — p)2/B(1 — D)

et on rejette I’hypothese nulle si H > z,, pour o = 0.05. On a que H = 70.26753 >

Zoos = 1.645 avec un p-value < 0.0001. donc on rejette tres fortement I’hypothése

nulle.



5.4. DISCUSSION 71

5.3.4 Le test de Hamming modifiée

On calcule la statistique de Hamming modifiée

o, — 2N 2P - D) o Y Na,
\[ZNz(xz “3_3)2\/13(1 _13), YN,

et ¥, = le nombre d’entier en commun entre {1,---,> 5 _, No} et {N —y +

1,---,N}. et on rejette hypothese nulle si Hy > z,, pour a = 0.05. On a que
Hyy = 70.26753 > 25095 = 1.645 avec un p-value < 0.0001, donc on rejette tres
fortement 1'hypothese nulle.

Dans cet exemple, la statistique de Hamming et celle de Hamming modifiée
donnent exactement le méme résultat. On constate ici que tous les tests rejettent
I’hypothese nulle qu’il n’y a pas de tendance Puisque la statistique de Spearman et
celle de Hamming sont toutes deux asymptotiquements des N (0, 1) et que la valeur de
la statistique de Spearman est plus grande que celle de Hamming, on en conclut que
la statistique de Spearman est meilleure que celle de Hamming ou celle de Hamming

modifiée.

5.4 Discussion

En résumé, les tests statistiques étudiés sont :

Régression : > M@ — 2)(P — P) — g
VS, Ni(z, — 7)2\/B(1 — p) \/_VaTB
N+1
Y NG~ —5— ) B —D)
Spearman : ( 2 )2
o (o 1) v
Hamming : >, [Ni(w, — D) (D, — P)]

\/Zz NZ(wz - 33)2\/13(1 - 25)
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Rappelons-nous que la régression mene au test de Cochran-Armitage et que pour
pouvoir 'utiliser nous devons tout d’abord spécifier les scores. Portier et Hoel ([16]),
Horthone et Bretz ([12]) et Corcoran et al ([8]) ont notés que le test de Cochran-
Armitage est trés sensible au choix des scores et conclut que l'utilisation générale de
ce test n’est pas recommandé. Les tests statistiques de Spearman et de Hamming, qui
sont basés sur les rangs, ont étés dérivés en utilisant le concept de compatibilité. C’est
ce concept qui permet de justifier, dans le cas de Spearman, 'utilisation usuelle d’un
rang moyen pour les exactos. A Vaide des simulations, on conclut que la statistique
de Spearman a généralement une puissance plus élevée que celle de Hamming, et est
donc le test recommandé. Par contre, la statistique de Hamming modifiée obtient
une puissance plus élevée que celle de Hamming et dans certain cas, elle obtient une
puissance tres pres de celle de Spearman. 11 serait intéressant d’approfondir 'étude

de la statistique de Hamming modifiée.



Chapitre 6

Conclusion

Cette these présente différents tests et méthodes pour étudier les tendances dans
les proportions. Le test de Cochran-Arimnitage par exemnple nécessite que 'on spécifie
des scores. Corcoran et al. [8] mentionnent que le test de Cochran-Armitage est tres
sensible au choix des scores et que son utilisation générale n’est pas recommandée.
Ce test est également sensible au choix des N;. C’est pourquoi on explore deux autres
tests basés sur les distances de Spearman et de Hamming. L’avantage de ces tests est
que nous n’avons pas besoin de spécifier des scores, ces tests sont basés sur les rangs
et sont donc plus adéquats pour une utilisation générale.

Les contributions principales de cette these sont le développement d'un test de
tendance non paramétrique sur les proportions basé sur la distance de Hamming et la
comparaison avec un test similaire basé sur la distance de Spearman. On a démontré
que les tests de régression, de Spearman et de Hamming ont tous une forme semblable
a l'exception du choix de pondération. Dans le cas de Spearman, la pondération est
basée sur les tailles d’échantillons cumulatives. Sous I’hypotheése nulle, les statistiques
de Spearman et de Hamming sont asymptotiquement normales. Pour comparer les
deux tests, nous avons décidé de procéder a des simulations et de comparer les puis-
sances obtenues pour la statistique de Hamming et celle de Spearman, pour des
p; croissants monotones lorsque les N; sont tous égaux et également lorsqu’ils sont

différents. Les résultats nous montrent que lorsque les p; sont croissants monotones,

73
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la statistique de Spearman obtient une puissance plus élevée Par contre, lorsque les
p, ne sont pas strictement croissants monotones, 1l est impossible de savoir lequel de
Hamming ou Spearman aura la plus grande puissance Il serait donc intéressant de
faire une étude plus approfondie de la puissance selon différentes alternatives Il se-
rait également mtéressant d’étudier plus profondémment la statistique de Hamming
modifiée car on remarque que sa puissance est presque toujours plus grande que celle
de la statistique de Hamming et que dans certaines circonstances celle-ct est trés pres

de la puissance pour la statistique de Spearman
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